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PROLOGDO \

De nuevo el profesor Alfonso Bustamante ha hecho una buena obra. Hace seis
afnos conoci las notas iniciales de este libro y ya entonces eran un material sélido,
util e interesante, para quienes nos ocupamos de la légica. Hoy encuentro un libro
completo, ambicioso y Unico en su género dentro de nuestro medio académico, que
nos da la oportunidad de aligerar la dependencia obligada con ciertos autores de
habla inglesa.

Ahora que este libro llega a varios paises, apreciamos que la asi llamada
“Racionalidad” occidental también nos pertenece. En ocasiones, escuchamos, con
algo de chovinismo, que tenemos un alma diferente a la sajona. No lo creo. Tal vez
un humor y una simpatia diferentes; nada esencial. Pero nuestra forma humana de
razonar es universal. Sin esta premisa, la ensefianza de la l6gicay de la argumentacion
caeria en el desierto y su semilla se esparciria en el viento.

La l6gica y la argumentacion tienen un linaje griego, afiejo y clasico. Por esta razén,
quienes enseflamos materias afines sabemos del esfuerzo que representa ilustrar
con nuevos ejemplos los viejos tépicos, y presentarlos de una manera atractiva a
los nuevos publicos. Este libro enriquece generosamente el acervo de ilustraciones;
la razén debe ir de la mano de la intuicion, como ensefiara Kant en su Critica de
la razén pura. Y si esas intuiciones abundan y casan con el entendimiento, mucho
mejor.

Sinembargo, s6loalguien, conesaclaray profundaconvicciénennuestrascapacidades,
puede dejar de lado, con toda confianza, el estudio casuistico de las falacias
empiricas, tal como muchos de nosotros lo hacemos en nuestras presentaciones de la
argumentacion. Su confianza en las luces de la razén le permite creer que aplicando
adecuadamente los reglas de la inferencia correcta seria superfluo ocuparse de esas
decenas de tipologias sofisticas, que vienen en los manuales de légica desde los
tiempos del mismo Organon de Aristételes. Se cae en los sofismas (argumento ad
hominem, ad verecundiam, ad baculum, etc.) al descuidar el pensamiento correcto.
Una persona educada en los aspectos basicos de la argumentacién y el correcto
pensar no corre el riesgo de ser falaz. Asi nos lo ensefia, sin decirnoslo, este libro de
Ldgica y argumentacion: De los argumentos inductivos a las dlgebras de Boole. Aqui
s6lo hay campo para estudiar las falacias l6gicas.
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Légica y argumentacion: De los argumentos inductivos a las algebras de Boole

Las buenas obras tienen tres origenes posibles: son el producto de la inspiraciéon
de un genio, pensemos en el Tratado de la naturaleza humana de David Hume,
publicado cuando el filésofo inglés tenia apenas veinticuatro afios; o son el fruto de
la paciencia, como la ya mencionada Critica de la razén pura, publicada por Kant a
sus sesenta afos de edad, luego de decenios de reflexion; o la natural consecuencia
del tiempo, como dice Borges refiriéndose a La Illiada y La Odisea: "El tiempo termina
siendo un gran antologista”.

Este libro tiene un origen distinto: la pasién pedagdgica, la lucidez y la paciencia.
Se decant6 con los afios, con el estudio continuado y la observacién cuidadosa de
sus colegas y de sus alumnos en clase. El resultado no es inferior a estos desvelos. Se
construyd paso a paso, de modo que no se encontraradn referencias o alusiones de
lo que no se haya explicado antes. Es un viaje de la comodidad del lenguaje natural
de la argumentacion en los primeros capitulos, hacia la luz de la complejidad de las
relaciones algebraicas en los ultimos.

Este libro es un aporte para los estudiantes, profesores, directivos académicos y
estudiosos de lalogicaylaargumentacién en general. Los estudiantes encontraran en
sus paginas una exposicidn amable y rigurosa de una materia esencial en su formacion
universitaria. Si desean consultar un tema particular (los tipos de argumentacién, las
falacias logicas, el calculo de predicados), hallardn aqui un apoyo seguro.

Por su parte, los maestros ansiosos de un libro de texto que sirva de guia y soporte
para un curso de un semestre (0 un afo) ganaran tiempo si se topan con este
trabajo, pues encontraran no sélo los temas basicos, sino las luces de un profesor
con experiencia en la ensefianza universitaria.

Los investigadores que desean profundizar temas del calculo de predicados, de la
teoria de conjuntos, de las algebras booleanas o simplemente desean ver otra forma
de presentar lo ya conocido (de pronto de una manera mas interesante o pertinente)
no se veran defraudados con la lectura de estas paginas; este libro es una buena
ocasion para estudiar de nuevo.

Losdirectivos universitarios, como es micaso, tenemosahoralaocasion derecomendar
un buen libro con destino a los cursos del nucleo basico (o ciclo basico), con los
cuales se inician la mayoria de programas de pregrado en nuestras universidades.
Cada dia es mas cierto que la formaciéon en competencias basicas para el aprendizaje
superior debe estar en manos competentes. En nuestra universidad tenemos cursos
introductorios de argumentacion, andlisis de argumentos, légica y pensamiento
formal, y la presentacién de temas tratados en estos cursos se ve bien expresada
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aqui, con diferentes grados de profundidad, segun las necesidades tematicas de las
distintas carreras.

“No es posible no leer este libro con provecho”. Esta frase no viola la l6gica, perosi la
buena prosa. No encontraran frases como esta en el libro del profesor Bustamante;
su caracteristica es la claridad y la consideracién por el lector. El, por un pudor
académico, no condesciende con la broma, pero no por falta de gracia; su sentido
del humor es tan fresco como el de cualquier persona inteligente. Sucede que, por
su formacién matematica, teme despistar al lector con alusiones irrelevantes. Teme
que poniendo un gracejo distraiga la atencion o le reste seriedad a la exposicién;
en consecuencia, sélo muy esporadicamente la obra estara salpicada con alusiones
graciosas y finas que, por esa curiosidad de los afios, se convirtieron para mi en
una verdadera aventura encontrarlas, cuando leia este libro. Los giros simpaticos
aparecen comunmente entre paréntesis, aunque excluyo de esta categoria las
férmulas de la l6gica que demandan esos paréntesis. Esa busqueda cémplice es una
forma de ser el lector agradecido que cualquier libro espera.

En el ejercicio de mi cargo, como Decano de la Universidad del Rosario, he aprendido
(con los golpes de la vida) que las normas nos protegen. Cuando uno se atiene a las
reglas que nos rigen (y esas reglas son correctas), los procesos avanzan con justicia.
Pues bien, en el estudio de la l6gica y de la argumentacion, las normas nos protegen.
Son protocolos curados por el tiempo. Marco de entendimiento entre los hombres,
al menos entre los razonables. Cuando se habla de las muchas posibilidades que
tenemos para hermanarnos, siempre pienso en los buenos argumentos que podemos
darnos, unos a otros, para acrecentar los entendimientos.

En estas paginas se pone en marcha un propésito pedagdgico, una idea de la ciencia
y una filosofia: la argumentacion no cae necesariamente en el campo de la retorica,
como pensaba Chdim Perelman. De nuevo los anacrénicos ilustrados respiramos
confiados en las luces del pensamiento, pues, en el fondo de los argumentos, no esta
el capricho del mas fuerte, sino el peso del argumento mas sélido. Ese tono se pone
desde el comienzo de esta obra. En la misma Introduccion, cuando se estd hablando
de la argumentacién en general, el primer ejemplo que se trae es el del Teorema de
Pitdgoras. Es cierto, la argumentacion copa todo el escenario de las interacciones
verbales entre los hombres, pero al momento de ilustrar su engranaje se acude a un
ejemplo geométrico.

Paraterminar, quierosefalar que élyyotenemosun enfoque diferente para enfrentar
los problemas de l6gica del tipo propuesto por Moore. En mis clases, por ejemplo,
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frente al ejercicio de los trabajos de ceramica que este libro trae en la pagina 97,
mi primera tarea para los estudiantes es preguntarles, jcuantos datos se pueden
extraer con la primera premisa y sélo con el concurso de ella? Esto, con el objeto
de hacerles sentir, de primera mano, la capacidad que tenemos de pensar a priori y
obtener informacién pertinente por medios puramente analiticos. La premisa dice
asi: "Quien hizo el frutero termind después de quien hizo el cenicero, pero antes que
Flora”. La respuesta es ocho nuevos datos, ¢podria usted decir cuales?

José Francisco Rodriguez Latorre
Decano Escuela de Ciencias Humanas
Universidad del Rosario, Bogota



INTRODUCCION \

Presentamos a la comunidad académica Ldgica y argumentacion: De los argumentos
inductivos a las algebras de Boole, como contribucién al desarrollo de la competencia
argumentativa y del pensamiento l6gico, y al uso de estas competencias en el manejo
de temas como las técnicas de demostracion y los fundamentos de teoria de conjuntos
y de algebras booleanas.

El texto dedica especial atencion al analisis de las diferentes clases de razonamientos
inductivos, al estudio y aplicacién de las reglas de inferencia y de los criterios de validez
de razonamientos deductivos, a las técnicas de demostracion, y a dos importantes
temas de aplicacion: la teoria de conjuntos y las algebras de Boole.

En el capitulo 1 se introduce el tema general de razonamiento: concepto, elementos
de un razonamiento e identificadores para los mismos, diagrama de la estructura de
un razonamiento, argumentos deductivos y argumentos inductivos. Como en todos los
capitulos, se proponen ejercicios para el control de la comprension y del aprendizaje.

En el capitulo 2 se presentan los conceptos de afirmacién categoérica y proposicion
categérica, y se estudian el silogismo categoérico y el criterio de validez de silogismos.
Al igual que para el capitulo 1, la referencia bibliografica fundamental para este
capitulo ha sido Introduccidn a la Ldgica, de Irving Copi y Carl Cohen, texto que por su
cobertura y calidad es referencia obligada sobre el tema. El capitulo presenta también
las nociones de condicién suficiente, condicién necesaria, y condicién necesaria y
suficiente, y las falacias conocidas como falacias légicas. Se cierra el capitulo con una
seccion sobre el tipo de problemas conocido como “problemas légicos”, que incluye
algunos problemas del tipo LSAT (Law School Aptitude Test), un examen disefiado
para evaluar la lectura critica, el manejo de datos y las habilidades de razonamiento
analitico.

Los capitulos 3 y 4 estan dedicados a la l6gica simbdlica: 16gica proposicional y l6gica
de predicados de primer orden, respectivamente. Se presentan las reglas de inferencia
y los criterios de validez para los razonamientos deductivos, con lo cual se supera la
limitaciéon a los razonamientos silogisticos del capitulo 2. Se presentan también la
nocién de razonamiento inconsistente y las consecuencias derivadas de esta clase de
razonamientos.

Finalmente, en el capitulo 5 se hace una breve presentacion de las técnicas mas usuales
de demostracion en matematicas, y de su fundamento en la Légica formal, y se tratan
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dos temas de aplicacién importante: los elementos basicos de teoria de conjuntos, y
las dlgebras booleanas y su utilizacién en los circuitos I6gicos. Por su estrecha relacion
con los temas del capitulo 3, estos dos temas constituyen un cierre adecuado de la
tematica del libro. Sin embargo, también por su especificidad pueden considerarse
opcionales para algunos programas de estudio.

Esperamos que el aprendizaje de los temas aqui considerados represente un doble
beneficio para la formacién del estudiante: En primer lugar, que contribuya al
fortalecimiento de su capacidad de estudio sistematico y le generen respeto por el
rigor intelectual, e inclinacién hacia el trabajo académico serio. Aqui encontrara que
la Légica es mucho mas que “tablas de verdad” y que, para comprender y aprender
los temas desarrollados, debe leer cuidadosa y criticamente cada concepto, cada
regla, cada ejemplo, y resolver oportunamente los ejercicios propuestos. En segundo
lugar, que aprenda a diferenciar los razonamientos validos de los razonamientos no
validos, a establecer la estructura de argumentos simples o complejos y a evaluar
la calidad de la relacién entre la conclusién y las razones que la sustentan, para
establecer la validez o la fuerza, segun se trate de un argumento deductivo o
inductivo, respectivamente.

Esta publicacién tiene su origen en “Notas para un curso de Légica y argumentacion”,
material que ha orientado durante varios afios el curso Légica y argumentacién en
la Universidad Icesi, y recoge varias recomendaciones de mis colegas profesores
del curso, a quienes agradezco su valiosa colaboracién durante todos estos afos.
Agradezco muy especialmente a Luis Eduardo Muneray a Luis Cornelio Recalde, con
quienes sostuve en 1998 las primeras reuniones para concretar la respuesta inicial a la
solicitud de Hipdlito Gonzalez Zamora, en ese entonces vicerrector de la Universidad
y artifice de la reforma curricular, de disefiar un curso de Légica formal para el
nucleo comun de los programas de pregrado. A José Francisco Rodriguez Latorre,
hoy decano de la Facultad de Humanidades de la Universidad del Rosario, y a Julian
Trujillo, profesor de la Escuela de Filosofia de la Universidad del Valle, les agradezco
su contribucién en la definicién del curso de Légica y argumentacién, que sustituyé
al mencionado curso de Légica formal. Debo un especial reconocimiento a Federico
Escobar, profesor del curso durante varios semestres y autor de todas las preguntas
de opcion multiple incluidas en los cuatro primeros capitulos, y quien generosamente
las cedié para que hicieran parte de esta publicacién. Finalmente, mi agradecimiento
al equipo de Pearson Educacion por su excelente trabajo y por su dedicacion para
cumplir con los plazos acordados para la publicacién.

Alfonso Bustamante Arias
Universidad Icesi, Cali



Logica
y argumentacion

1.1 INTRODUCCION

La necesidad de construir argumentos es recurrente en nuestra vida cotidiana. Por
ejemplo, el desarrollo de las tecnologias de informaciéon y comunicaciones ha hecho
posible que conozcamos, casi al momento de producirse, las principales noticias de las
diversas regiones del mundo. Estas noticias usualmente originan en nuestro entorno
debates de mayor o menor trascendencia, en los cuales los participantes buscan que
sus puntos de vista sean aceptados y compartidos por sus oponentes. Lograr este
objetivo depende, en buena medida, de la calidad de la argumentacion utilizada
para sustentar tales puntos de vista.

También requerimos argumentos al adoptar decisiones para resolver situaciones
problematicas, o al tomar posiciéon respecto de algun tema de nuestro particular
interés. No es exagerado afirmar que el dia a dia de los seres humanos se desenvuelve
en una continua toma de decisiones sobre situaciones de diversa complejidad. En
algunos casos el tema puede ser la eleccién de una carrera universitaria, o encontrar
la forma mas conveniente de financiar los estudios, o decidir con cual de los profesores
asignados matricularse en determinada materia en la universidad. En otros casos
puede ser el someterse o no a una cirugia de alto riesgo, denunciar o no al autor de
un delito, apoyar o combatir una ley de rebaja de penas, estar o no de acuerdo con
el aborto, etc. En general, son muchas y muy diversas las situaciones en las que es
necesario tomar una decision; pero en todas ellas la argumentacion es un elemento
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fundamental. Qué tan riguroso sea el proceso argumentativo es algo que depende de
los individuos y de las circunstancias particulares. Sin embargo, lo ideal es considerar
toda la informacion posible, establecer cdmo ella contribuye a una soluciéon del
problema y a soluciones alternativas, analizar las consecuencias de optar por una u
otra solucién y, sélo entonces, tomar la decision final.

Pero no solamente los individuos enfrentan situaciones problematicas o conflictos
personales. También las sociedades se ven enfrentadas a problemas y conflictos so-
ciales que deben ser tratados y resueltos, muchas veces mediante el recurso de los
instrumentos juridicos. Estamos asi en presencia de otro escenario para la permanente
argumentacién: el &mbito del Derecho. Argumentan los legisladores para sustentar
la expedicién de normas o leyes sobre determinado problema social; argumentan los
jueces para establecer la aplicacion de las normas en casos concretos sometidos a su
veredicto; y argumentan los abogados para persuadir al juez de una causa, aconsejar
a sus clientes o llegar a un acuerdo con los abogados de la contraparte. Con relacién

"

al Derecho como argumentacién, dice el profesor Manuel Atienza: “... consiste en
considerar al Derecho como un intento, una técnica para la soluciéon de determinados

problemas practicos” [Atienza, 1997, p. 23].

Otro escenario natural para la argumentacién es la demostracion de teoremas.
Cada teorema afirma que un enunciado particular, llamado conclusiéon o tesis,
es necesariamente verdadero, como consecuencia de aceptar que otro, llamado
hipotesis, también lo es. Por ejemplo, uno de estos teoremas afirma que “Si un entero
es impar, entonces su cuadrado también es impar”. En este caso la hipotesis, es decir,
lo que se supone como dato o hecho cierto puede expresarse como “x es un entero
impar”, y la conclusién, es decir, lo que se desprende como consecuencia necesaria
de tal hecho es “x? es impar”. Otro teorema, el famoso Teorema de Pitagoras, afirma
que “Si un tridngulo tiene un dngulo recto, entonces el cuadrado de la hipotenusa (el
lado que se opone al angulo recto) es igual a la suma de los cuadrados de los catetos
(los lados que forman el dngulo recto)”. La argumentacién surge en este nuevo
escenario porque lo afirmado por los teoremas no es evidente sino que es necesario
establecerlo mediante un proceso argumentativo que muestre que la conclusién
es consecuencia necesaria de la hipotesis. Ese proceso, llamado “demostracion” o
“prueba” del teorema, se requiere siempre, independientemente de la trascendencia
del teorema. (A propésito: la argumentacion de naturaleza geométrica mediante la
cual se establece la validez del Teorema de Pitagoras, desarrollada en la siguiente
secciéon, es considerada como un ejemplo clasico de sencillez e ingenio. El teorema
era conocido para casos particulares, pero fue Pitagoras quien primero demostro su
validez universal. También a Pitadgoras, dicho sea de paso, se le atribuye la creaciéon de
la matematica como ciencia deductiva [Newman, 1985, vol. 5 p. 406].
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1.1.1  Un argumento geométrico para demostrar el Teorema de Pitagoras

En la figura 1.1 se aprecia una construccion geométrica que permite demostrar
el Teorema de Pitdgoras, a partir de un tridngulo rectdngulo ABC cuyos catetos e
hipotenusa tienen longitudes a, b y ¢, respectivamente. Con estos datos debemos
probar que 2= a%+ b?, es decir, que “el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma
de los cuadrados de los catetos”, como lo asegura el Teorema de Pitagoras.

Figura 1.1 El Teorema de Pitagoras

G
a b J

Demostracion: Tomando la hipotenusa AB del tridngulo ABC como lado de
un cuadrado, se forma el cuadrado ABFG. El area de este cuadrado es A= 2 A
continuacion se extiende el lado CA del triangulo en una longitud a y se extiende
el lado CB en una longitud b. Tenemos asi dos lados contiguos de un cuadrado CHLJ.
En este cuadrado, cuyo lado tiene longitud a + b, queda inscrito el cuadrado ABFG.
Observe que el area de cada uno de los tridngulos de las esquinas es igual a ab/2.
Entonces, podemos calcular el area del cuadrado CHIJ de dos maneras:

1. Usando el hecho de que el area de un cuadrado es igual al cuadrado de su lado:
Area CHIJ = (a+b)? = a2 + 2ab + b2

2. Sumando al 4rea A, del cuadrado interior el area de los 4 triangulos de las
esquinas:
Area CHIJ = A + 4A, = @ + 4(ab/2) = ¢ + 2ab.

Ahora, igualamos las dos expresiones para el drea, ¢ + 2ab = a? + 2ab + b?y eliminamos
el término comun 2ab en ambos lados de la igualdad, para obtener el resultado
esperado: 2= a%+ b?, es decir, el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los
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cuadrados de los catetos. (Si no conocia esta prueba del teorema, ¢imaginé alguna
vez que pudiera ser tan sencilla?)

El proceso anterior muestra la naturaleza de los argumentos deductivos utilizados
en la demostracién de teoremas: a partir de un conjunto de datos, que conforman la
hipotesis, se infieren gradualmente unos resultados o afirmaciones que se convierten,
a su vez, en razén o fundamento para nuevas inferencias. El proceso termina cuando
se llega a la conclusién deseada.

1.2 LOGICA Y COTIDIANIDAD

Todos tenemos alguna idea sobre la l6gica y sobre su uso, aun sin haber estudiado el
tema formalmente. En el lenguaje cotidiano usualmente calificamos como “légico”
lo que nos parece evidente o claro, lo que aparentemente no deja lugar a dudas: “Es
l6gico que, sitengo sobrepeso, debo comer menos”. Por el contrario, decimos que algo
es "ilégico” o que “no tiene légica” cuando nos parece absurdo, imposible, carente
de sentido: “No existe razon logica para pensar que los alzados en armas puedan
tener interés en desmovilizarse” [R. Pombo, Revista Cambio, 14 de agosto de 2000, p.
10]. Pero también la expresién “es l6gico” se utiliza para indicar que una afirmacién
se sigue inevitablemente como consecuencia de otra u otras: “Es l6gico que Juan sepa
nadar, porque es buzo profesional”. Este enunciado encierra tres afirmaciones. Una
de ellas esta enunciada explicitamente: “Juan es buzo profesional”; otra esta implicita
en el texto: “Todo buzo profesional sabe nadar”. La tercera afirmacion, “Juan sabe
nadar”, estd precedida de la expresién “es l6gico”, como aseveracion de que ella
estd garantizada por las dos afirmaciones anteriores. En sintesis, en este ejemplo, la
expresion “es l6gico” se utiliza con el significado de “es inevitable concluir que...,
dado que...".

El texto siguiente destaca la presencia de la légica en la vida diaria. Su contenido
se hara mas claro al lector a medida que avance en el estudio de este libro y se
familiarice con conceptos y usos de la logica:

“La légica no es una alternativa por la que podamos optar; no podemos
decidir si vamos a emplearla o no. Resulta inevitable y esta presente en
cada frase que pronunciamos, ya que continuamente estamos enunciando
proposiciones l6gicas. Cuando decimos, por ejemplo, que algo es necesario,
gue una cosa depende de otra, que un evento es causa de otro, cuando
indicamos una contradiccion o una imposibilidad, una implicacion o una
dependencia, estamos haciendo légica, aunque no seamos conscientes de
ello” [Zuleta, 1996, p. 16].
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El estudio de la Iégica permite identificar, en los argumentos cotidianos, ciertas
estructuras validas de razonamiento utilizadas por los seres humanos. Tales
estructuras son usadas generalmente en forma espontanea, sin que nos detengamos
a analizar la estructura utilizada. Por ejemplo: no ponemos las manos en el
fuego porque hacerlo nos causa quemaduras. (Y como no estamos dispuestos a
causarnos quemaduras, jpues no ponemos las manos en el fuego! Es asi de simple).
Un conocedor de la logica formal podria identificar en este razonamiento una
estructura valida de argumentacion llamada Modus tollens, que se expresa en légica
simbélica como {p = q, =q} F =p. Este simbolismo se interpreta asi: si de un hecho,
p, (en el ejemplo, poner las manos en el fuego) se sigue necesariamente otro, q,
(causarse quemaduras) y este Ultimo no sucede (-q: no me causo quemaduras),
entonces el primero tampoco sucede (-p: no he puesto las manos en el fuego).
Deciamos, de nuestro légico, que podria identificar en la forma del argumento un
Modus tollens. iPero lo que seria un despropdsito es que argumentara que “no
ponemos las manos en el fuego porque la estructura ‘Modus tollens’' nos indica que
no debemos hacerlo”! En sintesis, con ayuda de la l6gica podemos hacer explicita
la forma de algunos razonamientos, aunque pocas veces es esto lo que nos interesa
en los razonamientos cotidianos. En este sentido, podriamos decir que la l6gica es
al razonamiento cotidiano como la graméatica de un lenguaje natural es al uso del
mismo. Por ejemplo, usted enuncia la proposicién “Ana y Juana son hermanas” vy,
al hacerlo, respeta la concordancia en género (femenino) y numero (plural) exigida
por la gramatica. Pero lo hace espontdneamente, sin detenerse a considerar qué
normas gramaticales estd aplicando. Si fuera necesario hacer explicitas las normas
gramaticales que justifican la concordancia en género y numero posiblemente diria:
“El sujeto es compuesto: Ana y Juana. Por lo tanto se requiere el uso del verbo
en tercera persona del plural...”. En el texto ya mencionado, el profesor Zuleta
se refirié a la analogia entre logica y gramatica en estos términos: “La légica es,
pues, un momento reflexivo en el que el pensamiento vuelve sobre si mismo y trata
de hacer explicitas sus operaciones, de la misma manera como en la gramatica el
discurso vuelve sobre si mismo y hace explicitas sus formas y sus reglas” [Zuleta,
1996, p. 17].

Con frecuencia opinamos que algo “es l6gico” o, por el contrario, que “no tiene
légica”. Sin embargo, no siempre lo que es “l6gico” para algunos, lo es para todos.
Por ejemplo, si sé que hoy es miércoles y que todos los miércoles tengo clase de
Célculo, es "logico”, es “natural” concluir que hoy tengo clase de Célculo. Y es
razonable esperar que todos concluyamos asi, pues tal conclusién esta practicamente
contenida en las afirmaciones que la preceden y por lo tanto se deriva de ellas de
manera inevitable. Pero no siempre coincidimos todos en calificar como “légicas”
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algunas conclusiones. Consideremos, por ejemplo, el caso de alguien que exclama:
“{Es légico: Juan estaba mintiendo! ;Notaron cémo se puso de nervioso cuando lo
interrogaron? jEso pasa cuando uno estd mintiendo!”. Detengdmonos un poco en
el argumento. En él se afirma que cuando una persona miente se pone nerviosa al
ser interrogada (jpor lo que mas quiera, no diga “se coloca nerviosa”!). Ademas,
se afirma que “Juan se puso nervioso al ser interrogado”. Y se concluye que “Juan
estaba mintiendo”. Preguntémonos ahora: ;es légico concluir que Juan estaba
mintiendo? ;No podria ser que no estuviera mintiendo sino que una actitud hostil y
amenazante del interrogador lo puso nervioso? De ser asi, no seria “l6gico” afirmar
que Juan estaba mintiendo. Igualmente, puede haber desacuerdo en calificar como
“légica” la conclusidon en este caso: “Todos los que votaron por Chavez estdn de
acuerdo con la nacionalizacién del petréleo. Entonces usted no esta de acuerdo
con la nacionalizacion, porque no votd por Chavez”. Si usted considera “légicas”
las conclusiones de los dos casos anteriores, pronto aprendera que esta en un error.
En este curso estudiaremos las normas que rigen los argumentos deductivos validos
y que le ensefaran a establecer si, en un caso especifico, es correcto afirmar que la
conclusién es “légica” o que no lo es.

Ejercicio 1.1 Analice cuidadosamente los dos ultimos razonamientos usados
como ejemplo en el parrafo anterior. ;Qué modificaciones harian “légicas” las
conclusiones?

Algunos errores de razonamiento, que llevan a derivar incorrectamente ciertas
conclusiones, son consecuencia de un uso de la légica y del lenguaje que no supera
el nivel espontaneo, informal y cotidiano. Sin embargo, tales errores pueden evitarse
si se conocen y se aplican las reglas de la légica y, conjuntamente, se procura utilizar
un lenguaje tan cuidadoso y preciso como sea posible. Esperamos que uno de los
beneficios que usted obtenga como resultado de un trabajo serio en este curso sea
conocer, identificar y evitar muchos de tales errores.

Definicion 1.2 La Légica es el estudio de los métodos y principios utilizados para
distinguir el razonamiento correcto del razonamiento incorrecto [Copi & Cohen,
1998, p. 31.

Nuestro plan de trabajo se configura a partir de la definicién anterior. Consiste
en estudiar las nociones de razonamiento y razonamiento correcto, y establecer
criterios para distinguir los razonamientos correctos de aquellos que no lo son.
Igualmente, en estudiar las nociones de razonamientos fuertes y razonamientos
débiles y establecer criterios para identificarlos como tales. Con este propdsito,
empezaremos por considerar los elementos del lenguaje que se utilizan para expresar
los razonamientos.
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1.3 FRASES Y PROPOSICIONES

Ellenguaje, instrumento por excelencia para comunicar el conocimiento, esta formado
por frases. Estas pueden ser de tipo declarativo: “El oxigeno es necesario para la
vida”; de tipo interrogativo: “;Cual es la temperatura local en este momento?”; de
tipo imperativo: “jRetirese de ahi, inmediatamente!”; y de tipo exclamativo: “jOjala
llueva pronto!”. Usualmente, pero no exclusivamente, los razonamientos estan
formados por bloques de frases declarativas.

Definicion 1.3 Una proposicién es una frase declarativa que puede ser afirmada o
negada.

De acuerdo con esta definicion, sélo las frases declarativas constituyen proposiciones.
Su contenido debe ser calificable como verdadero o como falso, sin que esto
signifique que se haya establecido o se pueda establecer explicitamente tal caracter
de verdadero o falso.

Los enunciados siguientes son ejemplos de proposiciones:

1. Bogotéa D.C. es la capital de Colombia.
Aristoteles, filosofo griego, fue discipulo de Platén.

8 es un numero primo.

A wWN

Todo nimero par mayor que 2 puede ser expresado como suma de dos nimeros
primos.

v

La sefiora Hillary Clinton es la esposa del presidente de Estados Unidos.

6. Dios existe.

Estas seis frases son enunciados declarativos, es decir, afirman cosas; y lo que afirman
sera verdadero o falso seglin que se corresponda o no con los hechos. Las proposiciones
1y 2 son verdaderas y la proposicion 3 es falsa, y para calificarlas como tales se
requiere disponer de informacién o conocimientos adecuados. No obstante, para
catalogar un enunciado como proposicién sélo se exige reconocer que el enunciado
debe ser verdadero o falso, sin que sea necesario establecer explicitamente que es lo
uno o es lo otro. Por ejemplo, al momento de escribir este texto la verdad o falsedad
de la afirmacién 4 de la lista anterior, conocida como “La conjetura de Goldbach”,
sigue sin establecerse, a pesar de mas de 250 afos de esfuerzos de connotados
matematicos. Sin embargo, es claro que tal afirmacién tiene que ser verdadera o
tiene que ser falsa, y por lo tanto es una proposicién. En cuanto a la afirmacién 5, ella
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fue verdadera sélo durante el tiempo que el sefior Clinton fue el presidente de los
Estados Unidos (1993-2001). La inclusion del ejemplo 6, como lo adivinara el lector,
tiene la intencién de ilustrar el hecho de que la calificacién de verdadera o falsa
no tiene que ser universalmente compartida. Finalmente, la proposicion “Ernesto
Samper Pizano, presidente de la Republica de Colombia entre 1994 y 1998, supo,
durante su campanfa, que a esta habian ingresado dineros ilicitos”, es un ejemplo de
proposicion cuya verdad o falsedad probablemente nunca conozcamos.

A veces se hace diferencia entre una proposicion y la frase que la expresa. Por
ejemplo, “Pedro escogié la camisa blanca”, “La camisa blanca fue escogida por Pedro”
y “Pedro chose the white shirt” son tres frases distintas, pero enuncian la misma
proposicion. En sentido estricto, la frase es la cadena de simbolos (palabras) utilizadas
en el enunciado; la proposicion es lo afirmado por la frase. Por esto, cada sistema de
representacion simbdlica de proposiciones muy posiblemente utilizaria los mismos
simbolos para denotar cualquiera de los tres enunciados anteriores, si se representa
la proposiciéon y no la frase. Adicionalmente, también muy posiblemente se utilizaria
el mismo simbolo para representar proposiciones como “Juan llega puntualmente a
clase”, "Juan llegdé puntualmente a clase” y “Juan llegarad puntualmente a clase”; es
decir, sin hacer distinciones por los tiempos verbales. Estas convenciones son muy Utiles
cuando se representa simbolicamente un argumento con el propdsito de estudiar su
validez, tal como podra apreciarse en el capitulo 3.

1.3.1  Proposiciones compuestas

Las frases declarativas pueden ser proposiciones compuestas. El enunciado “A Juan
le gusta el cine y a Pedro le gusta el teatro” estd formado por dos proposiciones
conectadas con la conjuncién “y": “A Juan le gusta el cine”, la primera, y “a Pedro le
gusta el teatro”, la segunda. En este caso la proposicién compuesta serad verdadera
si (y solamente si) las proposiciones que la componen son verdaderas. Otro tipo de
proposicion compuesta se forma conectando dos proposiciones con la disyunciéon “o”:
“El proximo semestre debo matricularme en Inglés o Francés”. (Esta es la forma usual
de enunciar la proposicion compuesta: “El préximo semestre debo matricularme
en Inglés o el proximo semestre debo matricularme en Francés”). Observe que el
enunciado no afirma que “El préximo semestre debo matricularme en Inglés” y
tampoco que “El préximo semestre debo matricularme en Francés”. Lo que afirma es
que el proximo semestre debo matricularme por lo menos en una de las dos materias.
Un tercer caso de proposicion compuesta se obtiene al conectar dos proposiciones
con el condicional “Si..., entonces...”. Por ejemplo, “Si Juan logra el primer puesto,
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entonces recibira la beca de estudios de la compafiia”. A diferencia de las proposiciones
compuestas mediante las conjunciones “y” y “0”, este enunciado condicional no hace
afirmaciones sobre la verdad de las proposiciones que lo componen. Lo Unico que
se afirma con este condicional es que hay una relacién de dependencia entre las
dos proposiciones: si el antecedente es verdadero, es decir, si Juan logra el primer
puesto, necesariamente el consecuente sera verdadero, es decir, Juan recibira la beca

de estudios de la compafia.
En el tercer capitulo volveremos sobre el tema de las proposiciones compuestas.

Ejercicio 1.4

1. ¢Cudles son las proposiciones simples que forman el enunciado “Maria ama la
pasta y la ensalada”? ¢En qué caso el enunciado es verdadero? ;En qué casos la
afirmacion es falsa? (Tres casos).

2. ¢Cudles son las proposiciones simples del enunciado “A Juan le gusta el cine
pero no le gusta el teatro”? ;En qué caso el enunciado es verdadero? Consulte

la diferencia entre las conjunciones “y” y “pero”. ;Con cual de ellas coincide el
significado de “sin embargo”? ;Y el de “no obstante”?

3. La proposiciéon compuesta “Una palabra aguda tiene tilde sélo si termina en
vocal, en n o en s” estad formada por cuatro proposiciones simples. ;Cuales son?
(Ayuda: una de ellas es “Una palabra aguda termina en vocal”) ;Qué afirma esta
proposicion compuesta sobre cada una de las proposiciones que la forman?

14 RAZONAMIENTO Y ARGUMENTACION

1.4.1  Elementos generales

En las secciones anteriores hemos utilizado repetidamente las palabras “razonamien-
to” y "argumentacién”, sin haberlas definido previamente. Lo hicimos asi bajo el
supuesto de que todos tenemos mas o menos la misma idea sobre su significado, pero
ahora nos proponemos formalizar estas nociones.

Usualmente se denomina razonamiento a una forma especial de pensamiento,
raciocinio o actividad mental: “Es la accion de discurrir, ordenando ideas en la mente,
para llegar a una conclusion”, dice el Diccionario de la Real Academia Espafola,
DRAE [Vigésima primera edicion, 1992]. El texto siguiente, tomado de E/ hombre
anumeérico: El analfabetismo matematico y sus consecuencias, ilustra magnificamente
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la definicion anterior. El autor presenta un razonamiento para mostrar que algunos
calculos sencillos pueden resultar interesantes:

"¢ Cudl es el volumen total de la sangre humana existente en el mundo? El
macho adulto medio tiene unos cinco litros de sangre, la hembra adulta un
poco menos, y los nifos bastante menos. Asi, si calculamos que en promedio
cada uno de los 5 mil millones de habitantes de la tierra tiene unos cuatro
litros de sangre, llegamos a que hay unos 20 mil millones (2x10'°) de litros
de sangre humana. Como en cada metro clibico caben 1.000 litros, hay
aproximadamente 2x107 metros cubicos de sangre. La raiz cubica de 2x10’
es 270. Por tanto, jtoda la sangre humana del mundo cabria en un cubo
de unos 270 metros de largo, un poco mas de un dieciseisavo de kildbmetro
cubico!” [Paulus, 1988, p. 22].

En este caso, el razonamiento es el proceso mismo mediante el cual se articulan unas
ideas con otras hasta llegar a la conclusion.

Este sentido de razonamiento como “accién mental” es también el que utiliza Moore
en Los mejores problemas I6gicos 2 al referirse a las habilidades necesarias para
resolver la clase de problemas que conforman su libro: “Todo lo que se precisa es
sentido comun, una cierta capacidad de razonamiento...”, [Moore, 1991, p. 7]. Y es
también el que utilizamos cuando explicamos la forma en que llegamos a la solucién

"

de un problema diciendo: “Yo lo pensé asi:..." o “Este fue mi razonamiento...”.

Ejemplo 1.5 El siguiente es un razonamiento muy utilizado por los profesores de
algebra para mostrarles a sus estudiantes que un descuido al usar propiedades de los
numeros reales puede ocasionar resultados absurdos: Vamos a “demostrar” que 1 = 2.

Supongamos, para empezar, que a y b denotan nimeros reales iguales, y diferentes de 0:
a=b

1. Multipliguemos ambos miembros de la igualdad anterior por b:
ab = b?

2. De los dos miembros de la igualdad anterior restemos a2
ab-a’=b’-a?

3. Los términos de la igualdad anterior se pueden factorizar asi:
a(b-a) = (b+a)(b-a)

4. Dividamos ambos miembros de esta igualdad entre (b-a):
a=b+a.

5. Utilicemos la hipdtesis de que a y b son iguales y remplacemos a por b en la

expresion anterior:
b =b+b =2b



Capitulo 1. Légica y argumentacion

6. Ahora, dividamos por b ambos miembros de b = 2b, para obtener el resultado
propuesto:
1=2

El desafio: Encontrar el error en el razonamiento, error que evidentemente existe.

A diferencia de la nocion de razonamiento como “proceso mental” conducente a
una conclusién, en légica formal se considera que un razonamiento es un bloque
especial de proposiciones, mas que una actividad mental. En este sentido, cada uno
de los tres bloques siguientes de afirmaciones, en los que algunas de ellas constituyen
el soporte, fundamento o justificacion de otra afirmaciéon del mismo bloque, es un
razonamiento. Sin embargo, ninguno da cuenta del proceso mental mediante el cual
se va pasando de una afirmacion a la siguiente:

1. Todos los hombres son mortales. Socrates es hombre. Por lo tanto, Sécrates es
mortal.

2. Los pinglinos vuelan. Porque todas las aves vuelan, y los pinglinos son aves.

3. Es martes o no es martes. En consecuencia, la luna es un pedazo de queso amarillo.
En efecto, si es martes, la luna es un pedazo de queso amarillo. Y si no es martes,
la luna es un pedazo de queso amarillo.

Lo importante para resaltar aqui es que entre el razonamiento cotidiano y el
razonamiento légico formal hay un elemento comun, que sirve de fundamento a la
siguiente definicién aplicable en ambos casos:

Definicion 1.6 Un argumento o razonamiento es un bloque de proposiciones con el
cual se afirma que una de ellas, llamada conclusién, se deriva, se desprende o se sigue
como consecuencia de otras proposiciones del mismo bloque, llamadas premisas.

Sobre la base de la definiciéon anterior, identificaremos la conclusion y las premisas
en cada uno de los tres ejemplos que la preceden. Preste atencién a la funcién de las
expresiones en negrillas; ellas contribuyen a tal identificacién:

1. “Todos los hombres son mortales. Socrates es hombre. Por lo tanto, Socrates es
mortal”. La expresion “Por lo tanto” separa la afirmacion “Socrates es mortal”
de otras dos, que la justifican: “Todos los hombres son mortales” y “Sécrates es
hombre"”. Es claro que si aceptamos que todos los hombres son mortales y que
Sécrates es hombre, tendremos que aceptar que Socrates es mortal. Se trata de
un razonamiento con dos premisas: “Todos los hombres son mortales” y “Sécrates
es hombre”. La conclusiéon, “Sécrates es mortal”, va después de las premisas. Es
un esquema de razonamiento de la forma: [premisas]. Por lo tanto [conclusién].
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2. "Los pingulinos vuelan. Porque todas las aves vuelan, y los pinglinos son aves”.
En este caso aseguramos que [conclusion], “Los pingUinos vuelan”. Y lo hacemos
sobre la base de dos afirmaciones [premisas]: “Todas las aves vuelan”, primera
premisa, y “Los pingliinos son aves”, segunda premisa. En este caso la conclusion
precede a las premisas. Es un esquema de la forma: [conclusion]. Porque
[premisas].

3. "Es martes o no es martes. En consecuencia, la luna es un pedazo de queso
amarillo. En efecto, si es martes, la luna es un pedazo de queso amarillo. Y si no es
martes, la luna es un pedazo de queso amarillo”.

Este es un caso en el que la conclusién, “la luna es un pedazo de queso amarillo”, va
entre las premisas:

P, Es martes o no es martes.
P, Si es martes, la luna es un pedazo de queso amarillo.
P, Si no es martes, la luna es un pedazo de queso amarillo.

Ejercicio 1.7 Establezca, por analogia con los dos casos anteriores, el esquema del
razonamiento anterior.

Observe que si en cualquiera de los razonamientos anteriores se aceptan como
verdaderas las premisas, entonces debe aceptarse como verdadera la conclusion;
es decir, es imposible que las premisas sean verdaderas y que la conclusion sea
falsa. A estos razonamientos se les llama razonamientos deductivos validos; son los
razonamientos “correctos” mencionados en la definicion 1.2. A los argumentos que
se dan a favor o en contra de una opinién, o para justificar o explicar una decisiéon o la
solucién de un problema, o a los que eventualmente permiten llegar a acuerdos sobre
asuntos polémicos, se les llama razonamientos dialécticos. El razonamiento de Paulus
en El hombre anumérico, citado en la secciéon 1.4.1, es un razonamiento dialéctico.

La definicién 1.6 es compatible con las dos clases de razonamiento mencionadas en
el parrafo anterior, pues en ambos casos se sustenta una conclusion sobre la base
de un conjunto de premisas. S6lo que mientras el argumento cotidiano conlleva
usualmente la intencién —no siempre explicitamente declarada— de convencer de
algo a un interlocutor, o de influir sobre sus opiniones o creencias, tal intencién
puede no estar presente en los razonamientos deductivos. Por otra parte, como la
definicion no diferencia entre los términos argumento y razonamiento, uno puede
utilizar indistintamente ambos términos. Sin embargo, cuando se hable de validez
o correccion, diremos preferentemente “razonamiento valido” o “razonamiento
correcto”.
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Antes de presentar algunos ejemplos de razonamientos, es necesario hacer una
observacion adicional: la validez de un razonamiento es una caracteristica formal;
hace referencia solamente a la calidad de la relacion entre las premisas y la conclusion,
y no a su contenido o veracidad. En particular, el calificativo de “verdadero” se aplica
solamente a los enunciados; no a los razonamientos. Es por esto que hablamos de
premisas verdaderas o de premisas falsas, y de conclusién verdadera o de conclusién
falsa. Pero no decimos “el razonamiento es verdadero” o “el razonamiento es falso”
sino “el razonamiento es valido” o “el razonamiento es invalido”. Un razonamiento
es valido cuando la conclusién esta implicada por las premisas en forma necesaria,
esto es, cuando no es posible que las premisas sean verdaderas, o se acepten como
tales, y que la conclusién no lo sea, o no se acepte como tal. Veamos un ejemplo:
“Como los seres terrestres tienen alas y los marcianos son seres terrestres, entonces
los marcianos tienen alas”. No hay duda de que si aceptaramos como verdaderas
las dos premisas, tendriamos que aceptar como verdadera la conclusion, pues ella
se sigue de las premisas en forma necesaria. Se trata entonces de un razonamiento
vdlido, a pesar de que las dos premisas son falsas. (Muy posiblemente la conclusion
también lo es). Un razonamiento es invalido cuando la conclusion no se desprende
necesariamente de las premisas. Este es el caso del razonamiento “Los médicos saben
primeros auxilios. Entonces Juan es médico, porque Juan sabe primeros auxilios”.
Aqui la conclusién “Juan es médico” no se desprende de las premisas en forma
necesaria. En efecto, la primera premisa asegura que los médicos saben primeros
auxilios, pero no asegura que solo los médicos saben primeros auxilios. De hecho,
Juan puede saber de primeros auxilios si es paramédico, por ejemplo. La validez de un
razonamiento no esta dada entonces por la verdad de las premisas o de la conclusion
sino por la forma en que las premisas sustentan la conclusion. Ya mencionamos el
hecho de que los tres razonamientos que ilustran la definicion 1.6 son validos. Sin
embargo, en el primero de ellos las premisas y la conclusién son verdaderas; en el
segundo, la conclusion es falsa (los pingtinos no vuelan) —lo cual indica que por lo
menos una de las premisas también lo es— y en el tercero sélo la primera premisa
es verdadera.

Ejercicio 1.8 Identifique las premisas y la conclusion en el razonamiento siguiente.
¢Es un razonamiento valido? ;Es un razonamiento verdadero? ;Es un razonamiento
correcto?

“Dado que los calamares son mariscos y que los mariscos se descomponen a
altas temperaturas, se concluye que los calamares se descomponen a altas
temperaturas”.
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1.4.2  Premisas implicitas

Cuando una persona afirma que “Juan cree en Dios porque es catélico”, estd razonando
a partir de dos premisas: una explicita, “Juan es catdlico”, y la otra implicita, “Todos
los catélicos creen en Dios”. La incorporacion explicita de tal premisa al razonamiento
produce este razonamiento valido: “Juan cree en Dios. Porque Juan es catodlico, y
todos los catolicos creen en Dios”. En forma analoga, una premisa implicita en el
razonamiento “Hoy tengo clase de légica puesto que es lunes”, es: “Los lunes tengo
clase de légica”. Si escribimos “Hoy tengo clase de légica puesto que es lunes y los
lunes tengo clase de légica”, es facil apreciar la estructura valida del razonamiento.

En términos generales, llamaremos premisas implicitas a aquellas premisas que
hacen parte de un razonamiento pero que no se enuncian en el mismo, sino que se
sobrentienden, o se espera que se sobrentiendan, por parte del lector o de la contraparte
en la argumentacion. Determinar las premisas implicitas e incorporarlas al argumento es
esencial para decidir sobre su validez, en el caso de los razonamientos deductivos, o sobre
su fuerza, en el caso de los razonamientos inductivos (clasificacion que estudiaremos
posteriormente). Sin embargo, no siempre es tan sencillo como en los ejemplos anteriores
identificar las premisas implicitas o coincidir en ellas. Y es facil entender el porqué de
esto: algunas piezas de informacién que el autor del argumento considera tacitas,
sobrentendidas, bien pueden no serlo para quien lee o escucha el argumento.

Ejemplo 1.9 La afirmacion “No es l6gico que un defensor del derecho a la vida esté
de acuerdo con el aborto, porque el aborto quita la vida a un ser humano”, es un
razonamiento. Su conclusién, “No es logico que un defensor del derecho a la vida
esté de acuerdo con el aborto”, se sustenta en dos afirmaciones. La primera es una
premisa explicita: “El aborto quita la vida de un ser humano”. La segunda es una
premisa implicita: “No es |6gico que un defensor del derecho a la vida esté de acuerdo
con acciones que quitan la vida a un ser humano”.

Ejercicio 1.10 Considere este argumento: “(De la globalizacion) no se puede afirmar
que se trate de un fenbmeno realmente global, ya que mas de la mitad de los
paises del mundo no se han integrado en forma intensa a la economia mundial” [La
globalizacién. Portafolio, jueves 16 de enero de 2003, p. 30]. El columnista no esta
de acuerdo con calificar de fenémeno global un mundo sélo parcialmente integrado
desde el punto de vista econdmico. {Cudl o cuales son las premisas del argumento?
(Debe incluir la premisa implicita). ; Cual es la conclusion?

Ejercicio 1.11 Determine la premisa implicita en el argumento siguiente y reescriba
el argumento incorporandole dicha premisa: Las promesas hechas cuando se tiene un
arma apuntando a la cabeza carecen de fuerza moral o legal. Nadie esta obligado a
cumplir con una promesa hecha bajo amenaza [Copi & Cohen, 1998, p. 46].
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1.4.3  Un razonamiento para probar que el enunciado condicional
no es un razonamiento

En términos generales, el condicional “Si... entonces...” no expresa un razonamiento.
Veamos por qué, con un ejemplo: “Si es domingo entonces los catélicos van a misa”.
Determinemos el numero de afirmaciones contenidas en el enunciado. ; Afirma que
es domingo? No. ;Afirma que los catdlicos van a misa? Tampoco. Entonces, ¢ cuantas
afirmaciones contiene el condicional? Solamente una: cuando es domingo, los
catélicos van a misa. Pero en un razonamiento deben identificarse por lo menos dos
afirmaciones, premisay conclusion, la primera de las cuales es el soporte o justificacion
de la segunda. Entonces, el enunciado condicional “Si..., entonces...” no expresa un
razonamiento.

Insistamos en la conclusién del parrafo anterior: es un error suponer que en un
enunciado de la forma “si p entonces q”, el antecedente, p, es una premisa, y el
consecuente, q, la conclusién. El condicional no afirma ninguna de ellas.

Ejercicio 1.12 Considere el texto siguiente: “Si hoy es domingo, entonces los catolicos
acudirdn a misa porque los preceptos de su religion asi lo establecen”. Discuta esta
afirmacion: el texto expresa un razonamiento. Determine las premisas y la conclusion.
Compare con el condicional del parrafo anterior, y explique la diferencia.

Lo que si puede suceder es que un enunciado condicional “Si..., entonces...” sea una
de las premisas de un razonamiento en el que la conclusién y la otra premisa son
afirmaciones implicitas, y que generalmente se usa para rechazar enfaticamente un
juicio de valor. Este uso se ilustra en los dos ejemplos siguientes:

Ejemplo 1.13 Suponga que alguien exclama: “jAdmiro a Adolfo Hitler, por su
humanitarismo!”. Alo cual usted responde: “Si Adolfo Hitler fue humanitario, entonces
yo soy san Pedro Claver”. Este condicional tiene el propésito de rechazar tajantemente
la afirmacion de que Adolfo Hitler fue admirable por su humanitarismo. Hace parte de
un razonamiento en el que la otra premisay la conclusién son afirmaciones implicitas,
y que es este, en su forma completa: “Si Adolfo Hitler fue humanitario, entonces
yo soy san Pedro Claver. Pero es un hecho que yo no soy san Pedro Claver. Por lo
tanto, Adolfo Hitler no fue humanitario”. Este uso del condicional, por cierto un uso
interesante en argumentacién, origina razonamientos deductivos validos.

Ejemplo 1.14 “Con ese gran desprecio por las minorias y esa absurda intolerancia por
lo diferente, si el ministro Rémulo puede administrar justicia y la congresista Vivianne
legislar sobre moral, Marulanda es monsefior Rubiano y Amparo Grisales, sor Teresa
de Calcuta” [“Correo del lector”. El Tiempo, Bogot4, 26 enero 2002].

15



16

Légica y argumentacion: De los argumentos inductivos a las algebras de Boole

Segun la definicién de razonamiento dada en 1.6, no todo texto formado por un bloque
o grupo de proposiciones es, o contiene, un argumento o razonamiento. En efecto, en
un texto argumentativo debe ser identificable el propésito de mostrar la validez de un
resultado, o de defender un punto de vista, o de persuadir o convencer al auditorio
para que acepte una idea u opinion. Deben también ser identificables las razones
[premisas] del autor en favor de su opinién o punto de vista [conclusién], aunque una o
varias premisas, e inclusive la conclusion, puedan ser implicitas. Evidentemente, muchos
textos no tienen los propdsitos anotados sino que cumplen funciones diferentes.
Puede tratarse de textos que simplemente describen un hecho, explican un concepto o
situacion, o cumplen una funciéon de tipo narrativo, por ejemplo.

Ejemplo 1.15 Consideremos el texto siguiente, tomado de un periédico colombiano
de circulaciéon nacional:

“La construccién de la nueva linea de Transmilenio sobre la avenida
Ciudad de Quito nos forzé a varios vecinos de la calle 88A a negociar
nuestras viviendas que habitamos por mas de 30 afos. El IDU' propone una
negociacion basada en un avaluo de la Lonja de Propiedad Raiz, con el que
no estamos de acuerdo porque no refleja los precios del mercado ni cubre
el costo de reposiciéon de las viviendas.

En toda negociacion comercial debe haber una propuesta del comprador
y una contrapropuesta del vendedor. En este caso no: el IDU fija el precio,
que debe ser aceptado o de lo contrario expropia. También fija la forma de
pago: una suma este afo, a la entrega de la propiedad en un término de 60
dias, y el saldo el afo entrante, sin reconocimiento de intereses.

El afan del alcalde Mockus de cerrar su administracion con la puesta en
marcha de su proyecto bandera, indiscutiblemente necesario para Bogota,
le impide ver el atropello contra muchos de los propietarios afectados”.

[El Tiempo, Seccion “Foro del lector”, 8 de julio de 2003]

El remitente expresa su inconformidad con las condiciones impuestas por la entidad
oficial encargada de negociar las viviendas de los residentes de un sector de la capital:
Describe tales condiciones, manifiesta por qué son inaceptables y declara que ellas
constituyen un atropello contra los propietarios afectados.

La carta es un texto argumentativo puesto que en ella se identifican una opinién y va-
rias afirmaciones que la sustentan. La opinidén es que las condiciones de negociaciéon

1 Instituto de Desarrollo Urbano.
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constituyen un atropello contra los propietarios (conclusién), opinion que es respal-
dada con la descripcion de las condiciones de negociacion (premisas).

Enelejemplosiguiente se le da al texto anterior una estructura nitida de razonamiento,
en la cual son facilmente identificables las premisas y la conclusion:

Ejemplo 1.16

El afan del alcalde Mockus de cerrar su administracién con la puesta en
marcha de su proyecto bandera —la nueva linea de Transmilenio sobre la
avenida Ciudad de Quito—, indiscutiblemente necesario para Bogot3, le
impide ver el atropello contra muchos de los propietarios afectados. En
efecto, varios vecinos de la calle 88A fuimos forzados a negociar nuestras
viviendas de acuerdo con condiciones injustas establecidas unilateralmente
por el IDU: en primer lugar, el IDU fija el precio con base en un avalto
de la Lonja de Propiedad Raiz, con el que no estamos de acuerdo porque
no refleja los precios del mercado ni cubre el costo de reposicién de las
viviendas. Este precio debe aceptarse, pues de lo contrario se produce la
expropiacion de la vivienda. En segundo lugar, el IDU fija la forma de pago:
una suma este afo, a la entrega de la propiedad en un término de 60 dias,
y el saldo el afio entrante, sin reconocimiento de intereses.

En el texto anterior se identifica:

La conclusion: El afan del alcalde Mockus de cerrar su administracion con la puesta
en marcha de su proyecto bandera —la nueva linea de Transmilenio sobre la avenida
Ciudad de Quito—, indiscutiblemente necesario para Bogota, le impide ver el atropello
contra muchos de los propietarios afectados.

Premisa 1: Varios vecinos de la calle 88A fuimos forzados a negociar nuestras viviendas
de acuerdo con condiciones injustas establecidas unilateralmente por el IDU.

Observe que las afirmaciones mencionadas “en primer lugar” y “en segundo
lugar”, son razones dadas por el remitente para justificar la premisa 1. Por lo tanto
esta premisa es también la conclusiéon de un argumento contenido a su vez en el
argumento global. Las premisas de tal argumento son:

Premisa 2: EI IDU fija el precio con base en un avalto de la Lonja de Propiedad Raiz,
con el que no estamos de acuerdo porque no refleja los precios del mercado ni cubre
el costo de reposiciéon de las viviendas.

Premisa 3: El IDU fija la forma de pago: una suma este afio a la entrega de la
propiedad, en un término de 60 dias, y el saldo el afo entrante, sin reconocimiento
de intereses.

17



18

Légica y argumentacion: De los argumentos inductivos a las algebras de Boole

Ejercicio 1.17 El siguiente es un texto argumentativo. Léalo atentamente. ;De qué
espera el autor convencer a los lectores? ; Qué afirmaciones utiliza para lograrlo? El
texto es tomado de la misma fuente del ejemplo 1.15.

“Senor Director:

Sobre el sugestivo editorial del primero de julio, titulado “Derrotar el
hambre en el mundo” y relacionado con los alimentos transgénicos quiero
hacer unas observaciones.

Elfinaldelhambre enel mundo esunafalaciapropaladaporlastransnacionales
que se lucran con este gigantesco negocio. Cifras de la FAO muestran que el
hambre no se debe a la falta de produccién de comida sino a que cerca del 80
por ciento de la poblacién no tiene forma de acceder a ella. Las pruebas sobre
posibles aumentos en la productividad de semillas transgénicas en centros de
investigacion de Estados Unidos, México, Gran Bretafa y otros paises, indican
que no hay un aumento consistente de aquella. También, segun la FAO, en el
mundo hay unos 1.400 millones de agricultores de subsistencia, que guardan
sus semillas de un afio a otro. No pueden comprar las transgénicas por obvios
motivos. ¢ Qué pasara con ellos?

Los genes tienen su propio sistema de interactuar entre todos ellos. Uno
solo que se introduzca en el ADN, ;como va a afectar a todo el organismo y
por cuanto tiempo? Hasta el momento nadie lo puede decir”.

[El Tiempo, seccion “Foro del lector”, 3 de julio de 2003]

1.4.4  Sobre responsabilidades del autor y del lector
de un texto argumentativo

Es pertinente mencionar que, de acuerdo con una de las reglas para la composicién
de buenos argumentos, hubiera sido conveniente que el remitente de la carta del
ejercicio 1.17 citara las fuentes de la informacién contenida en el parrafo principal
de la misma. Si la doble referencia a cifras de la FAO, y la referencia a pruebas de
productividad con el uso de las semillas transgénicas, se hubieran documentado
citando las fuentes, se hubiera dado mas credibilidad al argumento, tendria mas
fuerza. Ademas, un lector interesado en el tema hubiera tenido asi la posibilidad de
consultar directamente tales fuentes y de conocer con mas detalles los documentos
referidos. (No obstante, en este caso la omision de fuentes pudo ser deliberada: o
porque el autor no considerd necesario incluirlas, o para ajustarse a las limitaciones
de extensién que generalmente fijan los peridédicos para publicar las cartas de sus
lectores).
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Las consideraciones del parrafo anterior se centran en responsabilidades del autor de
la carta. Pensemos un poco en las del lector: Su primera responsabilidad es conocer el
significado contextual de todas las palabras, frases y simbolos utilizados.  Alimentos
transgénicos? ;Semillas transgénicas? ;Falacia propalada por las transnacionales?
¢FAO? No puede comprenderse un texto si se ignora el significado de algun término
contenido en el mismo. Una vez superadas las etapas sintactica y semantica el lector
interesado se formula y responde algunas preguntas como: ; Qué opinién sostiene el
autor? ;Con cudles afirmaciones la fundamenta? ;Son creibles estas afirmaciones?
¢ Constituyen un soporte adecuado para la conclusién?

Para finalizar esta seccién presentamos dos ejemplos de textos que no son
argumentativos, dado que carecen de los elementos caracteristicos de estos, y que
fueron mencionados inmediatamente después del ejercicio 1.14.

Ejemplo 1.18 El texto siguiente cumple una funcién expositiva. El autor muestra
algunos errores que se cometen cuando se enfrenta por primera vez la tarea de
escribir un ensayo basado en argumentos:

“Las reglas que rigen los argumentos, entonces, no son arbitrarias: tienen
un proposito especifico. Pero los estudiantes (al igual que otros escritores)
no siempre comprenden ese propdsito cuando por primera vez se les asigna
la realizaciéon de un ensayo basado en argumentos; y si no se entiende una
tarea, es poco probable que se realice correctamente. Muchos estudiantes
invitados a argumentar a favor de sus opiniones respecto a determinada
cuestion, transcriben elaboradas afirmaciones de sus opiniones, pero no
ofrecen ninguna auténtica razén para pensar que sus propias opiniones son

las correctas. Escriben un ensayo, pero no un ensayo basado en argumentos”
[Weston, 1999, p. 15]. (El subrayado es nuestro).

Ejemplo 1.19 En el siguiente texto-poema el poeta describe la pérdida gradual de la
memoria y su premonicién de lo inevitable:

ESCRITURAS, 1

Luego fueron Entonces

las palabras cotidianas. te valdrias del papel

Las que bendecian los alimentos para salvar esas palabras urgentes.
las que deseaban los buenos dias Al deletrear penosamente tus fatigas
las de nombrar los dolores: ibas leyendo

Se te fueron muriendo en la boca el itinerario de tu muerte.
a pesar tuyo.

[Galan, 2008, p. 7]

1€
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Ejercicio 1.20 Decida si el texto siguiente es o no argumentativo. Explique la razén
de su decision y el propdsito del texto:

“El anumerismo o incapacidad de manejar comodamente los conceptos
fundamentales de nimero y azar, atormenta a demasiados ciudadanos que,
por lo demas, pueden ser perfectamente instruidos. Las mismas personas
gue se encogen de miedo cuando se confunden términos como “implicar” e
“inferir”, reaccionan sin el menor asomo de turbacion ante el mas egregio
de los solecismos numéricos” [Paulus, 1988, p. 9].

1.4.5 Una ayuda en la identificacion de los elementos de un razonamiento:
Los indicadores

La identificacion de las premisas y de las conclusiones —explicitas e implicitas— es un
elemento indispensable para establecer la estructura de un razonamiento o de un
texto argumentativo y para pronunciarse sobre su validez o sobre su admisibilidad.
Algunas veces el texto incluye expresiones conocidas como indicadores (de premisas o
de conclusion), que contribuyen a identificarlas. Son expresiones como las destacadas
en negrillas en la seccién 1.4.2 y en algunos ejemplos posteriores.

Indicadores de conclusion: Son expresiones que “anuncian” la (o una) conclusién en
un argumento. La siguiente es una lista no exhaustiva de indicadores de conclusion: en
consecuencia..., luego..., por esto..., por lo anterior..., por esta(s) razén(es)..., por lo
tanto..., se sigue que..., asi que..., podemos deducir que (concluir que, inferir que)...,
lo cual muestra que... (indica que, significa que, implica que), como resultado..., de
acuerdo con lo anterior...

Ejemplo 1.21 Los seres humanos destruyen anualmente millones de hectareas de
bosques y son los directos culpables de la desaparicion masiva de fuentes de agua
potable. Ningun otro ser viviente ocasiona tanto dafio a la naturaleza. Por esto, de
todos los seres que pueblan la tierra, los seres humanos son los mas nocivos para el
ecosistema.

El razonamiento anterior tiene dos premisas. La primera es la conjuncién de dos
afirmaciones: “Los seres humanos destruyen anualmente millones de hectareas de
bosques” y “(Los seres humanos) son los directos culpables de la desaparicion masiva
de fuentes de agua potable”. La segunda premisa afirma que “Ningun ser viviente
ocasiona tanto dafio a la naturaleza como lo hacen los seres humanos”. Sobre la base
de estas afirmaciones el argumento concluye que “De todos los seres que pueblan
la tierra, los seres humanos son los mas nocivos para el ecosistema”, conclusion
anunciada por el indicador “Por esto”.
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Indicadores de premisas: Son expresiones que “anuncian” una premisa o una lista de
premisas en un argumento: dado que..., como..., porque..., larazén es que..., puede
deducirse de... (concluirse de, inferirse de), en vista de..., puesto que...

Ejemplo 1.22 “Me iré a narrar futbol en Etiopia. Porque prometi hacerlo si Colombia
no clasificaba al mundial de futbol”.

En el ejemplo la conclusién precede a las premisas y una de las premisas es implicita.

“Porque”, indicador de premisas, anuncia las razones para la afirmacién que la
precede.

Conclusién: “Me iré a narrar futbol en Etiopia”.

Premisa 1: “Prometi que si Colombia no clasificaba al mundial de futbol, me iria a
narrar futbol en Etiopia”.

Premisa 2 (implicita): “Colombia no clasificé al mundial de futbol”.

Tenga presente que los indicadores de premisa y de conclusién constituyen una
ayuda y no un requerimiento. Por esta razén no siempre se utilizan. Tal es el caso del
argumento siguiente en el que no se usaron indicadores, y en el que la conclusion,
seguida de las premisas, es la primera afirmacion: “Hemos hecho del mas privilegiado
territorio del continente una desoladora pesadilla. Las sierras eléctricas aniquilan
una naturaleza que podria salvarnos; la conquista de América prosigue con su viejo
rostro brutal contra los hombres y las selvas; la peste del olvido borré nuestros
origenes y nuestros suefios” [Ospina, 1997, p. inicial]. Note que la ultima afirmacion,
importante en el texto como expresién del sentir del autor, no hace parte de las
premisas.

Aunque la definicion 1.6 estipula que los elementos de los razonamientos son
proposiciones, hay otras formas alternas de expresién, propias del lenguaje natural

"

y equivalentes a frases declarativas. Por ejemplo, la frase “¢;Que el cigarrillo no es
nocivo para los llamados “fumadores pasivos?”, puede entenderse, segun el tono
en que se pronuncie, como una afirmacion: el cigarrillo también es nocivo para los
no fumadores en el entorno del fumador, o como: jClaro que el cigarrillo también es

nocivo para los fumadores pasivos!

Ejercicio 1.23 Identifique un razonamiento en cada situacion siguiente. Indique
las premisas (esto significa incluir premisas implicitas si considera que existen) y la
conclusion.
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1. —¢Estudiaste el domingo?
—iNooo...o!
—¢Y eso?
—Porque yo estudio el domingo sélo si el sdbado no he alcanzado a preparar
algun examen que tenga el lunes.

2. ¢Que el cigarrillo no es nocivo para los lamados “fumadores pasivos”? jConvenza
de esto a quienes, después de convivir por afios con familiares fumadores,
desarrollaron enfermedades asociadas con el habito de fumar, a pesar de nunca
haber fumado!

Ejemplo 1.24 En el ejemplo siguiente el argumento tiene dos premisas explicitas y
una premisa implicita. También la conclusion es implicita, pero su contenido se infiere
facilmente a partir de las premisas:

Si el incremento en las penas de prisién fuera suficiente para disminuir los niveles de
delincuencia, el indice de secuestros iria en disminucion. Pero es un hecho que, en
lugar de disminuir, el nUmero de secuestros va en aumento.

Premisas:

P, Si el incremento en las penas de prisién fuera suficiente para disminuir los niveles
de delincuencia, el indice de secuestros iria en disminucion.

P, El nimero de secuestros, en lugar de disminuir, va en aumento.
Ademas, del texto se infiere la siguiente premisa implicita:
P, (implicita). La pena de prision para el delito del secuestro ha sido incrementada.

Conclusion (también implicita). El incremento en las penas de prisién no es, por si
sola, una medida suficiente para disminuir los niveles de delincuencia.

Ejemplo 1.25 El enunciado “Si un numero entero tiene exactamente dos divisores
positivos, entonces es un numero primo” no es un razonamiento (ver seccién 1.4.3).
Se trata, simplemente, de una proposicién condicional verdadera que enuncia una
condicién suficiente para que un entero sea primo: que el entero tenga Unicamente
dos divisores positivos. En cambio, y no obstante estar expresado en una sola frase, el
enunciado “8 no es un numero primo porque tiene mas de dos divisores”, contiene
un argumento: Afirma que 8 no es un nimero primo y respalda esta afirmacién con
dos premisas: una premisa explicita, “8 tiene mas de dos divisores” y una premisa
implicita, “si un entero tiene mas de dos divisores, no es primo”.
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1.4.6 Diagrama de la estructura de un argumento

Es frecuente que una conclusién derivada en un proceso argumentativo se utilice,
a su vez, como premisa que contribuye a justificar otra conclusién intermedia o la
conclusion del razonamiento. Esto sucede, por ejemplo, cuando se quiere —o se
necesita— justificar alguna de las premisas que respaldan la conclusién del argumento
(ver comentario al ejemplo 1.16). Para la comprensién de esta clase de argumentos
es de gran ayuda elaborar un diagrama que represente la forma como la conclusién
(y las conclusiones intermedias) dependen de las premisas en la estructura global
del razonamiento. Construir el diagrama es una forma eficaz de generar habilidades
para el andlisis de argumentos complejos, habilidades que son, a su vez, herramientas
fundamentales para abordar la lectura y el estudio de textos también complejos.
Uno podria también determinar, como parte del analisis, si las premisas contribuyen,
separada o conjuntamente, a una conclusién intermedia o a la conclusién global, y
representar estos hechos en el diagrama en una forma adecuada. Sin embargo, tal
nivel de analisis no fue considerado necesario para los propésitos de este libro.

Ejemplo 1.26 Construir un diagrama que muestre la estructura del argumento
siguiente, es decir, la relacion de dependencia entre las premisas, y entre estas y la
conclusiéon. [Copi & Cohen, 1998, p. 64].

“En las democracias, las leyes generalmente tienden a promover el beneficio
del mayor numero posible de personas; porque tales leyes emanan de la
mayoria de los ciudadanos, quienes estan sujetos a error, pero no pueden
tener intereses opuestos a su propio beneficio. Por el contrario, en una
aristocracia las leyes tienden a concentrar la riqueza y el poder en las manos
de la minoria; porque una aristocracia, por su misma naturaleza, constituye
una minoria. En consecuencia, se puede asegurar, como afirmacién general,
que el propésito de la legislacion es mas util a la humanidad en una
democracia que en una aristocracia”.

El primer paso consiste en reescribir el argumento, insertando c6digos numéricos
para identificar las premisas y la(s) conclusién(es) y para delimitar el alcance de las
mismas, como se ve a continuacion:

{1} [En las democracias, las leyes generalmente tienden a promover el
beneficio del mayor nimero posible de personas]; porque {2} [tales leyes
emanan de la mayoria de los ciudadanos, quienes estan sujetos a error,
pero no pueden tener intereses opuestos a su propio beneficio]. Por el
contrario, {3} [en una aristocracia las leyes tienden a concentrar la riqueza
y el poder en las manos de la minoria]; porque {4} [una aristocracia, por su
misma naturaleza, constituye una minorial. En consecuencia, {5} [se puede
asegurar, como afirmacién general, que el propésito de la legislacion es mas
util a la humanidad en una democracia que en una aristocracial.
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El segundo paso consiste en utilizar los cédigos numéricos y sustituir con ellos las
afirmaciones que representan. En nuestro ejercicio el texto toma esta forma: {1}
porque {2}; {3} porque {4} y, en consecuencia {5}.

El siguiente diagrama describe la estructura del argumento:

Figura 1.2 Estructura del argumento, ejemplo 1.26

{2} {4}

| |
{1} ~ /{3}

{5}

Las proposiciones {1} y {2} forman un razonamiento en el cual {1} es una conclusién
parcial o intermedia, y {2} constituye la razén para la misma. Una relacién similar existe
entre las proposiciones {3} y {4}. Finalmente, las conclusiones intermedias {1} y {3} son
las premisas en las cuales se fundamenta {5}, la conclusién global del argumento.

Ejemplo 1.27 Construya el diagrama que representa la estructura del siguiente
razonamiento:

Cualquiera sea la situacién del délar con respecto al peso, algun sector de
la economia resulta perjudicado: Si el peso se revalua, se perjudica el sector
exportador porque los délares que reciben los exportadores representan
menos pesos al traerlos al pais. Si el peso se devalta, se perjudican los
importadores porque tienen que pagar mas caros los bienes que importan
y, ademas, disminuye el consumo de los mismos. Finalmente, la devaluacién
del peso nos afecta a todos, porque se encarece la deuda externa del pais.

Solucion: Como en el ejemplo anterior, insertamos c6digos numéricos y delimitamos
el alcance de las premisas y la conclusion:

{1} [Cualquiera sea la situacion del délar con respecto al peso, alguin sector
de la economia resulta perjudicado]: {2} [Si el peso se revalua, se perjudica
el sector exportador] porque {3} [los délares que reciben los exportadores
representan menos pesos al traerlos al pais]. {4} [Si el peso se devalua, se
perjudican los importadores] porque {5} [(los importadores) tienen que
pagar mas caros los bienes que importan y, ademas, disminuye el consumo
de los mismos]. {6} [La devaluacion del peso nos afecta a todos] porque {7}
[(si el peso se devalla) se encarece la deuda externa del pais].
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En un segundo paso remplazamos los elementos del razonamiento con sus cédigos
numéricos:

{1}. (En efecto) : {2} porque {3}. {4} porque {5}. Finalmente, {6} porque {7}.

Con la informacién anterior se construye el diagrama que muestra la relaciéon de
dependencia entre los elementos del razonamiento:

Figura 1.3 Diagrama representativo del razonamiento en el ejemplo 1.27

{3} {5} {7}
v v v
{2} {4} {6}

R
'

{1}

1.5 UNA CLASIFICACION DE LOS RAZONAMIENTOS

1.5.1 Introduccion

En términos generales, podemos afirmar que toda argumentacion esta orientada a
mostrar que su conclusién se deriva de las premisas o esta explicada por ellas. Sin
embargo, al considerar diferentes tipos de argumentos se encuentran diferencias
evidentes en la forma y en el grado en que las premisas justifican la conclusién o
dan razones para ella. Pensemos, por ejemplo, en un razonamiento que tiene estas
premisas: “Los estudiantes de Maestria en Lenguas Modernas de mi universidad
deben hacer profundizaciéon en Inglés o en Francés. Juan, estudiante de Maestria
en Lenguas Modernas en mi universidad, no hizo profundizaciéon en Inglés”. Estas
dos premisas conducen, inevitablemente, a concluir que Juan hizo profundizacién
en Francés; en otras palabras, esta es una conclusién necesaria; no puede ser otra.
Este es un razonamiento deductivo valido. Supongamos, alternativamente, que se
razona asi: “Los estudiantes de Maestria en Lenguas Modernas de mi universidad
deben hacer profundizacién en Inglés o en Francés. Juan, estudiante de Maestria en
Lenguas Modernas de mi universidad, hizo profundizaciéon en Inglés. Por lo tanto
Juan no hizo profundizacion en Francés”. jEsta forma de razonar es incorrecta! En
efecto, una de las premisas establece que se debe hacer profundizacién en alguno de
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los idiomas, pero ninguna estipula que no se puede hacer profundizacién en los dos.
Por lo tanto, concluir que por haber hecho profundizacién en uno de ellos no se hizo
en el otro, es incorrecto; se trata de un razonamiento deductivo invalido.

1.5.2 Razonamiento deductivo

Llamaremos razonamiento deductivo a todo razonamiento que incluye tacitamente la
afirmacion de que la conclusién se desprende inevitablemente de las premisas; de que
estd garantizada por ellas. Dicho de otro modo: un razonamiento es deductivo cuando
tiene la pretensién de que las premisas proporcionan evidencia terminante para su
conclusion. Si esto es efectivamente asi, si la conclusién se sigue inevitablemente de
las premisas, es decir, si no es posible que las premisas sean verdaderas y la conclusién
falsa, decimos que el razonamiento deductivo es valido. Este es el caso del primer
ejemplo del parrafo anterior. En cambio, si el razonamiento es deductivo pero la
conclusidn no es necesaria, el razonamiento es invalido. El siguiente es un ejemplo de
razonamiento deductivo valido citado practicamente en todo texto sobre el tema:

Ejemplo 1.28 Como todo hombre es mortal y Socrates es hombre, entonces Socrates
es mortal.

En este ejemplo, la primera premisa es de caracter universal o general. Podriamos
decir que expresa una regla: Todo hombre es mortal. A su vez, la segunda premisa
hace una afirmacion particular; menciona un caso o elemento del universo al cual
es aplicable la regla: S6crates es hombre. Finalmente, la conclusién aplica la regla al
caso, y establece el resultado: Sécrates es mortal. En resumen, el argumento se ajusta
a este esquema: “aplicacién de una regla a un caso, para obtener un resultado”. Asi:

Regla: Todo hombre es mortal.
Caso (en el universo de aplicacion de la regla): Socrates es hombre.
Resultado (obtenido por aplicacion de la regla al caso): Socrates es mortal.

No todos los razonamientos deductivos se ajustan al esquema anterior. Sin embargo,
con frecuencia se tipifica el razonamiento deductivo como “un razonamiento que va
de lo general a lo particular”. Pero esta nocién, aunque aplicable en razonamientos
con la forma del anterior, excluye de ella a muchos razonamientos deductivos. Es mas
precisa y general la nocion presentada en 1.5.2 porque no restringe el concepto de
razonamiento deductivo al esquema de “aplicaciéon de la regla a un caso, para obtener
un resultado”. Como lo muestra este ejemplo: “Existen tres programas de estudios
en Ingenieria, en esta Universidad: Ingenieria Industrial, Ingenieria de Sistemas e



Capitulo 1. Légica y argumentacion

Ingenieria Telematica. Juan, que es estudiante de Ingenieria en esta universidad,
no estudia Industrial ni Telematica. Entonces, Juan es estudiante de Ingenieria de
Sistemas”. Este es un razonamiento deductivo valido: las premisas hacen inevitable la
conclusion, es decir, es imposible que las premisas sean verdaderas y que la conclusion
no lo sea. Pero se trata de un razonamiento deductivo que no se ajusta al esquema
“aplicacion de la regla a un caso, para obtener un resultado”; ni al de "ir de lo general
a lo particular”.

Un razonamiento deductivo en el cual la conclusiéon no se sigue necesariamente de
las premisas es un razonamiento invalido. Por ejemplo: “Juan es catdlico. Porque cree
en Dios, y todo catodlico cree en Dios”. El razonamiento pretende que la conclusién,
“Juan es catoélico”, se sigue en forma necesaria de las premisas, “Juan cree en Dios”
y “Todo catélico cree en Dios”; por esto es un razonamiento deductivo. No obstante,
contiene un error que seguramente usted ya advirtié: atribuirle a “Todo catdlico cree
en Dios” el significado de “Sélo los catdlicos creen en Dios”, (y como Juan es uno de
los que creen en Dios, entonces “tiene que ser catélico”). En sintesis, razonar asi es
ignorar que bien puede suceder que alguien crea en Dios, sin ser catdlico (siendo
protestante, por ejemplo). Se trata, entonces, de un razonamiento deductivo en el
cual las premisas no garantizan la conclusién; es invalido.

Una observacion adicional: a favor de la nocién de razonamiento deductivo como
“aplicacion de reglas a casos particulares para obtener resultados particulares” juega
el hecho de que es la forma de deduccién tipica en matematicas, ciencia deductiva
por excelencia. llustremos esta observacién con un ejemplo:

Ejemplo 1.29 Se nos pide calcular la longitud de la hipotenusa ¢ de un tridngulo
rectdngulo ABC en el cual los catetos a y b miden 3 cm y 4 cm, respectivamente.

Razonamos de la siguiente forma:

Segun el Teorema de Pitagoras (seccién 1.1.1), en todo tridngulo rectangulo
el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos:
(Afirmacion general; una regla).

Por hipétesis, ABC es un tridngulo rectangulo. (Un caso al cual es aplicable la regla).

Entonces, aplicamos la regla al caso del triangulo ABC y obtenemos este resultado:
el cuadrado de la hipotenusa c del tridngulo rectdangulo ABC es igual a la suma de los
cuadrados de los catetos a y b. Este resultado se traduce en la igualdad ¢? = 32 + 42, de
la cual se obtiene c =5 cm. Por lo tanto, la longitud de la hipotenusa es 5 cm.

Una caracteristica muy importante de los razonamientos validos es que el hecho de
agregar informacién a la ya expresada en las premisas no tiene ningun efecto sobre
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la validez. Por ejemplo, supongamos que al razonamiento sobre Sécrates (ejemplo
1.28) se agrega esta informacién: “Sécrates, maestro de Platon, fue condenado a
muerte al ser declarado impio, aun cuando por una mayoria de s6lo 6 votos”. Esta
informacién no afecta en modo alguno la validez del razonamiento, puesto que su
conclusion ya estad garantizada por las dos premisas originales. En sintesis, la validez
no es una propiedad susceptible de ser mejorada; cuando se ha establecido la validez
de un razonamiento, cualquier informacién adicional, por valiosa que sea en algun

sentido, es irrelevante en cuanto a la validez.

Razonamiento, elementos generales

1. Identifique las premisas y las conclusiones en los argumentos siguientes.

a.

La investigacion de los fendmenos sobrenaturales esta por fuera del
campo de accién de las ciencias. Por tanto, ninguna ciencia puede probar
o negar la existencia de Dios.

De todos los seres que pueblan la Tierra, los seres humanos son los
mas nocivos para el ecosistema. En efecto, ellos destruyen anualmente
millones de hectareas de bosques y son los directos culpables de la
desaparicién masiva de fuentes de agua potable.

Como las palabras por si solas no pueden ensefiar y por si mismas no
producen una comprensiéon de sus referentes, entonces los modelos
educativos de transmision de conocimientos a través de las palabras
colocan al estudiante en una relacién de dependencia del profesor.

Los narcotraficantes encuentran un terreno abonado para los cultivos
ilicitos en la pobreza y el abandono oficial de extensas regiones de
Colombia. Por esta razén, pretender la erradicacion de cultivos basandose
Unicamente en medidas represivas es como pretender jugar ajedrez con
solo las fichas de un Unico color.

El amor no ve con los ojos, sino con el pensamiento. Por eso a Cupido lo
pintan ciego.

Si Dios fuera bueno, querria hacer a sus criaturas perfectamente felices y si
fuera omnipotente podria hacer todo lo que quisiera. Si Dios quisiera
hacer a sus criaturas perfectamente felices y pudiera hacer todo lo que
quisiera, entonces las criaturas serian perfectamente felices. Pero las
criaturas no son perfectamente felices. En consecuencia, a Dios le falta
poder, o bondad, o ambas cosas.

Las ballenas jorobadas estan llegando a las costas de Buenaventura. Por
lo tanto las aguas del norte estan bajando de temperatura.

No le doy el descuento porque no compré mas de 6 unidades.
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2. Califique cada una de las afirmaciones como verdadera o como falsa. Justifique
su respuesta.

a.

El enunciado “Hoy no tengo clase de Logica porque ni es lunes ni es
miércoles” contiene un razonamiento expresado por medio de una sola
frase.

El enunciado “Si no hay canje entonces se agudiza el conflicto” contiene
un razonamiento expresado en una sola frase.

El siguiente bloque de proposiciones constituye un razonamiento: “Dado
que la utilidad marginal del dinero decrece a medida que mas se tiene
los contribuyentes de mayores ingresos pueden aceptar un impuesto
proporcionalmente mayor sobre sus ingresos que los mas pobres”.

La conocida afirmacién “Todos los hombres son iguales”, puede ser la
conclusién de un razonamiento deductivo basado en la informacién de
que H, es hombre y exhibe el comportamiento M; H, es hombre y exhibe
el comportamiento M; H, es hombre y exhibe el comportamiento M,
etcétera.

En la lista siguiente hay dos indicadores de conclusion; todos los demas
son indicadores de premisas: dado que, por esto, en vista de que, teniendo
presente que, como, lo cual muestra que.

Reescriba el razonamiento “El aborto no es aceptable pues ningun crimen
lo es”, haciendo explicitos todos sus elementos.

La conclusién del razonamiento “Llegué retardado a clase. Porque no
me levanté temprano. Y cada vez que me levanto temprano, no llego
retardado a clase”, no es “lé6gica”.

3. Decida, en cada uno de los puntos siguientes, si el bloque de proposiciones
constituye o no un razonamiento. En caso afirmativo, determine sus premisas
y conclusién; en caso negativo, indique el propésito del texto:

a.

“Para un cientifico de la computacién, el calculo de predicados es
importante por varias razones. En primer lugar, constituye el fundamento
I6gico de los lenguajes de programacion légica, como puede ser Prolog.
En segundo lugar, el calculo de predicados se utiliza cada vez mas para
especificar los requisitos de las aplicaciones de computadora. Finalmente,
en loreferente a las demostraciones de correccion, el calculo de predicados
nos permite especificar exactamente las condiciones en que los programas
proporcionan respuestas correctas” [Grassman y Tremblay, 1997, p. 56].

“Quienes han vivido en el extranjero o han tenido extenso contacto con
una cultura diferente a la propia, con seguridad han experimentado el
hecho de que las verdades que sostenemos constituyen solamente una
de muchas verdades posibles. Una forma interesante de proporcionar tal
experiencia a los estudiantes es exponerlos a una variedad de practicas
culturales como en el controvertido curriculo para estudios sociales de
Jerome Bruner, Man: A course of Study (Bruner, 1966)” [Cunningham,
Duffy & Knuth 1993, p. 21].
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Seria absurdo sostener que algunos, entre los actores del conflicto armado
en Colombia, son mejores o peores que otros. Al finy al cabo, unosy otros
desconocen permanentemente derechos humanos tan basicos como
la libertad y el derecho a la vida, y unos y otros son culpables del alto
numero de desplazados y desarraigados de su tierra en nuestro pais.

“Cooperativas y empresas de seguridad privada del pais estan dejando
de aportar al estado entre 10.000 y 15.000 millones de pesos anuales, al
no cumplir sus compromisos con el Sistema General de Seguridad Social.

La denuncia la hizo ayer el senador Bernardo Guerra, que cit6é a la
Comisién Séptima del Senado a un debate para indagar sobre las
presuntas irregularidades que encontré la Superintendencia de Vigilancia
y Seguridad Privada en la Cooperativa de Vigilantes de Antioquia
(Coopevian), con 27 afios de trayectoria y una de las mas importantes del
sector” [El Tiempo, 5 de mayo de 2004, p. 1-8].

"El Génesis dice que durante el Diluvio “... quedaron cubiertos todos los
montes sobre la faz de la tierra...”. Si se toma esto literalmente, resulta
que la capa de agua sobre la tierra tendria entre 5.000 y 6.000 metros de
grosor, lo que equivale a mas de 2.500 millones de kilémetros cubicos
de agua. Como, segun el relato biblico, el Diluvio duré 40 dias con sus
noches, es decir, s6lo 960 horas, la tasa de caida de la lluvia ha de haber
sido por lo menos de 5 metros por hora, suficiente para echar a pique
un avion y con mayor motivo un arca cargada con miles de animales a
bordo.

Darse cuenta de inconsistencias internas como ésas es uno de los placeres
menores de tener cierta cultura numérica” [Paulos, 1988, p. 25].

En cada uno de los puntos a-f siguientes, califique la afirmacién como
verdadera o como falsa. Justifique su respuesta.

a.
b.

La légica estudia el proceso del pensamiento en los seres humanos.
Es posible que un razonamiento valido tenga todas sus premisas falsas.

El razonamiento: Como todos los mamiferos tienen alas y todas las
ballenas tienen alas, entonces, todas las ballenas son mamiferos, es
valido.

La caracterizacion de los razonamientos deductivos como aquellos que
“van de lo general a lo particular” es aplicable a todos los razonamientos
de este tipo.

La afirmacion “Toda mujer culta es atractiva” sostiene que “ser mujer
culta” es una condicion suficiente para “ser mujer atractiva”.

Este razonamiento es valido: Las personas prudentes evitan los riesgos.
Ninglin banquero es imprudente. Luego, todo banquero evita los
riesgos.
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EJERCICIOS DE OPCION MULTIPLE

Razonamiento, elementos generales

Instrucciones generales. Lea cuidadosamente los enunciados y seleccione la Unica
respuesta u opcion correcta en cada caso. No consulte respuestas individuales. En
lugar de ello, anote sus respuestas en bloques de 10 y después compare con las
respuestas que se proporcionan al final de los ejercicios.

1. Lasiguiente es una proposicion, expresada mediante una frase interrogativa:
(A) ¢Me pasas la sal?

(B) jEl que dejo abierta la ventana de mi biblioteca durante el huracan me
las va a pagar!

(C) ¢Alguien duda de que las expectativas de la economia para el afio 2007
son excelentes?

(D) ¢Hasta cuando me vas a dejar aqui esperando?

(E) El prisionero escap6 sobornando a dos guardas.

2. ;Cual de las siguientes es una proposicion compuesta en la que aparece la
proposicion simple “se hospeda un financista con computador portatil”?

(A) La tarifa es reducida si se hospeda un viajero financista con computador
portatil, un médico cardiélogo, o una anciana.

(B) La habitacién es gratuita si se hospeda un miembro de la asociacion
Médecins Sans Frontieres, o si la cuenta la paga un financista con
computador portatil.

(C) Hoy se hospeda un financista con computador portatil.

(D) Entiendo su preocupacién, pero esta noche no se hospeda un financista
en el hotel.

(E) La habitacion tiene un sobrecosto del 33% si se hospeda un gerente o
presidente de una companfia transnacional, un campeén de un deporte
olimpico, o un financista con computador portatil.

3. Todas las siguientes son proposiciones (aunque no estén expresadas como
frases declarativas), excepto:

(A) Las personas de ojos verdes son, en promedio, mas alegres que las
personas de ojos azules.

(B) iEl perro se esta llevando las chanclas del abuelo otra vez!
(C©) Roma fue fundada el 21 de abril del afio 753 antes de la era comun.

(D) Y, en ultimas, {quién osa cuestionar la rectitud de Nuestro Lider Guillermo
el Grande?

(E) ¢Alfin van a visitarme esta noche o mafiana?

31



32

Légica y argumentacion: De los argumentos inductivos a las algebras de Boole

"Quien aspire a la presidencia debe haber cumplido 30 aflos como minimo.
Humberto ciertamente aspira a la presidencia, como puede inferirse del hecho
de que tiene 40 afos”. La expresion subrayada en el argumento anterior es:

(A) Una conclusion.

(B) Un indicador de conclusién.
(C) Una premisa.

(D) Un indicador de premisa.

(E) Un razonamiento.

“Para llegar al espacio, hay que creer en la eficacia de la ciencia. Si alguien
cree en la eficacia de la ciencia, entonces es un llustrado. Es inevitable afirmar,
entonces, que, dado que Lucio llegé al espacio, es un llustrado. Ahora, si
alguien es llustrado, los demas Ilustrados son sus amigos. Dado que tu, papa,
te identificas como un llustre Caballero en tus cartas, eres un llustrado. Un
amigo permite que su hija se case con otro de sus amigos. En consecuencia,
Lucio debe considerarse amigo tuyo, y tu debes permitir que me case con
Lucio”.

De las siguientes partes del razonamiento anterior, ;cudl es una conclusion
intermedia?

(A) Hay que creer en la eficacia de la ciencia.
(B) Alguien cree en la eficacia de la ciencia.
(©) Lucio lleg6 al espacio.

(D) T, pap4, eres un llustrado.

(E) Tu debes permitir que me case con Lucio.

“No hay nada nuevo bajo el sol. Dado que el computador que te regalaron
forma parte de las cosas que se encuentran bajo el sol, el computador que
te regalaron no es nuevo”. La expresién subrayada en el argumento an-
terior es:

(A) Una conclusion.

(B) Un indicador de conclusion.
(©) Un sintoma de conclusion.
(D) Una premisa.

(E) Un indicador de premisa.
(F) Un sintoma de premisa.

(G) Un razonamiento.

“Si hubiéramos escalado la montafa, ya estariamos en el pueblo. Pero no
estamos en el pueblo. Eso quiere decir que no escalamos la montaia. Ahora, a
las personas que no escalaron la montafa, les van a quitar el agua caliente esta
semana. En consecuencia, nos van a dejar sin agua caliente esta semana”.
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10.

De las siguientes partes del razonamiento anterior, ;cual es la conclusién
intermedia?

(A) Si hubiéramos escalado la montafia, ya estariamos en el pueblo.
(B) No estamos en el pueblo
(©) No escalamos la montana

(D) A las personas que no escalaron la montafa, les van a quitar el agua
caliente esta semana.

(E) Nosvan a dejar sin agua caliente esta semana.

La siguiente es una frase interrogativa que, funcionalmente, es una pro-
posicion:

(A) ¢Quién quiere mas helado?

(B) iNiuna gota de helado mas para este nifio!

(C) ¢Busca algun ser humano algo distinto a la felicidad?

(D) ¢Otra vez te vas a indigestar?

(E) jQué angustia la que me genera el calentamiento global!

Considere el texto siguiente: “Supongamos que, como sociedad, de verdad
nos vamos a comprometer con la causa de la liberacion femenina. De ahi
tendriamos que deducir el postulado de que, en nuestra sociedad, los sexos
van a recibir un trato igual. En este momento es pertinente recordar que si
existe la expectativa de que los miembros de uno de los dos sexos van a cubrir
los gastos de los miembros del otro, no estamos ante trato igual entre los
sexos. De las anteriores razones podemos inferir que, si pago la cuenta del
restaurante esta noche, estaria atentando contra la causa de la liberacion
femenina”. Sobre el texto anterior, es correcto afirmar que:

(A) No es un razonamiento.

(B) Las palabras “De las anteriores razones podemos inferir” constituyen un
indicador de premisa.

(C) Las palabras “De ahi tendriamos que deducir” constituyen un indicador
de premisa.

(D) Es un razonamiento verdadero.

(E) El razonamiento tiene una conclusidon intermedia, y es: “en nuestra
sociedad, los sexos van a recibir un trato igual”.

¢Por qué se justifica (como lo hace el texto guia, citando a Estanislao Zuleta)

comparar la légica con la gramatica?

(A) Porque tanto la l6gica como la gramatica son lenguajes a los cuales nos
referimos explicitamente siempre que pensamos.

(B) Porque esimposible hablar sobre la l6gica, tanto como lo es hablar sobre
la gramatica.
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11.

12.

13.

14.

(@)

(©)

(E)

Porque ambas constituyen sistemas que subyacen muchas de nuestras
actividades cotidianas, pero normalmente no nos referimos a ellas de
manera directa.

Porque la gramatica es el cuerpo de reglas que explica el funcionamiento
de la l6gica, y la l6gica es el cuerpo de reglas que explica la operacién del
lenguaje cotidiano.

Porque ambas constituyen conocimientos con los cuales nacemos, pero
que no podemos mejorar, expresar, ni estudiar.

¢Cudl de las siguientes es una frase interrogativa que no debe ser entendida
Ccomo una proposicién?

(A)
(B)
(@)
()
(E)

iEl techo se esta cayendo!

¢A quién se le ocurre decirle al Emperador que esta desnudo?
¢Cuantos anos tiene ella?

¢Acaso alguien prefiere trabajar que escribir poesia?

iDejen la bulla de inmediato!

¢(Cudl de las siguientes es una frase que no es declarativa pero puede
entenderse como una proposiciéon?

(A
(B)
(@)
(©)

(E)

Dios habla hoy.

¢"Acaso” se escribe con “s” o con “z"?

iSoltaron el le6n!

Los precios del petréleo subiran constantemente durante lo que resta del
afo.

¢Como aderezo para este plato prefiere salsa blanca, salsa napolitana, o
vinagre balsamico?

¢Cual de las siguientes es una proposicion compuesta, pero no es un
razonamiento?

(A)
(B)

(@)

(D)

Si encuentro mi lapicero, te escribo el cheque.

En promedio las liebres viven dos meses mas de lo que vivian hace
cincuenta afios.

Simén Bolivar nacié en Caracas; mi primo nacié en Caracas; por lo tanto,
mi primo es Simon Bolivar.

Si recordamos que las temperaturas estan subiendo, y que el honor se
esta perdiendo, no podemos sino concluir que en la medida en que la
temperatura sube, la sociedad pierde su sentido del honor.

Considere el siguiente texto: “Dado que mafiana es sabado, hoy tengo que
lavar la ropa. Si tengo que lavar la ropa, no podemos ir a comer. Eso quiere
decir que lastimosamente no podemos ir a comer”. ;Cual de las siguientes es
una afirmacion correcta al respecto?
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15.

16.

(A) La expresion “Dado que” es un conector dentro de una proposicion
simple.
(B) La expresién “Dado que” es un indicador de premisa.

(C) El razonamiento es deductivo valido, pero la conclusion no se deriva
inevitablemente de las premisas.

(D) El razonamiento es deductivo valido, porque las premisas se derivan
necesariamente de la conclusion.

(E) La expresién “Eso quiere decir que” es un indicador de premisa.

¢Cudl de las siguientes opciones muestra un razonamiento con una premisa
implicita, y ademas identifica, en paréntesis, la premisa implicita correcta?

(A) La lluvia debe detenerse de inmediato, si queremos llegar a tiempo al
cine. (Premisa implicita: Si alguien no quiere llegar al cine a tiempo, es
necesario que no llueva).

(B) Dado que es martes, y dado que los martes juega la Loteria del Pacifico,
hoy me gano la loteria. (Premisa implicita: Es necesario comprar el martes
la boleta de la Loteria del Pacifico para ganarla).

(C) No vas a ganar en las proximas elecciones, porque has vivido mucho
tiempo fuera del pais. (Premisa implicita: Alguien que ha vivido mucho
tiempo fuera del pais no ganara las préximas elecciones).

(D) Tu eres alto, y numerosos estudios han demostrado que, en una
proporcion que no se corresponde con su numero dentro de la poblacion
general, las personas altas ocupan cargos directivos en las empresas.
(Premisa implicita: Tu vas a ocupar un cargo directivo).

(E) Niel mejor de los computadores actuales puede procesar el nimero total
de juegos de ajedrez, que se estima en 10'? juegos posibles. (Premisa
implicita: El ajedrez consta de 10'? posibilidades de juego).

Considere el siguiente texto: “Si hay otro bajén en el flujo eléctrico, el

transformador del edificio estallara. Si el transformador estalla, dejaremos

de tener electricidad en el apartamento. Si no tenemos electricidad aqui, se

apagara el computador, haciéndonos perder por esa razén toda la informacién.

Acabo de notar que esta empezando otro bajén en el flujo eléctrico; eso quiere

decir que vamos a perder la informacion”. ; Cual de las siguientes afirmaciones

sobre este texto es correcta?

(A) El texto no es un razonamiento, dado que no tiene una conclusion
identificable.

(B) El texto es un razonamiento, porque las premisas se desprenden de la
conclusioén.

(C) El razonamiento es verdadero, dado que, si un computador se queda sin
electricidad, efectivamente se pierde la informacién que no haya sido
guardada.
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17.

18.

19.

(D) El razonamiento es valido, por su estructura, pero no tenemos suficiente
informacion para decir si sus proposiciones son verdaderas o falsas.

(E) El razonamiento es invalido, porque es falso que un sencillo bajon en el
flujo eléctrico vaya a provocar la explosién de un transformador.

Podemos considerar que cada una de las siguientes es una proposicion,
excepto:

(A) Con la toma de la Bastilla empez6 la Revolucion Francesa en 1789.

(B) ¢ Quién cuestionaria hoy en dia el fenédmeno de la evolucion?

(C) ¢Es que acaso alguien cree que puede vivir por fuera de las leyes del
mercado?

(D) iEl calor en este cuarto es insoportable!

(E) iNo se me vaya a acercar!

Considere este razonamiento: “Para empezar, los cerdos son animales muy
inteligentes. Ademas, aprenden con mucha facilidad a ser aseados. Como si esto
fuera poco, es muy econémico preparar dietas balanceadas para cerdos. Para
terminar, no tienen garras ni colmillos que dafien muebles o tapetes. ; Co6mo
podremos negar, entonces, que los cerdos son las mejores mascotas?”.

¢Cual es la conclusién del razonamiento anterior?

(A) Los cerdos son animales muy inteligentes.

(B) Los cerdos aprenden con mucha facilidad a ser aseados.

(C) Es muy econdmico preparar dietas balanceadas para cerdos.

(D) Los cerdos no tienen garras ni colmillos que dafien muebles o tapetes.
(E) Paraterminar.

(F) Los cerdos son las mejores mascotas.

Considere este razonamiento: “Te voy a dar tres razones en defensa de mi
idea: primero, no hay manera de ayudar a alguien que sufre de intenso dolor;
segundo, la ausencia de dolor es un requisito minimo para que cualquiera
de nosotros pueda ser un verdadero agente moral dentro de la sociedad; y
tercero, algunas personas sufren de dolor sin que haya en sus vidas algo que lo
justifique o lo explique. Estas razones me permiten afirmar que la vida de las
personas con dolor rifie con la idea de un dios justo y activo. A partir de lo que
acabo de sefalar, es posible aseverar que si alguien sufre dolor, no hay dioses
justos y activos”.

En el razonamiento anterior, el siguiente es un indicador de conclusién:

(A) Te voy a dar tres razones en defensa de mi idea.
(B) Primero.

() Y tercero.

(D) Estas razones me permiten afirmar que.

(E) Sialguien sufre dolor, no hay dioses justos y activos.
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20. ¢Cual de los siguientes es un razonamiento deductivo?

(A) "Sijuego futbol, me canso. Puedo afirmar esto porque, durante el ultimo
mes, me he cansado cada vez que he jugado futbol”.

(B) "Todo malabarista le ha rezado a un ser superior en algiin momento.
Mario es un malabarista. ; Acaso no podemos estar seguros de que le ha
rezado a un ser superior en algin momento?”.

(©) "Anoche meti las monedas en la maquina, y se me las tragé. Esta mafiana,
cuando mas necesitaba café, meti las monedas, y se me las tragé. jEsta
maquina esta dafiada!: cada vez que uno le mete monedas, se las traga”.

(D) “Las llamas de la chimenea han estado muy azules Ultimamente. Ah,
verdad que si uno usa carburantes a base de alcohol, las Ilamas resultantes
seran azules. Claro, debe ser que han estado usando carburantes a base
de alcohol”.

(E) "Martin es de las personas mas pacientes que conozco. ;Cémo se me
habia olvidado que los anémicos se caracterizan por pasar por personas
en exceso pacientes? Obviamente, Martin es anémico”.

Respuestas a los ejercicios de opcion multiple
1123 4 5 6 /7|8 9 10 111213 14 15 16 17|18 19 20
C/E/E|A|D|E|C|C|E|Cc|c|c/A|B|C|D|E|F | D|B

1.6 RAZONAMIENTOS INDUCTIVOS

1.6.1  Elementos generales

En la secciéon anterior dijimos que en el razonamiento deductivo se transmite la
idea de que la conclusién se desprende inevitablemente de las premisas; de que
estd garantizada por ellas. Como veremos pronto, en el razonamiento inductivo no
se afirma tacitamente que las premisas dan evidencia terminante de la conclusion;
s6lo se pretende que la apoyan en mayor o menor grado. Veremos también que
este mayor o menor grado de apoyo a la conclusién es un criterio para clasificar un
argumento inductivo como fuerte o como débil.

Supongamos que usted constata que uno y otro y otro miércoles, aparentemente sin
excepcion, el plato principal del almuerzo en la cafeteria de su universidad es espagueti.
Entonces decide que no seguird almorzando los miércoles en la cafeteria porque
“los miércoles sirven espaguetis”, y a usted no le gustan (o que seguird almorzando
los miércoles en la cafeteria, porque “los miércoles sirven espaguetis” y a usted le
encantan). Esta situacién es un ejemplo de razonamiento inductivo. Utilizando la
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misma terminologia que se usé con el razonamiento deductivo, dirilamos que este caso
corresponde al esquema “inferencia de la regla, a partir del caso y del resultado”.

Caso (reiterado): Es miércoles.
Resultado (reiterado): Sirven espaguetis en el almuerzo.
Regla: Los miércoles sirven espaguetis en el almuerzo.

Esta clase de induccion generalmente se da asi: Se observa un patrén, una regularidad
de resultados para repeticiones del mismo caso y, sobre la base de tal regularidad,
se infiere la regla. Por ejemplo, si en épocas diferentes Pedro, Maria y Antonio le
prestaron dinero a Juan, y este no les pago, posiblemente concluyo, razonando
inductivamente, que si le presto dinero a Juan, no me lo pagara. Estos son ejemplos
de un tipo muy comun de razonamiento inductivo, lamado generalizaciéon inductiva
por enumeracion o generalizacion por enumeracion.

En la practica son excepcionales las situaciones en las que se hace inferencia de la
regla a partir de un solo caso y su resultado. (Seguramente usted no necesité vivir
varias veces la experiencia de quemarse al tocar sin proteccion objetos calientes, para
inferir una regla como: “Tocar un objeto caliente puede ocasionar quemaduras”).

Conrelacién al valor de la induccién se ha dicho que “Para Aristoteles, la induccion es un
razonamiento que permite pasar de lo particular a lo general. Es decir, que la induccién
es la operacién légica que se utiliza para generalizar la experiencia” [lbarra 1994, p.
208]. Esta cita puede complementarse anotando que la induccién permite aprender de
la experiencia y que esta es una forma de aprendizaje que practicamos durante toda la
vida. Con la experiencia aprendimos que los objetos calientes pueden quemarnos, que
el agua moja, que el abuso del licor conduce a la embriaguez, que la ira es enemiga de
la sensatez, que la violencia genera mas violencia (aun cuando algunas veces genere
sumision), etc. Es un hecho, ademas, que el razonamiento inductivo es de gran valor en
las ciencias fisicas y naturales. Tipicamente, se llega a los principios cientificos mediante
generalizacion a partir de un numero limitado de experiencias en las cuales los casos y
los resultados permiten identificar patrones estables. (Piense, por ejemplo, en cdmo se
llegan a establecer las formas de contagio de enfermedades transmisibles).

¢Ha oido alguna vez la expresién “Este es un caso que confirma la regla”? En caso tal,
¢sabe de qué regla se habla? De la regla que dice: “Toda regla tiene su excepcién”. Es el
reconocimiento de que la regla general inferida en un razonamiento inductivo carece
de la certeza o inevitabilidad del resultado inferido en los razonamientos deductivos
validos y de que, por lo tanto, es posible que haya casos que escapan a la conclusién:
algun miércoles pueden no servir espaguetis; bien puede suceder que Juan si me pague
el préstamo, etc. Si uno olvida que puede haber casos no cobijados por la regla, el
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razonamiento es débil y lainduccién incorrecta. En el caso de inferencias sobre personas o
grupos humanos, se cae frecuentemente en generalizaciones injustas y desconsideradas
de la forma "jTodos los... son unos...!"” (usted puede llenar los espacios). Se trata de
generalizaciones inductivas por enumeracién, que atribuyen a todo un grupo humano
un calificativo, por desgracia generalmente denigrante, con base en comportamientos
negativos (o que asi nos lo parecen) de algunos de sus miembros.

De todas maneras, en las inferencias inductivas existe un escudo protector contra el
error de la generalizacién incorrecta. Consiste en hacer explicito el alcance limitado
de la conclusion, precediéndola de expresiones como “generalmente”, “casi siempre”,
“probablemente”, “posiblemente”, u otras equivalentes. Si en el ejemplo de los
espaguetis la conclusién se enuncia como “Dado que es miércoles posiblemente (muy
posiblemente) (casi con seguridad) serviran espaguetis”, la conclusién estd mas cerca
de ser verdadera que falsa. En cambio si la conclusién se expresa como una certeza:
“Dado que es miércoles servirdn espaguetis”, la conclusion estd mas cerca de ser falsa
que de ser verdadera puesto que es suficiente que tan sélo un miércoles no sirvan
espaguetis —lo cual es altamente posible— para que la conclusién sea falsa. En su
momento hablaremos de “la fuerza” de un argumento inductivo y de la incidencia de
expresionescomo “generalmente”, “casisiempre”, “probablemente”, “posiblemente”,
u otras equivalentes, en la fuerza del argumento. Digamos, por el momento, que un
argumento inductivo es mas fuerte o menos fuerte, segun que la conclusién esté mas
cerca o menos cerca de ser verdadera. Veamos un ejemplo adicional: suponga que una
periodista acreditada ante el Palacio de Gobierno conoce a la mayoria de los asesores
del Presidente de la Republica —pero no a todos— y sabe que todos los que conoce
militan en partidos politicos tradicionales. Entonces, si cuando le presenten a un asesor
presidencial de los que no conocia, prejuzga, basada en su conocimiento anterior, que
“el asesor milita en alguno de los partidos politicos tradicionales”, el argumento es
débil; tiene menos fuerza que si infiere, correctamente, que “posiblemente el asesor
milita en alguno de los partidos politicos tradicionales”.

Alamanerade losindicadores de premisa o de conclusion, el término “posiblemente”,
utilizado en el razonamiento del ejemplo anterior es, con frecuencia, un indicador
de razonamiento inductivo. También lo son las expresiones, “es posible que...”, “es
probableque...”, “esrazonable creer que... (esperar que)”. Pero, independientemente
de la presencia o no de estos términos, los razonamientos inductivos se caracterizan
porque no afirman que la conclusion se deriva necesariamente de las premisas, sino
que de la verdad de estas, real o aceptada, es razonable inferir que, en alguna medida,
la conclusion es verdadera. Si el soporte que las premisas le dan a la conclusion la
hace estar mas cerca de ser verdadera que de ser falsa, el razonamiento inductivo
es fuerte. Pero si el soporte que le dan las premisas a la conclusién es pobre y poco
sélido y la hace estar mas cerca de ser falsa que de ser verdadera, el razonamiento
inductivo es débil.
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Digamos finalmente que, a diferencia de lo que sucede en los razonamientos
deductivos, en los argumentos inductivos la informacién adicional pertinente,
o la verificacion del resultado para nuevos casos, puede afectar la aceptacion o
credibilidad de la regla inferida. Si es cierto que “Casi todos los representantes
de la regiéon X se opondran a la enmienda sobre transferencias a las regiones” y
se sabe que “NN es un representante de la regién X" entonces es correcto inferir,
inductivamente, que “posiblemente NN se opondra a la enmienda”. Pero si hay
informacion adicional segun la cual el representante NN es opositor politico del
proponente de la enmienda, esta nueva premisa mejora la posibilidad de que la
conclusién sea verdadera, pues indica un hecho que incrementa la posibilidad de
que NN se oponga a la enmienda.

En las secciones siguientes se presentan otras dos formas de razonamiento inductivo:
generalizacion inductiva (o generalizacién estadistica) y argumentacion por analogia.
Como veremos, lo importante en cada argumento inductivo es su fuerza, o sea la
intensidad con la cual las premisas contribuyen a hacer verdadera la conclusién. La
fuerza de un argumento inductivo es, pues, una valoracion de qué tan probable
es que la conclusion sea verdadera, si se acepta que las premisas también lo son.
Sin embargo, es necesario mencionar que, a diferencia de lo que sucede con los
argumentos deductivos, no existe un criterio decisorio que aplicado a un argumento
inductivo permita calificarlo inequivocamente como fuerte o como débil. La
calificacion depende, en buena parte, de la capacidad de quien lo usa (lo recibe o
lo lee), para encontrarle aspectos que le comunican fuerza o se la restan. En muchos
casos, esta capacidad es producto de la experiencia, de la informacion disponible para
el andlisis, o de circunstancias particulares de quien analiza el argumento.

1.6.2 Generalizacion inductiva

La generalizacién inductiva, mas comiunmente conocida como generalizacion esta-
distica, es un tipo de argumento inductivo en el que se extiende, a la totalidad de
una poblacion, el resultado de una observacion hecha en una parte de la misma.
Consideremos este argumento:

Ejemplo 1.30 Seis de ocho alcaldes participantes en un foro regional tienen estudios
de posgrado. Por lo tanto 75% de los 1099 alcaldes del pais tienen estudios de
posgrado.

El resultado de una observacién, 6 alcaldes con estudios de posgrado entre los 8
alcaldes participantes en el foro regional, es decir, el 75% de los alcaldes participantes,
se generalizo a la totalidad de los alcaldes del pais.
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Cuando se utiliza con propésitos investigativos, la generalizacién inductiva procede
a sacar conclusiones sobre la poblacién total bajo estudio, a partir de los resultados
observados en sélo una parte de ella. A esta parte de la poblacién se le conoce como
muestra poblacional. La determinacién del tamafo apropiado de la muestra y de
qué tan fielmente ella representa la poblacién total son aspectos fundamentales
para juzgar la fuerza de una generalizacién estadistica. Sin embargo, el tratamiento
cuantitativo de lo referente a tamafo y representatividad de una muestra excede los
propésitos de este libro; por lo tanto, nuestra aproximacién sera informal e intuitiva.

Retomemos el ejemplo anterior: “Seis de ocho alcaldes participantes en un foro
regional tienen estudios de posgrado. Por lo tanto 75% de los 1099 alcaldes del pais
tienen estudios de posgrado”.

¢Qué podemos decir sobre la fuerza del argumento? ;La posibilidad de que la
conclusion sea verdadera es mas alta que la posibilidad de que sea falsa? ;Es al revés?
Veamos por qué la posibilidad de que la conclusion sea falsa es mucho mas alta que
la posibilidad de que sea verdadera: El enunciado de la conclusion es taxativo; no da
lugar a discusién: “El 75% de los alcaldes del pais tiene estudios de posgrado”. Esto
hace que cualquier diferencia, por minima que sea, entre el nimero real de alcaldes
con estudios de posgrado y el 75% del total de los alcaldes del pais, haga falsa la
conclusion. Por lo tanto, se trata de una generalizacién inductiva débil.

La debilidad del argumento se hace también manifiesta en el tamafio de la muestra
y en su no representatividad. En primer lugar, el nimero de municipios del pais
considerado es 1099 y por lo tanto una muestra de tamafo 8 no es suficiente para
justificar ninguna conclusiéon. En segundo lugar, porque el caracter regional del
foro permite suponer que los 8 alcaldes no representan la diversidad de regiones y
circunstancias propias de una poblacién total de 1099 alcaldes del pais. En particular,
podria tratarse de 8 alcaldes de una regién con una oferta particularmente alta de
programas de posgrado, por parte de universidades de la misma regién.

Ejemplo 1.31 Supongamos ahora que el resultado se observa en 30 de 40 alcaldes:
“30 de 40 alcaldes participantes en un foro regional tienen estudios de posgrado. Por
lo tanto 75% de los 1099 alcaldes del pais tienen estudios de posgrado”. El porcentaje
continta siendo del 75% pero el argumento, que sigue siendo débil por la forma de
enunciar la conclusién, tiene mas fuerza que el anterior porque ahora es mayor el
tamafodelamuestra. Esdecir,aumentareltamafiodelamuestraen unageneralizacion
inductiva puede mejorar la fuerza del argumento. Sin embargo, hacerlo no garantiza
que la muestra sea representativa. En efecto, todavia los 40 alcaldes corresponden a
municipios de una misma region y la conclusién sigue generalizada a los 1099 alcaldes
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del pais, presumiblemente formado por multiples regiones con diferencias étnicas
y socioecondmicas notorias. La muestra sigue sin ser representativa. En el ejemplo
anterior, la conclusién se ha expresado en forma numérica; mas precisamente, en
forma porcentual. Pero esto no es siempre asi. Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 1.32 Ninguno de los computadores FGH de mi seccion ha fallado durante
el primer aflo de uso. Entonces, es muy posible que ningln computador FGH falle
durante el primer afio de uso.

Este es una generalizacién inductiva débil. Si no se indica cuantos computadores
FGH se utilizan en la referida seccion, no esta justificado el énfasis en la posibilidad
—"muy posible”— de que no se presenten fallas en ninglin computador de esa marca
durante el primer afo.

Ejemplo 1.33 Ninguno de los 15 computadores FGH de mi seccién ha fallado durante
el primer afo de uso. Entonces, ninglin computador FGH fallard durante el primer
afio de uso.

Aunque en este caso se ha precisado el nUmero de computadores en que se fundamenta
la conclusion, la generalizacion inductiva sigue siendo débil, por el nivel de precisiéon
que se ha dado a la conclusién: “ningun computador FGH fallard durante el primer
ano de uso”. Evidentemente, expresada de tal manera, la conclusiéon estd mas cerca
de ser falsa que de ser verdadera. En efecto, es suficiente que falle un computador
FGH durante el primer afio de uso, para que la conclusion sea falsa.

Consideremos una variacién mas del argumento:

Ejemplo 1.34 Ninguno de los 15 computadores FGH de mi seccion ha fallado durante
el primer afio de uso. Entonces, es razonable esperar que pocos computadores FGH
fallen durante el primer afio de uso.

Ahora la generalizacién inductiva es fuerte: En efecto, el margen de posibilidad de
que la conclusién sea verdadera es amplio, dada la evidencia de ninguna falla en el
total de 15 computadores FGH de la seccion.

En los capitulos 2 y 3 veremos que, al analizar un razonamiento deductivo para
decidir sobre su validez, todos debemos llegar a una misma conclusion, si el criterio
de validez se aplica correctamente. Desafortunadamente, y como se anoté en el
ultimo parrafo de la seccién 1.6.1, no existen criterios bien definidos para calificar
una generalizacién inductiva como fuerte o como débil, o para establecer su valor
en el continuo entre fuerte y débil. No obstante [Bassham, p. 309], si existen ciertos
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pardmetros que ayudan a decidir entre fuerte y débil, y que se obtienen de responder
tres preguntas principales:

o ¢Son verdaderas las premisas?
o ¢El tamano de la muestra es apropiado?
° ¢La muestra es representativa?

Enlaseccionsiguiente nosreferimos brevemente a estos parametros. Una presentaciéon
mas detallada puede consultarse en el texto mencionado [Bassham, p. 309].

1.6.3  Sobre la verdad de las premisas

Es natural esperar que las premisas de todo argumento sean verdaderas. De hecho,
el analisis de todo argumento parte del supuesto de que las premisas son verdaderas
y en tal supuesto se fundamenta la conclusion. Por lo demas, los calificativos de
“convincente” o “solido” (en el sentido de “probado de tal manera que racionalmente
no se puede negar”) se reservan para los argumentos deductivos validos cuyas
premisas son verdaderas, y para los argumentos inductivos fuertes, cuyas premisas son
verdaderas. Y es que el proceso deductivo puede ser impecable; las premisas pueden
apoyar con mucha fuerza la conclusion; pero si alguna de las premisas es falsa, el
razonamiento no convence. Considérese, por ejemplo, el argumento “Juan Pérez ha
escalado el Everest. Porque es alpinista, y todos los alpinistas han escalado el Everest”.
Este argumento tiene una estructura deductiva correcta; es valido. Pero la afirmacién
“Todos los alpinistas han escalado el Everest” es falsa. Por lo tanto, aunque formalmente
valido, el argumento no es convincente. Situaciones analogas pueden presentarse en la
generalizacién inductiva. “Casi todos los estudiantes de esta universidad obtienen una
calificacién superior al 80% en sus cursos de matematicas. Por lo tanto, casi todos ellos
finalizan la mayoria de sus cursos con una calificacién superior al 80%". Se trata de
una generalizacion inductiva fuerte porque las estadisticas de la Universidad muestran
que el promedio de las calificaciones en los cursos de matematicas es menor que en
las otras areas y entonces, si en matematicas es del 80%, en las otras areas serd mayor.
No obstante, si la afirmacién “Casi todos los estudiantes de esta universidad obtienen
una calificacion superior al 80% en sus cursos de Matematicas” es falsa, el argumento
inductivo no es convincente, pese a ser fuerte.

Nada puede ser mas lesivo para la eficacia de un argumento real que detectar,
descubrir o establecer falsedad en alguna de sus premisas: GIGO es un acrénimo
de “Garbage in, garbage out”, aforismo muy conocido entre los programadores de
computadores, y que equivale en espanol a “entra basura, sale basura”. Aplicado
a la argumentacién, destaca la poca o ninguna importancia que merece una
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conclusiéon justificada con premisas falsas o una decision extraida de datos falsos.
Las consideraciones anteriores justifican la insistencia en la necesidad de revisar
criticamente las premisas de los argumentos propios y ajenos, para utilizar y aceptar
s6lo aquellas de cuya verdad podemos tener una razonable certeza, bien sea por
experiencia directa, o por autoridad legitima, o por testimonio u otras fuentes, o
porque se trata de una verdad establecida, y compartida por nuestra audiencia. Poco
valor tiene, por ejemplo, una conclusién que se fundamente en mi aseveracion de que
la desercién universitaria en los estudiantes de Matematicas y Ciencias es muy alta
comparada con la de los estudiantes de Administracion y Economia, si no dispongo de
datos o estudios que me permitan respaldar dicha afirmacion. A propésito, en el caso
particular de las generalizaciones inductivas es frecuente, como defensa contra una
posible inexactitud, emplear cuantificaciones aproximadas como “la mayor parte”,
“casitodos”, “casi ninguno”, “muy pocos” y otras similares. Pero, si bien lo aproximado
de ellas es una defensa contra la falsedad o la inexactitud, no puede ignorarse que
tienen equivalentes numéricos, asi sean también aproximados: “la mayor parte de”
indica mas del 50%; “casi todos”, un valor no inferior al 90%, etcétera.

1.6.4 Sobre el tamano de la muestra

Lo que se busca con un tamafo “apropiado” de la muestra es que ella sea suficiente
para extender la conclusion del estudio a la poblacién total, sin caer en el error conocido
como “generalizaciéon apresurada”. Cuando se trata de estimar algun pardmetro
poblacional, por ejemplo el porcentaje de pacientes que responderan positivamente
a un tratamiento X o la proporcién de sufragantes que votaran por el candidato N,
se lleva a cabo un estudio estadistico que incluye la determinacién del tamafio de
la muestra, para unas especificaciones de precision deseadas que se conocen como
margen de error y nivel de confianza (o confiabilidad). Estos parametros se utilizan
para establecer el tamafio de la muestra, aplicando formulas desarrolladas con ese
propdsito. Sin embargo, lo usual en la argumentacién cotidiana es generalizar a
partir de observaciones circunstanciales que no obedecen a un estudio previamente
disefado. En estos casos, y ante la ausencia de algo mejor, el tamafio de la muestra
se juzga como “adecuado” o “suficientemente grande” apelando al sentido de lo
razonable, pese a lo subjetivo de este criterio.

Ejemplo 1.35 Nueve de los 12 estudiantes egresados de colegios oficiales y que
ingresaron a la universidad X el semestre pasado provienen de familias de estrato
socioeconémico cuatro. Entonces el 75% de los estudiantes de colegios oficiales
proviene de familias de estrato cuatro.

Es claro que la conclusiéon obtenida de los resultados observados en solamente 12
estudiantes, de una poblacién de miles de estudiantes, no puede ser extendida a
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la poblacién total. EI argumento incurre en el error o falacia de la “generalizacién
apresurada”, conocida también como “falacia de la muestra insuficiente”. Es el error
que se comete cuando se generaliza, a toda una poblacién, una conclusién obtenida
en una muestra que no es lo suficientemente grande.

1.6.5 Sobre la representatividad de la muestra

La muestra del ejemplo anterior no sélo es insuficiente sino que no es representativa,
por cuanto no presenta muchas de las caracteristicas relevantes de la poblacion, que es
la totalidad de estudiantes de colegios oficiales. Pudiera pensarse que un aumento en
el tamano de la muestra estd ligado a un aumento en la representatividad de la misma,
lo cual frecuentemente es cierto, pero no suficiente. Se requiere que se cubran nuevas
caracteristicas relevantes de la poblacién, a medida que se aumenta la muestra. Por
ejemplo, en un estudio sobre desercidn universitaria nada se gana en representatividad
si se toman muestras sucesivamente mas grandes, pero sélo de universidades oficiales,
o sélo de universidades privadas, o sélo de un mismo programa de estudios o carrera,
dada la amplia diversidad de caracteristicas de la poblacion universitaria: sexo, estrato
socioeconémico, carrera, universidad, raza, etc. Sin embargo, cuando la poblaciéon es
muy homogénea, el tamafio de la muestra puede no ser importante. Los profesores
de Estadistica acostumbran ilustrar esta afirmacion indicando que es suficiente la
extraccién de sélo una gota de sangre como muestra, para medir los niveles de insulina;
o probar sélo un sorbo de sopa, para saber qué tan salada esta.

Por lo demas, el tema de la representatividad de una muestra es de fundamental
importancia en las encuestas de opinion. Estos son procesos de generalizacion
inductiva con los cuales se busca determinar qué piensa o cree una poblacién grande
sobre un tema determinado, formulando las preguntas pertinentes no a cada miembro
de la poblacién, sino a una muestra que es suficientemente grande y representativa
de la poblacién total. Seguramente para usted son muy conocidas, entre otras, las
encuestas sobre “intencion de voto” que contratan los medios de comunicacion de
los paises en la época de las elecciones presidenciales, y las encuestas de mercadeo
para el lanzamiento de nuevos productos o para medir el nivel de satisfaccion con
productos ya existentes en el mercado.

Ejemplo 1.36 Se aproximan las elecciones para alcaldes municipales y el sefior X es
uno de los candidatos en una ciudad de 10.000 habitantes habiles para votar. Los
encargados de la campafa del candidato contratan una firma consultora para que
haga un estudio sobre la intenciéon de voto de los habitantes de la ciudad. La idea es
que los resultados indiquen si es 0 no necesario revisar las estrategias de la campafa.
Dados los altos costos de realizar un censo, se opta por conseguir la informacion a
través de un muestreo poblacional. Después de que la empresa consultora presenta
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varias alternativas sobre confiabilidad y margen de error, el candidato se decide por
un estudio con una confiabilidad de 95% y un margen de error de 10%.

Objetivo del estudio: Estimar, con una confiabilidad de 95% y un margen de error de
10%, el porcentaje de personas habiles para votar que tienen la intencién de votar
por el candidato Xy, basados en el resultado, decidir si se requiere o no revisar las
estrategias de campana.

El tamafio de la muestra: 96 ciudadanos. Se determiné a partir de las especificaciones
de margen de error y confiabilidad, aplicando la férmula correspondiente. En cuanto
a representatividad, el grupo consultor determiné que la ciudad podia dividirse en 3
zonas, conformadas por habitantes con caracteristicas similares en cada zona. Por esta
razén, para asegurar la representatividad de la muestra, su tamafno fue distribuido
proporcionalmente al nimero de habitantes de cada zona. Finalmente, la aplicacion
de la encuesta dio como resultado que 59 de los 96 encuestados pensaban votar por
el candidato X.

Con el resultado anterior, la empresa consultora presenté el siguiente informe al
equipo asesor del candidato:

“El estudio muestra que 61.4% de los encuestados tienen la intencion de votar por el
sefior X. Los parametros del estudio fueron: Tamano de la muestra: 96. Confiabilidad:
95%. Margen de error: 10%. Para el caso, la aplicaciéon de los parametros produce
estos resultados:

1. El margen de error de 10% significa que el verdadero porcentaje de la intencion
de voto a favor del candidato debera estar entre el 51.4%, (61.4 - 10)%, vy el
71.4%, (61.4 + 10)%.

2. Una confiabilidad de 95% significa que si se tomaran muchas muestras diferentes,
todas de tamafio 96, en el 95% de tales muestras el porcentaje de votantes a su
favor estaria entre el 51.4% y el 71.4%".

Con el resultado anterior, el candidato X y sus asesores de campafia decidieron que
no era necesario reajustar la estrategia de campafia porque se tenia una probabilidad
muy alta, 95%, de ganar las elecciones. Esto porque, segun las encuestas, en el 95%
de los casos su votacién seria por lo menos del 51.4%.

1.6.6  Sobre la presentacion de los resultados

Una vez definido el propésito del estudio de opinidn, la entidad o persona responsable
del estudio define el tamafio de la muestra y el tipo de encuesta (personal, telefénica,
por correo), teniendo presentes las ventajas y limitaciones de cada tipo. Después del
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procesamiento estadistico de los datos se dan a conocer los resultados, acompariados
casi siempre de informacion sobre algunos detalles del disefio: tamafio de la muestra,
forma de recoleccidén, margen de error, etc. Es precisamente en el andlisis de la
presentacion, y en la interpretacién y uso de los resultados, donde los lectores y los
usuarios tienen que aplicar su espiritu critico, pues si bien es sano presumir siempre
la “buena fe" de los estudios, también es cierto que a veces los resultados son
presentados, premeditadamente o no, en formas que pueden generar confusién o
engafio. No en vano se afirma que “La estadistica dice que si usted posee dos carros y
yo ninguno, en promedio tenemos uno cada uno”, frase atribuida a George Bernard
Shaw, escritor irlandés (1856-1950). A este respecto, se recomienda con frecuencia el
libro How to Lie with Statistics, de Darrel Huff. Con ejemplos reales, el autor ilustra
situaciones en las que el disefio equivocado de las preguntas de una encuesta conduce
a resultados contrarios a la realidad, y situaciones en las que un cambio en la escala
numérica de una grafica o diagrama, o inclusive la ausencia de escala numérica,
produce cambios sustanciales en la percepcion de los resultados por parte del lector.
Naturalmente, el libro tiene el proposito de destacar la importancia de analizar en
forma critica los resultados de los estudios estadisticos, y no el de generar resistencia
o rechazo a las generalizaciones estadisticas, cuya utilidad es incuestionable.

Esperamos que el ejemplo siguiente ilustre las ideas del parrafo anterior, para el caso
de uno de los parametros estadisticos mas utilizados en la presentacién de datos
cuantitativos: la media o promedio aritmético.

Ejemplo 1.37 La tabla siguiente muestra la distribucién de salarios mensuales, en
pesos, de una pequefa empresa con 12 empleados:

1—600.000= 7 —2.000.000=
2 —600.000= 8 —2.300.000=
3 —700.000= 9 —2.400.000=
4—700.000= 10 — 2.400.000=
5 —700.000= 11 — 2.400.000=
6 —700.000= 12 — 2.500.000=

La media o promedio aritmético, que resulta de dividir lasuma de salarios, 18.000.000=,
entre 12, es $1.500.000=. ;Qué tanto informa sobre la distribucién de los salarios?
En realidad, no mucho en este caso. Para empezar, ninguno de los empleados tiene
un salario igual a este promedio; es mas, seis empleados tienen su salario muy por
debajo de este promedio, y los otros seis muy por encima del mismo. Obviamente, en
el extremo estan la frase atribuida a G. B. Shaw o la parodia de la misma segun la cual
si su familia dispone de dos pollos para el almuerzo y la mia de ninguno, en promedio
disponemos de un pollo para el almuerzo.
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1.6.7 Argumentos por analogia

Un argumento (o razonamiento) por analogia es una forma de razonamiento inductivo
basado en la existencia de atributos semejantes en seres o cosas diferentes. El ejemplo
siguiente es una excelente ilustracién al tema [Copi & Cohen 1998, p. 444]:

“Podemos observar un gran parecido entre la Tierra que habitamos y los
otros planetas, Saturno, Jupiter, Marte, Venus y Mercurio. Todos ellos giran
alrededor del Sol, lo mismo que la Tierra, aunque a diferentes distancias y
con distintos periodos. Todos toman su luz del Sol, al igual que la Tierra, y
debido a esto se debe presentar una sucesion similar de dia y noche. Algunos
de ellos tienen lunas, las cuales les dan luz en ausencias del Sol, como lo hace
nuestra Luna para nosotros. En sus movimientos todos ellos estan sujetos a
la misma ley de gravitacion que la Tierra. A partir de esta similitud no es
irrazonable pensar que los planetas pueden, como la Tierra, estar habitados
por diversas érdenes de criaturas vivientes. Hay cierta probabilidad en esta
conclusién obtenida por analogia”.

Como puede apreciarse en el texto anterior, en un argumento por analogia se parte
de la similitud observada entre dos situaciones (situaciones analogas) y se concluye,
por analogia, que alguna caracteristica adicional de una de ellas también debe estar
(o es posible que esté) presente en la otra.

El argumento por analogia es una de las primeras y espontaneas técnicas
argumentativas desde la nifiez: “;Por qué no puedo quedarme a dormir en casa de
Andrés si a todos los demas nifios de mi salén si los dejan?” El argumento es claro: “Yo
soy como los otros nifios de mi salén” (Afirmacién respaldada con razones de edad,
colegio, estar en el mismo grado y salén, compartir los mismos juegos, etc.). “A los
otros niflos de mi salon se les permite quedarse a dormir en la casa de Andrés. Por lo
tanto, debe permitirseme quedarme a dormir en la casa de Andrés”. Se trata de una
experiencia temprana con la forma argumentativa “X es B. Porque X es como A, y
los A son B”, llamada precisamente “argumentacién por analogia”. Naturalmente,
la fuerza de un argumento especifico de esta forma depende de en qué medida son
ciertas las premisas: “X es como A" y “los A son B”.

La argumentacién por analogia es una de las formas mas frecuentes de razonamiento
inductivo. Razonamos por analogia cuando decidimos comprar un articulo en
determinado almacén porque fueron de buena calidad todos los articulos que
compramos anteriormente alli mismo. “Este articulo (X) serd de buena calidad (B).
Porque (X) proviene de este almacén, del cual provinieron los A (En este sentido X es
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como los A). Y los A resultaron de buena calidad (los A son B)”. También razona por
analogia el padre de familia que elige una institucién escolar para sus hijos, con base
en las recomendaciones de sus amigos, etcétera.

Veamos como se presenta el argumento por analogia en un esquema formal:
1. Una situacién, S, presenta ciertas caracteristicas, digamos A, B, Cy D.
2. Otrasituacion, R, es similar a S en cuanto presenta las caracteristicas A, By C.

3. Conclusién: La situacion R tiene (es posible que tenga) (debe tener) también la
caracteristica D.

Dos ejemplos adicionales, como ilustracién:

1. Las autoridades atribuyen la autoria de un determinado delito a un grupo
especifico, razonando por analogiay a partir del conocimiento del modus operandi
del grupo.

2. Este ejemplo pone de presente la desafortunada costumbre de razonar por analogia
en un aspecto tan delicado como es la salud: Juan tuvo dolores abdominales, acidez,
indigestion y vomito. El médico le prescribié antidcidos, después de diagnosticarle
Ulcera péptica. Pedro tuvo dolores abdominales, acidez, indigestion y vémito, y Juan
le recomendo los mismos antiacidos que le habia prescrito el médico. Pero lo que
Pedro tenia era calculos en la vesicula, y la recomendacién de Juan casi lo mata.

Como todo razonamiento de tipo inductivo; el razonamiento por analogia no afirma,
ni tacita ni explicitamente, que la conclusién es consecuencia necesaria de las premisas;
sélo pretende que es razonable creer que la conclusion es verdadera, con las premisas
como fundamento de tal creencia. ;Qué podemos decir con relacion a la eficacia de
un argumento por analogia? Como todo razonamiento inductivo, el razonamiento
por analogia puede ser fuerte o débil. La clasificacion depende de que se cumplan o
no ciertas condiciones:

17 Que las premisas sean verdaderas.
22 Que las semejanzas entre las dos situaciones sean relevantes, significativas.

3% Que el numero de semejanzas significativas entre las dos situaciones sea suficiente
para hacer razonable la conclusion.

42 Que la conclusién esté enunciada en términos de posibilidad y no con la fuerza de
la exactitud.
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Veamos un ejemplo que ilustre los cuatro aspectos anteriores:

Ejemplo 1.38 Juan y Pedro son bachilleres del mismo colegio; ambos se graduaron
con honores y ambos obtuvieron altos puntajes en el Examen de Estado. Ambos
ingresaron a la universidad. Se sabe, ademds, que Juan ha tenido un destacado
desempeno en sus estudios universitarios. Por lo tanto, es muy posible que también
Pedro se esté desempefando exitosamente en su universidad.

Conrelacién a la primera condicién, aqui suponemos que la informacién es verdadera,
es decir, que las premisas son verdaderas. En cuanto a la segunda, todas las premisas
son relevantes para la conclusién, pues configuran antecedentes académicos que
apuntan a un buen desempefio académico posterior. En tercer lugar, el nimero
de aspectos en que se fundamenta la analogia puede considerarse suficiente.
Finalmente, la conclusién estd enunciada en términos de “es muy posible”, con lo
cual se cumple la cuarta condicién. Se trata pues de un argumento inductivo fuerte,
del tipo “argumento por analogia”. Evidentemente, si ambos tuvieron preferencia
por las matematicas y ambos estudian ingenieria, la conclusién estd mucho mas cerca
de ser verdadera, es decir, el razonamiento inductivo es mas fuerte.

Ahora, supongamos que a las caracteristicas originales adicionamos una informacion
sobre Juan: Las prefiere rubias. Supongamos, ademas, que ahora la conclusién del
argumento es “muy posiblemente también Pedro las prefiere rubias”. Ahora el
argumento es débil, pues no se satisface la segunda condicién. En efecto, las premisas
originales son relevantes académicamente pero no lo son para la nueva conclusién.

Anotemos que si bien una semejanza no es suficiente para armar un buen argumento
por analogia, una sola diferencia entre las dos situaciones puede ser tan relevante
que desbarate por completo un argumento que parecia exitoso. Es el caso frecuente
de personas que desarrollan una misma enfermedad para la cual el Unico tratamiento
eficaz es una intervencion quirldrgica. En cada caso particular puede pensarse que
la probabilidad de responder igualmente bien a la cirugia es aproximadamente la
misma para todos los pacientes. Sin embargo, en uno de tales casos la intervencién
misma resulta impracticable dados los antecedentes de salud del paciente en cuestion,
lo que, de hecho, anula la posibilidad de la misma conclusién.

1.6.8 Refutacion mediante analogia l6gica

Como se mencioné en el parrafo anterior, un argumento inductivo por analogia queda
desvirtuado por completo con sélo exhibir una diferencia tan relevante entre las dos
situaciones, que sea imposible mantener la apreciacién de que son comparables.
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En el caso particular de los razonamientos deductivos, se habla de analogia légica
y de refutaciéon por analogia légica en el siguiente sentido: Como usted recordara,
la validez de un razonamiento deductivo es una caracteristica formal en cuanto no
depende del contenido particular de las premisas y la conclusién, sino de la forma
en que se da la conexién entre ellas. Esta propiedad es el fundamento de una
excelente forma de argumentacion, la analogia légica, que se usa para establecer,
por comparacién con un razonamiento analogo, la validez (o la invalidez) de un
razonamiento deductivo dado. El razonamiento usado para establecer la analogia
debe ser un argumento deductivo que tiene la misma estructura del razonamiento
analizado y cuya validez (o invalidez) es indiscutible, o por evidente, o porque ha sido
previamente establecida. Se dice que el argumento se refuta por analogia légica,
cuando se rechaza por invalidez establecida mediante este método. Para ilustrar esta
técnica de refutacion, consideremos el caso siguiente:

Ejemplo 1.39 Establecer la validez o invalidez del siguiente razonamiento deductivo:
“Como algun numero par es divisible por 8 y algin numero primo es par, entonces
alglin namero primo es divisible por 8".

Individualicemos las premisas y la conclusiéon del argumento, para establecer el valor
de verdad en cada caso:

P, Algun ndmero par es divisible por 8.
P, Algun ndmero primo es numero par.
Por lo tanto, algun nimero primo es divisible por 8.

Solucion 1: Por aplicacion de la definiciéon de razonamiento valido: La premisa 1 es
verdadera: por ejemplo, 16 es un numero par divisible por 8. La premisa 2 también es
verdadera: 2, que es un numero primo, es par. Pero la conclusién es falsa porque un
numero primo tiene exactamente dos divisores positivos. Y si un nimero fuera divisible
por 8, lo seria por 1, por 2, por 4, por 8, y entonces no seria niumero primo. Como las
premisas son verdaderas y la conclusién es falsa, el razonamiento es invalido.

Solucion 2: Refutacion por analogia logica. Pongamos en paralelo el razonamiento
dadoyunoquenosservird paraestablecerlaanalogialégica, con esterenombramiento:
numero par = artista, divisible por 8 = hombre, nimero primo = mujer.

P, Algin numero par es divisible por 8. P,” Algun_artista es hombre.
P, Algun nimero primo es numero par. P,” Alguna mujer es artista.

C. Entonces, algiin numero primo es divisible por 8. C'. Entonces, alguna mujer es hombre.
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Como el razonamiento utilizado para la comparacién es evidentemente invalido
porque las premisas son verdaderas y la conclusién es falsa, entonces rechazamos o
refutamos el razonamiento original, por analogia légica.

Finalmente, digamos que algunas expresiones son caracteristicas de la refutacién por

"

analogia: “Eso es como decir que...”, “Con el mismo argumento uno podria justificar

que..."”, y otras que seguramente el lector ha usado u oido. Por ejemplo:

No es lo mismo “decir lo que piensa” que “pensar lo que dice”. Afirmarlo seria como
decir que “ver lo que come” es lo mismo que “comer lo que ve”.

Tratar la rebeldia con represién es como tratar el insomnio con anfetaminas.

Elegir entre un régimen dictatorial de derecha y uno de izquierda debe ser como
elegir entre un dolor de muela y un dolor de oido.

1.6.9 Razonamiento abductivo

Charles Sanders Peirce (1839-1914), fue el primero en referirse a una tercera forma
de razonamiento: el razonamiento abductivo. Consiste en adoptar una hipotesis
para explicar hechos observados, con base en una regla conocida. O, para utilizar los
mismos elementos que usamos al describir los razonamientos deductivo e inductivo,
este esquema de razonamiento consiste en “inferir la causa de un resultado, a partir de
una reglay del resultado”. Es una forma de razonamiento muy utilizada en medicina:
se tiene una regla segun la cual la enfermedad X se manifiesta a través de un conjunto
Y de sintomas. Un paciente presenta los sintomas (un resultado). Entonces, se adopta
la hipotesis de que el paciente tiene la enfermedad X (la causa), y se procede al
tratamiento prescrito. Es una forma débil de inferencia, “inferencia en pos de la mejor
explicacién”, la califican algunos [Wirth, 1998], que es invalida en légica formal. Por
ejemplo, la practica médica ha establecido que la Ulcera péptica se manifiesta con
dolores abdominales, acidez, indigestién y vémito. Si un paciente presenta estos
problemas, el médico puede inferir, como explicacion de tales manifestaciones, que
el paciente tiene Ulcera péptica. Se configura asi este razonamiento:

Premisa 1: Todo el que tiene Ulcera péptica presenta dolores abdominales, acidez,
indigestion y vomito.

Premisa 2: Juan tiene dolores abdominales, acidez, indigestion y vomito.

Conclusion: Juan tiene Ulcera péptica.
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¢En qué sentido decimos que esta inferencia no es valida en l6gica formal? En el mismo
sentido en que no es valido concluir que Juan es catélico porque los catélicos creen en
Dios y Juan cree en Dios. Hay otros cultos en los que se cree en Dios; igualmente, hay
otras enfermedades que presentan esos sintomas. Esto, sin embargo, no quita valor
o importancia a las inferencias abductivas, pues la validacion de las hipotesis que
se construyen para explicar resultados observados, tiene aplicaciones de incalculable
valor en el desarrollo cientifico.

Terminamos la presentacion de las tres clases de razonamiento que nos han ocupado,
citando la presentacion que el profesor Wirth hace de las ideas de Peirce sobre la
relacién entre ellas:

“Finalmente, la abduccion, la deduccion y la induccién interactian y tienen
diferentes funciones epistemoldgicas. La deduccion establece las condiciones
necesarias mediante la coherencia entre las premisas y la conclusién. La
induccién se orienta hacia la coherencia empirica entre las premisas y la
experiencia, para concluir en una posible generalizacion. Pero, en tanto que
la induccién se limita a clasificar los resultados, la abducciéon proporciona
una teoria que explica la relaciéon casual entre los hechos. A partir de la
sugerencia abductiva, que sintetiza una multitud de observaciones, la
deduccién puede extraer una prediccién que puede ser puesta a prueba por
induccion” [Wirth, 1998, p. 1].

Finalizamos esta seccién recordando que la validez de un razonamiento no depende
de la verdad de las premisas y la conclusion, pero reconociendo que son precisamente
los argumentos de premisas verdaderas, sean deductivos, inductivos o abductivos, los
que realmente tienen importancia y trascendencia. Esto se refleja en el calificativo de
sélidos o convincentes que se les aplica si son, ademas, validos o fuertes. Hablando en
términos de la “calidad” de un razonamiento, debe ser claro que los razonamientos
convincentes son los de mas alta calidad. En términos practicos: ;de qué valor puede
ser un razonamiento cuya conclusion descansa, se fundamenta o se apoya en premisas
falsas?
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Razonamientos inductivos

Cada enunciado siguiente es un caso de generalizacién inductiva. Clasifiquelo como
generalizacion inductiva fuerte o como generalizacién inductiva débil. Justifique
su decision.

1. Todos los paramilitares que han sido interrogados en el proceso de Justicia
y Paz han confesado su participacion en crimenes atroces. Por lo tanto, es
posible que la mayoria de los paramilitares que estan siendo juzgados en el
proceso de Justicia y Paz hayan participado en crimenes atroces.

2. Ninguno de los estudiantes del grupo xx perdi6 el segundo parcial de Légica
y argumentacion. Entonces, muy posiblemente ningln estudiante de Légicay
argumentacién perdié el segundo parcial.

3. Muchos estudiantes venden el texto guia de este curso cuando terminan el
semestre. Por lo tanto, posiblemente todos los estudiantes venden la mayoria
de sus libros de texto cuando terminan el semestre.

En cada caso siguiente suponga que las premisas son verdaderas. Califique la
generalizacion inductiva como fuerte o como débil. Ademas, responda, en cada
caso, estas preguntas: ;Puede considerarse que la muestra es suficientemente
grande? ;La muestra es representativa?

4. 120 familias del Departamento XYZ postularon a un subsidio gubernamental
de vivienda, y a todas se les otorgd uno. En consecuencia, es razonable pensar
que se les otorga el subsidio a casi todas las familias que lo solicitan.

5. Ninguno de los 31 estudiantes que voluntariamente presentaron el Examen
de Acreditacion para el curso Algebra y funciones lo aprobé. Entonces, muy
posiblemente ninguno de los estudiantes que hubieran podido presentar tal
examen lo hubiera aprobado.

6. Las temporadas invernales de los ultimos 10 afios han ocasionado extensas
inundaciones en los departamentos del norte de Colombia. Entonces, es
muy posible que la temporada invernal del préoximo afio ocasione extensas
inundaciones en tales departamentos.

7. En los cuatro municipios del norte del pais en los cuales la poblacién objeté
los resultados de la votacién para alcalde se presentaron disturbios que
obligaron a las autoridades a adoptar medidas especiales para mantener el
orden publico. Entonces, posiblemente en la mayoria de los municipios en los
cuales la poblacién esta objetando los resultados de la votacién para alcalde
se presentaran disturbios que obligaran a las autoridades a adoptar medidas
especiales para mantener el orden publico.

8. “No se puede decir que los estudiantes de Derecho tienen aversiéon a lo
numérico”, dijo el profesor. “El estudiante de mas alta calificacion en mi
curso de Estadistica el semestre pasado era precisamente un estudiante de
Derecho”.
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En los argumentos estadisticos se extraen conclusiones sobre miembros de una
poblacién a partir de premisas referidas a un porcentaje de dicha poblacién. Se
considera que este porcentaje debe superar al 50% para que el argumento sea
fuerte, pero aun asi, la conclusion debe enunciarse en términos de “posiblemente”,
“probablemente”, “es razonable concluir que”, para dar mas fuerza al argumento.
No obstante, si el porcentaje esta muy cerca de ese 50%, por ejemplo un 55%, hay
razones para considerar que, aunque fuerte, segun el estandar, la conclusién es

poco confiable.

En los casos siguientes, califique el argumento estadistico como débil o fuerte. En
este ultimo caso, diga si a pesar de ello es confiable o poco confiable.

9. El 95% de la gente que pierde peso como efecto de una dieta lo gana
nuevamente, en todo o en parte, antes de dos afios. Juan bajé 15 kilos en una
dieta hace 3 afos. Por lo tanto, es muy posible que hoy Juan haya aumentado
por lo menos parte del peso que habia perdido.

10. sélo el 25% de los habitantes en edad laboral en San Juan de las Angustias
tiene empleo. Francisco tiene 28 afnos y vive en San Juan de las Angustias.
Entonces, muy posiblemente Francisco es desempleado.

11. Solo el 5% de los votantes encuestados que dijeron haber votado por el
candidato Zamorano, afirmaron que lo hicieron, no por estar de acuerdo con
su programa sino por considerar injusta la campana desatada en su contra.
Juan C. votoé por el candidato Zamorano. Entonces muy probablemente lo
hizo por estar de acuerdo con su programa.

EJERCICIOS DE OPCION MULTIPLE

Razonamientos inductivos

1. A diferencia del razonamiento inductivo, el razonamiento deductivo:
(A) Distingue entre premisas y conclusion.
(B) Supone una relacién entre la conclusion y las premisas.
(C) Puede plantear mas de una conclusién.

(D) No dice que un razonamiento valido constituya una “tautologia,” sino
que dice que es “universalmente valido"”.

(E) Cuenta con criterios no subjetivos para diferenciar los razonamientos
validos de los no validos.

2. El hecho de extraer una conclusién sobre una poblacién basandose en una
muestra:

(A) Esun ejemplo de la falacia de la muestra insuficiente.

(B) Es una aplicacion equivocada del criterio decisorio relativo al tamafio de
la muestra.
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(@)
(©)

(E)

Se conoce como generalizacién inductiva.

Es un error derivado del mal uso del criterio decisorio relativo a la
representatividad de la muestra.

Es un proceso conocido como generalizacion universal.

Al aumentar el tamafno de una muestra,

(A)
(B)

©

(D)
(E)

Mejora su representatividad.

Aumenta la fuerza de una generalizacién inductiva, siempre y cuando la
muestra sea mas representativa.

Reduce la fuerza de una generalizacion inductiva, si la muestra pasa a ser
mas representativa.

Aumenta la certeza sobre el caracter de “convincente” de la conclusion.

Aumenta la fuerza de la conclusién en un razonamiento deductivo.

¢Cudl de las siguientes afirmaciones es correcta?

(A)

(B)

(@)

(©)

(E)

"He visto por lo menos dos docenas de garzas en mivida, y todas las que he
visto son blancas. No me resta sino concluir que es muy probable que
todas las garzas sean blancas”. El razonamiento anterior es inductivo, y
es valido.

"“Por definicion, las malteadas son hechas a partir de helado. Por lo tanto,
si alguien me sirve una malteada, puedo estar seguro de que contiene
helado”. El razonamiento anterior es deductivo, y es verdadero.

“Siempre he visto que el sol se pone en el occidente, y muchos registros
histéricos confirman que ha sucedido asi durante siglos. En consecuencia,
es bastante probable que esta tarde el sol se pondra en el occidente”. El
razonamiento anterior es inductivo, y podriamos considerarlo fuerte, en
vista de que el tamafio de la muestra es amplio.

“Desde que tengo memoria, la procesion ha empezado en la Plaza
de Caicedo y terminado en el Parque del Acueducto. Por lo tanto, es
forzoso concluir que esa sera la ruta que seguira la procesion este afo”.
El razonamiento anterior es deductivo, y podriamos considerarlo débil,
dado que la muestra no es representativa.

“Si alguien levanta la mano en este momento, se interrumpira la boda.
No puedo creerlo: jalguien levanté la mano! Lo siento, pero no se
interrumpird la boda”. El razonamiento anterior es deductivo, y no es
valido porque comete la falacia de afirmacién del antecedente.

Considere el siguiente razonamiento: “Entrevistamos a mil soldados retirados
que participaron en combates contra los actores armados, y todos ellos estan
de acuerdo con que la mejor opcién para Colombia es continuar con una
intervencién militar activa e irrestricta. Es evidente, entonces, que la sociedad
colombiana esta de acuerdo con una salida militar al conflicto armado”. ¢ Cual
de las siguientes afirmaciones sobre el razonamiento citado es correcta?
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(A)

(B)

(@)

(©)

(E)

Es un razonamiento falaz, dado que practica la “generalizacién
inductiva”.

Es un razonamiento invélido, dado que una de sus premisas es falsa:
no es cierto que en Colombia haya tan sélo mil soldados retirados que
participaron en combates contra los actores armados.

Es un razonamiento invalido, dado que es imposible concluir algo
sobre una poblacién a partir de una muestra de mil individuos; este
razonamiento es un ejemplo de lo que se Ilama falacia de generalizacion
apresurada.

Es un razonamiento, ciertamente, pero no podemos pronunciarnos sino
aproximadamente sobre su correccion; la cautela que se requiere para
valorar este tipo de razonamientos se llama “cuantificacién aproximada,”
y es necesario practicarla porque estos razonamientos, a diferencia de los
razonamientos deductivos, dependen de apreciaciones subjetivas, lo que
impide inscribirlos dentro de un sistema binario de validez e invalidez, o
dentro de un continuo de fortaleza y debilidad.

La debilidad del razonamiento radica en la no representatividad de la
muestra.

Una asociacion hizo una encuesta entre los vecinos de cierto barrio sobre el
mejor uso que deberian darle a cierto parque. El 55%, con un porcentaje de
error del 10%, y un nivel de confianza del 90%, dijo que deberian mantenerlo
como un lugar publico, y no hacerlo comercial. Supongamos que una norma
de esa ciudad estipulara que para poder cambiar el uso de un sitio publico
a "comercial,” el 60% de los vecinos debe decir que esta de acuerdo con el
cambio. ¢Cual de las siguientes afirmaciones sobre la situacién anterior es
correcta?

(A)

(B)

@

(©)

(E)

Es muy improbable que cambien el uso del parque a “comercial”: si
repitieran esta prueba 10 veces, en por lo menos 9 de ellas no obtendrian
el porcentaje necesario para que el parque deje de ser un lugar publico.

En 10 de cada 100 veces que se realice esta encuesta, se obtendria el
porcentaje necesario para que el parque se vuelva comercial.

El parque no podra cambiar su uso a “comercial,” dado que, por el
margen de error, nunca se obtendria el 60% necesario para el cambio.
El parque cambiaria su uso a comercial si lograran convencer al 5% de la
gente de votar a favor del cambio.

El parque no podra cambiar su uso a “comercial,” dado que el 90% de los
encuestados confia en que no cambiara.

7 a 10: En los problemas que siguen, encontrara que cada uno se limita a presentar
un razonamiento. Luego, en la tabla que sigue al ultimo de ellos vera una serie de
caracterizaciones de razonamientos, como, por ejemplo, “razonamiento deductivo
valido y convincente”. Cada una de estas caracterizaciones esta identificada
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con una letra. (Puede usar una misma letra mas de una vez, y también no usar
algunas letras). Determine la letra correspondiente a la caracterizacion de cada
razonamiento.

7.

10.

11.

“Queriamos saber cuantos dulces comian los calefios. Por lo tanto, fuimos
al Tercer Encuentro Nacional de Amantes del Chocolate, y descubrimos que
los calefios ahi presentes comian entre ocho y diez productos dulces al dia.
Nuestra conclusién fue, por lo tanto, que los calefios son los mas dulceros del
pais, al ingerir, en promedio, nueve productos dulces al dia”.

“La gran mayoria de los ladrones son compositores de musica clasica. Dado eso,
y el hecho de que casi todos mis compaferos de patio en esta penitenciaria son
ladrones, pues me parece sensato afirmar que estoy completamente rodeado
de compositores de musica clasica”.

"Martin es un filésofo estoico de nacionalidad danesa. Esto es asi porque todos
los luchadores de lucha libre son filésofos estoicos de nacionalidad danesa, y
Martin es un luchador de lucha libre”.

“Todo el mundo me habla bellezas del restaurante de Ana, pero la semana
pasada me comi un tamal alli, y me cay6 terriblemente mal. Es I6gico, entonces,
que la comida de ese restaurante es terrible para la digestion”.

Razonamiento deductivo vélido y no convincente.

Razonamiento deductivo valido y convincente.

Razonamiento inductivo valido y convincente.

Razonamiento inductivo fuerte y convincente.

Razonamiento inductivo que falta al criterio de la verdad de las premisas.

Falacia de la generalizacién inductiva.

Falacia de la muestra insuficiente.

I|o|m|m|O[n]|®m]|>

Razonamiento inductivo que falta al criterio de la representatividad
de la muestra.

La generalizacién a partir de una muestra:
(A) Es una forma de razonamiento deductivo.
(B) Constituye una falacia, Ilamada “generalizacién apresurada”.

(C) Es una forma de razonamiento inductivo, cuya validez se determina con
criterios personales.

(D) Es un razonamiento cuya caracterizacion como “fuerte” o “débil”
depende de criterios subjetivos.

(E) Es un razonamiento que inevitablemente atenta contra el criterio de la
representatividad.
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12. A mayor “nivel de confianza” en una encuesta,

13.

14.

(A)
(B)
©

(©)
(E)

Mas valido serd el razonamiento basado en ella.
Mas verdaderas seran las premisas del razonamiento basado en ella.

En el continuo entre “fuerte” y “débil”, el razonamiento basado en ella
se alejard mas de lo “fuerte”.

Menos representativa serd la muestra poblacional.

Se hace mas razonable creer que las conclusiones derivadas de ella seran
mas parecidas a las que obtendriamos de la poblaciéon en general.

Supongamos que obtenemos los siguientes resultados de una encuesta sobre
la intencién de viajar a San Andrés en el proximo afio: “Porcentaje de personas
que dicen que van a viajar a San Andrés en el proximo afo: 35%. Margen de
error: 10%. Nivel de confianza: 90%". ;Cual es una lectura correcta de estos
resultados?

(A)

(B)

(@]

(©)

(E)

7 de cada 10 personas encuestadas viajard a San Andrés en el préximo
afo.

El 35% de la poblacién de la cual fue extraida esta muestra viajara a San
Andrés en el préximo afio.

Si fuéramos a repetir la encuesta 10 veces, en 9 de ellas obtendriamos
el resultado de que entre 5y 9 personas de cada 20 manifestarian su
intencion de viajar a San Andrés en el préximo afio.

Si fuéramos a repetir la encuesta 90 veces, en todas ellas obtendriamos
el resultado de que entre el 25% y el 45% de la gente manifestaria su
intencion de viajar a San Andrés en el préximo afio.

Del 90% de la gente, entre 25% y 45% manifestaria su intencion de viajar
a San Andrés en el préoximo aino.

Una aspirante a la presidencia (que necesita asegurar el 50% de los votos para
ganar) pide a cinco compaiiias encuestadoras que midan la intencién de voto
por ella en las proximas elecciones. ;Cudl de los siguientes resultados le daria
mas razones para creer en su victoria?

(A)

(B)

(@)

(3))

(E)

Personas que votarian por ella: 50%; Margen de error: 1%; Nivel de
confianza: 50%.
Personas que votarian por ella: 55%; Margen de error: 5%; Nivel de
confianza: 60%.
Personas que votarian por ella: 60%; Margen de error: 9%; Nivel de
confianza: 95%.

Personas que votarian por ella: 65%; Margen de error: 25%; Nivel de
confianza: 95%.

Personas que votarian por ella: 69%; Margen de error: 30%; Nivel de
confianza: 99%.
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15a 17. Enlos problemas que siguen, encontrara que cada uno se limita a presentar
un razonamiento. Luego, en la tabla que sigue al ultimo de ellos vera una serie de
caracterizaciones de razonamientos, como, por ejemplo, “razonamiento deductivo
vdlido y convincente”. Cada una de estas caracterizaciones esté identificada con
una letra. (Pueden usar una misma letra mas de una vez; ademas, no usara algunas
letras). Determine la letra correspondiente a cada razonamiento.

15.

16.

17.

18.

“De los 300 millones de estadounidenses, una encuesta reciente les pregunto
a 2 individuos escogidos al azar si consideraban que el precio del petréleo era
alto. Los dos dijeron que no. En consecuencia, es mas que razonable afirmar
que los estadounidenses estiman que el precio del petréleo no es alto”.

i i i u u inclu u .
"El sistema respiratorio de los seres humanos saludables incluye pulmones
ui u u u ; ual su si i io inclu
Luis es un ser humano saludable, por lo cual su sistema respiratorio incluye

pulmones”.

“Todos los dias, en su ciudad natal de Kénigsberg, el filésofo Immanuel Kant,
ya mayor, salia a caminar a una hora precisa y durante un tiempo preciso.
[NOTA: Supongan que la frase anterior es cierta.] Por lo tanto, seria muy
probable que, en un dia cualquiera de esa época, Kant saliera a caminar ese
dia, a la misma hora”.

Razonamiento deductivo valido y no convincente.

Razonamiento deductivo vélido y convincente.

Razonamiento inductivo valido y convincente.

Razonamiento inductivo fuerte y convincente.

m|{O|Nn|w|>

Razonamiento inductivo que falta al criterio de la verdad
de la conclusion.

m

Falacia de la generalizacién inductiva.

Falacia de la muestra insuficiente.

H |Razonamiento inductivo que falta al criterio de la representatividad
de la muestra.

Un aspirante al cargo de tesorero de la organizacién estudiantil a la que
pertenece necesita, segun los estatutos de la organizacién, el 80% de los
votos para ganar en la primera vuelta. ;Cual de los siguientes resultados de
encuestas es el que mas lo favorece en sus aspiraciones a salir elegido en la
primera vuelta?

(A) Porcentaje de personas que votarian por él: 80%; Margen de error: 5%;
Nivel de confianza: 30%.

(B) Porcentaje de personas que votarian por él: 90%; Margen de error: 50%;
Nivel de confianza: 80%.
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19.

20.

21.

(@]

(©)

(E)

Porcentaje de personas que votarian por él: 70%; Margen de error: 10%;
Nivel de confianza: 99%.
Porcentaje de personas que votarian por él: 85%; Margen de error: 5%;
Nivel de confianza: 95%.
Porcentaje de personas que votarian por él: 99%; Margen de error: 5%;
Nivel de confianza: 15%.

Supongamos que obtenemos los siguientes resultados de una encuesta sobre
los alcances de la gripe en una ciudad: “Porcentaje de personas que han
tenido gripe en los Ultimos seis meses: 75%. Margen de error: 10%. Nivel de
confianza: 90%". ;Cual es una lectura correcta de estos resultados?

(A)

(B)

(@)

(©)

(E)

Si practiciramos esta encuesta 100 veces, en 90 de ellas obtendriamos el
resultado de que exactamente 15 de cada 20 personas tuvo gripe en los
ultimos seis meses.

Si practiciramos esta encuesta 20 veces, en por lo menos 18 de ellas
obtendriamos el resultado de que entre 26 y 34 personas de cada 40 tuvo
gripe en los Ultimos seis meses.

Si practicaramos esta encuesta 100 veces, obtendriamos el resultado de
que el 90% del 75% de los encuestados tuvo gripe en los ultimos seis
meses.

Si repitiéramos la encuesta 90 veces, en todas ellas veriamos que entre 65
y 85 de cada 100 personas tuvo gripe en los ultimos seis meses.

La encuesta fue practicada correctamente, dado que el margen error y el
nivel de confianza suman 100%, tal como deberia suceder.

A mayor “margen de error” en una encuesta:

(A)
(B)

(@)

(©)

(E)

Mas errado estara quien considere que los resultados son validos.

Mayor es el rango dentro del cual se encuentra la medicion real de la
poblacién.

Mayor es el nimero de veces que obtendriamos el mismo resultado, si
repetimos la prueba.

Manteniendo constante el nivel de confianza, en el continuo entre
“fuerte” y “débil” el razonamiento basado en aquella encuesta se
acercara mas a lo “fuerte”.

Mas verdaderas seran las premisas del razonamiento basado en aquella
encuesta.

Algo que tienen en comun la argumentacién por analogia y la argumentacién
por generalizacion inductiva es que,

(A)

En ambos casos, al calificar un argumento como “fuerte” interviene
significativamente la apreciacién del sujeto que analiza el razonamiento.
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22.

(B)

@
()
(E)

En ninguno de estos tipos de razonamiento es posible decir si es “fuerte”
o "débil".

Ambas formas de argumentacion postulan que la conclusién es necesaria.
En estos razonamientos, se pasa de lo general a lo particular.

En estos razonamientos, se pasa de lo particular a lo general.

Consideren la siguiente discusién entre dos estudiantes de historia:

Andrés: —La economia de la Antigua Grecia era agricola.

Beatriz: —Eso no es cierto: si bien habia agricultura, la economia era maritima,
y estaba basada en el comercio.

Andrés: —Lo que estas diciendo tampoco es cierto, dado que en Grecia,
como resultado de intensa actividad volcanica, la tierra se habia cargado de
nutrientes y era muy fértil.

Beatriz: —Pero eso no es una refutacién de mi argumento. Lo que estas diciendo
es como afirmar que alguien come mucho helado sélo porque en su casa tiene
mucho helado.

¢Cual de las siguientes es una apreciacion correcta sobre la discusion
anterior?

(A)

(B)

©

(5))

(E)

El uso de la analogia en este ejemplo es evidentemente no argumentativo:
la referencia al helado constituye una mera metafora.

Andrés refuta a Beatriz mediante un uso argumentativo de la analogia,
proponiendo que la situacién andloga permite concluir algo sobre la
situacioén original.

Beatriz refuta a Andrés mediante un uso argumentativo de la analogia,
proponiendo que la situacién andloga permite concluir algo sobre la
situacién original.

Beatriz sugiere que la situaciéon propuesta (la del comercio basado en
el helado) tiene ciertas caracteristicas comunes con la economia griega
(el hecho de ser comercial, y no agricola), lo que permite extraer una
conclusion.

El uso de la analogia en este ejemplo es terriblemente pobre: la emplea
Andrés comparando la economia agricola con la economia maritima,
y la emplea Beatriz comparando la economia griega con el helado; en
ninguno de los casos hay suficientes semejanzas relevantes para justificar
la comparacion.

Respuestas a los ejercicios de opcion multiple

1
E

2
C

3
B

4 5 6,789 10 11 /12|13 14 /15 16 17 18|19 20 21 22
C/E/A|H|E/ A|G|ID E|]C|C  G|B|D/ D|B|B|A|C



El silogismo
categorico

2.1 INTRODUCCION

Cuando anotamos que el objetivo de la Légica es el estudio de los criterios que permiten
diferenciar entre razonamientos validos y razonamientos no validos nos referimos a la
l6gica formal, a la que se ocupa de los razonamientos deductivos, llamada también
l6gica clasica o aristotélica. Otros razonamientos son estudiados y modelados por
otras logicas. Por ejemplo, la légica difusa (fuzzy logic) estudia el razonamiento en
condiciones de no certeza, lo cual requiere involucrar valores de verdad que fluctian
entre “completamente verdadero” y “completamente falso”. Esto permite el
razonamiento “aproximado” con conceptos vagos, como “pobre”, "alto”, “caliente”,
por ejemplo, y la asignacion de grados de pertenencia a las categorias correspondientes,
lo cual ha tenido aplicaciones importantes en la industria, particularmente en el campo
de los sistemas de control automatico. Otros desarrollos importantes son las l6gicas
multivaluadas, las l6gicas modales y la l6gica paraconsistente. Cada una estudia, en su
ambito particular, los criterios que permiten diferenciar entre consecuencias admisibles
y consecuencias no admisibles, a partir de una base de conocimiento.

Estelibro consideraexclusivamente loselementosbasicosdelaldgicaclasicaoaristotélica
y de la légica simbdlica moderna, con énfasis particular en los criterios de validez de
razonamientos. En este capitulo nos centraremos en el silogismo, un tipo especial de
razonamiento deductivo ampliamente estudiado por Aristoteles, creador del término,
y por los légicos de su escuela. La discusion exigira hacer algunas precisiones sobre el
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uso y significado, en légica, de los cuantificadores presentes en tales razonamientos:
“todos”, “alguno”, “ninguno”. El capitulo termina con una seccién sobre los llamados
“problemas légicos” o “problemas de razonamiento légico.

2.2 AFIRMACIONES CATEGORICAS
Y PROPOSICIONES CATEGORICAS

2.2.1 Enlégica, "los” son “todos”

Cuando nos enfrascamos en una discusion o debate sabemos que, de quien quiera
que sea el punto de vista aceptado, ello se dara sélo como consecuencia de un proceso
argumentativo y no simplemente porque se afirme que tal o cual cosa es verdadera.
Ademas, el proceso es mas efectivo si las premisas y la conclusion son afirmaciones
categoricas, es decir que lo que afirman es preciso, contundente y sin condiciones. Por
ejemplo, tiene mas trascendencia para un club deportivo concluir, como resultado de
un debate sobre el futuro de la institucion, que “contrataremos un nuevo director
técnico” a concluir que “deberiamos contratar un nuevo director técnico”. Sin
embargo, la connotacién de certeza de las afirmaciones categéricas obliga a ser
cuidadosos y responsables en su uso. En el contexto de una investigacion judicial, por
ejemplo, las afirmaciones “estuvo aqui hasta las 4 de la tarde” y “estuvo aqui mas o
menos hasta las 4 de la tarde” pueden conducir a conclusiones bien diferentes.

Dado que en este capitulo usaremos repetidamente los cuantificadores linguisticos
“todo” y “algun” o "alguno”, es conveniente hacer algunas precisiones sobre su uso
y significado. Empecemos por decir que en el lenguaje cotidiano dos afirmaciones
categoéricas como “todos los fildsofos son cultos” y “los filésofos son cultos”, pueden
no ser equivalentes. En efecto, con “todos los filésofos son cultos” se afirma que cada
ser que satisface la condicién “ser filosofo” satisface también la propiedad “ser culto”,
y que no hay excepciones a esta norma. En otras palabras: es imposible ser filésofo
y no ser culto. En cambio, la segunda afirmacién, “los filésofos son cultos”, sugiere
que “ser culto” es una caracteristica de los filésofos “en general”. De tal manera que
ante la evidencia de algun filésofo inculto podria reaccionarse diciendo “no se afirmé
que todos (los filésofos) son cultos”. Muy seguramente usted esta familiarizado con

’ ’

generalizaciones del tipo “los colombianos son...”, “los argentinos son...”, “los
politicos son...” y entiende que en ningun caso lo afirmado se afirma de “todos”. No
sucede lo mismo, sin embargo, en afirmaciones como “los menores de edad requieren
permiso para salir del pais”. En este caso entendemos que la afirmacion incluye a
todos los menores de edad. Pero... ;como saber en qué casos en el uso cotidiano

“todos los...” y “los...” son o no afirmaciones equivalentes? jImposible saberlo!; lo
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mas que puede decirse es que "depende del contexto”. Por esto es recomendable
" "

utilizar siempre el lenguaje adecuado: “todos...”, “casi todos...”, “la mayoria...”, "un
gran numero de..."”, segun sea el caso.

Para terminar esta seccion, hacemos una precisién necesaria: tanto en el lenguaje de
la l6gica, como en el de las mateméticas, los enunciados universales “todos los...” y

"

“los..."” se consideran como equivalentes, independientemente del contexto. Esto
elimina la ambigUedad en el empleo del cuantificador universal “todos” y significa,
por ejemplo, que las afirmaciones “todos los alemanes son disciplinados” y “los
alemanes son disciplinados” son equivalentes. Significa, igualmente, que al decir “los
rusos beben demasiado” se esta afirmando que “todos los rusos beben demasiado”,
y que “las palabras esdrujulas llevan tilde” tiene el mismo significado que “todas las
palabras esdrujulas llevan tilde”. O, en contextos matematicos, que “todos los nimeros

pares son divisibles por 2" es equivalente a “los numeros pares son divisibles por 2”.

2.2.2  ;Qué tantos son “algunos”?

Suponga que A es el conjunto A = {alma, arbol, andén, éter, india} y que P es la
afirmacion “algunas palabras del conjunto A empiezan con a”. Seguramente usted no
duda en calificar a P como afirmacién verdadera. Y si P es ahora la afirmacién “algunas
palabras del conjunto A empiezan con vocal”, ¢calificaria a P como verdadera? ;O no
lo haria, por considerar que todas las palabras de A empiezan con vocal y que para
ser verdadera algunas deben empezar con vocal pero otras no? ;Considera que la
afirmacion "algunos hombres son sacerdotes” es verdadera en cuanto es un hecho
que algunos lo son pero otros no? Confrontemos este uso del cuantificador existencial
“algunos”, con el siguiente: “Algunas egresadas del programa de psicologia seran
madres algun dia”. Evidentemente este enunciado no excluye la posibilidad de que
todas las egresadas del programa de psicologia sean madres algun dia. El uso cotidiano
tiende a patentar la creencia de que la afirmacién “algunos elementos de un conjunto
tienen la propiedad P” lleva implicito el significado de que “algunos elementos
tienen la propiedad P, pero algunos otros no la tienen”. Nuevamente: los lenguajes
formales tienen que eliminar la ambigtedad en el uso y, en rigor, el cuantificador
existencial “algin” o cualquiera de sus variantes “alguno(a)”, “algunos(as)” significa
por lo menos uno y posiblemente todos. Entonces la afirmaciéon “algunas palabras
del conjunto {alma, arbol, andén, éter, india} empiezan con vocal” es verdadera.

Ejemplo 2.1 Si Ay B son conjuntos, uno dice que A no esta contenido en B si “algun
elemento de A no es elemento de B”. Sean A ={1, 2, 3}y B ={a, b, 6, 8}. Como por lo
menos un elemento de A —en este caso todos— no esta contenido en B, entonces A
no estd contenido en B.
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Una vez hechas las precisiones anteriores sobre los enunciados universal, “todo...", y
particular, “algun...”, abordamos un tema que hace uso intensivo de ellos. Se inicia
con la definicion de proposicién categoérica, concepto que no debe confundirse con el
de afirmacién categérica de 2.2.1.

Definicion 2.2 Una proposicion categérica es una proposicion sujeto-predicado que
afirma o niega que una clase o categoria sujeto, S, estd contenida, totalmente o en
parte, en una clase predicado, P.

Por ejemplo, “Todo deportista es disciplinado” es una proposiciéon categérica en la
cual la clase sujeto, S, es “deportista” y la clase predicado, P, es “disciplinado”. La
proposicion afirma que la clase “deportista” estd contenida totalmente en la clase
“disciplinado”. Es una proposicion de la forma “Todo S es P”, y se la clasifica como
proposicion tipo (o codigo) a. La expresion Todo se llama cuantificador universal;
por esta razoén, la proposicion categérica de este tipo se conoce como Universal
afirmativa.

La definicion 2.2 origina cuatro tipos de proposiciones categoéricas. En la tabla 2.1 se
presenta un ejemplo de cada tipo y se incluyen, junto a cada uno, el cédigo literal
asignado desde los tiempos de la edad media, (a, e, i, 0), la forma general de la
proposicion y el nombre que la identifica:

Tabla 2.1 Clasificacion de las proposiciones categéricas

1 | Todo politico es honesto Todo S es P Universal afirmativa
2 | Ningun politico es honesto e Ningun S es P Universal negativa
3 | Algun politico es honesto i Algun S es P Particular afirmativa
4 | Algun politico no es honesto o Algun S no es P | Particular negativa

Para recordar los codigos es suficiente recordar las vocales resaltadas en la palabra
afirmo, para las dos proposiciones afirmativas. Las otras dos se recuerdan por
exclusién: e, o para las negativas. En cuanto a las denominaciones de “universal” y
“particular” es facil recordar que se corresponden con los cuantificadores “todo” y
“algun”, estudiados anteriormente.

Ejemplo 2.3 La proposicion “Todos los mamiferos son seres de sangre caliente” es
una proposicién categorica en la cual el sujeto es S = mamiferos, y el predicado es
P = seres de sangre caliente. La proposicion afirma que cada uno de los elementos
de la categoria “mamiferos” es a su vez elemento de la clase de los “seres de sangre
caliente”. Se trata de una proposicién universal afirmativa; su cédigo es a.
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Ejemplo 2.4 El sujeto y el predicado de la proposicién “Algunos presidentes
latinoamericanos son partidarios de la integracién regional” son, S = presidentes
latinoamericanos, P = partidarios de la integracion regional. La proposicion afirma que
una parte de la clase “presidentes latinoamericanos” hace parte de la clase “partidarios
de la integracion regional”. Es una proposicion particular afirmativa. Su coédigo es i.

Definicion 2.5 Se dice que un término (sujeto o predicado) de una proposicion
categorica esta distribuido, si en la proposicién se hace referencia a todos los
miembros de la clase designada por el término.

Por ejemplo, en la proposicion “todo filésofo es culto” el sujeto, “filésofo”, esta
distribuido porque la proposicién involucra la totalidad de los elementos del
conjunto de los filésofos; asegura algo de todos ellos: que son cultos. Por otra parte,
la proposicion no involucra a la totalidad de las personas cultas; sélo es posible inferir
que entre las personas cultas, algunas son filésofos. En consecuencia, el predicado
“culto” no estd distribuido. Generalizando el argumento se concluye que en la
proposicion universal afirmativa, Todo S es P, el sujeto, S, esta distribuido pero el
predicado, P, no lo esta.

Para decidir sobre términos distribuidos en la proposicién universal negativa, Ningin
S es P, consideremos una instancia particular: “ningun ateo es cristiano”. Es claro que
la proposicion involucra la totalidad de la clase “ateos” al afirmar que (todos ellos)
no son cristianos. Entonces el sujeto, ateos, esta distribuido. Ademas, la afirmacién
permite concluir que “ningln cristiano es ateo” (si alguno lo fuera, se trataria de
alguien que es ateo y cristiano a la vez, lo cual contradice la afirmacién original).
Entonces “cristiano”, el predicado, también esta distribuido. En sintesis, ambos
términos de la proposicién universal negativa “ninguin S es P” estan distribuidos.

En cuanto a las proposiciones categéricas particulares, el enunciado “algun chileno es
Premio Nobel de literatura” ilustra la afirmacién de que en la particular afirmativa,
“algun S es P”, ni el sujeto ni el predicado estan distribuidos. En efecto, la afirmacién
no involucra a todos los chilenos y tampoco a todos los ganadores del Premio Nobel
de literatura.

Ejercicio 2.6 Justifique esta afirmacién: En la proposicion “algun S no es P”, el sujeto,
S, no esta distribuido, pero si lo esta el predicado P.

Para indicar que un término estd distribuido se utiliza el simbolo (+) junto a él; para
indicar que no lo est3, se utiliza el simbolo (-). Con esta convencién, la distribucion de
los términos en las cuatro proposiciones categoéricas se resume asi:

1. a:Todo S (+) es P (-) 3.i: Algun S (=) es P (-)
2. e: Ningln S (+) es P (+) 4. 0: Algun S (=) no es P (+)
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2.3 EL SILOGISMO CATEGORICO

2.3.1 Introduccion

Nos proponemos caracterizar gradualmente el tipo de razonamiento conocido
como silogismo categorico. Es un tipo de argumento en el que las ideas contenidas
en las premisas estdn conectadas en tal forma que la conclusién se deriva de tales
conexiones y las completa. Identificaremos las caracteristicas del silogismo en el
ejemplo siguiente:

P, Todo cardidlogo es médico.

P, Algun deportista es cardidlogo.

C. Por lo tanto, algun deportista es médico.

1. En primer lugar, el razonamiento estad formado por dos premisas y la conclusién, y
todas son proposiciones categoricas.

2. En segundo lugar, el razonamiento involucra tres términos: cardiélogo, médico
y deportista, cada uno de los cuales aparece exactamente dos veces en el
razonamiento.

3. Finalmente, uno, y sélo uno de los términos, cardiélogo en este caso, es comun a
las premisas. Este término desaparece en la conclusion.

Los tres elementos anteriores caracterizan los argumentos conocidos como silogismos
categoricos (o, simplemente, silogismos), que se definen a continuacion:

Definicion 2.7 Un silogismo categérico es un razonamiento deductivo formado por
tres proposiciones categéricas, dos premisas y la conclusion, y que satisface estas
condiciones:

S1. En el razonamiento se identifican tres términos; cada uno aparece en dos de las
tres proposiciones y en ambas es utilizado en el mismo sentido.

Los términos mencionados en la definicidon anterior se conocen con estos nombres:

e Término mayor: es el predicado de la conclusién; se denota por P.
e Término menor: es el sujeto de la conclusion; se denota por S.

e Término medio: es el término comun a las dos premisas; se denota por M. Este
término no aparece en la conclusién; establece el nexo entre las premisas y
desaparece en la conclusion.
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Ejemplo 2.8 De acuerdo con la definicién anterior, el razonamiento siguiente es un
silogismo categorico:
P, Todo cardidlogo es médico.

P, Algun deportista es cardidlogo.

C. Por lo tanto, algun deportista es médico.

El término mayor, P, es el predicado de la conclusién: médico; el término menor, S,
es el sujeto de la conclusién: deportista; y el término medio, M, es el término comun
a las dos premisas: cardidlogo. Esta informacion, y el cédigo de cada proposicion
categorica, se muestran a continuacion:

P, Todo cardiélogo es médico. (a)

1
M P

P,  Algun deportista es cardiélogo. (i)

2
S M

C. Por lo tanto, algun deportista es médico. (i)

S P

La premisa mayor del silogismo es la premisa que contiene el término mayor y la
premisa menor es la que contiene el término menor. En este ejemplo, la primera
premisa es la premisa mayor porque contiene al término mayor, médico, y la segunda
premisa es la premisa menor. Decimos entonces que el silogismo tiene presentaciéon
(o forma) estandar, de acuerdo con la siguiente definicion:

Definicion 2.9 Un silogismo tiene presentacion (o forma) estandar si y sélo si la
premisa mayor aparece como primera premisa en el enunciado.

Observacion 2.10 En lo que sigue consideraremos siempre que el silogismo tiene
presentacion estandar. Por esto, si en alguin caso la premisa mayor no es la primera, es
necesario intercambiar el orden de las premisas para darle presentacion estandar.

Definicion 2.11 El modo de un silogismo categérico es la cadena formada con los
codigos de las proposiciones categoricas que lo forman, en el orden premisa mayor,
premisa menor y conclusion.

Segun la definicién anterior, el modo del silogismo del ejemplo 2.8 es aii. Igualmente,
la definicién permite concluir que si, por ejemplo, el modo de un silogismo es aeo
entonces: el silogismo tiene presentaciéon estandar, la premisa mayor es universal
afirmativa; la menor, universal negativa; y la conclusion, particular negativa.
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Razonamientos como el siguiente son frecuentemente utilizados para insistir en la
exigencia de que los términos del silogismo conserven el mismo significado en ambas
apariciones:

P, Los dulces son fuente de calorias.

P, Los nifios son dulces.

C. Por lo tanto, los nifios son fuente de calorias.

Es evidente que el término “dulces” no tiene el mismo significado en las dos premisas.
Por lo tanto no se trata de un silogismo.

2.3.2 Laforma de un silogismo

Antes de presentar el criterio de validez de silogismos consideramos una nocién
adicional: la forma de un silogismo. Para establecerla, recordemos que la primera
premisa es la premisa mayor y que el término medio aparece en ambas premisas. Por
lo tanto, la primera premisa contiene los términos P y M, y la segunda los términos
M y S. La “figura” de un silogismo indica las posiciones que ocupa M en las dos
premisas. Las cuatro posibilidades, y la figura correspondiente, se muestran en el
siguiente diagrama:

M P P M M P P M
~— | i 7~
S M S M M S M S
Primera figura Segunda figura Tercera figura Cuarta figura

Los segmentos de recta en el diagrama muestran que en la primera figura el término
medio es el sujeto de la premisa mayor y el predicado de la menor; en la segunda,
es el predicado en ambas premisas; en la tercera es el sujeto de ambas premisas y, en
la cuarta, es el predicado de la primera y el sujeto de la segunda. Evidentemente,
recordar los diagramas es la forma facil de determinar la figura en cada caso concreto.
Finalmente, con el modo y con la figura se establece la forma del silogismo. Por
ejemplo, el silogismo del ejemplo 2.8 es modo aii y es de la primera figura. Se dice
entonces que el silogismo es de la forma aii —1.



Capitulo 2. El silogismo categérico

Ejemplo 2.12 Construir un silogismo categérico de la forma eio - 4.

La estructura de un silogismo de la cuarta figuraes P M
M S
S P

Ademas, el modo eio indica que la premisa mayor es universal negativa, la menor es
particular afirmativa y la conclusién es particular negativa. Supongamos entonces
que la primera premisa es “Ningun abogado constitucionalista es penalista”. Con esto
quedan establecidos los términos P = abogado constitucionalista y M = penalista. Para
asignar S podemos pensarlo como predicado de la segunda premisa o como sujeto de la
conclusiéon. Enelsegundo caso, y dado que el predicado es “abogado constitucionalista”,
la conclusidn tiene la forma “Algun S no es abogado constitucionalista”. Démosle a S
un valor coherente con el predicado. Por ejemplo, S = escritor. Con esto obtenemos un
silogismo de la forma propuesta,

P, Ningun abogado constitucionalista es penalista.

P, Algun penalista es escritor.

C. Por lo tanto, algun escritor no es abogado constitucionalista.

No es dificil mostrar, pero no lo haremos aqui, que existen 256 formas distintas de
silogismos categoricos en presentacion estandar. No obstante, sélo un numero
relativamente pequefio de ellas produce silogismos validos, es decir, silogismos en los
cuales la conclusion se deriva de las premisas en forma inevitable. Finalmente: aunque
una proposicion como “todos los poetas usan analogias” no es de la forma “todo S es
P”, se la acepta como universal afirmativa y asi se la clasifica, dado que su significado
es equivalente a “todo poeta es usuario de analogias” o a “todo poeta es una persona
que usa analogias”. En el ejercicio siguiente haremos uso de esta observacion.

Ejercicio 2.13 Determine la forma (modo-figura), del silogismo siguiente:

Como algunos deportistas son personas sensatas, entonces algunos deportistas no
abusan del licor, pues ninguna persona sensata abusa del licor.

Solucion: Individualizando las premisas en orden de aparicién, y la conclusion,
tenemos:

P, Algunos deportistas son personas sensatas.

P, Ninguna persona sensata abusa del licor.

C. Algunos deportistas no abusan del licor.
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El sujeto y el predicado de la conclusién son, en su orden, “deportistas” y “abusan
del licor”. Por lo tanto, S = deportistas, P = abusan del licor y M = personas sensatas.
De acuerdo con esto, la premisa que contiene el término mayor, P, aparece como
segunda y, en consecuencia, debemos intercambiar el orden de las premisas antes de
establecer la forma del silogismo. Obtenemos:

P, Ninguna persona sensata abusa del licor. (e)
P, Algunos deportistas son personas sensatas. (i)
C. Algunos deportistas no abusan del licor. (o)

Por la posicion del término medio, persona sensata, el silogismo pertenece a la
primera figura. En consecuencia, se trata de un silogismo eio-1.

En la seccién siguiente se presenta un criterio de validez de silogismos. Se trata de
un conjunto de condiciones tales que todo silogismo que las satisfaga en su totalidad
es valido y todo silogismo que no satisfaga alguna de ellas es invalido. Se discutira
también una forma de representacién grafica de las proposiciones categéricas, que
puede ser utilizada para decidir sobre validez de silogismos, en casos concretos.

2.3.3 Validez de silogismos

Dado que el silogismo es un tipo particular de razonamiento deductivo, se le aplica
la nocién general de razonamiento valido: un silogismo es vélido cuando, y sélo
cuando, el aceptar como verdaderas las premisas implica aceptar como verdadera
la conclusién. En otras palabras: cuando es imposible que siendo verdaderas las
premisas, o aceptandolas como tales, sea falsa la conclusion, o se acepte como tal.
Complementariamente, un silogismo es invalido cuando la conclusién no se deriva en
forma necesaria de las premisas, como sucede en el caso siguiente:

Ejercicio 2.14 Establecer la invalidez del silogismo siguiente:

P,  Algun numero par es divisible por 8.

P, Algun nimero primo es par.

C. Por lo tanto, algiin numero primo es divisible por 8.
Este silogismo, de la forma iii-1, es el mismo razonamiento del ejemplo 1.39.

Aristoteles y posteriores tratadistas de la l6gica se dieron a la tarea de establecer
patrones validos de razonamiento silogistico, que hoy se conocen como formas
validas de silogismo. Observe que se atribuye la validez a la forma y no al contenido
del razonamiento, hecho que, extendido a todo tipo de razonamiento, tiene una
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importancia crucial en légica y en argumentacion: si un silogismo de una forma
determinada es valido (o invalido), todo silogismo de la misma forma es valido (o
invalido), respectivamente. Esta propiedad no es otra cosa que la analogia l6gica
aplicada a los silogismos.

Ejemplo 2.15 Supongamos que una persona sostiene esta opinién:

“Ningun ser apatico es ambicioso. Porque es un hecho que ninguno de ellos
es cientifico y también es un hecho que todo cientifico es ambicioso”.

Escribamos el silogismo en forma estandar, para hacer evidente su estructura:

P.  Todo cientifico es ambicioso.

1
P, Ningun ser apatico es cientifico.

C. Por lo tanto, ningun ser apatico es ambicioso.

Es facil concluir que el razonamiento siguiente, que tiene la misma forma del anterior,
es invalido:
P, Todo hombre es mortal.

P, Ninguna mujer es hombre.

C. Por lo tanto, ninguna mujer es mortal.

Puede afirmarse, en consecuencia, que el argumento dado es invalido; su validez
ha sido rebatida mediante analogia légica. Adicionalmente, se concluye que todo
silogismo de la forma aee-1 es invélido.

No es casual el hecho de haber ilustrado el principio de la analogia I6gica con dos
silogismos invalidos. En efecto, tal como hemos dicho reiteradamente, para establecer
la invalidez de un razonamiento es suficiente mostrar que las premisas son verdaderas
y que la conclusion es falsa; establecer la validez de un silogismo es un poco mas
laborioso.

2.3.4  Un criterio de validez de silogismos

Para que un silogismo en forma estandar sea valido, es suficiente y necesario que se
satisfagan simultdneamente cinco condiciones que llamaremos “condiciones S2 a S6”
y que presentamos a continuacién. Cada condicién es necesaria para validez, es decir,
si no se cumple alguna de ellas el silogismo no es valido.

S2. El término medio debe estar distribuido en por lo menos una de las premisas.
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Esta condicion falla cuando el término medio no esta distribuido en ninguna premisa,
como sucede en el ejemplo siguiente:

Ejemplo 2.16 Los alemanes son disciplinados. Los deportistas son disciplinados. Por lo
tanto, los deportistas son alemanes.

Escribamos las premisas y la conclusién como proposiciones categéricas equivalentes:

Todos los alemanes son disciplinados. Todos los deportistas son disciplinados. Por lo
tanto, todos los deportistas son alemanes.

El termino medio, “disciplinados” no estd distribuido en ninguna de las premisas;
por lo tanto, el silogismo es invalido. Como el silogismo es de la forma aaa-2, todo
silogismo de la forma aaa-2 es invalido.

Ejercicio 2.17 Considere este razonamiento: Los caballos son vertebrados. Los gatos
son vertebrados. Por lo tanto, los gatos son caballos. ¢Sirve este razonamiento para
establecer la invalidez de todo silogismo de la forma aaa-2? Argumente en forma
completa.

S3. Todo término distribuido en la conclusion debe estar distribuido en la premisa
que lo contiene.

Un ejemplo de silogismo invalido por violacién de esta regla es:

Ejemplo 2.18 Todo politico es sagaz. Ningun tonto es politico. En consecuencia,
ningun tonto es sagaz.

La conclusién es una proposicién universal negativa y en ella tanto el sujeto, “tonto”,
como el predicado, “sagaz”, estan distribuidos. Sin embargo, el término “sagaz” no
estd distribuido en la premisa mayor. Por lo tanto, el silogismo no es valido.

Ejercicio 2.19 Considere el silogismo “Toda palabra esdrujula lleva tilde pero ninguna
palabra de dos silabas es esdrujula. Por lo tanto ninguna palabra de dos silabas lleva
tilde”. Muestre que este silogismo,

a. Tiene premisas verdaderas y conclusion falsa.
b. Esdela misma forma que el silogismo del ejemplo 2.18.

c¢.  Permite concluir que la condicién S3 es razonable.

S4. Alguna premisa debe ser afirmativa. (En efecto, de dos premisas negativas no
es posible inferir validamente ninguna relacion necesaria entre Sy P, los términos
contenidos en la conclusién).
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Ejemplo 2.20 Consideremos el silogismo con premisas negativas, de la siguiente
forma general:

P, Ningin M es P.
P, Algun M no es S.

Mostraremos que cualquiera de las siguientes conclusiones es posible, 1: Todo S es P,
2: Algin S es P, 3: Algun S no es P, y 4: ninguin S es P. Esta pluralidad de conclusiones
posibles indica que ninguna de ellas se sigue inevitablemente de las premisas. Por
lo tanto, con cualquiera de ellas el silogismo es invalido. Indiquemos todas estas
posibilidades en la forma siguiente:

P, Ningin M es P

P, Algin M no es S

C. (Todo ) (algdn) (algun) (ningun) S (es) (es, no es) (es) P
1 2 3 4 1 2 3 4

El caso siguiente es un silogismo de premisas P,, P, y conclusién C.:

P, Ningun ecuatoriano es peruano.

P, Algun ecuatoriano no es limefio. (Recuerde la discusion: “alguno” puede ser
“todos” 2.2.2)
C,. Todo limefio es peruano.

Salvo consideraciones de posible doble nacionalidad, tanto las premisas como la
conclusion son verdaderas. Sin embargo el razonamiento es invalido, como se ve por
analogia légica en el caso siguiente:

P, Ningun hombre es inmortal.
P, Algun hombre no es criminal.

C. Todo criminal es inmortal.

Ahora bien, si mantenemos las premisas de este ejemplo pero usamos la conclusién 2,
algun S es P, obtenemos el silogismo,

P, Ningun hombre es inmortal.
P, Algun hombre no es criminal.

C. Algun criminal es inmortal, que también es invalido. (El lector puede construir
ejemplos para los casos restantes)
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S5. Si la conclusion es afirmativa, las dos premisas tienen que ser afirmativas; si la
conclusion es negativa, una de las premisas también debe serlo.

Ejemplo 2.21 Uno de los casos en que se viola la regla anterior es un silogismo en
el que la conclusion es afirmativa y por lo menos una de las premisas es negativa. (Si
las dos premisas son negativas, se viola la condiciéon S4 y no procede otro analisis).
Consideremos el ejemplo siguiente:

P, Ningin miembro del Opus Dei es ateo.
P, Algunos catélicos son miembros del Opus Dei.

C. Algunos catélicos son ateos.

Evidentemente, las premisas de este silogismo son verdaderas pero la conclusion es
falsa.

Finalmente, tenemos

S6. Si conclusion es particular exactamente una de las premisas debe ser particular; si
la conclusion es universal, ambas premisas deben ser universales.

El lector puede establecer la invalidez de algunos casos en los cuales se viola la regla
anterior. Posteriormente haremos algunas consideraciones sobre la misma.

Ejemplo 2.22 Determinar la forma del silogismo siguiente y, por aplicacién de las
reglas S2 a S6, decidir sobre su validez:

Dado que los mamiferos son seres de sangre caliente, entonces ningun reptil es
mamifero porque ningun reptil es de sangre caliente.

Solucién: Individualicemos las premisas y la conclusién, en tal forma que el silogismo
tenga forma estandar:

P, Los mamiferos son seres de sangre caliente.
P, Ningun reptil es de sangre caliente.

C. Ningun reptil es mamifero.

Elementos: Término mayor, P = mamifero; término menor, S = reptil; término medio,
M = seres de sangre caliente. Premisa mayor = P, (por lo tanto el silogismo tiene
presentacion estandar), premisa menor = P,. Forma: aee-2.

Silogismo vs. reglas S2 a S6

S2. El término medio “seres de sangre caliente” debe estar distribuido en alguna de
las premisas. Lo estd en la premisa 2. Se cumple.
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$3. Tanto el término mayor, “mamifero”, como el término menor “reptil”, que estan
distribuidos en la conclusion, estan distribuidos en sus respectivas premisas. Se cumple.

S4. Alguna premisa debe ser afirmativa. La premisa P, lo es. Se cumple.

S5. Como la conclusion es negativa, una premisa debe ser negativa. Lo es la premisa 2.
Se cumple.

S6. La conclusion es universal. Entonces ambas premisas deben serlo, y en efecto lo son.

En consecuencia, este silogismo es valido. Se infiere, adicionalmente, que todos los
silogismos de la forma aee-2 son validos.

Ejemplo 2.23 Consideremos el razonamiento siguiente:

P, Todos los leones son criaturas feroces.
P, Algunos leones no beben café.

C. Algunas criaturas que beben café no son feroces.

Este silogismo, con premisas y conclusion verdaderas, satisface S2 porque el término
medio, “leones”, estad distribuido en alguna premisa (la mayor, en este caso). Sin
embargo, no satisface S3. (;Por qué?). Como todas las condiciones S2 a S6 son
necesarias, este silogismo es invalido. Incidentalmente, de esto se sigue que todos los
silogismos de la forma aoo-3 son invalidos.

Observacion: Recordemos que cada una de las reglas S2 a S6 es una condicién
necesaria para la validez del silogismo y que, en conjunto, forman una condicién
suficiente para la validez. Por esta razoén, tan pronto como se establece la violacién de
alguna de las reglas se concluye que el silogismo es invalido; sin embargo es necesario
constatar el cumplimiento de todas, para concluir que el silogismo es valido. Por lo
demas, ellas se aplican sélo a silogismos en forma estandar.

Ejercicio 2.24 i) Construya un silogismo de la forma aaa —1. Establezca su validez.
ii) Pruebe que ninguna otra figura del modo aaa produce un
silogismo valido.
Solucion: i) Se deja al lector.
ii) Forma: aaa-2. P, Todo P es M.
P, Todo S es M.
C. Todo S es P.

Los silogismos de esta forma son invalidos porque el término medio no esta distribuido
en ninguna de las premisas.
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Forma: aaa-3. P, Todo MesP.
P, Todo M es S.
C.Todo S esP.

Los silogismos de esta forma son invalidos porque S, distribuido en la conclusién, no
estd distribuido en la premisa que lo contiene. Por esta misma razén no es valido el
silogismo de la forma aaa—4.

2.3.5 Formas validas de silogismo categdrico

Pudo parecerle sorprendente que muchos de los silogismos utilizados como ejemplos
en las secciones anteriores resultaran invalidos. La razén es sencilla: la aplicacion de
las reglas S2 a S6 da como resultado sélo 15 formas validas, de entre las 256 formas
posibles de silogismo que se mencionaron en la seccion 2.3.2 (El uso de un criterio
menos restrictivo, cuya descripcion excede los propdsitos de esta presentacion, origina
19 formas validas de silogismo). Estas son las 15 formas validas:

1. De la primera figura: aaa-1, eae-1, aii-1, eio-1.

2 De la segunda figura: aee-2, eae-2, aoco-2, eio-2.
3. De la tercera figura: aii-3, iai-3, eio—-3, oao-3.
4

De la cuarta figura: aee—4, iai-4, eio—4.

2.4 REPRESENTACION
DE PROPOSICIONES CATEGORICAS
MEDIANTE DIAGRAMAS DE VENN

Los lectores que alguna vez han utilizado diagramas de Venn muy posiblemente
lo han hecho para representar operaciones entre conjuntos: union, interseccion
y diferencia. En esta seccidon se presenta un uso alternativo interesante cuyo
resultado es un criterio visual y alternativo para establecer la validez o invalidez de
un silogismo. Para desarrollar este criterio mostraremos primero cémo representar
los cuatro tipos de proposiciones categéricas. Una idea basica en la representacion
consiste en sombrear una regidon determinada por un diagrama de Venn para
indicar que el conjunto correspondiente a dicha regién es vacio, es decir, que no
tiene elementos.
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2.4.1  Representacion grafica de “Todo S es P”

Cuando decimos “Todo S es P” estamos afirmando que “no existe un S que no sea P”.
Esto significa que “el conjunto de los S que no son P es vacio” y, por lo tanto, en un
diagrama de Venn la regién que representa la parte de S que esta por fuera de P no
tiene elementos; es vacia. Por esta razon, “Todo S es P” se representa como la parte
sombreada que se muestra en la figura 2.1.

Figura 2.1 Todo S es P

2.4.2 Representacion grafica de “Ningln S es P”

Afirmar que “Ningun S es P”, es equivalente a afirmar que “No hay un S que a su vez
sea un P". Entonces la region que representa el conjunto de elementos que son Sy P
a la vez es vacia. Por esto “Ningun S es P” se representa por la region sombreada de
la figura 2.2.

Figura 2.2 Ninguin S es P
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2.4.3 Representacion grafica de "Algin S es P”

La proposicion categorica “Algun S es P” afirma la existencia de por lo menos un S
que es a lavez un P. Para representar este hecho en un diagrama de Venn utilizaremos
un pequefo rectangulo en la region correspondiente, que representa el elemento
cuya existencia se afirma. En este caso el elemento es Sy P a la vez y por lo tanto el
simbolo que lo designa esta en la regién de interseccién de S con P, como se ve en la
figura 2.3.

Figura 2.3 AlginSes P

2.4.4 Representacion grafica de “Algin S no es P"

La proposicion “Algun S no es P” indica la existencia de por lo menos un elemento en
la region que representa a S pero que queda por fuera de la region que representa a
P, como en la figura 2.4.

Figura 2.4 Algln S no es P
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2.4.5 Diagramas de Venn y un criterio grafico de validez de silogismos

La aplicacion de diagramas de Venn para decidir si un silogismo es o no valido exige un
diagrama en el que se representen los conjuntos correspondientes a los tres términos:
menor, S; medio, M, y mayor, P, tal como se observa en la figura 2.5.

Figura 2.5 Diagrama de Venn para tres conjuntos

S P

Los tres conjuntos determinan 8 regiones. Cada una de las 8 regiones se denota con
una terna en la que aparecen simbolos del conjunto {S, M, P, §, M, 5} donde el trazo
sobre un simbolo se usa para denotar el complemento de la regién designada por tal
simbolo. Por ejemplo, S representa la regién complementaria de la region S, es decir
la que excluye a S. Tal region aparece sombreada en la figura 2.6.

Figura 2.6 La region sombreada es S

S P
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El simbolo SPM en la regién comun a los tres circulos denota el conjunto de elementos
quesonS, My P a la vez. El simbolo SPM denota el conjunto de elementos que son S
y P alavez, pero noson M. Por esta razén esta en la interseccion de S, Py MEn forma
analoga se interpreta en la figura 2.7 la designacion de las restantes 6 regiones.

Figura 2.7 Regiones asociadas a un silogismo

s P

VA

M

En las paginas siguientes mostraremos cémo utilizar diagramas de Venn para
establecer validez o invalidez de silogismos. Adoptamos la convencién de que el circulo
superior izquierdo corresponde a S, el término menor; el circulo superior derecho, a
P, el término mayor; y el circulo inferior a M, el término medio. El silogismo es valido
si y solo si la conclusidn estad representada por una regiéon que queda totalmente
incluida en la unién de las regiones que representan las premisas. Veamos un primer
ejemplo:

Ejemplo 2.25 Consideremos el silogismo del ejemplo 2.15:

P, Todo cientifico es ambicioso.
P, Ningln ser apatico es cientifico.

C. Ningun ser apatico es ambicioso.

Usando la convencién adoptada en el parrafo anterior, el circulo superior izquierdo
representa “seres apaticos”; el superior derecho, “seres ambiciosos”; y el inferior,
“cientificos”. Ademas, de acuerdo con lo dicho en 2.4.1, al representar la premisa P,
la regién de “cientificos no ambiciosos” es vacia, y por tal razén aparece sombreada
en la figura 2.8.
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Figura 2.8 Todo cientifico es ambicioso

Apaticos Ambiciosos

Cientificos

Para representar la premisa P, utilizamos 2.4.2. La region de los “seres apéticos que
son cientificos”, interseccién de las regiones superior izquierda e inferior, es vacia. Al
sombrearla sobre el diagrama de la figura anterior para indicar que las dos premisas
se satisfacen simultaneamente, se obtiene la figura 2.9 siguiente:

Figura 2.9 P, Todo cientifico es ambicioso

P, Ninguin ser apatico es cientifico

Apaticos Ambiciosos

Cientificos

Pensemos ahora en la conclusiéon: “Ningun ser apatico es ambicioso”. Ella se sigue
necesariamente de las premisas si y solo si la region que la representa, y que aparece
sombreada en la figura 2.10, estd completamente contenida en la regién sombreada
de la figura anterior. Como este no es el caso, el silogismo es invalido.
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Figura 2.10 Ningun ser apatico es ambicioso

Apatico Ambicioso

Cientifico

Ejemplo 2.26 Utilizar diagramas de Venn para establecer la validez del silogismo
siguiente, establecida en el ejemplo 2.22, mediante las reglas S2 a S6.

P,. Todos los mamiferos son seres de sangre caliente.
P,. Ningun reptil es de sangre caliente.

C. Luego, ningun reptil es mamifero.

La siguiente figura 2.11 es la representacién de las premisas en un diagrama de Venn.
Observe que el drea comun a “reptiles” y “mamiferos”, que representa la conclusion,
estd contenida en el area que representa la conjuncién de las dos premisas. En
consecuencia, el silogismo es valido.

Figura 2.11 El silogismo del ejemplo 2.26

Reptiles Mamiferos

Seres de
sangre caliente

Ejemplo 2.27 En los dos ejemplos anteriores tanto las premisas como la conclusién
son proposiciones universales. El ejemplo siguiente ilustra el uso de diagramas de
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Venn, cuando alguna de las premisas, o la conclusién, es una proposicién particular
(afirmativa o negativa):

P, Todos los seres humanos son mortales.
P, Algun abogado es un ser humano.
C. Algun abogado es mortal.

En este caso, el término menor, S, es “abogados”; el término medio, M, es “seres
humanos”; y el término mayor, P, es “mortales”.

Para representar a P, sombreamos la porcion de “seres humanos” que esta por fuera
de la region correspondiente a “mortales”, como en la figura 2.12:

Figura 2.12 Todos los seres humanos son mortales

Abogados Mortales

Seres humanos

A continuacién afadimos P,. El rectdngulo que represente al individuo que es
abogadoy ser humano simultdneamente, debe estar en la interseccion de las regiones
correspondientes. Pero, dado que la premisa 1 es verdadera, tal individuo, no puede
estar en la porcién sombreada de esa interseccién, pues alli no hay elementos. Por lo
tanto, podemos ubicar el rectangulo tal como se muestra en la figura 2.13. El individuo
asi representado, por estar en la interseccion de las tres regiones, es abogado, ser
humano y mortal simultdneamente. En consecuencia, es abogado y mortal, tal como
lo estipula la conclusion. El razonamiento es valido.

Figura 2.13 El silogismo del ejemplo 2.27

Abogados Mortales

Seres humanos
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2.5 CONDICIONES NECESARIAS, SUFICIENTES
Y SUFICIENTES Y NECESARIAS

2.5.1 Condiciones necesarias

Un evento o condicidén A es necesario para un evento B, si B no puede suceder cuando
A no sucede o no se da, es decir, A se requiere para que se produzca B (aun cuando
pueden requerirse, junto a A, otras condiciones para que se produzca B). Un caso
bien conocido por el lector: Cada una de las condiciones S2 a S6 es necesaria para la
validez de un silogismo; tener zanahorias es condicién necesaria para preparar una
torta de zanahoria, por cuanto si no se tienen zanahorias no se puede preparar una
torta de zanahoria. Sin embargo, junto a esta condicién se requieren otras, pues
tener zanahorias no basta para hacer la torta.

Ejemplo 2.28 Saber primeros auxilios es condicion necesaria para ser médico, pero
ser médico no es condicidon necesaria para saber primeros auxilios.

Ejemplo 2.29 Ser nimero par es condicién necesaria para ser divisible por 2. Pero ser
divisible por 2 también es condicién necesaria para que un entero sea par.

Los dos ejemplos anteriores muestran que si A es condicién necesaria para B, entonces
B puede, o no, ser condiciéon necesaria para A.

2.5.2 Condiciones suficientes

Un evento o condicién A es suficiente para un evento B, si A basta para que se produzca
B (aun cuando puedan existir otras formas de que se produzca). Por ejemplo: correr
la ¥2 maratén de Cali es suficiente para terminar cansado. Pero hay otras formas
de terminar cansado: correr la maratéon de Nueva York, jugar un partido de tenis,
etcétera.

Ejemplo 2.30 Ser catdlico es suficiente para creer en Dios. Pero, como no sélo los
catolicos creen en Dios, ser catoélico no es necesario para creer en Dios.

Ejemplo 2.31 Creer en Dios no es condicién suficiente para ser catélico, pues la iglesia
catdlica impone condiciones adicionales para ser catélico (Obediencia al Papa, por
ejemplo).
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Ejemplo 2.32 ;Qué significa la afirmacion “Ser oficial del ejército es condicion
suficiente pero no necesaria para saber manejar armas de fuego”?

Respuesta: Significa que todo oficial del ejército sabe manejar armas de fuego, pero que
existen personas que saben manejar armas de fuego y no son oficiales del ejército.

2.5.3 Condiciones necesarias y suficientes

Un evento o condicién A es necesario y suficiente para un evento B, cuando A se
requiere y basta para que se produzca B, es decir, si no sucede A entonces no sucede
B, y si sucede A entonces sucede B. Por ejemplo, es necesario y suficiente ocupar uno
de los tres primeros lugares en una carrera de la Férmula Uno, para subir al podio; en
condiciones normales, es suficiente y necesario obtener el mayor nimero de votos en
las elecciones presidenciales, para ser elegido presidente.

Ejemplo 2.33 Es suficiente, pero no necesario, haber nacido en Quito, para ser
ecuatoriano; es necesario, pero no suficiente, ser ecuatoriano para haber nacido en
Quito.

Distinguir correctamente entre condiciones suficientes, necesarias, y suficientes y
necesarias, es de fundamental importancia en el proceso de formacién tedrica en
practicamente cualquier disciplina. Pero también lo es en la practica cotidiana. Estos
dos hechos justifican nuestro énfasis en el tratamiento del tema.

2.5.4 El condicional “si... entonces..." y las condiciones suficientes

La forma de expresar condiciones suficientes guarda una estrecha relacion con el
condicional “si... entonces..."”, que es la siguiente:

Si A es condicidn suficiente para B, el condicional “Si A entonces B”, es un
condicional verdadero.

Observe que la condicion suficiente es el antecedente del condicional: Si (condicién
suficiente) entonces (evento). En un ejemplo anterior dijimos que correr la %2
maratén de Cali es suficiente para terminar cansado. Entonces, el condicional
correspondiente, “si corre la %2 maratén de Cali entonces termina cansado”, es
verdadero. Reciprocamente:

Un condicional verdadero establece una relacion en la que el antecedente es condicion
suficiente para el consecuente.
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Si el enunciado condicional “Si es domingo entonces visito a mis abuelos” es verdadero,
entonces ser dia domingo es condicién suficiente para visitar a los abuelos. En términos
generales: cuando la afirmacion “A es condicion suficiente para B” es verdadera (falsa)
el enunciado condicional “Si A entonces B” también es verdadero (falso).

Como aplicacién directa del tema anterior consideremos este caso: Como es suficiente
saber que una persona es buzo profesional, para asegurar que tal persona sabe
nadar, el condicional “Si alguien es buzo profesional, entonces sabe nadar” es
verdadero. En particular, si Juan es buzo profesional, podemos asegurar que Juan
sabe nadar. Esto indica que el razonamiento “Si todos los buzos profesionales saben
nadar y Juan es buzo profesional, entonces Juan sabe nadar”, es un razonamiento
deductivo valido. El razonamiento tiene esta forma general: La primera premisa
declara que A es condicién suficiente para B: Si A entonces B. La segunda premisa
afirma el antecedente del condicional: A se satisface. Entonces la conclusion afirma
el consecuente: B se satisface. Este esquema de razonamiento valido se conoce con el
nombre Modus ponens:

P, Si A entonces B
P,A

C. Entonces B

El esquema Modus ponens forma parte de la vida cotidiana, aparentemente desde

siempre. El niflo malcriado que hace un berrinche para lograr algo porque sabe que si
lo hace entonces lo obtiene; el universitario que va a cine los martes o los jueves porque
si es martes o jueves la entrada tiene un descuento del 50%, el empleado que almuerza
cada viernes en la cafeteria de su empresa porque si es viernes sirven su plato preferido,
etc., ilustran ajustes espontaneos de la conducta al esquema Modus ponens.

2.5.5 El condicional “si... entonces..."” y las condiciones necesarias

En el contexto de las matematicas, si A y B son eventos tales que el condicional “si
A entonces B” es verdadero, se dice que B es necesario para A, o que B es condicion
necesaria para A. Por ejemplo, un teorema algebraico establece que “si ab = 0 entonces
a=0o0b=0". Decimos entonces que es necesario que alguno de los factores de un
producto sea 0, para que el producto sea 0. Otro teorema establece que “si dos rectas
del plano son paralelas entonces sus pendientes son iguales”. Entonces, es necesario que
las pendientes de dos rectas del plano sean iguales, para que las rectas sean paralelas.

La relacion anterior entre condicional y condiciéon necesaria también esta presente en
contextos cotidianos, aunque su identificacion no es siempre evidente. Por ejemplo,



Capitulo 2. El silogismo categérico

el condicional “Si alguien es cardi6élogo, entonces es médico”, es verdadero, y tiene
sentido la afirmacion “Ser médico es necesario para ser cardiélogo” o, lo que es
equivalente, si alguien no es médico, entonces no es cardidlogo. Andlogamente, la
afirmacion “Todo catdlico cree en Dios” se traduce en el condicional “Si alguien es
catolico, entonces cree en Dios”, segun el cual creer en Dios es necesario para ser
catolico o, lo que es equivalente: no creer en Dios implica no ser catélico. Finalmente,
la afirmacién “Si es domingo, entonces voy al cine” equivale a la afirmacién “Si no
voy al cine, entonces no es domingo”; si no se da lo primero, ir a cine, no se da
lo segundo, ser domingo. ¢Y no significa esto Ultimo que “ir a cine” es condicidon
necesaria para “ser domingo”? Este giro, l6gicamente correcto, es semanticamente
inaceptable y es a esta dificultad que nos referimos al comienzo de este parrafo.

La relacion descrita en los parrafos anteriores indica que cuando B es necesaria para
A se configura un razonamiento deductivo valido que tiene esta forma general:
La primera premisa es el condicional A entonces B. La segunda premisa niega
el consecuente del condicional: B no se satisface. Entonces la conclusién niega el
antecedente: A no se satisface. Este esquema de razonamiento valido se conoce con
el nombre Modus tollens:

P, Si A entonces B
P,no B

C. Entoncesno A

Como et esquema Modus ponens, también el esquema Modus tollens hace parte del
arsenal de esquemas basicos de razonamientos validos: Si incurro en fraude en el examen
entonces corro el riesgo de que mi examen sea anulado. Pero no correré el riesgo de que
me anulen el examen, por lo tanto no haré fraude; no abusaré del licor, porque quien
abusa del licor se comporta como un idiota y yo no me comporto como un idiota; si me
levanto tarde entonces no llegaré a tiempo a la universidad. Pero debo llegar a tiempo,
entonces no me levantaré tarde. Estos son s6lo algunos de los muchos casos en los cuales
en forma inadvertida y espontanea aplicamos el esquema Modus tollens.

2.5.6 El condicional “si... entonces..." y las dos condiciones involucradas
en el mismo

Reunamos las discusiones de las dos subsecciones anteriores: un condicional verdadero
“si A entonces B” indica simultdaneamente que A es condicién suficiente para By que
B es condicién necesaria para A. Volviendo a los ejemplos anteriores: “Si alguien es
cardiélogo, entonces es médico”, es un condicional verdadero del cual se deduce
que ser cardiélogo es condicién suficiente para ser médico, en el sentido de llevarlo
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implicito y se deduce también que ser médico es una condiciéon necesaria para ser
cardidlogo. De la misma manera, la afirmacién “Todo buzo profesional sabe nadar”
se traduce en el condicional “si es buzo profesional, entonces sabe nadar”, el cual
afirma que ser buzo profesional es suficiente para saber nadar, es decir, implica saber
nadar, y saber nadar es necesario para ser buzo profesional. Finalmente, el conocido
resultado relativo a los niUmeros reales, “si ab = 0 entonces a=0 0 b = 0", indica que
ab = 0 es suficiente para afirmar que a =0 o b = 0y también que es necesario tener
a=00b=0paraque ab sea 0.

2.5.7 El bicondicional “...siy s6lo si..." y la condicién suficiente y necesaria

En ocasiones dos eventos A y B estan relacionados de tal manera que el condicional
“Si A entonces B” es verdadero y también lo es su condicional reciproco “Si B entonces
A". De acuerdo con las discusiones anteriores, el primero de estos condicionales
establece que A es suficiente para B, y el segundo que A es necesario para B. Se dice
entonces que A es suficiente y necesario para B. Por ejemplo, el condicional “si la
suma de las cifras de un numero es divisible por 3, entonces el numero es divisible
por 3" es un condicional verdadero. Establece que es suficiente que la suma de las
cifras de un numero sea divisible por 3 para que “el numero sea divisible por 3".
Pero también el condicional “Si un numero es divisible por 3, entonces la suma de
sus cifras es divisible por 3” es verdadero. Establece que es necesario que “la suma
de las cifras de un numero sea divisible por 3” para que “el nimero sea divisible
por 3”. En consecuencia, es suficiente y necesario que la suma de las cifras de un
numero sea divisible por 3 para que el niUmero sea divisible por 3, lo cual se expresa
con el bicondicional “si y sélo si” en la forma: “Un namero es divisible por 3 si y s6lo
si la suma de sus cifras es divisible por 3”. Observe muy bien la estructura de la frase
anterior en relacién con las condiciones que ella establece: “Un numero es divisible
por 3 siy sélo si la suma de sus cifras es divisible por 3" (es suficiente que la suma de

las cifras sea divisible por 3, para que el niUmero sea divisible por 3); “Un numero es
divisible por 3 si y sélo si la suma de sus cifras es divisible por 3 (es necesario que la

suma de las cifras sea divisible por 3, para que el niumero sea divisible por 3).

Generalicemos la discusion anterior: Si los condicionales “Si A entonces B" y “si B
entonces A” son simultdneamente verdaderos, entonces A es condicion suficiente y
necesaria para B, lo cual se expresa mediante el condicional “B siy s6lo si A" (B si A:
A es suficiente para B, y B solo si A: A es necesaria para B). Por otra parte, tomando
los condicionales en el orden “si B entonces A” y “si A entonces B” resulta que B es
condicion suficiente y necesaria para A, lo cual se expresa como “A siy sélo si B”.



Capitulo 2. El silogismo categérico

En sintesis, cuando dos condiciones A y B estan relacionadas de tal manera que cada
una es suficiente para la otra, entonces cada una resulta necesaria para la otra; se
implican y se requieren mutuamente. Esto hace razonable llamarlas “equivalentes”.
Es indiferente en tal caso si se expresa la equivalencia en la forma “A iy sélo si B”, o
en la forma "B siy sélo si A”. Lo importante es que si una es verdadera (falsa) la otra
es verdadera (falsa).

Una observacion necesaria 2.34 La terminologia de los parrafos anteriores no es
usual en el lenguaje cotidiano, lo que contribuye en gran medida a la ambigtedad en
su uso, pero es indispensable en los lenguajes formales. Por ejemplo, eventualmente
usted escuchara o leera esta afirmacion: “Si f es una funcién derivable, entonces f es
continua”. La afirmacion deberia generar en usted reflexiones como estas:

1. Entonces, saber que una funcion es derivable es suficiente para poder afirmar que
es continua.

2. Ser continua es condicidon necesaria para ser derivable y, por lo tanto, si sé que
una funcién es discontinua en un punto puedo afirmar que no es derivable en ese
punto.

3. El resultado establece que la derivabilidad es suficiente para la continuidad.
¢También serd necesaria? Es decir, ;podré afirmar que si f es continua entonces f
es derivable?

Ejercicio 2.35 Explique las diferencias entre estos tres anuncios:
1. "Usted puede solicitar el subsidio de vivienda si es cabeza de familia de estrato 1”.

2. "Usted puede solicitar el subsidio de vivienda sélo si es cabeza de familia de
estrato 1”.

3. "Usted puede solicitar el subsidio de vivienda si y sélo si es cabeza de familia de
estrato 1”.

Ahora, discuta esta afirmacion: Se ha publicado el anuncio 1y Juan solicita el subsidio
de vivienda, no obstante ser cabeza de familia de estrato 2.

Ejercicio 2.36 Considere que en la reglamentacion establecida por la Direccion
de Impuestos y Aduanas Nacionales se lee “Si sus ingresos totales durante el 2007
superaron los 69 millones de pesos, usted debe presentar declaracion de renta
correspondiente a ese afo”. ;Por qué razon alguien cuyos ingresos totales fueron de
54 millones de pesos fue multado por no presentar declaracion de renta?

Sl
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Ejemplo 2.37 Anteriormente anotamos que el enunciado “un numero es divisible por
3 siy sélo si la suma de sus cifras también es divisible por 3” es verdadero. Entonces,

1. 1347 es divisible por 3, puesto que satisface la condicion suficiente para ello: la
suma de sus cifras 1 +3 +4 + 7 =15 es divisible por 3.

2. 257 no es divisible por 3 porque no satisface la condicién necesaria para ello. En
efecto, lasuma 2 + 5+ 7 = 14 no es divisible por 3.

3. Puede afirmarse, aun sin conocer el resultado de la multiplicacién, que la suma de
las cifras del producto 3 x 547688 es divisible por 3. (¢ Por qué?)

Conviene anotar que toda definicion convencional es un enunciado de la forma “si
y solo si”, hecho que con frecuencia es omitido en el enunciado de las definiciones
y que puede originar confusiones. No es incorrecto decir, por ejemplo, que “Un
tridngulo es equildtero si sus lados son iguales” porque la igualdad de los lados
es condicion suficiente para que el triangulo sea equilatero. Pero si es incompleto,
porque la condicion también es necesaria. Entonces, deberia decirse: Un triangulo
es equilatero si y sélo si sus lados son iguales. Andlogamente, deberia decirse: una
palabra es aguda si y soélo si tiene el acento ténico en la ultima silaba, un nimero
natural es primo si y sélo si tiene exactamente dos divisores, etc.

2.6 FALACIAS LOGICAS

2.6.1 Falacias

Con los ejercicios 2.35 y 2.36 se quiso mostrar que las conexiones logicas se pueden
distorsionar con facilidad, algunas veces inadvertidamente. Dos ilustraciones
adicionales de esta afirmacion son las siguientes: la proposicion “todos los pajaros
pueden volar” no implica l6gicamente que todas las criaturas que pueden volar son
pajaros; “todos los catdlicos creen en Dios”, no implica l6gicamente que quienes no
son catolicos no creen en Dios. En ambos casos encontramos facilmente ejemplos que
respaldan la afirmacién: un murciélago puede volar, y no es pdjaro; un protestante
no es catolico, pero cree en Dios. Igualmente, la afirmacion “si compra mas de 6
unidades tiene un descuento”, no implica l6gicamente que por no comprar mas de
6 unidades no se obtenga el descuento. Es decir, la situacién siguiente no es un error
contra la légica:

P, Si compra mas de 6 unidades tiene un descuento.
P, Juan no compré mas de 6 unidades.

C. Juan obtuvo el descuento.
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En efecto, puede haber multiples razones por las cuales el dependiente decida hacer
un descuento a un cliente que no ha comprado mas de 6 unidades, sin transgredir
el ofrecimiento hecho (Se trata de un amigo o familiar, son las ultimas unidades
disponibles, etc.). Lo que no es “légico” es que el cliente compre mas de 6 unidades
y no reciba el descuento. Igualmente, supongamos que un padre dice a su hijo: “Si
apruebas todas tus materias, te compro el nuevo computador”. Supongamos, ademas,
que el hijo no aprueba alguna de sus materias. Si el padre argumenta “No te compro
el nuevo computador porque no aprobaste todas las materias”, se configura esta
situacion:

P, Si apruebas todas tus materias, te compro el nuevo computador.
P, No aprobaste todas tus materias.

C. No te compro el nuevo computador.

Razonar de esta forma es tan incorrecto como afirmar que no crees en Dios porque no
eres catélico siendo un hecho que todos los catélicos creen en Dios. En ambos casos se
estd incurriendo en distorsiones légicas. (Una recomendacion: si eventualmente usted
se encuentra en situacién cercana a la del estudiante del ejemplo, no trate de cambiar
la decision de su padre alegando que “su argumento es una distorsion légica”, que
“atenta contra la légica formal”; muy seguramente empeorara la situacién). El
hecho es que “la légica cotidiana” tiende a patentar ciertos errores de razonamiento
originados muchas veces en imprecisiones del lenguaje. Como lo expresa la profesora
Deborah J. Bennett. “Casi todos incurrimos en errores de razonamiento; cometemos
errores similares, y los cometemos una y otra y otra vez” [Bennett, p. 15]. En efecto,
entendemos que se concluya que no hay descuento por no comprar mas de 6 unidades,
porque la practica con el lenguaje nos ha ensefiado que la afirmacién “si compra
mas de 6 unidades entonces tiene un descuento” debe entenderse como, “si compra
mas de 6 unidades tiene un descuento... pero si no compra mas de 6 unidades no lo
tiene”, es decir, como “tiene descuento siy sélo si compra mas de 6 unidades” {Y esto
si implica l6gicamente que al no comprar mas de 6 unidades no se obtiene descuento!
De igual manera, el sentido real del ofrecimiento del padre era “Si apruebas todas
tus materias, te compro el nuevo computador,... pero si no, no te lo compro”, y por
esto su decisiéon de no comprarle el computador por haber perdido alguna materia
se entiende como algo légico o natural. En sintesis, culturalmente “aprendimos”
que cuando un condicional expresa un ofrecimiento o una promesa, hay significados
implicitos que trascienden el significado y el uso formal del condicional, haciendo
mas dificil la erradicacién de los errores contra la l6gica. ; Cémo no se va a perpetuar
el uso incorrecto, con situaciones tan familiares (literal y coloquialmente hablando)
como “Si te tomas toda la sopita, puedes comer helado”, cuando la intencion es “si
no te tomas toda la sopita no puedes comer helado”?
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La distorsién, en contextos légicos como los mencionados en el parrafo anterior,
recibe el nombre de falacia. Pero en su sentido mas amplio, la palabra “falacia”
sefala un error o una falta en un razonamiento, o en la argumentacion. De acuerdo
con esto, cada silogismo invdlido presenta alguna falacia: la falacia del término
medio no distribuido, si no se satisface la condicion S2; la falacia del término mayor,
si dicho término esta distribuido en la conclusion pero no en la premisa mayor, con lo
cual no se satisface S3; la falacia de la conclusion afirmativa, cuando la conclusién es
afirmativa y alguna premisa es negativa, etc. En término generales, en l6gica formal la
palabra “falacia” se usa casi siempre con referencia a ciertos errores tipicos contra la
l6gica, presentes en argumentos deductivos invalidos pero aparentemente correctos.
En este capitulo nos ocuparemos estrictamente de dos falacias que se presentan
cuando una condicién suficiente se interpreta como si fuera una condicion necesaria,
y reciprocamente.

2.6.2 Falacia de la negacion del antecedente

En la seccién anterior se ilustré repetidamente este error contra la l6gica, que se
origina al interpretar como necesaria una condicion que es sélo suficiente: De “Si
es catolico entonces cree en Dios” no se concluye que quien no es catélico no cree
en Dios. Concluirlo asi es consecuencia de interpretar erréneamente la condicién
suficiente “ser catolico”, como condicién necesaria para creer en Dios, ignorando
que se puede creer en Dios sin ser catodlico. El siguiente es el esquema de la falacia de
la negacion del antecedente:

P, Si A entonces B
P,No A

C. Entonces no B

Observe que en cada argumento siguiente se incurre en la falacia de la negacién del
antecedente.

e Beatriz no tiene dentadura perfecta porque no usa crema dental ‘Sonrisas’, dado
que toda persona que la usa tiene dentadura perfecta.

e Hoy llegué puntualmente a clases. Porque no habia congestiéon de trafico. Y
cuando hay congestion de trafico no llego puntualmente a clases.

Es posible que, a primera vista, usted haya considerado que estos razonamientos son
validos. Si asi fue, esta es una razén adicional para insistir en que el analisis critico de
los argumentos incluye tanto su contenido como su forma o estructura, por sencillos
que parezcan.
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2.6.3 Falacia de la afirmacion del consecuente

Sabemos que si B es condicién necesaria para A, y B no se satisface, es correcto
concluir que A no se satisface. Pero cuando la relacion de condiciéon necesaria entre
dos hechos se expresa en forma de condicional, el manejo inapropiado de tal relacién
puede originar un error de razonamiento, conocido como falacia de la afirmacién
del consecuente. Se incurre en este error cuando una premisa establece que B es
condicidon necesaria para A, otra establece que B se satisface, y se afirma, como
conclusién, que entonces A también se satisface. Lo correcto, insistimos, es que si B
no se satisface entonces A no se satisface. Se incurre en la falacia de la afirmacién del
consecuente cuando se afirma, por ejemplo, que “Juan es buzo profesional porque
todo buzo profesional sabe nadar, y Juan sabe nadar”.

La falacia de la afirmacion del consecuente tiene entonces esta forma:

P, Si A entonces B

P,B

C. Entonces A

2.7 PROBLEMAS LOGICOS
O DE RAZONAMIENTO LOGICO

En términos generales, consideramos que tenemos un problema cuando nos vemos
obligados a pensar en que debemos hacer algo al respecto de una situaciéon que ha
requerido de nuestra atencion, voluntaria o involuntariamente. Cada ser humano
enfrenta permanentemente problemas de muchas clases y niveles de dificultad:
problemas sociales, personales, académicos, abstractos, l6gicos, técnicos, etc. La
solucién de un problema puede ser el resultado de un esfuerzo personal de pocos
minutos, o de un empefio colectivo mantenido durante largos periodos; o puede
ser una tarea que se adivina ardua y penosa (las investigaciones biomédicas para el
desarrollo de una vacuna sintética) o que ha desafiado siglos de esfuerzos (; Recuerda
la conjetura de Goldbach?).

En esta seccion trataremos con problemas légicos, o de razonamiento, como el
siguiente:

Ejemplo 2.38 El piloto, el copilotoy el ingeniero de vuelo de una tripulacion se llaman
Juan, Pedro y Simén, no necesariamente en este orden. El copiloto, hijo Unico, es el
de menor salario. Simén, casado con una hermana de Pedro, gana mas que el piloto.
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Relacione el nombre de cada persona, con su cargo en la tripulacién. [Adaptado de
Copi y Cohen, 2004, p. 82].

Los problemas de esta clase, verdaderos rompecabezas l6gicos, son disefiados para el
ejercicio de la capacidad de razonamiento. Se caracterizan por un enunciado facil de
entender, que proporciona toda la informacion necesaria para alcanzar la solucion y
presenta un nimero relativamente alto de relaciones entre los datos. Estos problemas
exigen del lector un proceso continuo de inferencias y de confrontacion de estas con
las restricciones o condiciones del problema, para decidir si son o no compatibles
con ellas. Aun cuando no pertenezcan a la esfera de los problemas del mundo real,
retan la habilidad para encontrar formas apropiadas de representar informacién y la
capacidad para concentrar la atencion en cada pieza de informacién y en su relacion
con los demas.

La solucién: En primer lugar, es conveniente separar las premisas y numerarlas porque
puede ser necesario hacer referencia a ellas durante el proceso argumentativo.

P, El piloto, el copiloto y el ingeniero de vuelo de una tripulacion se llaman Juan,
Pedro y Simén, no necesariamente en este orden.

P, El copiloto, hijo unico, es el de menor salario.

P, Simén, casado con una hermana de Pedro, gana mas que el piloto.

Ahora disefiamos una tabla de tres filas etiquetadas con las profesiones y tres
columnas encabezadas con los nombres:

Juan Pedro Simén

Piloto

Copiloto

Ing. de vuelo

1. De P,y P, se sigue que Pedro no es el copiloto pues Pedro tiene una hermana

pero el copiloto es hijo Unico. Ademas, segun P, Simén no es el piloto y tampoco

el copiloto que, de acuerdo con P, es el de menor salario. Podemos representar
estos hechos en la tabla escribiendo “No” en las celdas correspondientes, como se
muestra a continuacién:

Juan Pedro Simén
Piloto No
Copiloto No No
Ing. de vuelo
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2. De la tercera columna de la tabla anterior se concluye que Simén es el ingeniero
de vuelo; de la segunda fila se concluye que Juan es el copiloto.

Juan Pedro Simoén
Piloto No
Copiloto Si No No
Ing. de vuelo Si

3. Finalmente, Pedro desempefia el cargo que falta, es decir, Pedro es el piloto
Respuesta: Copiloto, Juan; piloto, Pedro; ingeniero de vuelo, Simén.
Ejemplo 2.39 Las piezas de ceramica [Moore 1991, p. 21].

Blancay sus cuatro amigas, que asistieron a las mismas clases de cerdmica, terminaron
hace poco sus respectivas obras maestras. Cada una de ellas eligié un tipo distinto de
pieza decorativa. Por ejemplo, hubo una que hizo una figura que era el vivo retrato
de su perro. Partiendo de las pistas que damos a continuacion, determine quién hizo
cada una de las piezas y el orden en que las acabaron.

1. Quien hizo el frutero terminé después de quien hizo el cenicero, pero antes que
Flora.

2. Carolina, que no eligié hacer una maceta, fue la primera en terminar.

3. Martina terminé antes de que estuviesen terminados el cenicero, que no fue obra
de Elvira, y las palmatorias.

Soluciéon: Dispongamos la informacion original, y la que se deduzca en el proceso de
solucion, en una tabla, como sigue:

Orden de terminacion 1 2 3 4 5

Nombre de la artesana

Obra maestra

Indicaremos la precedencia con el simbolo —. Por ejemplo, para indicar que quien hizo
el frutero terminé después de quien hizo el cenicero, pero antes que Flora escribiremos
h(ce) —h(fr) —» F. 1. La premisa 2 dice que Carolina fue la primera, y la premisa 1
establece que h(ce) —h(fr) — F. Esto uUltimo sélo deja dos posibilidades: cenicero (2°)
—frutero (3°) —Flora (42) o cenicero (3°) —frutero (4°) —Flora (5?). La primera no es
posible porque entonces Martina hubiera acabado en primer lugar segun la premisa
3, y esto contradice el hecho de que Carolina fue la primera. Entonces: Carolina fue la
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primera, Martina la segunda, el cenicero fue hecho de tercero, el frutero de cuartoy
Flora fue la quinta en terminar. Traslademos estos resultados a la tabla anterior:

Orden de terminacion 1 2 3 4 5
Nombre de la artesana Carolina Martina Flora
Obra maestra cenicero frutero

2. También por la premisa 3 se sabe que Martina terminé antes de que hicieran las
palmatorias. Esto deja las palmatorias en quinto lugar. Ademas, Elvira no hizo el
cenicero. Estosignifica que en latabla anterior Elvira no puede ocupar la columna 3.
Se configura entonces una nueva tabla:

Orden de terminacién 1 2 3 4 5
Nombre de la artesana Carolina | Martina Elvira Flora
Obra maestra cenicero | frutero palmatorias

3. Finalmente: de la tabla anterior se deduce que Blanca terminé en tercer lugar.
Ademas, Carolina no hizo la maceta, y esto significa que la hizo Martina, lo cual
implica que Carolina hizo el perro. Los resultados finales se muestran en esta

ultima tabla:
Orden de terminacién 1 2 3 4 5
Nombre de la artesana Carolina | Martina Blanca Elvira Flora
Obra maestra perro maceta | cenicero frutero palmatorias

La prueba conocida como LSAT, Law Schools Admission Test, constituye uno de los
criterios de admision mas importantes para las escuelas de Derecho en los Estados
Unidos. El examen incluye problemas de razonamiento légico y de razonamiento
analitico. En los de razonamiento l6gico es usual encontrar un razonamiento (o un
didlogo), y una pregunta relativa al mismo. Una habilidad esencial para responderla
es encontrar premisas implicitas o conclusiones implicitas. Los problemas de este
tipo generalmente presentan un texto y piden sefalar, entre un conjunto dado de
opciones, la razén que mas debilitaria (o fortaleceria) el argumento. El valor de
este tipo de ejercicios, en el plano argumentativo, es innegable. También es usual
gue una pregunta presente un razonamiento equivocado, y pida encontrar, entre
cinco opciones, aquella en la que se incurra en el mismo tipo de error. Es frecuente,
igualmente, que el examen pida diagnosticar, sin lenguaje técnico, el error presente en
un argumento. En los problemas de razonamiento analitico se presenta un conjunto
de condiciones, al estilo de los dos problemas légicos que resolvimos anteriormente,
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pero esta vez seguidas de un grupo de preguntas basadas en ellas. Esta parte del
examen pone a prueba la habilidad para el manejo simultaneo de informacién
complejay para efectuar procesos de deduccién formal. Los dos problemas siguientes
corresponden a las dos clases de problemas mencionadas, y aparecen propuestos en
LSAT, Comprehensive program de Kaplan Publishing, una de las obras mas completas
y detalladas de preparacion para este examen que, incidentalmente, es considerado
como muy dificil.

Ejemplo 2.40 Considere este razonamiento: La imprenta produjo libros que resultaron
ser significativamente mas econémicos que las ediciones manuscritas. La demanda de
libros impresos en los primeros afios después de la invencién de la imprenta fue muy
superior a la demanda que habia existido antes por libros manuscritos. EI aumento
demuestra que ocurridé un ascenso dramatico en el nimero de personas que aprendieron
a leer en los aflos que le siguieron al inicio de la produccion de libros en la imprenta.

¢Cudl de las siguientes afirmaciones, de ser cierta, nos llevaria a dudar del razo-
namiento?

(A) Durante los primeros afios después de la invencién de la imprenta, hubo un
aumento dramético en la practica de escribir cartas sin la ayuda de escribanos o
secretarios.

(B) Los libros producidos en la imprenta a menudo exhiben comentarios escritos en
los margenes, a mano, por las personas que compraron los libros.

(Q) En los primeros afios después de la invencién de la imprenta, los libros impresos
fueron adquiridos, principalmente, por personas que siempre habian comprado
y leido libros manuscritos costosos, pero ahora podian comprar, por el mismo
dinero, una mayor cantidad de libros impresos.

(D) Los libros producidos en la imprenta durante los primeros afios después de su
invenciéon a menudo eran rotados entre amigos en clubes de lectura informales o
en bibliotecas.

(E) Los primeros libros impresos, publicados después de la invencién de la imprenta,
hubieran sido inUtiles para personas analfabetas, dado que los libros casi no tenian
ilustraciones.

Solucion: El texto concluye que después de que se empezé a usar la imprenta para
producir libros aumenté de manera dramatica el nUmero de personas que aprendieron
a leer. La justificacion es que aumenté la demanda de libros, cuando la imprenta
los hizo mas econémicos. En resumen, el argumento es este: aumenté la compra de
libros; por lo tanto, aumenté el niumero de lectores. El razonamiento supone que
si se compran mas libros, mas gente estd leyendo. Pero eso no tiene por qué ser
verdad: si cierto barén hubiera empezado a comprar un nimero elevado de libros en
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aquella época (tal vez aprovechando la reduccion en el precio), la demanda hubiera
aumentado sin incrementarse la alfabetizacién. En consecuencia, debemos buscar
alguna afirmacion que rompa la asociacién entre una mayor demanda de libros y un
mayor indice de lectores.

La opcién (A) dice que aumentd el niumero de cartas escritas sin escribanos. Esta
opcion es tentadora, porque es un indicio de que aumentoé el niumero de personas
que podian escribir por si mismas. Sin embargo, esta opcion se refiere al nimero
de personas que escribian, no al numero de personas que leian. A pesar de estar
relacionados entre si, estos son conceptos diferentes, y el razonamiento se refiere a
leer, no a escribir. En todo caso, aun si no hiciéramos la distinciéon entre leer y escribir,
esta opcidon ayudaria a fortalecer el razonamiento, no a debilitarlo; recordemos que
debemos ponerlo en duda.

La opcién (B) sefala que las personas que compraban los libros a menudo les hacian
comentarios marginales. Esto indica que los libros no sélo eran comprados, sino leidos.
Sin embargo, esto no controvierte el hecho de que mas gente hubiera aprendido a
leer. De hecho, esta observacion no afecta el razonamiento.

La opcién (C) indica que los principales compradores de libros fueron los mismos
individuos que adquirian libros antes de la imprenta, s6lo que ahora aumentaron su
demanda de textos en vista del precio mas econémico. Esta es precisamente la opcién
que buscamos: es evidente que, si esta afirmacién es cierta, la idea de que aumentdé
el numero de lectores colapsa. Son, en efecto, los mismos lectores, pero comprando
mas libros. La respuesta es C.

La opcién (D) afirma que los libros impresos a menudo fueron rotados en clubes de
lectura. Esto ciertamente no controvierte el hecho de que aumenté el nimero de
lectores. Es mas, no nos dice nada sobre lo que sucedia antes de que existieran libros
impresos, lo que nos impide comparar los patrones de lectura previos a la imprenta
y posteriores a ella. Por ejemplo, si también existian clubes de lectura antes de la
imprenta, esta afirmacion no afectaria el argumento.

La opcion (E) dice que los primeros libros impresos no tenian ilustraciones, por lo
cual eran inutiles para analfabetos. De nuevo, como en el caso de la opcién (D), esta
afirmacion no se pronuncia sobre el mundo previo a la imprenta, impidiendo asi una
comparacién efectiva. No obstante, la opcion (E), como la (D), ofrece elementos para
fortalecer el argumento: los clubes de lectura tendrian un efecto multiplicador frente
al numero de lectores, y los libros sin ilustraciones exigen verdaderos lectores de
textos. Recordemos que estamos buscando informacién que debilite el razonamiento.
Las opciones (D) y (E) no nos ayudan.
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Ejemplo 2.41 En una programadora radial disponen de siete espacios consecutivos
para cierta transmisién, numerados de 1 a 7. La programadora llenara estos espacios
con exactamente seis canciones —G, H, L, O, P, S— y exactamente un boletin de
noticias. A cada una de las siete grabaciones se le asignara un espacio distinto, y todas
las grabaciones son de la misma extensién. La transmisién esta sujeta a las siguientes
restricciones:

1. L debe transmitirse inmediatamente antes que O.

2. El boletin de noticias debe transmitirse en algin momento posterior a la
transmisién de L.

3. Entre G y P deben existir dos espacios para transmisién, bien sea que G venga
antes que P o que P venga antes que G.

Si G se transmite de segunda, ¢cudl de las siguientes grabaciones se transmitira de
tercera?

(A) El boletin de noticias.
(B) H
Q@ L
(D) O
(E) S

Solucion: En la tabla siguiente se han numerado, desde 1 hasta 7, los espacios
consecutivos de transmision. En ellos debemos programar las seis canciones (G, H,
L, O, P, S) y el boletin de noticias (que llamaremos B), todos de igual largo y sin
repeticion.

1. Simbolicemos con LO la primera restriccion: L debe transmitirse inmediatamente
antes de O.

De esta condicion se desprenden dos consecuencias: O no puede ir en el espacio 1, y L
no puede ir en el espacio 7 ;Por qué?) Representemos estos hallazgos en la tabla, asi:

1 2 3 4 5 6 7
?

-0
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2. Lasegunda condicién dice que el boletin de noticias, (que hemos decidido llamar B)
debe transmitirse en algun momento posterior a L. Entonces B debe venir después
de L, pero no es necesario que venga inmediatamente después. De hecho, no
aparecera inmediatamente después, porque ese espacio lo ocupa O. Una manera
de representar este tipo de relaciones, frecuente en los problemas de légica, es
mediante el uso de puntos suspensivos: LO ... B

De lo anterior podemos concluir que B no puede ocupar ni el primer puesto ni el
segundo en la programacién de los espacios y que L no puede ocupar el lugar 6.
Llevamos esta informacion a la tabla:

1 2 3 4 5 6 7

-0 -B -L -L

3. La tercera restriccion sefiala que entre G y P deben existir dos espacios para
transmisién, y que no es necesario que G o que P venga primero. Podemos
representar estos espacios intermedios con guiones (un guién por espacio),
recordando mediante una disyuncién que ni G ni P tienen un puesto fijo, asi:

(G--P)v(P--G)

A diferencia de lo que sucedié con las restricciones anteriores, de esta no podemos
concluir nada definitivo sobre el orden de las grabaciones. Pasemos al supuesto
contenido en la pregunta: G se transmite de segunda, y representemos esta
informacién adicional en la tabla:

1 2 3 4 5 6 7
G ?
-0 -B L L

Ahora, dado que P debe estar separada de G por dos espacios intermedios, concluimos
que P tiene que ocupar el lugar 5:

G ? P
-0 -B i =l

Volvamos a la restriccion LO ... B. L no puede ir en el espacio 1, dado que necesitaria
a O en el espacio 2, y ese lugar estd ocupado por G. Por similar razén L no puede ir
en el espacio 4. Como ya se habian descartado 6 y 7 para L, se concluye que L va en
el espacio 3. Representémosla, sequida de O, que tiene que venir inmediatamente
después de L.
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1 2 3 4 6 7
G P
-0-B -B L -L

Se concluye entonces que la respuesta es la C.

Ejercicio 2.42 Con los mismos datos y restricciones del problema anterior, ;cual es la

respuesta correcta a la pregunta siguiente?

¢El espacio en el que se transmitird O estarda completamente determinado si se

transmite G en cual de los siguientes espacios?

(A) Primero
(B) Tercero
(C) Cuarto
(D) Quinto
(E) Sexto

1. califique cada una de las afirmaciones siguientes como verdadera o como

falsa

a.

C.
d.

. Justifique su respuesta:

Se puede mostrar, haciendo explicitos todos sus elementos, que el
razonamiento “El aborto no es aceptable pues ningin crimen lo es”, es
un silogismo de la forma eio-1.

El razonamiento “Llegué retardado a clase. Porque no me levanté
temprano. Y cada vez que me levanto temprano, no llego retardado a
clase”, es un razonamiento falaz.

Para algun valor de n el silogismo de la forma aao-n es valido.

Los silogismos del modo oai son invalidos, no importa cual sea la figura.

2. Determine la forma de estos silogismos:

a.

Todos los cetaceos son acuaticos.
Algunos mamiferos son cetaceos;
Entonces, algunos mamiferos son acuaticos.

Ningun cientifico es irresponsable
Todos los ociosos son irresponsables;
luego, ninguin ocioso es cientifico.
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En los puntos a—e se dan las dos premisas de un silogismo en forma estandar.
Determine, si existe, una posible conclusion tal que el silogismo es valido.
Determine la forma del mismo.

a. Ningun mamifero respira por branquias.
Todos los solipedos son mamiferos;
luego...

b. Todas las personas cultas son atentas.
Algunos funcionarios no son atentos;
luego...

c.  Ningun gas tiene volumen constante.
Todos los gases son cuerpos.
luego...

d. Todos los atletas cuidan su salud.
Nadie que cuida su salud es vicioso;
luego...

e. Todos los planetas estan sujetos a la gravedad.
Las estrellas fijas no son planetas;
luego...

¢Es posible construir un silogismo valido en el cual las dos premisas son
particulares?

Indique las reglas no satisfechas por los silogismos invalidos, de las formas
siguientes:

a. aaa-2 b. eao-4 c. iaa-3 d. oai-3.

Considere el razonamiento siguiente: Si es cierto que algunos insectos no
tienen alasy que todos los insectos son animales articulados, entonces algunos
animales articulados no tienes alas.

a. Escriba las premisas y la conclusion del razonamiento.

b. Determine los términos mayor, menor y medio.

c. Confronte el razonamiento con las condiciones S2 a S6 y decida si es 0 no
valido.

Determine la forma del silogismo siguiente y decida sobre su validez. Si es
invalido, detenga su analisis tan pronto encuentre una regla S2-S6 que asi lo
indique:

Todo el que estudia cuidadosamente obtiene resultados aceptables en sus
examenes. Ningun haragan estudia cuidadosamente. Entonces, ningun
haragéan obtiene resultados aceptables en sus exdmenes.

¢Encuentra alguna relacion entre el resultado que obtuvo en el punto anterior
y la falacia de la negacion del antecedente? Explique su respuesta.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Escriba un silogismo de la forma iai-3. (Los ejemplos en los que se desprestigia
a profesionales o a sus profesiones son de muy mal gusto y, por lo tanto, no
son bienvenidos). Después, decida sobre la validez del silogismo, usando los
dos criterios vistos.

Premisa 1.
Premisa 2.
Conclusion

Indique alguna regla S2-S6 no satisfecha por los silogismos de la forma
oai-3.

Subraye la opcién correcta: De las dos afirmaciones siguientes, (ambas) (sélo
a) (sélo b) (ninguna) establece(n) que “Tener actitud positiva” es condicién
suficiente para “no deprimirse con facilidad”:

a. No se deprime con facilidad, si tiene actitud positiva.

b. Sino tiene actitud positiva, entonces se deprime con facilidad.

Considere esta observacion de un funcionario a uno de sus subalternos:

"Usted no me presté atencién. Porque malinterpreté mis indicaciones, y esto
no pasa cuando me presta atencién”. Aqui se identifica un razonamiento que
tiene estos elementos:

Premisa 1.
Premisa 2.
Conclusion

Ahora, subraye las opciones correctas: El razonamiento anterior (presenta) (no
presenta) la falacia de afirmacion del consecuente (pero no) (pero si) (ni) la de
negacion del antecedente.

Las proposiciones siguientes son la premisa mayor y la premisa menor de un
silogismo valido. Escriba la conclusion, determine la forma y pruebe que es
valido.

P, Todos los viciosos son irresponsables.

P, Algunos deportistas no son irresponsables.

C.

El propietario de una joyeria tiene 10 diamantes, nueve de ellos con
exactamente el mismo peso y el décimo con un peso ligeramente diferente. Los
diamantes estan mezclados. El problema es seleccionar el diamante diferente
y decir si es mas pesado o mas liviano que los otros, utilizando sélo tres veces
la balanza.

Alicia sabe que el ledbn miente siempre en lunes, martes y miércoles y que
nunca miente en los otros dias; a su vez, el unicornio miente siempre en jueves,
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16.

17.

18.

19.

viernes y sabado, pero nunca miente en los otros dias. Con este corto didlogo
entre leén y unicornio, ¢sabe Alicia qué dia es?

Ledn: —Ayer tenia que mentir.

Unicornio: —Ayer tenia que mentir.

El juego que se describe a continuacién es conocido como “La torre de Hanoi”.
Consta de tres pivotes y un nimero no fijo de discos ordenados, segun el
diametro, de mayor a menor, colocados en el primer pivote. El problema
consiste en pasar los discos al tercer pivote de tal manera que al final queden
ordenados en la misma forma. Se puede mover sélo un disco a la vez —el de la
cima en la pila—, se puede usar como auxiliar el segundo pivote, y nunca puede
quedar, en ninguno de los pivotes, un disco sobre otro de menor diametro.
Resuelva el problema, para tresy para cuatro discos. ; Cuantos movimientos se
requieren en cada caso?

Un pastor, acompafnado de un lobo, una oveja y un bulto de coles, debe cruzar
un rio, para lo cual debe usar un bote en el cual sélo hay espacio para él y uno
de los animales o para él y las coles. Es claro que sin la presencia del pastor, el
lobo se comeria a la oveja y esta las coles. Dado que el lobo no es vegetariano,
el pastor puede dejar al lobo con las coles. Ademas, si se requiere, en algun
momento puede cruzar el rio yendo solo en el bote. ;Qué debe hacer el
pastor?

Tres misioneros y tres canibales se encuentran a la orilla izquierda de un rio 'y
desean pasar a la orilla opuesta, para lo cual cuentan con un bote que tiene
capacidad para dos personas. ; Cémo pueden pasar todos a la orilla opuesta,
si en ningln momento en ninguna orilla puede haber mas canibales que
misioneros? (En las comunidades canibales la restriccion se da al contrario: los
canibales no quieren correr el riesgo de ser evangelizados).

De los tres prisioneros que habia en una cierta celda, uno tenia vision normal,
otro sélo un ojo y el otro era completamente ciego. El carcelero les dijo a
los prisioneros que, de tres gorros blancos y dos rojos, seleccionaria tres para
poner uno en la cabeza de cada prisionero. Nadie podria ver qué color le
habia correspondido. El carcelero ofrecié la libertad al prisionero con vision
normal, si podia decir qué color usaba, pero amenazandolo con ejecucion
si respondia incorrectamente. El primer prisionero no pudo decir qué color
tenia. A continuacién el carcelero hizo el mismo ofrecimiento al prisionero de
un solo ojo, pero tampoco este acertd. Aun cuando no pensaba en molestarse
haciendo el ofrecimiento al prisionero ciego, el carcelero accedié a hacerlo,
cuando este se lo solicité. El prisionero ciego dijo:

iNo necesito de mi vista; de lo que mis companferos de celda han dicho “veo
claramente” que el color de mi sombrero es 1 ¢Cémo lo supo?
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20.

21.

22,

23.

24,

Considere un tablero de ajedrez en el cual las filas estdan numeradas de 1 a 8,
a partir de la base, y las columnas indicadas por letras de a a h, de izquierda
a derecha. Suponga que en un momento determinado hay sélo cuatro fichas
en el tablero, asi: rey negro, en a8; pedn blanco, en h2; alfil blanco, en g1y
rey blanco en 8. El problema es este: Acaban de mover las negras. ; Cual fue
su movimiento? ;Cual fue el movimiento de las blancas justo antes de ese
movimiento de las negras?

Tres hombres terriblemente celosos llegan a la orilla izquierda de un rio, en
companiia de sus esposas. Las seis personas deben pasar a la orilla opuesta,
en un bote con capacidad para sélo dos personas. Ninguna mujer puede
quedarse en compafia de un hombre, a menos que su esposo esté presente.
¢Como hacerlo?

En cierta comunidad mitica los politicos nunca dicen la verdad y los no-politicos
siempre dicen la verdad. Un extranjero se encuentra con tres nativos de tal
comunidad y le pregunta al primero de ellos: “;Es usted politico?”. El nativo
responde la pregunta. El segundo nativo dice entonces que el primer nativo
nego ser un politico. El tercer nativo dice que el primer nativo si es un politico.
Sobre la base de esta informacién justifique estas afirmaciones: el segundo
nativo es no-politico y sélo uno entre el primero y el tercero es politico.

Un problema de razonamiento: Elisa, Carla, Angeles y Esther son artistas de
gran talento. Una de ellas es danzarina, otra es cantante, otra es pintora y
la otra es escritora, no necesariamente en este orden. Se sabe que: 1. Elisa 'y
Angeles estaban entre los asistentes al concierto de estreno de la cantante. 2.
La pintora ha hecho retratos en vivo de Carla y de la escritora. 3. La escritora,
cuya biografia de Esther fue un best-seller, piensa escribir una biografia
de Elisa. 4. Elisa nunca ha oido hablar de Angeles. ; Cual es cada una de las
artistas?

Avelino y cuatro jovenes asisten a clases de Inglés y de Matematicas en la
misma academia de la ciudad. Partiendo de las pistas que vamos a exponer,
deduzca el nombre completo de cada estudiante (uno se apellida Cisneros) y
a qué horas tiene la clase de Inglés y la de Matematicas:

1. Todas las clases de la academia empiezan a las horas en punto y duran 50
minutos. El primer periodo comienza a las 8 de la manana.

2. Los 5 estudiantes han terminado sus clases de Inglés y de Matematicas a
la 1.50 en la tarde, y todos tienen sus clases de Inglés y de Matematicas en
horas consecutivas, aunque el orden varia. Ninguno de los cinco coincide
con otro en ninguna de las clases.

3. Ninguno de los cinco va a clase de Inglés a la una.

4. La Unica chica que tiene clase de Inglés o de Matematicas a las ocho
coincide todos los dias con Alcafiz en la cafeteria a las 10.15 de la
mafnana.
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25.

26.

5. Deva tiene clase de Matematicas durante la hora siguiente a la de Lupe.

6. Alejo, que no se apellida Deva, tiene clase de Inglés mientras Blanes la
tiene de Matematicas, y clase de Matematicas mientras Blanes la tiene de
Inglés.

7. Antes de que Escudero vaya a clase de Inglés o de Matematicas, Nicolas
ha terminado ya las suyas.

8. Nélida, que no se apellida Blanes y que tiene la clase de Inglés antes que
la de Matematicas, ha terminado sus clases a las 11.50 (Tomado de Los
mejores problemas I6gicos 2, Moore, R., p. 124, 1991).

El siguiente problema légico es conocido como “el acertijo de Einstein”:

En cada una de cinco casas de color diferente vive una persona con diferente
nacionalidad. Los cinco duefios beben una determinada bebida, fuman una
determinada marca de cigarrillos y tienen una determinada mascota. Nin-
guno tiene la misma mascota, fuma la misma marca de cigarrillos o bebe la
misma bebida. La pregunta es: ;Quién tiene el pez? Esta es la informacion
disponible:

1. El britanico vive en la casa roja.

2 El sueco tiene como mascota un perro.

3 El danés toma té.

4. La casa verde esta a la izquierda de la casa blanca.

5. El duefio de la casa verde toma café.

6. La persona que fuma Pall Mall tiene un péjaro.

7 El duefio de la casa amarilla fuma Dunbhill.

8. El que vive en la casa del centro toma leche.

9. El noruego vive en la primera casa.

10. La persona que fuma Blends vive junto a la que tiene un gato.

11. La persona que tiene un caballo vive junto a la que fuma Dunbhill.

12. El que fuma Bluemaster bebe cerveza.

13. El aleman fuma Prince.

14. El noruego vive junto a la casa azul.

15. El que fuma Blends tiene un vecino que toma agua.

Bevex, un edulcorante artificial que sélo se usa en gaseosas, produce cancer
en ratones, pero solo cuando se consume en cantidades muy grandes. Para
ingerir una cantidad de Bevex equivalente a la que les dieron a los ratones en
los estudios pertinentes, una persona necesitaria tomarse 25 latas diarias de
gaseosas endulzadas con Bevex. Por esa razon, Bevex no genera problemas de
salud para las personas.

Para poder concluir adecuadamente que Bevex no genera problemas de salud
para las personas, ;cual de las siguientes afirmaciones debe ser cierta?

El cancer resultante del consumo de sustancias carcinogénicas se desarrolla
mas lentamente en ratones que en personas.



Capitulo 2. El silogismo categérico

Sitodos los aditivos parala comida que se usan actualmente fueran examinados,
algunos demostrarian ser carcinogénicos para los ratones.

La gente toma menos de 25 latas de gaseosa endulzada con Bevex cada dia.

Las personas pueden obtener importantes beneficios para su salud si controlan
su peso a través del consumo de gaseosas endulzadas con edulcorantes
artificiales.

Algunos de los estudios sobre Bevex no se relacionaban con la pregunta acerca
de si Bevex produce o no cancer en las personas.

EJERCICIOS DE OPCION MULTIPLE

Instrucciones generales. Lea cuidadosamente los enunciados y seleccione la Unica
respuesta u opcion correcta en cada caso. No consulte respuestas individuales. En
lugar de ello anote sus respuestas y después compare con las respuestas que se
proporcionan al final del texto.

1. "Algunos ex presidentes colombianos reciben la pension presidencial”. La
proposicién anterior es de tipo:

(A) a
(B) e
@ i

(D) o
(E) u

2. ¢Cual de las siguientes es una proposicién categérica en la que el predicado
estd distribuido, pero el sujeto no lo esta?

(A) Todos los abogados son amables.

(B) Algunos bueyes son animales de tiro.

(C) Dos de cada tres gerentes no son melancélicos.
(D) Ningun pinguino vuela.

(E) Casitodas las azafatas son cantantes.

3. Todos los siguientes son silogismos (aunque no sean validos), excepto:

(A) Todos los cartageneros son alegres. Lo anterior se desprende del hecho de
que algunos cartageneros no son médicos, y ningiin médico es alegre.

(B) Algunas liebres no son amables, y toda persona amable es alemana. En
consecuencia, algunas liebres son alemanas.

(C) Todo ornitorrinco nada, y ningin nadador corre. Por lo tanto, algunos
ornitorrincos corren.
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(D) El 30% de los colombianos fuma, y el 15% de los fumadores contrae
cancer. Por lo tanto, algunos colombianos contraen cancer.

(E) Algunos pensadores son agiles, y ningun ser agil es afortunado.
Ciertamente, algunos seres agiles son pensadores.

4. ;Cuél es el modo del siguiente silogismo?: “Ningun explorador es tacafio,
dado que los seres tacafios les temen a las alturas, y ningun ser que le tema a
las alturas es explorador”.

(A) aee
(B) aee-3
(C) aee-4
(D) eae
(E) eae-3
(F) eaa
@ 4

5. ¢Cual es la figura del siguiente silogismo?: “Todos los 0sos comen peces de rio.
Ningun ser que coma pez de rio tiene buen aliento. Por lo tanto, ningun oso
tiene buen aliento”.

(A) aee-2
(B) aee
@ 1

(D) 2

(E) eae-2
(F) eae

6. ¢Cudl es la forma del siguiente silogismo?: “Algunos animales son afables.
Todos los seres afables tienen espinas. En consecuencia, algunos seres con
espinas no son animales”.

(A) iao
(B) iao-3
(C) iao-4
(D) 3

(E) aio
(F) aio-4

7. ;Cual de los siguientes es un silogismo vélido?

(A) Algunos samaritanos no son fisiculturistas, y ningun fisiculturista es
alegre. En conclusién, todos los samaritanos son alegres.
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(B)

(@)

(©)

(E)

Todo roedor es inquieto, y todo felino es inquieto. Por lo tanto, algunos
roedores no son felinos.

Ningun guarda duerme mientras trabaja. Esto es asi, dado que todo
guarda medita, y ninguna persona que duerme mientras trabaja
medita.

Ningun musico se aburre. Esto es evidente, si tenemos en cuenta que
algunas personas que se aburren no son creativas, y ademas que ningin
musico es creativo.

Algunos viajeros no son buenos deportistas, y algunos viajeros no
son tranquilos. En consecuencia, algunos buenos deportistas no son
tranquilos.

8. ¢Cual de los siguientes es un silogismo invalido por incumplir el criterio S3
(“Todo término distribuido en la conclusion debe estarlo en la premisa que lo
contiene”)?

(A)

(B)

(@]

(©)

(E)

Algunos magos no son profundos. Podemos concluir lo anterior, por dos
razones: Ninguna persona profunda es rapida con sus manos, y todo
mago es rapido con sus manos.

Todo almirante es atleta. Es correcto llegar a la anterior conclusion, si
recordamos que ningun almirante es docil, y que algunos atletas no son
ddciles.

Algunos comerciantes son correctos, dado que todo comerciante es agil
con los nimeros, y dado que algunas personas buenas con los numeros
no son correctas.

En vista de que ningun gato es sacrificado cada afo, y de que ningun
gato es buey, entonces es claro que algunos bueyes son sacrificados cada
afno.

Algunos comerciales son violentos, y ninglin comercial es un programa
de television. En consecuencia, algunos programas de television no son
violentos.

9. Un silogismo de forma eae-1 contiene la siguiente proposicién: “Ningun
saltimbanqui escala montafas”. El término medio del silogismo es “nadador”.
¢Qué podemos decir correctamente sobre este silogismo?

(A)

(B)

©

Su premisa mayor afirma que el término “saltimbanqui” no esta
contenido, en su totalidad, dentro de la categoria “nadadores”.

Su premisa menor afirma que el término “nadador” esta contenido, en
su totalidad, dentro de la categoria “saltimbanquis”.

El término “nadador” esta distribuido en la conclusion, pero no en la
premisa menor.
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10.

11.

12.

13.

(D) El término “nadador” esta distribuido en exactamente una premisa.

(E) El término “nadador” esta distribuido en exactamente dos premisas.

“Todo actor es modelo, dado que algun cibernauta es actor y ademas que
todo cibernauta es modelo”. ;Cual es el modo del silogismo anterior?

(A) aia

(B) aia-3
(O©) iaa
(D) iaa-1
(E) aai

(F) No tiene modo porque en realidad no es un silogismo.

Considere las siguientes premisas, que no estan en ningun orden particular:
“Todo maestro es paciente. Algunas personas alegres no son pacientes”.
Si afadimos una de las siguientes afirmaciones como conclusiéon de estas
premisas, ;cual produciria un silogismo valido?

(A) Algunas personas alegres son maestros.

(B) Algunas personas alegres no son pacientes.
(©) Ningun maestro es alegre.

(D) Algunas personas alegres no son maestros.

(E) Ninguna persona alegre es maestro.

¢En cudl de las siguientes oraciones aparece “vestirse a la moda” como una
condicidn suficiente?

(A) Todo el que se viste a la moda va a ir a la fiesta.
(B) Sino se viste a la moda, no podra entrar a la discoteca.

(C) Solo si se viste a la moda, serd admitido a nuestro exclusivo y apetecido
club.

(D) Se viste ala moda, si compra nuestro nuevo conjunto de verano coleccion
2007.

(E) No les daremos tarjetas de invitacion al ExpoShow a quienes no se vistan
a la moda.

¢En cudl de las siguientes oraciones aparece “programar una reunién” como
una condicidn suficiente y necesaria?

(A) Si programamos una reunion, te doy mi teléfono; pero si no lo hacemos,
me abstendré de darte mi teléfono.

(B) Solo si programamos una reunion alcanzaremos a cumplir las metas;
eso quiere decir que la Unica manera de cumplir las metas consiste en
programar una reunion.
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14.

15.

16.

(@)

(©)

(E)

Si programamos una reunién, nos rinde el tiempo; es mas, sélo si
programamos una reunion, te obsequio la agenda que te interesaba.
Todo aquel que programe una reunion serd admitido al proceso de
seleccion, pero no al revés.

Quienes no programen una reunién habran perdido su tiempo en este
evento.

¢Cual de los siguientes razonamientos constituye una falacia de afirmacion
del consecuente?

(A)

(B)

©

(©)

(E)

Si alguien mueve esta planta, me dejara sin luz solar. Claramente alguien
me dejo sin luz solar, porque movié la planta.

Cualquiera que sepa esquiar puede nadar. Noté que Jaime pudo nadar.
Evidentemente, Jaime sabe esquiar.

Sélo si un individuo es socio vitalicio del club, el club organiza una fiesta
en su honor. Vi que el club organizé una fiesta en honor de Rodrigo. En
consecuencia, Rodrigo es socio vitalicio del club.

Si me gano el concurso, me mandan a Canada. No me gané el concurso.
Lastimosamente, eso quiere decir que no me van a mandar a Canada.

Si no lleno los formularios a tiempo, no me dan el acta de grado. Me
dieron el acta de grado. Por lo tanto, Ilené los formularios a tiempo.

¢ Cudl de los siguientes muestra una proposicion en la que “vestirse de negro”
es una condicion suficiente (y no necesaria)?

(A)
(B)
(@)
(©)
(E)

Nos vestimos de negro y fuimos al matrimonio.

Vamos al coctel si nos vestimos de negro.

Comemos ostras o nos vestimos de negro, pero no ambas.
Si vamos al matrimonio, entonces nos vestimos de negro.

Nos invitan a la ceremonia si y sélo si nos vestimos de negro.

¢En cual de los siguientes razonamientos vemos que “usar guantes” es una
condicion necesaria?

(A)

(B)
(@)
(©)
(E)

No voy a la comida de esta noche, y menos si la gente espera que yo use
guantes.

La préxima luna llena, si usas guantes, te llamo.
No voy al circo a menos que uses guantes.
Todo el que use guantes va a triunfar en la vida.

Sélo quien se protege del sol usa guantes.
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17. ¢Cual de los siguientes razonamientos muestra una falacia de afirmacién del
consecuente?

(A) Todos los martes vamos a cine. El préximo 13 de febrero es martes. Sobra
decir que vamos a ir al cine ese dia.

(B) Solo los que venden repuestos pueden distinguir una pieza original de
una pieza china. Mauricio vende repuestos. Por lo tanto, Mauricio puede
distinguir una pieza original de una pieza china.

(C) Yoséquequiename la musica de Madonna estéd atrapado en los ochentas.

No te preocupes, que Laura no esta atrapada en los ochentas, porque ella
odia la musica de Madonna.

(D) Es necesario hervir agua para hacer pasta. Al mediodia comimos pasta.
Por lo tanto, quien hizo la pasta hirvié agua.

(E) Yo te habia dicho que ibamos a la fiesta, si te dejabas de poner esas gafas
oscuras. Veo que te quitaste esas gafas oscuras. jQué bien, eso quiere
decir que vamos a la fiesta!

Respuestas a los ejercicios de opcion multiple
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Logica simbolica
Légica proposicional

3.1 INTRODUCCION

En el primer capitulo se indicé que la Logica tiene como objetivo diferenciar entre
razonamientos validos y razonamientos no validos, y en el segundo se consideré el
aporte de la l6gica aristotélica al logro de este objetivo, para el caso de los silogismos
categoricos. Sin embargo, como no todo argumento es silogistico —o susceptible
de ser puesto en forma silogistica equivalente—, los criterios estudiados resultan
insuficientes para decidir sobre la validez de los razonamientos deductivos en general.
En este capitulo aprenderemos que la l6gica simbdlica moderna proporciona criterios
mas generales de validez y herramientas de uso sistematico para la aplicacién de
tales criterios. Esto amplia la capacidad para decidir sobre validez de razonamientos
deductivos.

Para aplicar el criterio de validez de razonamientos provisto por la Iégica simbdlica,
el razonamiento debe ser representado con simbolos de un alfabeto previamente
establecido. Por esta razoén inicialmente nos referiremos al uso de la l6gica simbdlica
como sistema de representacién de informacién. Sin embargo, es necesario tener
siempre en cuenta que este uso es convencional, es decir, que deben convenirse
previamente su alcance y limitaciones, puesto que ningun sistema simbdlico logra
capturar con exactitud todos los matices y peculiaridades del lenguaje natural. Por
ejemplo, es un hecho que los enunciados “Juan es pobre y generoso” y “Juan es pobre
pero generoso” tienen significados diferentes en el lenguaje cotidiano. No obstante,
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veremos que los dos enunciados se representan de igual forma en el lenguaje de
la légica proposicional. Sin embargo, veremos también que estas simplificaciones
no afectan el valor practico del criterio de decision para validez de razonamientos
deductivos.

En espafol —y posiblemente esto es cierto en todos los lenguajes naturales— no
siempre los enunciados tienen un significado inequivoco. Por ejemplo, la expresion
“La vendedora entré colada por la puerta del estadio” tiene dos significados en
nuestra region, segun el uso del término “colada”. Uno de estos significados es
que la vendedora entré al estadio eludiendo el pago; el otro, que la vendedora
—presumiblemente vendedora de colada— entrd ese tipo de bebida a través de la
puerta del estadio. Andlogamente, la frase “Ayer vi a un sefior con un telescopio”
tiene dos significados posibles, como bien puede concluir el lector.

El uso del condicional proporciona ejemplos adicionales de ambigledad. Por
ejemplo, con la expresién “Juan me explica el problema si tengo alguna duda”, se
estd indicando que es suficiente tener alguna duda, para contar con la ayuda de Juan,
esto es, que tener alguna duda es condicién suficiente para recibir la explicacion de
Juan. En cambio, en la afirmacién “Juan me explica el problema, si tiene tiempo”,
el contexto permite pensar que “tener tiempo” es condicidbn necesaria para que
Juan le explique el problema. Las dos proposiciones tienen la misma estructura y, sin
embargo, el condicional esta utilizado con diferente propésito. La Idgica simbdlica
debe precisar significados para eliminar ambigledades como esta.

La multiplicidad de significados y funciones gramaticales de una misma palabra, el
empleo de expresiones idiomaticas y la carga emocional de las frases son algunos
factores que deben considerarse en el analisis de los argumentos para decidir sobre su
correccion o admisibilidad. Por esto, un primer paso en el desarrollo de herramientas
formales de analisis para validez de razonamientos deductivos es eliminar, en lo
posible, las imprecisiones y ambigledades propias del lenguaje natural. Con este
propodsito se construye un lenguaje formal, lo cual requiere:

1. Especificar el alfabeto utilizado.

2. Hacer explicitas las reglas para producir elementos del lenguaje y para decidir si
una cadena especifica es 0 no un elemento de ese lenguaje.

3. Asignar significados inequivocos a los elementos del lenguaje.

La logica simbélica moderna es un lenguaje que satisface estos requerimientos.
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3.2 EL LENGUAIJE DE LA LOGICA

PROPOSICIONAL, L(P)

La légica proposicional es un lenguaje formal que permite decidir acerca de la validez

o invalidez de una amplia clase de razonamientos deductivos, sobre la base de la

representacién simbélica de las proposiciones que intervienen en el razonamiento y

de las conexiones entre ellas.

El alfabeto o conjunto de caracteres de la l6gica proposicional, que representaremos

con P, tiene simbolos de cuatro clases:

1.

Simbolos de variables proposicionales o atomos: p, q, I, S,.... W (p,, Py..., Si s€

requiere).

Estos simbolos se utilizan para representar proposiciones atomicas, es decir,
proposiciones que no pueden descomponerse en otras mas simples. Ejemplos:

p: llueve, q: hace frio, r: hoy es martes.

Simbolos de conectivos (u operadores) l6gicos o proposicionales. Son los simbolos

que se presentan en la Tabla 3.1. Se utilizan en la representacién de proposiciones
compuestas, mediante una conexion entre los simbolos que representan las
proposiciones atémicas que las componen. Por ejemplo, con los simbolos p y q
como en el numeral 1 anterior, “llueve y hace frio” se representaria por pag, en
tanto que “llueve pero no hace frio” se representaria por pa-g. En la tercera
columna de la tabla se indica como se lee cada conectivo en una expresion de la
I6gica proposicional. Por ejemplo: —p se lee como “no p” o como “es falso que p”
o “p es falso”. En la ultima de la derecha se da un ejemplo para cada caso.

Simbolos de puntuacién. Son los paréntesis abierto “(” y cerrado ")". Se utilizan

para agrupar, con fines sintacticos o de claridad, partes de una expresion. Por
ejemplo, en lugar de escribir pvg=r escribiremos (pvq) = rop v (q = r), segun el
significado de la expresion representada.

Simbolos de constantes légicas. Son los simbolos V y F. Su significado se presenta

en la seccién 3.6.1.
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Tabla 3.1 Conectivos légicos o conectivos proposicionales
Simbolo Nombre usual En una formula se lee Ejemplo
= negacién no, es falso que sp:nop
v disyuncion o pvg:poq
A conjuncion y pAQ:pYyq
= condicional si... entonces... p = q:si p entonces q
=3 bicondicional ...siysélosi... poqg:psiysélosiq

Sellaman férmulas de la I6gica proposicional a las cadenas o expresiones resultantes de
concatenar o yuxtaponer simbolos del alfabeto P. Por ejemplo: p, =pvq, ((ng=s)=q),
y (==r & (r = = 1)), son formulas. Pero sélo las formulas que satisfacen ciertas reglas
de sintaxis, y que se llaman férmulas bien formadas, (FBF), hacen parte de lo que
Ilamaremos el lenguaje de la Iégica proposicional, L(P).

3.3 FORMULAS BIEN FORMADAS.
SINTAXIS EN LA LOGICA PROPOSICIONAL

El proceso de comprensiéon de una oracion en lenguaje natural requiere del analisis
sintactico. Este analisis permite decidir si la frase esta o no construida de acuerdo con
las reglas gramaticales propias del lenguaje. Por ejemplo, “el llanero solitario canta
una cancién”, es una frase sintacticamente correcta, pero no lo es “una el solitario
cancion llanero canta”. Cada lenguaje, natural o artificial, requiere un criterio para
decidir cudndo una cadena de simbolos de su alfabeto pertenece al lenguaje, es decir,
estd bien construida. En el caso particular del lenguaje de la légica proposicional
ese criterio debe concluir que una cadena como ((=g=s)=q) esta bien construida
—y por lo tanto pertenece al lenguaje L(P)— mientras que otra como (- r & (r - =
t)) presenta por lo menos un error de sintaxis y por lo tanto no pertenece a dicho
lenguaje.

Definicion 3.1 Las siguientes cadenas de simbolos de P, el alfabeto de la légica
proposicional, son formulas bien formadas y no hay otras que lo sean:

F1.Los simbolos de variables proposicionales o atomos: p, q, I, s,..., W.

F2.Las férmulas que resulten de anteponer a una formula bien formada el simbolo
de negacion .
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Por ejemplo, =p es férmula bien formada, porque p lo es. Y con base en esto, =—p
también es FBF.

F3.Las férmulas que resulten de conectar con un conectivo binario y después delimitar
con paréntesis, dos formulas bien formadas. Si Ay C son tales FBF, las nuevas FBF
seran (AvQ), (AAQ), (A=0Q) y (AsQ).

Por ejemplo, ya sabemos que —p es FBF y que también lo es q. Segun F3, (-pvQ)
es FBF. Porque conectamos mediante el conectivo v dos FBF y obtuvimos =pvq,
y después delimitamos con paréntesis la expresién resultante. Observe que
reiterando el argumento podemos concluir que ((-pvqg)=(s<r)) es una FBF.

Recuerde: Las cadenas que resulten de aplicar los casos anteriores son FBF y sélo ellas
lo son.

Ejemplo 3.2 Mostremos que ((p=q)r) es férmula bien formada.

Sabemos que p, g y r son FBF, segun F1. Entonces (p=q) es FBF, por F2. Finalmente,
también por F2, ((p=q)Ar) es una féormula bien formada.

Ejemplo 3.3 (p v or = 1) no es FBF. En efecto, cada vez que dos FBF se enlazan con un
conectivo binario el resultado debe delimitarse con paréntesis. Esto no es asi en p v
—r, ni en =r = t. Por lo tanto la férmula no es FBF.

Observacion 3.4 Note que, segun los casos descritos en la definicion 3.1, ninguna
de las cadenas pvq, =r=s, (pv r)=t es FBF y que la Unica razén para no serlo es la
ausencia de paréntesis exteriores. Pero, ¢ hay riesgo de ambigUedad por no utilizarlos?
Realmente no, pues los paréntesis determinan las subférmulas de una férmula dada,
asi que no es necesario usarlos como delimitadores de la férmula total, pues no hay
lugar a ambigledad. Esta es la Unica excepcidon que haremos al uso de los paréntesis
al calificar una férmula como FBF.

Observacion 3.5 A veces se hace una reduccién adicional del nimero de paréntesis,
mediante la adopcién de una jerarquia entre los conectivos. Haciendo uso de tal
jerarquia y de lo anotado anteriormente sobre los paréntesis externos, se escribiria
p=gar en lugar de (p=(q~r)). Sin embargo, aqui no haremos uso de jerarquia de
conectivos como elemento para eliminacién de paréntesis porque es preferible
mantenerlos, asi parezcan innecesarios, que correr el riesgo de alterar el significado
de una expresion o de obtener una expresién ambigua, por no utilizarlos.

11%€)
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3.4 CONTENIDO SEMANTICO
DE LAS FORMULAS BIEN FORMADAS

3.4.1 Introduccion

Ya consideramos la sintaxis de las cadenas de simbolos en el lenguaje L(P) y presentamos
un criterio para decidir cuando una férmula es férmula bien formada. Si este fuera el
Unico aspecto por considerar, la l6gica proposicional seria de poca o ninguna utilidad
para los propésitos de este curso. Sin embargo, dotando de significados a las férmulas
bien formadas se obtiene una aplicacion de la I6gica formal en la determinacién de la
validez o invalidez de una amplia clase de razonamientos deductivos.

Los conectivos légicos =, A, v, =, < son elementos del alfabeto P de la légica
proposicional que operan sobre atomos o féormulas y producen nuevas férmulas.
Estos conectivos seran presentados aqui en una doble perspectiva: para propésitos
de representacion simboélica, y definiéndolos mediante sus valores de verdad. En
el primer caso se utilizan para representar determinadas expresiones del lenguaje
ordinario; en el segundo se establece un criterio para asignar los valores V o F
—que interpretaremos como verdadero o falso— a las férmulas bien formadas. El
criterio para asignar a una FBF un valor V o F debe reflejar, en cada caso, el uso
dado al conectivo en la representaciéon simbdlica. En ambas perspectivas se mantiene
el acuerdo implicito en la comunicaciéon ordinaria, segun el cual el enunciado de
una proposicion declarativa lleva implicita la afirmacién de que lo que afirma es
verdad. Por ejemplo, cuando decimos “el oxigeno es necesario para la vida” estamos
afirmando que “es verdad que el oxigeno es necesario para la vida”. Igualmente,
la declaracién “Juan sabe inglés y aleman”, conlleva el significado “es verdad
que Juan sabe inglés y también lo es que sabe aleman”. La situacion es similar en
l6gica simbdlica: si el &tomo p simboliza una proposicién, la notacién p conlleva
el significado "p es verdadera”, o “es verdad que p”. Por ejemplo, si utilizamos el
simbolo p para representar la proposicion atoémica “el oxigeno es necesario para
la vida” la aparicién de p en una férmula debe entenderse como la afirmacion “el
oxigeno es necesario para la vida”. Como veremos, esta convencién se extiende a los
significados de las FBF.

En lo que sigue se describe la funcion de los conectivos ldgicos, especificamente
entre atomos. Posteriormente se generaliza su funcion para conectar férmulas en
general.
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3.4.2 Negacion

Supongamos que el atomo p representa la afirmacion p: Isabel es calculista. Entonces
cualquiera de las afirmaciones “lIsabel no es calculista”, “es falso que Isabel es
calculista”, “es un hecho que Isabel no es calculista”, “no es el caso que Isabel es
calculista”, formas de negar la afirmacién inicial, se representa con la férmula -p.
La FBF —p, que leeremos “no p"” representa la negacién de p. En el lenguaje natural
corresponde a las expresiones que se enuncian, a partir de la proposicién representada
por p, como “no p”, “es falso que p”, “no es cierto que p”, “p es falsa” y otras
equivalentes. Otros ejemplos: Si q representa la afirmaciéon a = b, =q representa la
afirmacion a = b; si con r representamos el enunciado ac A, entonces representaremos
con -r la afirmacién ag A.

3.4.3 Conjuncién

Si p y q representan proposiciones atémicas, la cadena de simbolos pAq (se lee “py
q") representa la conjuncién de tales proposiciones. Con esta férmula se representan
las expresiones que se enuncian, a partir de las proposiciones representadas por py q,

nou nou

como “pyq”, “p peroq”,
Indica la ocurrencia simultanea de los eventos enunciados por las dos proposiciones.

" ou

pytambién q”, “py sin embargo q”, y otras equivalentes.

Por ejemplo, si con p y g se representan las afirmaciones “Pedro es alto” y “Pedro es
delgado”, respectivamente, entonces la formula paq representa cualquiera de las
afirmaciones “Pedro es alto y delgado”, “Pedro es alto pero delgado”, “Pedro es
alto y sin embargo es delgado”, “Pedro es alto aunque también es delgado”, y otras
equivalentes. El simbolo pAq conlleva la afirmacion de que las dos proposiciones, p
y g, son verdaderas, tanto en el contexto de conjuncién copulativa: “Juan es pobre y
generoso”, como de conjuncién adversativa: “Juan es pobre pero generoso”.

Cabe aqui una observaciéon: en el proceso de representacion simbodlica es necesario
tener siempre presentes los significados convencionales. Por ejemplo: la proposicion
“Los numeros 2'y 7 son primos” es una proposicion compuesta, de la forma paq, pero la
proposicion “Los estudiantes Diego y Andrés son primos” es una proposicion atémica.

3.4.4 Disyuncion

Si p y q representan proposiciones atémicas, la cadena de simbolos pvq (se lee “p o
q"”) representa la disyuncién de tales proposiciones. Corresponde a las expresiones
del lenguaje natural que se enuncian, a partir de las proposiciones representadas

121
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por py g, como “poq”, “poqo ambas”, “por lo menos una, entre py q”, y otras
equivalentes. Indica que por lo menos una de las dos proposiciones es verdadera. Por
ejemplo, si p representa la proposicién “los funcionarios de la embajada saben inglés”
y q “los funcionarios de la embajada saben francés”, entonces la FBF pvq representa
las afirmaciones “los funcionarios de la embajada saben inglés o francés”, “los
funcionarios de la embajada saben por lo menos inglés o francés”, “los funcionarios
de la embajada saben inglés o francés o los dos”.

En el lenguaje cotidiano la disyuncién tiene dos usos. Uno de estos es conocido como
“inclusivo”: lo uno, o lo otro, o ambos; el segundo es conocido como “exclusivo”:
lo uno, o lo otro, pero no ambos. El primer caso se presenta, por ejemplo, cuando
decimos: Si ab = 0 entonces a =0 0 b =0, porque en este caso una opcién no excluye
a la otra porque puede suceder que ambos, ay b, sean 0. “Lleve con usted la cédula o
el pasaporte”, es también un ejemplo de uso inclusivo de la disyuncién. En contraste,
“Llegaré el miércoles en la noche o el jueves en la mafiana” y “Permitame ver su
cédula o su pasaporte” ilustran usos de la disyuncién en sentido exclusivo. En el
primero de estos casos es evidente que una alternativa excluye a la otra, pero en el
segundo la exclusién es convencional, pues aun cuando no se espera que el aludido
muestre ambos documentos, la expresién no indica que no pueda hacerlo.

El doble uso de la disyuncién en el lenguaje usual y la ambigtedad que de ello puede
derivarse, son incompatibles con la unicidad de significados deseable en un lenguaje
formal como lo es la l6gica simbdlica. Para eliminar tal ambigtiedad adoptaremos esta
convencién: La disyuncion “o” sera usada siempre en sentido inclusivo, es decir, el
simbolo pvq tiene siempre el significado “p, o g, 0 ambas”. El sentido exclusivo debe
ser declarado explicitamente utilizando la forma “... o ..., pero no ambos”, como en
“x pertenece al conjunto A o x pertenece al conjunto B, pero no a ambos”. Algunas
veces se usa la forma “o..., 0...” para significar que la disyuncion es exclusiva, como en
"0 x pertenece a A, o x pertenece a B”, pero esta practica no es tan generalizada como
para considerarla segura y nosotros no la utilizaremos con este significado. Tampoco la
notacién simbdlica es Unica para la disyuncién exclusiva, pero nosotros adoptaremos
unade las mas utilizadas: p © g. (Tenga presente que @ no es un conectivo proposicional;
es un simbolo creado para denotar un vinculo que, como veremos a continuacion,
puede expresarse por intermedio de los conectivos proposicionales ya definidos).

La cadena de simbolos p @ q indica que exactamente una entre p y q es verdadera,
es decir, que alguna de las dos es verdadera pero es falso que ambas lo son. Este
significado se puede expresar mediante los conectivos ya estudiados. En efecto:
“alguna de las dos es verdadera” se representa como (pvq); “ambas son verdaderas”,
se representa con (pAq); vy, “es falso que ambas son verdaderas” se representa con
=(pAq). Finalmente, “alguna de las dos (es verdadera) pero no las dos”, se representa
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con (pvg)a-(pAaq). Por esta razén adoptamos la siguiente definicion del conectivo
derivado “o exclusivo”, donde el simbolo = se lee “es l6gicamente equivalente a”:

P@q=(pva)a-(paq) (3.1)

3.45 Condicional

Si p y q representan proposiciones atémicas, la férmula p=q (se lee “si p entonces
g"” o, con menos frecuencia, “p implica q"), representa la relacién entre p y q que se
expresa en el lenguaje usual en cualquiera de estas formas: “si p entonces q”, “p s6lo
sig”, “qg, si p”, “es necesario g para p”, “es suficiente p para g”, “no p a menos que
g”, “no es posible que p y no q”, “p implica g” y las que les sean equivalentes. Por
ejemplo, si con py q representamos las proposiciones p: hoy es martes y g: mafana es
miércoles, con p = q representamos cualquiera de las siguientes afirmaciones:

Si hoy es martes, entonces mafiana es miércoles.

Hoy es martes, soélo si mafana es miércoles.

Mafana es miércoles, si hoy es martes.

Es necesario que maiana sea miércoles para que hoy sea martes.
Es suficiente que hoy sea martes para que mafana sea miércoles.
Hoy no es martes, a menos que mafiana sea miércoles.

No es posible que hoy sea martes y mafiana no sea miércoles.

uoin

En un enunciado condicional, la proposicion que acompafa a “si” es llamada
antecedente; la otra, que puede o no estar precedida de “entonces” es llamada
consecuente. Esto significa que al escribir la proposicién en cualquiera de las formas
“si p entonces q”, “si p, 9", o0 “q, si p”, p es el antecedente y q el consecuente. En la
proposicion “si hoy es martes, (entonces) mafiana es miércoles”, “hoy es martes” es
el antecedente y “mafana es miércoles” es el consecuente. Observe que la Ultima
expresion en la lista de usos del condicional equivale a, “No es posible que el
antecedenteseaverdaderoyque el consecuente seafalso”, unadelas caracterizaciones

mas significativas del condicional, como se ilustra en estos ejemplos:

1. Si es médico, entonces sabe anatomia = No es posible ser médico y no saber
anatomia.

2. Siun numero es divisible por 2, termina en cifra par =No es posible que un nimero
sea divisible por 2 y no termine en cifra par.

3. Si el silogismo es valido, satisface S2 = No es posible que el silogismo sea valido y
no satisfaga S2.
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Es necesario reiterar que el condicional nada afirma sobre la verdad del antecedente
o la del consecuente por separado; solo afirma que si el antecedente es verdadero,
el consecuente también lo es, o, en forma equivalente, que no es posible que el
antecedente sea verdadero y simultdneamente el consecuente sea falso. Esto significa
que el condicional puede considerarse como un conectivo derivado, en cuyo caso
podria definirse de esta forma:

p=q=-(pA-Qq) (3.2)

Ejemplo 3.6 Supongamos que los &tomos p y q representan estas proposiciones:

p: El entero n es divisible por 3.

g: Lasuma de las cifras del nUmero n es multiplo de 3.

iCada una de las 7 oraciones siguientes se representa simbolicamente como p = q':

1. Siel entero n es divisible por 3, entonces la suma de los digitos de n es multiplo de 3.
El entero n es divisible por 3 sélo si la suma de los digitos de n es multiplo de 3.

La suma de los digitos del niumero n es multiplo de 3 si n es divisible por 3.

A wWN

Es necesario que la suma de los digitos de n sea multiplo de 3 para que n sea
divisible por 3.

5. Essuficiente que el entero n sea divisible por 3 para que la suma de sus digitos sea
multiplo de 3.
6. Un entero no es divisible por 3, a menos que la suma de sus digitos sea multiplo de 3.

7. No es posible que un entero sea divisible por 3 y que la suma de sus digitos no sea
multiplo de 3.

Ninguna de las oraciones anteriores afirma que “el entero n es divisible por 3"
(antecedente), ni que “la suma de los digitos de n es multiplo de 3” (consecuente).
Solo afirman que cada vez que un entero es divisible por 3, la suma de los digitos del
numero es multiplo de 3.

3.4.6 Usos del condicional

En la seccién anterior mencionamos los usos diferenciados de la disyuncion “o” y
convinimos en atribuirle sentido inclusivo —salvo que explicitamente se dijera otra
cosa— para evitar ambigtedad en las aplicaciones de la l6gica simbdlica. También el
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condicional se utiliza con diferentes significados, como puede apreciarlo el lector en
los casos siguientes:

1. Si ABC es un tridngulo rectangulo, entonces ABC tiene un angulo recto.

2. Si todo asesor tributario es contador o economista y Joaquin es asesor tributario
pero no es economista, entonces Joaquin es contador.

3. Si una mujer da a luz una nifa, entonces el sexo de esta fue determinado por el
aporte de un cromosoma X de parte de su progenitor masculino.

4. Situ papa es multimillonario, entonces yo soy Bill Gates.

Observe que en el primer caso la relaciéon entre el antecedente y el consecuente
se origina en la definicibn misma de tridngulo rectdngulo; en el segundo, el
consecuente es una consecuencia légica del antecedente; en el tercero, la relacion
expresa un hecho de la naturaleza. Finalmente, en el cuarto caso el condicional se
utiliza con la intencion de negar enfaticamente la posibilidad de que el antecedente
sea verdadero.

Pese a su aparente diversidad, estos cuatro usos del condicional “si...entonces...”
comparten un caracter esencial: afirmar que si el antecedente es verdadero, el
consecuente también debe serlo, es decir, que no es posible que el antecedente
sea verdadero y simultdaneamente el consecuente sea falso: No es posible que ABC
sea un tridangulo rectdngulo y no tenga un angulo recto; no es posible que todo
asesor tributario sea contador o economista y que Joaquin sea asesor tributario no
economista, y sin embargo Joaquin no sea contador; etc. Como se dijo anteriormente,
este significado se recoge en la definicion p=q = ~(pA-q).

Se recomienda al lector repasar en este momento la secciéon 2.5, que establece la
relacion entre el enunciado condicional y las condiciones suficiente y necesaria.

3.4.7 El bicondicional

Si p y g representan proposiciones, el simbolo p < q (que se lee “p si y sélo si q")
se utiliza como expresion abreviada de la conjuncién (p = q) A (g = p), y por lo
tanto deriva de esta su significado: si p es verdadera, entonces q es verdadera, y si
g es verdadera, entonces p es verdadera. (De aqui se deduce que si una de las dos
proposiciones es falsa, la otra también lo es). En sintesis, la formula p < q afirma que p
y g son ambas verdaderas o son ambas falsas. Cuando esto es verdad decimos que py q
son l6gicamente equivalentes y escribimos p = g. En la seccién siguiente estudiaremos
el significado del bicondicional como parte esencial de algunas definiciones y del
enunciado de algunos teoremas.
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3.4.7.1 El bicondicional y las definiciones

Al finalizar la seccion 2.5 dijimos que toda definicién convencional es un enunciado de
la forma “...siysolosi...”. En estas definiciones se estipulan condiciones suficientes y
necesarias para la propiedad definida. Es el caso de definiciones como:

e Un entero positivo es primo si y sélo si tiene exactamente dos divisores positivos:
1y el mismo entero.

e Una cadena, palabra o frase sobre un alfabeto dado es un palindromo si y sélo si
se lee igualmente de izquierda a derecha que de derecha a izquierda (haciendo
caso omiso de los espacios en blanco, si existen).

Como es de esperar, la definicion de un concepto en términos de condicion suficiente
y necesaria establece condiciones de inclusiéon y exclusién en el conjunto de los
elementos caracterizados por el concepto. Asi, por ejemplo, la definicién de nimero
primo incluye en esta categoria a todos los enteros que tienen exactamente dos
divisores positivos en tanto que excluye de ella al 1y a los enteros que tienen mas
de dos divisores. Entonces, n = 17 es primo porque tiene exactamente dos divisores
positivos: 1y 17. Andlogamente, como los Unicos divisores positivos de 23 son 1y
23, entonces 23 es numero primo. En cuanto a la condiciéon necesaria, 9 no es primo
porque tiene mas de dos divisores : 1, 3, y 9; 1 no es primo, porque tiene sélo un
divisor positivo: 1.

Enlaseccién 2.5.7 mencionamos el hecho de que si A es condicién suficiente y necesaria
para B, entonces B es también condicion suficiente y necesaria para A, dado que las
dos condiciones se implican mutuamente. Para el caso de la definicion de numero
primo, esto significa que tener exactamente dos divisores es condicién suficiente y
necesaria para que un niimero sea primo. Entonces, si un enunciado particular afirma
gue un entero p es primo, de inmediato sabemos que p es diferente de 1y tiene sélo
dos divisores positivos, que son 1y p; igualmente, si un enunciado afirma que un
numero p distinto de 1 no es primo, de inmediato sabemos que tiene algun divisor d,
que es distinto de 1y de p mismo. En los ejercicios sobre técnicas de demostracién se
pide al estudiante probar este resultado: Si p es un nimero primo, y p no es divisor de
a, entonces el maximo comun divisor de py a, es 1. (Por ejemplo, 5 es primo y no es
divisor de 12 y el maximo divisor comin de 5y 12 es 1). En la demostracién se utiliza
el hecho de que por ser p un nimero primo, sus Unicos divisores son 1y p.

En cuanto a la nocién de palindromo, la condicién suficiente o de inclusién indica
gue “amor a Roma”, “20 02 2002"” (20 de febrero de 2002), “A man, a plan, a canal:
Panama”, y el famoso “ddabale arroz a la zorra el abad”, son palindromos, porque se
leen igualmente de izquierda a derecha, que de derecha a izquierda. Por otra parte,
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la condicion necesaria o de exclusion indica que cadenas como “2003”, “no tienes
espiritu aventurero”, no son palindromos.

3.4.7.2 El bicondicional y los teoremas

Un teorema como “Si a y b son reales positivos entonces el producto ab es un real
positivo” es de la forma “si H entonces T”. El resultado reciproco, “si ab es un real
positivo entonces a y b son reales positivos”, es falso. (;Por qué?). Sin embargo,
muchos teoremas tienen la forma “H si y sélo si T". Por ejemplo:

1. El cuadrado de un entero es par si y solo si el entero es par.

2. El producto abes0siysoélosiaes0obesO.

Estos enunciados establecen una relacién mutua de suficiencia y necesidad entre
dos propiedades. El primero asegura que es suficiente y necesario que un entero sea
par, para que el cuadrado del entero sea par y asegura también que es suficiente y
necesario que el cuadrado de un entero sea par para que el entero mismo sea par. Esta
relacion mutua de suficiencia y necesidad entre H y T explica por qué al demostrar
estos teoremas, se debe desarrollar una argumentacién que pruebe dos hechos: Uno,
que H es suficiente para T (con lo cual quedara probado que T es necesario para H); el
otro, que T es suficiente para H (con lo cual quedara probado que H es necesario para
T). Sélo asi quedara establecida la validez del teorema propuesto.

En la seccion destinada a técnicas de demostracion volveremos sobre el tema. En este
momento nos interesa solamente establecer la relaciéon entre el bicondicional y los
teoremas de este tipo.

3.5 REPRESENTACION SIMBOLICA

Los elementos desarrollados en la seccion anterior permiten avanzar en uno de los
propdsitos mas importantes de este capitulo: el uso del lenguaje L(P) para representar
simbodlicamente enunciados del lenguaje natural. A continuacién se presentan
algunos ejemplos.

Ejemplo 3.7 Representar en el lenguaje L(P) la frase: “Si la sequia persiste no sélo se
secaran los pastos sino que aumentaran los incendios forestales”.

Solucion: Primero se identifican las proposiciones atémicas que intervienen en el
enunciado. Ellas son: “la sequia persiste”, “se secaran los pastos” y “aumentaran los
incendios forestales”.
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A continuacioén se las representa con &tomos. Por ejemplo:
p: La sequia persiste.
g: Se secaran los pastos.

r: Aumentaran los incendios forestales.

Escribamos el enunciado original en una forma que permita identificar mas facilmente
los conectivos que contiene: “Si la sequia persiste, entonces se secaran los pastos y
aumentaran los incendios forestales”. El contexto y la forma del enunciado original
indican que la representacién correspondiente es p = (q A r).

Ejemplo 3.8 Representar la afirmacién: “Se sabe que si continua la incertidumbre
habrd un aumento en las tasas de interés; se sabe también que la devaluacion sera
acelerada”.

Utilizaremos los &tomos p y q con los significados siguientes:

p: Continda la incertidumbre.
g: Habra alza en la tasa de interés.

r: La devaluacién sera acelerada.
Con estos atomos y significados la afirmacién dada se representa como (p=q)Ar.

Ejercicio 3.9 Utilizando las mismas proposiciones y simbolos del ejemplo anterior,
¢cudl es el enunciado que se representa por p = (g A 1)?

Ejercicio 3.10 Considere los enunciados:

A: Juan regresa temprano, y va a misa o se queda en casa.

B: Juan regresa temprano y va a misa, o se queda en casa.

Esunhecho que AyBtienendistintosignificado. Determine cual de lasrepresentaciones
(p A Q) vr,ypa(gvr), se corresponde con Ay cudl con B. Posteriormente veremos que
la diferencia de significados se refleja en la no equivalencia de las formulas que los
representan.

Ejemplo 3.11 Representar el razonamiento siguiente, en el lenguaje de la légica
proposicional:

"“Si es verdad que si llueve entonces los estudiantes se acuestan, entonces
no estudian. Si los estudiantes aprueban el examen entonces, o estudian o
el examen es trivial. Pero si el examen es trivial, entonces los estudiantes
son flojos. Y es un hecho que los estudiantes aprueban el examen y no son
flojos. En consecuencia, llueve y los estudiantes no se acuestan”.
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Solucion: Inicialmente utilizamos 4tomos para simbolizar las proposiciones atémicas
involucradas en el razonamiento. Al hacerlo deben tenerse en cuenta estos
aspectos:

Primero: La férmula que represente una proposicion negativa debe empezar
efectivamente con el simbolo -. Por ejemplo, debemos representar el enunciado
“Juan no sabe aleman”, en la forma —-p, donde p representa la proposicién atémica
“Juan sabe aleman”.

Segundo: La proposicién representada por un atomo debe enunciarse completamente.
Esto significa, por ejemplo, que para representar el enunciado “Juan sabe inglés y
aleman” debemos escribir p = Juan sabe inglés, g = Juan sabe alemén, y no p = Juan
sabe inglés, q = aleman.

Sobre la base de lo anterior, representaremos las proposiciones atdbmicas del ejemplo
3.11 asi:

p: Llueve.

g: Los estudiantes se acuestan.

r: Los estudiantes estudian.

s: Los estudiantes aprueban el examen.
t: El examen es trivial.

v: Los estudiantes son flojos.

Ahora representaremos simbolicamente cada premisa y la conclusién, utilizando los
paréntesis para reflejar adecuadamente sus significados:

P, Si es verdad que si llueve entonces los estudiantes se acuestan, entonces no

estudian: (p=>q)=-r

P_ Silos estudiantes aprueban el examen entonces, o estudian o el examen es trivial:
s=(rvt)

P, Si el examen es trivial, entonces los estudiantes son flojos: t = v

P, Esun hecho que los estudiantes aprueban el examen y no son flojos: s A = v

C. Lluevey los estudiantes no se acuestan: p A - q

Finalmente, el argumento se representa por un condicional que tiene como
antecedente la conjuncién de las premisas y como consecuente la conclusién. Esta
férmula debe incluir adecuadamente los paréntesis como signos de puntuacién, para
delimitar las premisas y la conclusion:

{llp=g)=-rlAls=>v)IA(t=V)AsA=V)I=(pA-q)

128)
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3.6 CONECTIVOS LOGICOS Y TABLAS DE VERDAD

Supongamos que la formula paq representa la afirmaciéon “2 es un nimero primo y
sin embargo es par”. Esta afirmacion es verdadera, porque “2 es un nimero primo”
es una proposicion verdadera y “2 es un numero par” también lo es. Dado que pAq
es la férmula que representa tal afirmacién, tiene sentido decir que en este caso la
férmula paq es verdadera. En forma similar, como la afirmaciéon “Roma es la capital
de Grecia o de Noruega” es falsa, entonces, si pvq es la férmula que la representa,
tiene sentido decir que pvq es falsa.

3.6.1 Valores de verdad de un atomo

Supongamos que p es un atomo. Como p puede representar proposiciones verdaderas
o proposiciones falsas, decimos que p puede tener dos valores de verdad, Vy F, lo
cual denotamos como v(p)=V y v(p)=F. Los simbolos V y F, que se interpretan como
“verdadero” y “falso” respectivamente, reciben el nombre de constantes ldgicas.
Como vimos en la seccién 3.2, hacen parte del alfabeto P de la |6gica proposicional.

3.6.2 Valor de verdad de una FBF

Una vez definido el valor de verdad de un &tomo, ampliamos la definicién al valor de
verdad de una férmula bien formada E. Para esto utilizaremos las diferentes formas
de obtener FBF, establecidas en la definicién 3.1 segun la cual una FBF es un 4&tomo o
es la negacion de una FBF, —=A, o es de la forma (A*B) donde Ay B son FBFs y * es un
conectivo binario. Definimos los valores de verdad de E, en la forma siguiente:

1. v(p) =V o v(p) = F seguin el &tomo p represente una proposicion verdadera o falsa,
respectivamente.

v(-A) =Fsiv(A) =V yv(-A) =V,siv(A) =F

V(AAB) =V, si v(A) = v(B) = V; v(AAB) = F, en cualquiera otro caso.
v(AvB) = F, si v(A) = v(B) = F; v(AVvB) =V, en cualquiera otro caso.
v(A=B) = F si v(A) =V y v(B) = F; v(A=B) =V, en cualquiera otro caso.
V(A=B) =V siy solo si v(A) = v(B).

o v M W N

Con la posible excepcion del condicional en la linea 5, los valores definidos en la lista
anterior reflejan el uso y significado de los conectivos, estudiados en la seccién 3.4.

uy,n

Por ejemplo, sobre la base del significado de la conjuncién “y" es natural, como se



Capitulo 3. Légica simbadlica - Logica proposicional

hace en la linea 3, asignar a A A B el valor V si (y sélo si) ambas féormulas tienen el
valor V. Este hecho se expresa usualmente como “La conjuncién A A B es verdadera
si y sélo si A'y B son verdaderas”. Esto, porque las constantes V y F se han escogido
teniendo presentes los significados de “verdadero” y “falso” respectivamente. De
igual manera, es natural asignar los valores de verdad para -A y para AvB como
aparecen en las lineas 2 y 4. Sin embargo, el lector puede preguntarse: ;con qué
criterio se han asignado los valores de verdad para el condicional como aparecen
en la linea 5? ;Por qué cuando el antecedente es falso el condicional tiene valor
verdadero? En la seccion 3.7 proponemos respuestas para estas preguntas.

Los valores de verdad para las proposiciones compuestas definidos anteriormente
se recogen en la Tabla 3.2, para el caso en que A y B son dtomos. Observe que las
dos primeras columnas contienen las 4 posibles combinaciones de valores de verdad
de los atomos p y g, que intervienen en las formulas. En forma de lista ordenada
donde el primer elemento es el valor de verdad de p y el segundo es el de g, estas
4 combinaciones son: V-V, V-F, F-V y F-F. La tabla se construye escribiendo en cada
casilla el valor de verdad del 4tomo o de la formula A que encabeza la columna
correspondiente. Cada columna es la “tabla de verdad” del conectivo que la encabeza.
Por ejemplo, la columna 3 es la tabla de verdad de la negacion; la columna 4 es la
tabla de verdad de la conjuncién, etc. Usted debe memorizar esta tabla, para usos
futuros.

Tabla 3.2 Las tablas de verdad de los conectivos proposicionales

P pPAQ pvq pP=9 p<=9

©

= n|nI<|I<
NI T < |7 < |l
wl<|<|Mm|m
Almmn <
ulm i< i< i<
o< |I< 7 i<
Ni<|mmi<

Definicion 3.12 Dada una férmula A en el lenguaje L(P) de la légica proposicional,
una interpretacion para A es cualquiera de las posibles asignaciones de valores de
verdad a los atomos que aparecen en A. Por ejemplo, si A es la formula A = (p=q) A
(=qvr), una posible interpretacion es un caso en el que p represente una proposicién
verdadera, g una proposicion falsa y r una proposicion verdadera. Claro que lo usual
en este caso seria decir: “p es verdadera, q falsa y r verdadera”. En notacién de terna
ordenada en el orden de apariciéon p—g-r, denotariamos esta interpretaciéon en la
forma V-F-V.
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Ejercicio 3.13 Establecer el nimero de interpretaciones posibles para una férmula
que contiene 3 4tomos (como la férmula anterior, A = (p=q) A (=qvr) ) y, en general,
para una férmula que tiene n 4&tomos.

Solucion: El numero de interpretaciones esta dado por el total de combinaciones
posibles de valores V y F, para los tres &tomos p, q y r que intervienen en la férmula.
Como cada atomo puede tomar dos valores, el total de combinaciones coincide con
el nimero de ternas x-y—z, donde cada variable puede tomar uno de los valores V o
F. Este nUmero es 23, es decir, una FBF que tiene tres &tomos tiene 8 interpretaciones
posibles. Una de estas es v(p) =V, v(q) = V y v(r) = V, que denotamos como V-V-V.
Otra es v(p) =V, v(q) =Fy v(r) =V, que denotamos como V-F-V, etc. Los resultados,
22 interpretaciones para una férmula de 2 4tomos y 23 interpretaciones para una de
3 atomos, se generalizan a una féormula de n 4tomos: el nimero de interpretaciones
posibles para una féormula que tiene n atomos esta dado por 2".

Observacion 3.14 Las 2" interpretaciones para una férmula de n 4tomos deben
escribirse en un orden preestablecido para no perder tiempo tratando de establecer
cudl o cuales quedan por escribir, cuando el nimero es alto y se escriben sin seguir un
orden prefijado. En este libro se escribiran siempre asi: al primer 4tomo se le asignan
la mitad de 2"valores V e igual numero de valores F. Para el caso de 23 = 8, al primer
atomo se le asignan “4 verdaderos y 4 falsos”, como se ve en la primera columna
de la tabla 3.3. Al sequndo “2 verdaderos y 2 falsos, y otra vez 2 verdaderos y dos
falsos” como en la segunda columna de la misma tabla. Finalmente, al tercer &tomo
se le asignan “uno verdadero, uno falso, uno verdadero, uno falso, hasta la ultima
fila de la tabla”. Este es el proceso a seguir en general, aun cuando en ningun caso
construiremos aqui tablas de verdad para n >4.

Ejemplo 3.15 Determinaremos el valor de verdad de la férmula C = (p=r) A (=qvr),
para dos de sus 8 interpretaciones posibles: I, = V-V-F e |, = F-F-V.

Los paréntesis en C = (p=r) A (-qvr), muestran que C es de la forma C = AAB, con
A:(p=q) y B:(=qvr). Entonces, v(C) depende de v(A) y v(B). Por esto, debemos calcular
los valores de verdad de p=r y nqvr para estas interpretaciones, segun lo establecido
en la tabla 3.2. Para la interpretacion V-V-F, v(p=r) se transforma en v(V=F) y, de
la tabla 3.2, v(V=F)=F. Andlogamente, v(-qvr) equivale a v(=VVvF) que es v(FvF)=F.
Finalmente, v((p=r) A (=qvr)) es v(FAF) = F. Este es el valor de verdad de C, para ..

Anélogamente, para la interpretacion |, = F-F-V es decir, v(p)=F, v(q)=F y v(r)=V, se
obtiene v(p=r)=V, y v(~qvr)=V. En consecuencia, v(C)=V para esta interpretacion.

Observacion 3.16 Cuando interesa establecer el valor de verdad para unainterpretacion
en particular se escriben, en una linea 1 directamente debajo de los &tomos —y de sus
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negaciones si aparecen en la férmula— sus valores de verdad. A continuacion, y de
acuerdo con la sintaxis de la formula, se van determinando los valores de verdad de las
subférmulas en nuevas lineas. El proceso termina cuando se tiene el valor de verdad
de la formula completa. Como ilustracién, encontraremos el valor de verdad de la
formula anterior para la otra interpretacion propuesta, |, = F-V-F.

(p=0a) A(=gvr)

linea 1 F Vv V F
linea 2 \YA F F
linea 3 E
linea 4 F

Una tabla que muestra el valor de verdad de una férmula para todas sus
interpretaciones posibles, se Ilama tabla de verdad de la férmula. Se construye listando
las 2" interpretaciones posibles, donde n es el nUmero de atomos en la férmula.
Luego se procede a establecer los valores de verdad de las subféormulas, hasta obtener
la evaluacion de la féormula completa. Como ejemplo, se muestra la tabla de verdad
3.3 delaférmula A: [{p = (qvn} A (p A =g)]=r.

Tabla 3.3 Tabla de verdad de la férmula [{p=(qvr)}r(pr-qg)l=r

ViVv|iVv|  F | Vv Y% F F Y%
VIV F|F F F v
VIFIV|V |V % Y% Y% v
V|IFIF|V|F F Y% F v
FIV|V| F |V % F F v
FIV|F| F |V % F F Y%

FIV] V \ V F E Y
FIF V| F v F F v

Observe que las 23 = 8 interpretaciones se han dispuesto, conforme a lo establecido
en la observacion 3.14, como se ve en las tres primeras columnas. Observe, ademas,
algo notorio en esta tabla: la Ultima columna de la derecha muestra que el valor de
verdad de esta formula es V, para todas sus interpretaciones posibles. Las formulas
que tienen esta propiedad, Ilamadas tautologias, son las mas importantes en las
aplicaciones de la légica simbdlica al estudio de validez de razonamientos, como
veremos oportunamente.
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3.6.3 Clasificacion de las FBF segln sus valores de verdad.

1. Una interpretacion para la cual una férmula dada es verdadera es un modelo
para la formula. Por ejemplo, v(p) =F y v(q) =V es un modelo para la formula
—pAg. Sin embargo, no lo es para g = p porque si el antecedente es verdadero y
el consecuente falso, el condicional es falso.

2. Una férmula A es satisfacible si y sélo si existe alguna interpretacion que la hace
verdadera, es decir, si y solo si tiene algun modelo. Por ejemplo, la férmula A:
—pnq, es satisfacible porque la interpretacién v(p) =F y v(q) =V la hace verdadera.

3. Una férmula es una tautologia, si y solo si es verdadera para todas sus
interpretaciones. Por ejemplo, la formula [{p = (qvr)} A (p A =g)]=r de la tabla
3.3 es una tautologia. También es una tautologia la férmula ((p = q) A p) = q,
conocida con el nombre Modus ponens (ver seccion 2.5.4). La notacion |=A se usa
para indicar que A es una tautologia.

Observacion 3.17 Con lamentable frecuencia algunos estudiantes de légica
“definen” tautologia como “una férmula que tiene todas sus interpretaciones
verdaderas”. Esto es consecuencia de una lectura no critica: no tiene sentido hablar
de "interpretaciones verdaderas”; las interpretaciones son asignaciones de valores de
verdad a los diferentes &tomos que intervienen en una férmulay, por lo tanto, no son
ni verdaderas ni falsas, sino que producen valores V o F para dicha férmula.

4. Una contradiccion o férmula insatisfacible es una formula que resulta falsa para
todas sus interpretaciones. Por ejemplo, si A es una FBF, la conjuncién A A-A es
una contradiccion dado que A no puede ser simultdaneamente verdadera y falsa.

Finalmente:

5. Una FBF es una contingencia si es verdadera para alguna interpretacion, pero es
falsa para otras. Es el caso de p = (gar) que es verdadera para la interpretacion
F-V-F, por ejemplo, y es falsa para la interpretacion V-V-F.

3.7 FORMULAS LOGICAMENTE EQUIVALENTES

Consideremos los enunciados siguientes:
A. Juan desayuna con tostadas, y café o chocolate: p A (qvr).

B. Juan desayuna con tostadas y café, o con tostadas y chocolate: (pAqQ) v (par).

En A se afirma que Juan desayuna con tostadas, acompafadas de café o chocolate,
(¢"0" exclusivo?, ¢inclusivo?). Entonces, el desayuno de Juan es tostadas y café,
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o tostadas y chocolate, precisamente lo que se afirma en el enunciado B. Uno dice
que Ay B son enunciados equivalentes para indicar que tienen idéntico significado.
Examinemos ahora las tablas de verdad de las férmulas, A = pa(qvr) y B = (pAg)v(pAar),
que representan los enunciados A y B respectivamente. Como se ve en las columnas 5
y 8 de la tabla 3.4, las tablas de verdad de estas dos férmulas son iguales. Esto sugiere
que podemos formalizar el concepto de equivalencia, mediante valores de verdad.

Tabla 3.4 Dos proposiciones légicamente equivalentes
V |V |V V \" \% V \"
V|v|F]| v v % F v
VIF|Vv] Vv v F v v
V|F|F F F F F F
FIvI v ] v F F F F
FIV|F| Vv F F F F
FIF Vv ]| Vv F F F F
FIF|F F F F F F
1 2 | 3 4 5 6 7 8

Definicion 3.18 Dos férmulas A y B son légicamente equivalentes (o equivalentes) si
y solo si tienen el mismo valor de verdad para cada posible interpretacion comun.

Para denotar que A y B son l6gicamente equivalentes escribiremos A =B o B = A.
Estas expresiones se leen como “A es equivalente a B” y “B es equivalente a A",
respectivamente. Tenga presente que el simbolo = no es un conectivo légico, no hace
parte del alfabeto P, sino que es un nuevo simbolo usado para indicar que las dos
férmulas que separa tienen las mismas tablas de verdad, esto es, que si una de ellas
es verdadera (falsa) la otra es verdadera (falsa).

El resultado siguiente expresa una importante relacién entre el bicondicional y la
equivalencia légica:

Teorema 3.19 Dos férmulas A 'y B son l6gicamente equivalentes siy sélo si la formula
A & B es una tautologia.

Demostracion: El teorema establece una condicién suficiente y necesaria para la
equivalencia de FBF. Por lo tanto (ver seccion 3.4.7.2) debemos construir argumentos
que demuestren la validez de dos afirmaciones:

1. Si Ay B son légicamente equivalentes, entonces la formula A < B es una
tautologia.
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2. Si la férmula A & B es una tautologia, entonces A y B son légicamente
equivalentes.

Demostracion de 1: Supongamos que A y B son légicamente equivalentes.
Mostraremos que A<B tiene el valor V en todas sus interpretaciones. En efecto: si
para alguna interpretacion v(A) =V, entonces para esa interpretacion v(B)=V porque
la hipétesis establece que Ay B son légicamente equivalentes. Por lo tanto v(A < B) es
v(V & V), es decir, V(A < B) = V. Igualmente, si v(A) =F para una interpretacién, también
v(B) = F y se sigue que V(A < B)=V. Esto muestra que para todas las interpretaciones
comunes de Ay B, V(A & B)=V. En consecuencia, la formula A < B es una tautologia,
como lo afirma el teorema.

Demostracion de 2: Supongamos ahora que la férmula A=B es una tautologia.
Entonces, para cada interpretacion comun de las férmulas A y B, v(A<B) =V. Esto
significa que Ay B tienen el mismo valor de verdad para cada interpretacion comun
y, por lo tanto, A =B, como lo asegura el teorema.

La tabla 3.5 muestra, en las columnas 5y 6, la equivalencia entre las formulas p=qy su
contrarreciproca o contrapositiva -q=-p. Esta equivalencia tiene un significado muy
claro en términos de suficiencia y necesidad para el caso de implicaciones formales:
si p es suficiente para g (columna 5), entonces q es necesario para p; es decir, si no
se da g, entonces no se puede dar p (columna 6). Por ejemplo, la afirmacion: “si un
tridngulo es equilatero, entonces (el triangulo) tiene sus lados iguales” es equivalente
a su afirmacién contrarreciproca: “si un tridngulo no tiene sus tres lados iguales,
entonces (el tridngulo) no es equilatero”.

La columna 7 muestra, de conformidad con el teorema anterior, que el bicondicional
(p=0q)< (-g=-p) es una tautologia.

Tabla 3.5 La equivalencia légica (p=q)=(-q=-p)

-p -q p=q —gq=-p (p=q) & (-q = -p)

p q

V \% F F \% Vv V
\Y F F \% F F V
F \% V F Vv \'} V
F F V \% Vv \'} V
1 2 3 4 5 6 7

Ahora el lector esta en condiciones de responder estas preguntas:

1. ¢Qué se requiere para probar que dos férmulas dadas no son légicamente
equivalentes?
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2. Si, dadas dos férmulas A y B, usted encuentra que v(A)=v(B) para alguna
interpretacién, ¢ puede concluir que son légicamente equivalentes?

3. Dadas dos formulas A y B, usted encuentra que sus valores difieren por lo menos
para una interpretacion. ; Qué puede concluir?

Ejercicio 3.20 Muestre que la férmula A = =(pvq) es equivalente a una de las férmulas
B = -pv-qy C=-pa—-qg. Segun la férmula encontrada, ; cdmo se niega la conjuncién de
dos proposiciones? ; Cudl es la negacién de “Juan esta en el cine o en el estadio”? ; Cudl
es la forma correcta de negar la afirmacién “Juanita es novia de Pedro o de Juan”?

Ejercicio 3.21 Muestre que la férmula A = =(pAq) es equivalente con alguna de las
férmulas B = =pa-~g o C = =pv~q. Entonces, ;cOmo se niega la conjuncion de dos
proposiciones? ;Cual es la forma correcta de negar la afirmacién “Juana sabe inglésy
francés”? ;Puede afirmarse que la negacién del enunciado anterior es equivalente a
“Juana sabe inglés pero no francés, o Juana sabe francés pero no inglés”?

(Recuerde que ahora usted cuenta con definicionesy criterios formales para responder
en forma correcta preguntas como las anteriores)

Definicion 3.22 El condicional “si g, entonces p”, es el reciproco del condicional “si
p. entonces q”.

De acuerdo con esta definicién, el reciproco de “si m es divisor de ny de s, entonces

Iu

m es divisor de la suma n + s”, es el condicional “si m es divisor de la suma n +s,
entonces m es divisor de ny de s”; el reciproco de “si una palabra es aguda, entonces
tiene acento en la ultima silaba” es “si una palabra tiene acento en la ultima silaba
entonces es aguda”. El primero de estos ejemplos muestra que el reciproco de un
condicional verdadero puede ser falso (muéstrelo con un contraejemplo); el segundo,
que el reciproco de un condicional verdadero puede ser verdadero. Por esta razén es
una practica conveniente, ante un condicional verdadero, indagar por el caracter de

verdad de su reciproco.
Definicion 3.23 La férmula B=A es el reciproco de la férmula A=B.

Ejercicio 3.24 Muestre que A=B y su reciproco B=A no son l6gicamente equivalentes.
Relacione este hecho con los ejemplos que acompafian a la definicién 3.22.

Ejercicio 3.25 Muestre que las formulas A=B y =AvB, son légicamente equivalentes.

Observacion 3.26 También la equivalencia anterior se corresponde con la igualdad de
significados en expresiones del lenguaje natural. La lista siguiente presenta algunos
ejemplos; a la izquierda en forma de condicional A=B, y a la derecha el enunciado
equivalente en la forma =AvB ( 0 Bv-A, segun el caso).
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1. Si miente, entonces no podré creerle nunca mas.
No mienta, o no podré creerle nunca mas.

2. Sillega tarde, (entonces) perdera el cupo.
No llegue tarde, o perdera el cupo.

3. Si es médico, (entonces) sabe primeros auxilios. Sabe primeros auxilios, 0 no es
médico.

La equivalencia del ejercicio 3.25 da respuesta a las preguntas que se formularon
en la seccion 3.6.2 sobre la asignacion de valores al condicional: sus valores se han
escogido para que coincidan con los valores de la formula =pvqg. De alguna manera,
podriamos decir que p=q es, “por definicién”, equivalente a =pvq.

p=9g=-pvVvq (3.3)

3.8 EQUIVALENCIAS Y CALCULO PROPOSICIONAL

Una aplicacion importante de la equivalencia légica es la simplificacién o manipulacién
de formulas, sin alterar su valor de verdad. Esto, porque la aplicacién de cada
equivalencia sustituye la férmula a la cual se aplica, por otra l6gicamente equivalente.
Por ejemplo, aplicando algunas equivalencias de la tabla 3.6 puede mostrarse que la
férmula [(pvq) A (pvr) A {=(=pAQ)}] es I6bgicamente equivalente al &tomo p, es decir,
que [(pva) A (pvr) A {=(=pAg)}] = p. El proceso de simplificacién de FBFs es tan similar
al de simplificacion algebraica que usted conoce, que a veces se le llama “método
algebraico” y es importante no sélo porque produce férmulas mas sencillas, pero
con igual significado, sino porque genera habilidades en otra clase de célculos, con
el consiguiente beneficio en la capacidad para manipular simbolos no numéricos.
En su momento mostraremos ejemplos de reduccion de tautologias para mostrar
algebraicamente que ellas son l6gicamente equivalentes con V. Esta equivalencia es
razonable pues, como se ha reiterado, son férmulas verdaderas, independientemente
de la interpretacion particular y esto explica la eliminacién de todos los &tomos que
figuran en la férmula original.

Enlatabla 3.6se presentan las equivalencias masimportantes para nuestros propositos.
Usted debe aprenderlas con su nombre y significado. Para esto es conveniente que
idee términos propios para enunciar cada ley en forma tan descriptiva como le sea
posible. Por ejemplo, la ley del tercio excluido Av-A =V podria describirse como
“una férmula es verdadera o es falsa y no hay una tercera alternativa, es decir, queda
excluida cualquiera otra posibilidad”; la ley de dominacién VvA =V, como “cuando
uno de los miembros de una disyuncién es verdadero, la disyuncién también lo es
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independientemente del otro”, o, alternativamente “verdadero o algo, es verdadero”,
como a veces lo aprenden los estudiantes, etc. Por otra parte, conviene pensar que
los simbolos V y F, de mucha utilidad en el proceso de simplificacién, son formas
simplificadas de denotar una tautologia y una contradiccién, respectivamente. Las
dos leyes conmutativas encabezan la lista de equivalencias, con el propésito de no
incluir en la tabla equivalencias derivadas por conmutatividad. Por ejemplo, la ley 2
—tercio excluido— se ha expresado como Av-A =V y la conmutatividad del operador
v permite saber que puede expresarse también como =AvA = V.

Observe que, con pocas excepciones, las equivalencias de la tabla 3.6 se han agrupado
en parejas. Cada formula de la pareja se llama el dual de la otra. Por ejemplo, el dual
de Av-A =V es Ar-A = F. El dual de una férmula A es la férmula que se obtiene
sustituyendo en ella cada aparicién del conectivo A por el conectivo v; cada aparicion
del conectivo v por el conectivo A; cada aparicion de la constante V, por F y cada
aparicién de la constante F por V. Por ejemplo, el dual de pv(ga(rvV)) es pAa(gv(raF)).
Este hecho debe facilitar al lector el aprendizaje de las equivalencias, pues es suficiente
aprender una equivalencia de la pareja; la otra se construye por dualidad.

Tabla 3.6 Algunas equivalencias

Leyes Nombre

1. AvB=BVA

1" ANB=B AA Leyes conmutativas

2. Av-A=V Ley del tercio excluido
2'. AA-A=F Ley de contradiccion
3. AVF=A . .

3 AAVZA Leyes de identidad

4. AvVv=V . L.

4 ANF=F Leyes de dominacion
5. AvVA=A . .
5 AANAZA Leyes de idempotencia
6. °(-A)= A Ley de doble negacion

7. AvB)vC=Av(BvVvQ
7. (AAB)AC=AABAQ

8. AVvB)A(AvCO=Av(BAQ
8. (AAB)V(AACO=AABVCO

Leyes asociativas

Leyes distributivas

Ley de trasposicion o
de la contrarreciproca

10.A=B=>0C=(AAB)=C Ley de la deduccion

11. =(A AB)=(-A v -B)
11". =(A v B) = (A A =B)

12. A=B=-AVvB Def. de condicional

)

(A = B) = (=B = -A)

Leyes de De Morgan
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Ejemplo 3.27 Muestre que (p v —p) A q puede reducirse a g, es decir, (p v -p) A q=q.

1. (pvp)Arg=VAaq (Porlaleydel tercio excluido).
Se remplaza p v =p por su equivalente V.

2. VAag=q (Por la ley de identidad para la conjuncién)

Ejercicio 3.28 Establecer la equivalencia siguiente, transformando la férmula de la
izquierda en la de la derecha, mediante el uso de equivalencias conocidas (Método
algebraico) ((pva) A (pvr)) A (=(-=pAq)) = p

1. ((pva) A (pvr) A (=(=p A Q)) ((pva) A (pvn) A (=(=p)v —q)

L. de De Morgan.

2. = ((pva) A (pvr)) A (pv =q)
L. doble negacién.

3. = (pv (@AN) A (p v —q)
L. distributiva.

4. = pv ((QAr) A =q)
L. distributiva.

5. = pv((g A =q) AT)
L. conmutativa + L. asociativa

6. = pv (FAT)
L. de contradiccion.

7. = pVvF
L. de dominacion.

8 = p

L. de identidad.

3.9 CONSECUENCIA LOGICA

Nos proponemos ahora formalizar la nocién de “consecuencia légica”, en el marco de
la l6gica simbdlica. Naturalmente, esta formalizacion debe reflejar el uso cotidiano
del concepto, segun el cual B es consecuencia légica de A cuando la ocurrencia de A
ocasiona necesariamente la ocurrencia de B.

Ejemplo 3.29 Consideremos el texto siguiente:

“Todos los miércoles la universidad presenta un grupo de cuenteros o un
grupo musical. Ademads, no se hace una presentacién de la misma clase de
grupos en dos miércoles seguidos. Hoy es miércoles, y el pasado miércoles se
presentd un grupo musical”.
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Uno deduce como “consecuencia légica” de estos hechos (premisas), que “la
universidad presenta hoy un grupo de cuenteros” ;Esta de acuerdo?

Dado que en el dominio de la légica simbdlica los hechos se representan por medio
de férmulas, su validez simultdnea por medio de conjunciones, y la causalidad por
medio de condicionales, es natural que la nocién formal de consecuencia légica se dé
en funcion de estos elementos.

Definicion 3.30 Supongamos que P, P,...P, y Q son férmulas bien formadas.
Se dice que Q es consecuencia légica de P, P,,...,P, si y solamente si el condicional
(P,AP,A...AP)=Q es una tautologia.

Para indicar que Q es consecuencia légica de P, P,..., P, se utiliza la notacion
{P, P,... P} E Q. Veamos cémo se aplica esta definicion al ejemplo 3.29:

Para empezar, se representan simbdlicamente las proposiciones atémicas contenidas
en las premisas:

p: Es miércoles

g: La universidad presenta hoy un grupo de cuenteros.

r: La universidad presenta hoy un grupo musical.

s: El miércoles pasado la universidad present6 un grupo de cuenteros.

t: El miércoles pasado la universidad presenté un grupo musical.

Con base en lo anterior, se representan las premisas en simbolos de la logica
proposicional:

P, p=(qvr)

P, s=q

P, t=-r

P4 pat

En el ejemplo se afirmé que de este grupo de premisas se deduce como consecuencia
l6gica que “La universidad presenta hoy un grupo de cuenteros”. Esto, de acuerdo

con la definicién 3.30, es cierto si y sélo si el condicional ((P,AP,AP.AP)=q es una
tautologia, es decir, si y sélo si la férmula A siguiente es una tautologia:

A: [(p= (qv)A( s==g)A(t=-NA(pAt)]l=q

Es posible establecer que A es una tautologia, sin necesidad de hacer la tabla de
verdad completa con sus 32 interpretaciones. En efecto, es suficiente considerar las
interpretaciones en las cuales cada premisa tiene valor V, porque si alguna tiene valor
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F, entonces el valor del antecedente es F (recuerde que es una conjuncién) y en tal caso
v(A)=V. Por esto se supone que v(P) =V para cada premisa P, y se procede a calcular el
valor de verdad del consecuente. Si este es V, la formula es una tautologia.

En la primera linea del arreglo siguiente hemos asignado el valor V al conectivo
principal de cada premisa, para indicar que ella es verdadera. El subindice 1 indica que
esta ha sido la primera asignacion de valores de verdad; ademas, usamos el mismo
subindice en cada premisa para indicar que la asignacién ha sido simultanea.

(p=@vra(s=-g)a(t=-r)a(pat)l=q
V v \Y, Y

1 1 1 1

A continuacién, procuramos establecer qué valores deben tener las subféormulas de
cada premisa, para que ella tenga el valor V asignado. Recuerde que si se trata de
un condicional A=B, hay para ello tres interpretaciones posibles: V-V, F-V y F-F.
Entonces, considerar cada posibilidad, para cada condicional, haria el proceso tal
vez mas complicado que elaborar la tabla completa. Por esta razén continuamos
el proceso de asignacion de valores con la conjuncidon (pat) que presenta una sola
opcién. En efecto, v(pat)=V si y sélo si v(p) =V y v(t) =V. Esta inferencia se agrega al
paso anterior, como se ve a continuacién. El subindice 2 indica que esta ha sido la
segunda inferencia en el proceso.

(p=@vr))a(s="g)aA(t=="r1r )a(pAart)l =q
Vv Vv Y V,V.V,

1 1 1

Seguidamente se trasladan los valores obtenidos de p y t a las formulas que los
contienen, identificados con el subindice 3 como se ve a continuacion:

(p=@v)a(s=="qg)aA(t==r )a(pat)] =q
V,V, \Y; V.V, V,V.V,

1

En el primero y en el tercer condicionales, de izquierda a derecha, se conocen el
valor del condicional y el de su antecedente. En ambos casos se tiene “un condicional
verdadero con antecedente verdadero”, lo cual exige que el consecuente tenga el
valor V. Estas inferencias se incorporan al desarrollo, indicadas con el subindice 4.
Tenga presente que en el condicional t = =, la subféormula que tiene valor V es -r.
Por lo tanto V, va directamente bajo el simbolo -.

(p=2@vD)a(s==g)a(t==1r )a(pAart)] =q
V,V, V v V,V, V, V,V,V,

4 1

Al llegar a este punto, tenemos dos subféormulas con valor conocido para continuar
el andlisis: qvr y =r. Como v (qvr)=V origina varias opciones, escogemos v (-r)=V, de
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la cual se infiere, en quinto lugar, que v(r) =F. Trasladamos este resultado a r como F,
en la disyuncién (q v r):

(p=>@vMDa(s==-g)aA(t==r )a(part)] =q
V,V, V,F, Vv V,V,V,F,  V,V\V,

1

Finalmente, de v(qvr)=V pero v(r) =F, se concluye que v(q) =V, valor que registramos
en la estructura anterior de valores de verdad como V,. Tenemos entonces:

(p=@vrI))a(s=>gl)A(t==r )a(part)l =qg (*
V,V,V,V,F, Vv V,V,V,F, VWV, v

1 7

Hemos llegado asi a la conclusion de que las interpretaciones que hacen verdadero
el antecedente hacen necesariamente verdadero el consecuente q. Entonces el
condicional es una tautologia y, por lo tanto, g es consecuencia légica del conjunto
dado de premisas, es decir, {p= qvr, s=-q, t=-r, pat} |=q.

En la practica, el proceso de asignaciéon se hace en un solo renglén, que se vera
finalmente como (*). Es indispensable indicar con subindices el orden de las inferencias
parciales para que, de ser necesario, usted mismo, o alguien que lee su trabajo, pueda
reconstruir el proceso.

3.10 RAZONAMIENTO VALIDO

La nocién formal de consecuencia légica permite, a su vez, formalizar el concepto de
razonamiento valido, en el sistema de la l6gica proposicional.

Definicion 3.31 Sea R = ({P,, P,...., P}, C) un razonamiento deductivo de premisas P,,
P,...., P,y conclusiéon C. Este razonamiento R es valido si y s6lo si C es consecuencia
l6gicadeP,P,..., P

t

La definicion anterior puede entonces expresarse asi:
El razonamiento R = ({P,, P,,..., P}, C) es valido siy sélo si {P,, P,,..., P} F C

De acuerdo con esta definicién, el procedimiento para decidir si un argumento
deductivo es o no vélido es el siguiente: Se representa el argumento en el lenguaje
L(P) de la logica proposicional en la forma de un condicional (P,AP,A...AP)=C, donde
las formulas P,,..., P, representan las premisas, y C la conclusion. Si este condicional es
una tautologia, el razonamiento deductivo es valido; si no lo es, el razonamiento es
no valido. En este Ultimo caso es necesario mostrar una interpretacién para la cual las
premisas son verdaderas pero la conclusion es falsa. A tal interpretacion se le llama
un contraejemplo.
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Ejercicio 3.32 Utilice el criterio de validez presentado en el parrafo anterior para
mostrar que el razonamiento siguiente es valido (ejemplo 3.11).

“Si es verdad que si llueve entonces los estudiantes se acuestan, entonces
no estudian. Si los estudiantes aprueban el examen, entonces, o estudian
o el examen es trivial. Pero si el examen es trivial, entonces los estudiantes
son flojos. Y es un hecho que los estudiantes aprueban el examen y no son
flojos. En consecuencia, llueve y los estudiantes no se acuestan”.

El criterio de validez para razonamientos deductivos en L(P) es un criterio correcto.
Esto significa que cuando el criterio indica que un razonamiento deductivo es valido,
efectivamente lo es. Sin embargo, es conveniente anotar que el disponer de este
criterio no significa necesariamente eliminar de la practica cotidiana el analisis
informal. El criterio aqui expuesto es una herramienta util cuando se exige un método
formal de deduccion o cuando la complejidad del argumento no permite mostrar
informalmente que la conclusion es consecuencia logica de las premisas.

3.11 REGLAS DE INFERENCIA. DEDUCCION NATURAL

Siel condicional (P,AP,A...AP)=Cque representa un razonamiento deductivo contiene
n atomos o variables proposicionales, la tabla de verdad correspondiente tiene 2"
filas, una por cada interpretacién. Aun cuando sélo requerimos considerar aquellas
lineas en las cuales todas las premisas son verdaderas, en la practica el nimero de
interpretaciones que deben considerarse puede ser todavia muy alto. Una forma
alternativa de establecer la validez de un argumento es usar el método de deduccién
natural, que consiste en deducir la conclusion a partir de las premisas, mediante el
uso de un conjunto de reglas llamadas reglas de inferencia. Estas reglas son esquemas
deductivos cuya validez aceptamos sin discusion y que se corresponden con estructuras
simples de razonamiento vélido identificadas como tales en la légica clasica. Un
ejemplo es la regla “Modus ponens”, denotada como {A=B, A} |= B. Se trata de una
regla natural de deduccién que aplicamos inconsciente pero permanentemente: Si es
un hecho que “cada vez que se da A, se tiene que dar B” y es un hecho también que
“se da A", entonces “debe darse B”. Como puede verse, es una regla de aplicaciéon
espontaneay cotidiana: Si es miércoles, y si cuando es miércoles tengo clase de l6gica,
entonces “es natural” concluir que tengo clase de légica.

Tan naturales como la anterior son las reglas de inferencia o deduccion que se listan
a continuacion.
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El lector debe aprender cada regla con el nombre correspondiente y estar en
capacidad de identificarlas cuando las utilice en el proceso de determinar la validez
de un razonamiento deductivo.

Las reglas de inferencia:

1. Modus ponens (MP): {A, A=B}EB

2. Modus tollens (MT): {A=B,-B}E-A

3. Silogismo hipotético (SH): {A=B,B=CF (A=)
4. Silogismo disyuntivo (SD): {Av B, -A} kB

{AvB,-B}EA
5. Dilema constructivo (DC): {(A = B), (C= D), AvC} |= (Bv D)
6. Simplificacion (Sim.): {AAB}EA
{AAB}EB
7. Conjuncién (Con.): {A, B} (A AB)
8. Adjuncién (Adj.): {A}E(AVB)
{ATE(B v A)

Como en el caso de las leyes de equivalencia, puede ser util idearse formas de recordar
el significado de las reglas, formas que pueden ser graciosas sin que ello signifique
trivializar el tema bajo estudio. En particular, la Modus ponens podria describirse
como “la regla del: si... si, entonces si”; la Modus tollens como “la regla del: “si... no,
entonces no”; el Silogismo hipotético, como “sofar no cuesta nada”, etc.

Ejemplo 3.33 Para ilustrar el uso de la deduccién natural, estableceremos por este
método la validez del razonamiento considerado en el ejemplo 3.29:

“Todos los miércoles la universidad presenta un grupo de cuenteros o un
grupo musical. Ademas, no se hace una presentacién de la misma clase de
grupos en dos miércoles sequidos. Hoy es miércoles, y el pasado miércoles
se presentdé un grupo musical. Por lo tanto, la universidad presenta hoy un
grupo de cuenteros”.

Los simbolos que se utilizaron para representar las proposiciones atémicas fueron:

p: Es miércoles.

g: La universidad presenta hoy un grupo de cuenteros.

r: La universidad presenta hoy un grupo musical.

s: El miércoles pasado la universidad present6 un grupo de cuenteros.

t:  El miércoles pasado la universidad presenté un grupo musical.
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Sobre la base de lo anterior, las premisas y la conclusién quedan representadas en
esta forma:

p = (qvr)
S = "q

P1

PZ

P, t=-r
P, pat
C.

q

Ahora utilizaremos deduccién natural para derivar la conclusion. Las inferencias
graduales constituyen nuevas premisas y se identifican como tales por el simbolo ‘. En
cada linea se citan la regla de inferencia aplicada en ese momento del proceso y las
premisas involucradas. El proceso termina cuando la linea derivada es justamente la
conclusion del razonamiento.

P, p=(qvr) (Premisa)

P, s=q (Premisa)

P, t=-r (Premisa)

P, pat (Premisa)

P’ t (Sim. 4) « Indica que se utilizo la regla de Simplificacién en la linea 4.
P’ -r (MP 3, 5) « Indica que se utiliz6 Modus ponens entre las lineas 3y 5.
P’ p (Sim. 4)

P qvr (MP 1,7

Cq (SD &', 8") « Silogismo disyuntivo entre las lineas 6 y 8.

Ejemplo 3.34 Utilizar deduccién natural para establecer la validez del razonamiento
en el caso del ejemplo 3.11.

Las premisas y la conclusion del razonamiento fueron representadas de esta forma:

P, (p=0aq)=-r
P, s=(rvt)
P3 t=v

P4 SATV

C. par-q
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Deduccion:

P, (p=q)=-r
P, s=(vt
P, t=v

P, sA-v

P/ s

P, -wv

P, rvt

P/ -t

P, r

P, —(ar)

P, =(p=aq)
P, —(=(p A -q))
C. prq

(Premisa)
(Premisa)
(Premisa)
(Premisa)

(Sim 4)

(Sim 4)

(MP 2, 5"

(MT 3, 6"

(SD 7', 8"

(DN 9') « Doble negacién en la linea 9.
(MT 1,10")

(Def. Condicional)
(DN 127

Ejemplo 3.35 Utilice deduccion natural para deducir que =r es consecuencia légica

de este conjunto de premisas {p = =q, 7p = (r = ~q), (=s v =r) = =q, -s}.

Solucion: Que —rsea consecuencia légica del conjunto dado de premisas es equivalente

a afirmar que el razonamiento siguiente es valido:

P, p=-q

P, =p=(r=-q)
P, ((sv-r)=-q
P, -s

C. r

Deduccion:

P, p=-q

P, -p=(=-q)
P, (-sv-r)=-q
P, -s

P/ —swvo-r

P,/ -q

P,/ P

P, r=n-q

C. ar

(Premisa)
(Premisa)
(Premisa)
(Premisa)
(Adj, 4) < Regla de adjuncién en la linea 4.
(MP 3, 5"
(MT 1, 6"
(MP 2,7
(MT 6, 8")



148

Légica y argumentacion: De los argumentos inductivos a las algebras de Boole

Para establecer la validez de un argumento se muestra que la conclusién es
consecuencia logica de las premisas. Esto requiere, o probar que la formula que lo
representa es una tautologia o, alternativamente, utilizar deducciéon natural para
derivar la conclusion a partir de las premisas. Naturalmente, si el razonamiento es
invalido, lo anterior no sera posible. En tal este caso, debe mostrarse un contraejemplo,
es decir, exhibir alguna interpretacién para la cual todas las premisas son verdaderas
y, sin embargo, la conclusién es falsa. Si usted asegura que un razonamiento no es
valido, debe mostrar siempre un contraejemplo; no es suficiente decir que “no se
puede llegar a la conclusién”.

Ejemplo 3.36 Decidir si el razonamiento representado a continuacién es valido o es

invalido:

P, p=(qvr)
P, g=(svt)
P, t=u

P, —(uvs)

C. -p

Razonemos de esta manera: Las tres primeras premisas son condicionales... pero un
condicional nada nos asegura sobre la verdad del antecedente o del consecuente.
Entonces, no podemos hacer ninguna inferencia a partir de ellas. Buscamos si hay
una premisa formada por la disyunciéon de los antecedentes de un par de estos
condicionales (pvq o pvt o qvt), con el fin de utilizar la regla de Dilema constructivo,
pero no la hay. Se concluye asi que no hay un proceso deductivo que pueda iniciarse
con alguna de las tres primeras premisas y, por tanto, examinamos la posibilidad de
iniciarlo con la cuarta premisa. Esta es equivalente a la conjunciéon —ua-s, por una
de las leyes de De Morgan, y de esta conjuncion si podemos hacer nuevas inferencias
aplicando la regla de simplificaciéon: A continuacién se presenta el desarrollo obtenido
a partir de esta Unica opcion:

P, p=(@Qvn
P, g=(Gv1
P, t=u
P4
PS

=(uvs)
B (TN (Equivalencia con 4; ley de De Morgan)
P’ -u (Simplificacion, en 5)
P =s (Simplificacion, en 5)

P -t (Modus tollens, 6y 3)
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P,/ —sA-t (Conjuncién 7 y 8)
P, ~(svt) Equivalencia con 9; ley de De Morgan)
P, —q (Modus tollens, 2 y 10)

Hasta el momento se ha inferido —q, pero la conclusion del razonamiento es =p. Y
como p figura solamente en P, se concluye que tendriamos que deducir ~(qvr) para
deducir posteriormente —p, por Modus tollens. Ahora bien: =(qvr) = -ga-ry en P '
tenemos —q. Entonces, requerimos -r. Sin embargo, nada permite deducir -r porque
ni aparece en otra premisa ni es una tautologia. (A propésito, siempre que sea Util o
necesario, se puede insertar una tautologia entre las premisas originales o derivadas
en un razonamiento. ;Por qué?). Al llegar a este punto en el andlisis es razonable
conjeturar que el razonamiento es invalido. Para probarlo, debemos encontrar una
interpretacién para la cual todas las premisas son verdaderas y la conclusion falsa.
Veamos: P, .’ establece que v(q) =F. De manera que, tomando v(r) =V, se tiene v(qvr)=V,
y con v(p) = V se garantiza que la primera premisa, p= (qvr), es verdadera. De esto
se desprende que v(-p) =F, en contra de lo que afirma la conclusiéon. Finalmente,
para la interpretacion v(p) = v(r) =V, v(q) = v(s) = v(t) = v(u) = F, todas las premisas son
verdaderas y la conclusiéon falsa. Este contraejemplo muestra que el razonamiento
no es valido. Asegurese de comprender el significado del proceso anterior: hemos
mostrado que es posible tener proposiciones p, g, 1, s, t, u con los valores encontrados,
para las cuales todas las premisas son verdaderas pero la conclusién es falsa. Por
analogia légica, el razonamiento es falso, independientemente de cual fuera el
significado de las proposiciones atémicas que intervienen en él.

3.12 REGLA DE LA DEDUCCION

En muchos casos la conclusion de un razonamiento es un condicional. Esto sucede con
mucha frecuencia en los teoremas. Consideremos por ejemplo estos resultados:

R1.Sean ay b numeros reales positivos. Entonces si a<b, a’< b?”.

R2.Sean A, By C conjuntos tales que ANB=¢. Entonces, si AUB=C, B=C-A.

Por ultimo, un ejemplo en el cual las premisas y la conclusion se representan como sigue:

P, p=7q

P, r=-q

P, svt)=u
P, ((pAa-r)=s
C. g=u
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En cada uno de los casos anteriores la argumentacién debe establecer la verdad de
un condicional S=T a partir de un conjunto de premisas {P,, P.... P_}. El esquema
general de demostraciéon hace uso de la Ley de deduccién (Nro. 10 de la tabla 3.6) y
se describe en el recuadro siguiente:

El proceso argumentativo para establecer la validez de un razonamiento en
el cual la conclusion es un condicional, ((P,AP,A...AP )= (S=T)), empieza por
la aplicacién de la Ley de deduccién al esquema anterior, para transformarlo
en un esquema equivalente ((P,AP,A...AP_ AS)=T)). Esto equivale a suponer
que el antecedente del condicional que representa la conclusién es
verdadero, incorporarlo como nueva premisa y probar que el consecuente
es consecuencia légica del conjunto de premisas asi aumentado.

En el caso del resultado R1, diriamos: Supongamos que a y b son nimeros reales
positivos, y que a<b. A partir de esta informaciéon y de los conocimientos sobre
numeros reales probariamos que a?< b?.

Para el resultado R2, supondriamos que A, B y C son conjuntos tales que ANB =J y
AUB=C, para concluir, basdndonos en lo anterior, que B = C-A.

Finalmente, en el tercer caso incorporariamos a q como premisa P,, para deducir u
como consecuencia légica del conjunto ampliado de premisas.

La generalizaciéon del proceso anterior se conoce con el nombre de Regla de la
deducciéon (RD) que puede simbolizarse asi:

(WEA=B)=(W U {A}FB) (4)

Regla de la deduccion: Sea W un conjunto de férmulas y sean A y B férmulas.
Entonces, del conjunto W se deduce como consecuencia légica A=B, es decir, W|=
A=B, si y solo si del conjunto que resulta al adicionar a W la formula A, W U {A}, se
deduce como consecuencia légica B, es decir, (W U {A}) |= B.

Esta importantisima regla establece que una forma de probar que un condicional A=B
es consecuencia légica de un conjunto dado de premisas es afadir el antecedente
A al conjunto de premisas y mostrar que B es consecuencia légica del conjunto asi
ampliado de premisas, como se ve en el ejemplo siguiente:

Ejemplo 3.37 Probar que {p = =q, r = =q, (svt) = u, (=p A =r) = s} |=q=>u
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Premisas: Deduccion:
P, p=-q P q (RD) < Se incorpora g como nueva premisa.
P, r=n-q P, -p (MT 1, 5)
P, svt=u P, Ar (MT 2, 5)
P, (Gpa-nN=s Py’ apA-r (Coné6',7)
P, S (MP 4, 8")
P, svt (Adj 9"
P, u (MP 3, 10)

P g=u (RD: Regla de la deduccién)

12

El proceso anterior muestra que u es consecuencia légica del conjunto aumentado de
premisas dadas. En consecuencia, segun la equivalencia (4), {p = —q, r = -q, (svt) =

u, (4p A 1) = s} k (g=u).

Observe que, una vez obtenida u en la linea 11, completamos el proceso escribiendo
g=u y reiterando el uso de la regla de la deduccién. Esto, para insistir en que g no es
una premisa original sino que se asume como verdadera por ser el antecedente de la
conclusion.

Ejemplo 3.38 A continuacién presentamos, a manera de ejemplo, la demostracion
del resultado R1: “Sean a y b numeros reales positivos. Entonces, si a<b, a?< b?”. La
demostracién se comprende facilmente, pues sélo requiere algunos elementos de
algebra basica:

P, aesun real positivo

P, b esun real positivo

P, a<b (Regla de la deduccién)

P,/ b+ aes un real positivo (Porque la suma de reales positivos es real positivo)

P.’ b—a es un real positivo  (Porque si a<b entonces b>a y la diferencia b-a es positiva)
P,' (b + a)(b-a) es un real positivo (Porque el producto de reales positivos es real positivo)
P,’ b?>-a? es real positivo (Porque (b+a) (b—a)= b>-a?)

P,' a’<b? (Porque la diferencia en P, es positiva)

P, Si a es real positivo y b real positivo, entonces (a<b = a?<b? ). (Regla de la
deduccién)
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3.13 INCONSISTENCIA

Para mostrar que un razonamiento es invalido debemos exhibir un contraejemplo, es
decir, unainterpretacion para la cual todas las premisas son verdaderas pero la conclusion
es falsa. Si no existe una interpretacion tal, el razonamiento es valido. Como veremos,
este hecho tiene consecuencias que en algunos casos pueden parecer extranas.

Ejemplo 3.39 Consideremos el argumento siguiente:

Si el presidente es amonestado, el gran publico quedara insatisfecho. Pero si el
presidente no es amonestado, la clase politica quedara insatisfecha. Sin embargo,
ninguno de estos sectores quedard insatisfecho. Por lo tanto, el presidente sera
declarado “Gran Héroe Nacional”.

El razonamiento tiene esta representacion simbdlica en el lenguaje L(P):
{p=aq-p=>r-qa-r} ks

La desconexiéon simbdlica entre las premisas y la conclusiéon podria hacer pensar en
la invalidez del razonamiento. En efecto, si para alguna interpretacion las premisas
fueran simultdaneamente verdaderas seria suficiente anadir v(s)=F y esto mostraria la
invalidez del razonamiento. Sin embargo, la tabla siguiente, que presenta los valores
de las premisas para las 8 interpretaciones posibles de la terna p—g-r, muestra que las
premisas no pueden ser simultaneamente verdaderas, que no pueden coexistir como
premisas de un razonamiento:

Tabla 3.7 Un conjunto inconsistente de premisas
\ \% \ E F F \% \% F
\ \% E E E \ \ \ F
\ B \Y E \ E F \ F
\ B F B \ \ F \ \
E \% V \Y E E \ \ F
E \% B \Y B \ \ F F
E 7 \% \Y \Y E \Y \ F
E F B \Y \Y \Y \Y F \

Observe que cada interpretacion hace falsa por lo menos a una de las premisas. En este
caso decimos que las premisas son inconsistentes —y por extension, que el argumento
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es inconsistente— para significar que no pueden aceptarse simultdaneamente como
premisas de un argumento sélido o convincente. (Recuerde que un argumento sélido
o convincente es un argumento valido cuyas premisas son verdaderas). Lo extraifio de
los argumentos inconsistentes, desde el punto de vista de la |6gica formal, es que son
validos. En efecto, la conjuncién de sus premisas es falsa y por lo tanto el condicional
que tiene tal conjuncién como antecedente es verdadero. Formalmente, entonces, el
razonamiento es valido. El resultado es sorprendente: sin importar s, el condicional
es una tautologia; es decir, no importa cual sea la conclusién, todo razonamiento
que tenga las premisas de este ejemplo es un razonamiento valido. Sin embargo,
no puede ser convincente, porque sus premisas tendrian que ser simultdneamente
verdaderas y, como vemos, esto es imposible.

Definicion 3.40 Un conjunto de premisas es inconsistente, si es imposible que sean
simultdneamente verdaderas. Es usual decir, en este caso, que “las premisas son
inconsistentes”.

Definicion 3.41 Si el conjunto de premisas de un razonamiento es inconsistente se
dice que el razonamiento es inconsistente o contradictorio.

Como lo dijimos anteriormente, cualquier cosa puede deducirse validamente de un
conjunto inconsistente de premisas, lo cual despoja de valor a cualquier conclusion
que se derive de ellas. (De qué puede servir un conjunto de premisas que permite
deducir tanto una afirmacién como su contradictoria? Supongamos que a partir de
un conjunto de premisas, deducimos A y su férmula contradictoria —A, como se ve en
a continuacion:

P, -A

A partir de este momento podemos argumentar asi: Por adjuncién en la linea m
obtenemos

P.., AvQ, donde Q representa una conclusion arbitraria propuesta.

Y por Silogismo disyuntivo entre las lineas t y t+1, se obtiene la conclusion Q:

c.Q
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Con lo anterior queda establecido que cualquiera sea la conclusiéon Q ella puede
derivarse en forma valida como consecuencia légica de tal conjunto inconsistente de
premisas.

Apliquemos las anotaciones anteriores, al ejemplo 3.39:

P, p=gq

P, -p=>r

P, —qa-r

C. /s

P, -q (Sim. 3)

P, - (Sim. 3)

P/ -p (MT 1, 4)

P, =(-p) (MT 2, 5"

P/ p (DN 7') (Aqui es evidente la inconsistencia: P, P,’)
P,/ pvs (Adj 8") (s eslaconclusién pretendida)
C. s (SD 6’, 9)

La deteccion de una inconsistencia en un argumento dialéctico puede significar el
desplome de todo el edificio argumentativo erigido hasta ese momento. Sin embargo,
la deteccion de unainconsistencia en un cuerpo de conocimiento no necesariamente es
una catastrofe: bien puede constituir el punto de partida para bienvenidas revisiones
que conduzcan a los ajustes necesarios para eliminarla, con todo lo que de positivo
ello puede significar para el drea de conocimiento en cuestion. La paradoja de Russell
en el desarrollo de la teoria de conjuntos es un ejemplo de ello.

3.14 EL METODO INDIRECTO EN LAS PRUEBAS
DE VALIDEZ DE RAZONAMIENTOS

3.14.1 El método indirecto por asignacion de valores

En la seccion 3.9 probamos que el condicional
(p=@vr))a(s=-qgl)a(t==-1 )a(pAart) =q

es una tautologia, considerando solamente las interpretaciones que hacen verdaderas
las subférmulas del antecedente, y mostrando que para ellas el consecuente tiene que
ser verdadero. Nos referiremos a este método como “método directo por asignacion
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de valores”. Ahora ilustraremos un método alternativo conocido como “método
indirecto por asignacién de valores”.

Ejemplo 3.42 Probar, utilizando el método indirecto por asignaciéon de valores, que
el siguiente condicional es una tautologia:

Kp=r)Aa(g=r)=Npvag=r]

El método indirecto consiste en suponer gue el condicional no es una tautologia,

es decir, que existe por lo menos una interpretacién para la cual el condicional es
falso. A partir de este supuesto desarrollamos un proceso “hacia atras”, tratando de
establecer cudl es esa interpretacion. Si en algin momento se llega a una contradicciéon
es porque tal interpretacién no existe y, en consecuencia, habremos mostrado que el
condicional si es una tautologia.

Entonces, empecemos suponiendo que el condicional puede ser falso en alguna
linea de su tabla de verdad y denotemos este hecho asignandole el valor F, como
se ve en seguida:

p=r)a(g=r)I=[Npva =r]
F

1

Ahora razonamos asi: para que el condicional sea falso se requiere que el antecedente
sea verdadero y el consecuente falso. Indicamos este hecho con los valores V, y F,
bajo los conectivos principales en el antecedente y en el consecuente. (Hemos usado
el mismo subindice porque esta nueva asignaciéon es simultanea pero hubiéramos
podido V,y F,).

Kp=r)Aa(ga=r)=Npvag=r]
\Y; F F

2 1 2

En este momento podemos continuar el analisis con el antecedente (V,) o con el
consecuente (F,) pues en ambos casos hay sélo una opcién posible. Hagamoslo
con el consecuente: para que el condicional (( p v q) = r) sea falso, el antecedente
debe ser verdadero y el consecuente falso. Marquemos esta deduccién con V, y F,,
respectivamente.

Kp=r)Aa(g=r)=Npvag=r]
\Y, F v F, F,

2 1 3

iHemos encontrado un primer valor de verdad: el del atomo r! Entonces lo trasladamos
simultaneamente a todas las apariciones de r como F,, donde el subindice indica que
es una deduccién inmediatamente siguiente a las obtenidas en el paso 3.

1585
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Kp=2r)Aa(g=r)=Npvag =r]
F, V F. F v F, F,

4 2 4 1 3

¢Cémo continuar en este momento? Sabemos que la disyuncion (pvq) es verdadera,
pero eso conduce a tres alternativas: V-V, V-F, F-V y no hay ninguna razén para
seleccionar una en particular. Entonces examinamos el antecedente: Para que
la conjuncion sea verdadera (V,), los dos condicionales deben ser verdaderos. Los
marcamos con V.:

Kp=2r)Aa(g=r)=Npvag=r]
V, F, V, V,F, F Y F, F,

1 3

Ahora tenemos dos condicionales verdaderos con consecuente falso, lo cual sélo es
posible si los antecedentes son falsos. Por esta razén asignamos valores de verdad F,
y F,a pyaq. Con esto hemos determinado los valores de p, g, y r, es decir, sélo la
interpretaciéon F-F—F para la terna p—g-r podria hacer falso el condicional. Esta es la
situacion hasta ahora:

Kp=2r)a(a=r)=0Upva=rl
F6 VS F4 VZ F7 VS F4 I:1 V3 FZ F3
Sin embargo, cuando trasladamos los valores de p y g a la disyunciéon como F, y F,,
como se ve a continuacion, nos encontramos con esta contradiccién: la disyuncion
tendria dos valores de verdad, lo cual es imposible en la lI6gica proposicional.

(p=r)a(g=r)l=0p v q =r1]
FV, F, V, F, V., F, F, Fo V, Fy F, F,
1
F

10

2

La conclusién: el supuesto de que hay por lo menos una linea en la que el condicional
es falso lleva a la interpretacién F-F-F y a dos valores contradictorios de una férmula.
Esto prueba que tal linea no existe. En consecuencia, aun sin construir la tabla de
verdad podemos afirmar que el condicional nunca sera falso y, por lo tanto, que es
una tautologia.

3.14.2 El método indirecto y la deduccion natural

Dado que la validez de un razonamiento se establece mostrando que el condicional que
lo representa es una tautologia, también es posible establecerla utilizando el método
indirecto en combinacion con las reglas de deduccion natural. El fundamento de la
prueba es el mismo: se supone que las premisas son verdaderas y que la conclusién es falsa
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(significa suponer, como en el método anterior, que el condicional es falso). Esto equivale
a considerar que la negacién de la conclusion es verdadera vy, por lo tanto, puede ser
incorporada a la lista de premisas como una nueva premisa. El razonamiento sera valido
si y solo si el conjunto asi ampliado de premisas es inconsistente o contradictorio.

En este punto se le pide al lector reflexionar cuidadosamente sobre la diferencia de
significado entre estas dos situaciones:

Un conjunto inconsistente de premisas.

El conjunto que resulta de adicionar a las premisas de un razonamiento la negacién
de la conclusién es inconsistente.

En el primer caso el conjunto es de poca utilidad: es posible derivar cualquier
conclusion. En el segundo, la inconsistencia es importantisima: muestra que el
razonamiento es valido.

Ejemplo 3.43 Utilizar el método indirecto y deducciéon natural para establecer la
validez del razonamiento siguiente:

“El alza en los precios del petréleo es imparable. Esto obligara a disminuir
los niveles de consumo mundial de petréleo o a incrementar la produccion
de biocombustibles. Todo indica, sin embargo, que el mundo no esta
dispuesto a disminuir los niveles de consumo de petréleo. La otra cara de la
moneda es que el incremento en la produccién de biocombustibles obliga
a dedicar cada vez mas tierras a cultivos aprovechables para produccién de
biocombustibles. Esto traerd como consecuencia alzas exageradas en los
precios de alimentos basicos para consumo humano. Lo anterior muestra que
el mundo experimentara alzas exageradas en los precios de los alimentos
basicos para la especie humana”.

Solucion: En primer lugar representaremos con 4tomos las proposiciones atémicas
gue intervienen en el razonamiento:

p: El alza en los precios del petréleo es imparable.
g: Disminuira el consumo mundial de petréleo.
r: Se incrementara la produccién de biocombustibles.

s: Se dedicaran mas tierras a cultivos aprovechables para la produccién de
biocombustibles.

t: Habrd alzas exageradas en los precios de los alimentos bdsicos para consumo
humano.
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En segundo lugar, simbolizaremos las premisas y la conclusiéon del argumento:

. P
, P=(Qvr)

U T

o

3 d

r=s

-

s=t

%}

N o
—+

En una demostracién indirecta (Ilamada también demostracién por contradiccion o

por reduccion al absurdo) se supone que la conclusion es falsa y se incorpora tal

hecho al conjunto de premisas:

P, P
P, p=(qvr)
P, —q

P, r=s

P, s=t

C t

P/ —t

P,/ —s

P —r

P’ —qQ Al

P, —(qvr)
Py =P
P, pAr—p
C t

(Método indirecto; negacién de la conclusién)
(MT, 5y 6)

(MT, 4y 7)

(Conj, 3y 8)

(Ley de De M, 9)

(MT, 2y 10)

(Conj. 1y 11)

(La conclusién no puede ser falsa, método indirecto)

Ejercicio 3.44 Utilice deduccién natural para demostrar la validez del razonamiento

anterior, pero esta vez por demostraciéon directa. Aunque en este caso la demostracién

directa es mucho mas sencilla, ello no siempre es asi.
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EJERCICIOS

1. Represente simbélicamente los enunciados a-j, utilizando los &tomos p, g, rys,
con estos significados: p: 2 es nimero primo, g: 2 es numero par, r: le entrego
el libro, s: usted me entrega la fotografia.

a.

o

e 0o a0

j-

2 es nUmero primo, pero es par.

es numero par; sin embargo, es primo.

2 es numero primo no obstante que es par.

Es falso que 2 no es primo o no es par.

Es falso que 2 no es primo o es falso que 2 no es par.

Le entrego el libro si me entrega la fotografia.

Le entrego el libro sélo si me entrega la fotografia.

Si no me entrega la fotografia, entonces no le entrego el libro.
Sélo si me entrega la fotografia le entrego el libro.

No le entrego el libro, a menos que me entregue la fotografia.

2. Sobre la base de las definiciones de los conectivos l6gicos, establezca el valor
de verdad de los enunciados a—j.

a.
b.

-~ 0o o N

(Roma es la capital de Italia)a(Viena no es la capital de Suiza).

Aun cuando es cierto que Paris es la capital de Francia, es falso que Roma
es la capital de Italia.

Ni Viena es la capital de Suiza ni Paris es la capital de Francia.
=(Viena es la capital de Suiza) A =(Paris es la capital de Francia).
=(Viena es la capital de Suiza) = (Paris es la capital de Italia).

(= Viena es la capital de Austria v Paris es la capital de Italia) & Roma es
la capital de Francia.

Viena es la capital de Austria A =( Roma es la capital de Italia A = Paris es
la capital de Francia).

—(Todo nimero impar es primo A todo nimero primo es impar).
Todo numero primo es impar si y sélo si todo nUmero impar es primo.

(Todo numero impar es primo) v ={(todo nimero primo es impar) < [-(
todo numero impar es primo)]}.

3. Considere las proposiciones “Alvaro Uribe es presidente de Colombia” y
“Alvaro Uribe es ciudadano colombiano”. Utilice los &tomos p y q para
representarlas, en ese orden, y escriba por lo menos seis enunciados que se
representarian en este caso como p = q.

4. llustre, con un ejemplo diferente a los que se proporcionaron en este capitulo,
los diferentes usos del condicional (definicién, consecuencia légica, rechazo
absoluto, etcétera).
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5. En cada uno de los puntos a—h proceda como se le indica en la palabra
subrayada:

a.

Complete: La expresion “Llueve pero no hace frio ni calor” se puede
representar en el calculo proposicional como
Complete: Segun su significado, la disyuncién exclusiva entre p y q se

puede representar por la férmula (p A =g)v(q A =p) y también por la
férmula

Responda: Si Ay B representan férmulas bien formadas tales que A =B
y una interpretacion para ellas hace que v(A)=F, ;qué puede decirse de
v(-B) para esta interpretacion?

Complete cada linea desde a hasta e para obtener una expresion
verdadera:

a. pa(pva)s= (Equivalencia: ley de absorcién)

b. { ,-pval kq (Silogismo disyuntivo)

C. pvgs=s (férmula equivalente que usa solamente =y A)
d. { YE (Dilema constructivo)

e. {prq, (r=-s)=-(p=q)} Fr___  (Modus tollens)

Califigue como verdadero o falso: Toda contingencia es una férmula
satisfacible, pero no toda férmula satisfacible es una contingencia.
Escriba un ejemplo de férmula que es una contingencia.

Califigue como verdadero o falso: Un razonamiento que tiene como

premisas las que aparecen en la lista siguiente es inconsistente:
{pva)=@r=s),p (r=s)={t=w),tsr-w}

Responda: ;Cuando y como se utiliza la Regla de la Deduccién?

Suponga que usted se propone demostrar, a partir de un conjunto de

premisas, que a=0 v b=0. ; Qué haria, si su plan consistiera en demostrar el

resultado por método indirecto? ;Cudl seria entonces la nueva premisa?
¢En qué momento consideraria finalizada la demostracion?

6. Deduzca esta equivalencia: p A (q = r) = =(=p v g)v-(=p v ).

7. A continuacién se da un grupo de férmulas bien formadas. Escriba, para cada
una, dos enunciados que se representen simbdlicamente con dicha formula.
Por ejemplo, si la formula es p=(qgar), un enunciado podria ser: Si un tridngulo
es equilatero entonces sus tres lados y sus tres angulos son iguales; un segundo
enunciado de la misma forma: Si hoy es miércoles, entonces tengo clases de
Logica y de Algoritmos.

a.
b.

p=(qv-r) c. (pvagvrn) a(=pa-qg)=r
prl@v)eleargvipan)  d (p=nA@=:)=pAq)=(rrs))
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8. Represente simbdlicamente cada razonamiento a-j. Utilice los atomos p,
q, I... en el mismo orden en el cual aparecen las proposiciones atémicas en
el razonamiento correspondiente. No olvide indicar explicitamente qué
proposicion esta representada por cada atomo.

a

Si el raton se come el queso, entonces el gato atrapa al ratén. Pero el
ratén no se come el queso. Por lo tanto, el gato no atrapa al raton.

Si el raton se come el queso, entonces el gato atrapa al ratén. Pero el
gato no atrapa al ratén. Por tanto, el ratéon no se come el queso.

Si el asalto ocurrié después de las 4 de la mafana, pero antes de las 5,
entonces los guardianes se habian quedado dormidos. Si ocurrié a una
hora diferente, entonces los guardianes son complices necesariamente;
en tal circunstancia, hay personas externas involucradas. Por tanto, si
los guardias no se quedaron dormidos, el asalto involucra a personas
externas.

Si resuelvo un ejercicio sin quejarme, entonces lo puedo entender. Yo no
puedo entender ejercicios de los cuales no tengo un ejemplo resuelto
previamente. Los ejercicios que puedo entender no me producen dolor
de cabeza. Este ejercicio tiene un ejemplo previamente resuelto. Por lo
tanto, resuelvo este ejercicio sin quejarme, pero me produce dolor de
cabeza.

Mi padre me anima si estudio diariamente. O me va bien en los cursos o
no estudio diariamente. Si duermo en exceso, entonces no me va bien en
los cursos. Por lo tanto, si mi padre me anima, entonces no duermo en
exceso.

Si Dios fuera bueno, querria hacer a sus criaturas perfectamente felices.
Y si fuera omnipotente podria hacer todo lo que quisiera. Si Dios quisiera
hacer a sus criaturas perfectamente felices y pudiera hacer todo lo que
quisiera, entonces las criaturas serian perfectamente felices. Pero las
criaturas no son perfectamente felices. En consecuencia, a Dios le falta
poder, o bondad, o ambas cosas. (Tomado del articulo “Cazadores de
la verdad”, de Daniel J. Boorstin. Lecturas Dominicales de El Tiempo,
22/02/98. Se modifico el texto original solamente para hacer explicita una
premisa implicita).

Si Dios quisiera prevenir el mal pero fuera incapaz de hacerlo, entonces
no seria todopoderoso; si fuera capaz de prevenir el mal, pero no quisiera
hacerlo, seria malévolo. Existe el mal sélo si Dios es malévolo o incapaz
de prevenirlo. Es un hecho que el mal existe. Si Dios existe, entonces es
todopoderoso y no es malévolo. En consecuencia, Dios no existe.

La convivencia social se deteriorara sensiblemente. Las razones son
claras: no hay duda de que si hay alza general de salarios no se podra
contener el desempleo, y si hay paro general no se alcanzaran las metas
de produccién. Sin embargo, las mas recientes intervenciones del ministro
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10.

de Hacienda y de los sindicalistas indican que habréa alza general de
salarios, pero insuficiente para evitar el paro general. Pero se alcanzaran
las metas de producciéon. Lamentablemente, si no puede contenerse
el desempleo, o si hay alza general de salarios, la convivencia social se
deteriorara sensiblemente.

Cualquiera sea la situacion del délar con respecto al peso, algun sector
de la economia resulta perjudicado: Si el peso se revallia, se lamenta
el sector exportador porque los doélares que recibe representan menos
pesos al traerlos al pais; si el peso se devalla, los importadores tienen
que pagar mas caros los bienes que importan y se reduce el consumo de
los mismos. Ademas, en este caso se encarece la deuda externa del pais,
lo cual nos afecta a todos negativamente.

Las siguientes razones permiten afirmar que la inversion social disminuira
drasticamente: Segun los analistas, si el alza en el salario minimo es
superior a la inflacién, entonces no disminuird el desempleo vy, si hay
otro paro general, no se alcanzaran las metas del sector productivo.
Por otro lado, la dirigencia sindical amenaza con otro paro general, si
el alza en el salario minimo no es superior al nivel de inflacion. Esto se
complementa con el hecho de que si no disminuye el desempleo o no se
alcanzan las metas del sector productivo, entonces habra una baja en
las exportaciones. Y una baja en las exportaciones hara que la inversién
social disminuya drasticamente.

Clasifique cada férmula siguiente como satisfacible, tautologia, contingencia, o
insatisfacible. Recuerde que eventualmente una féormula puede ser clasificada
en diferentes grupos:

a.
b.

Q N

o

(Pva)ar-(paq)
pA((pva)=-q)
P=@ANA=(p=(qnar)
((p=a)A(p=n) e (p=(qan)
(p=a)A(panN)=q

Utilice el método directo por asignacion de valores para establecer cuales de
las férmulas siguientes son tautologias. En caso de no serlo, indique en su
conclusién una interpretacion para la cual la férmula es falsa:

a. ((p=qg)v—q)=-p

b. ((p =9) A ~q) =-p

¢ ((pap=a)=q

d. ((pva) A(p=r1)A(g=r)=r
e.[p=(qvnl = [(p = Qa(p=r)]
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11. Pruebe las siguientes equivalencias. Un * indica que se exige una prueba

13.

14.

15.

algebraica, como en el ejercicio 3.28.

a. (p=9q)=(-q= -p)

pvipag)=p*

¢ palpva)=p

d. (pva) Apa(gvr) A(pv=pvr)A(=qvr)=(par) *
e. (lpa(pva)vag=Vv*
f
9

o

(PAQ) v (pAr) v (=(=pva)) =p *
Slpvaatpva(=gv )] vr=V
En cada caso muestre, sin hacer las tablas de verdad, una interpretacién que le
permita concluir que las féormulas de cada par no son equivalentes:
a. (p=qg=>ryp=(@q=r b.  pa(gvr) y (pag)vr
¢ p=>q Yy d g=>p
Califique cada afirmaciéon a -e como verdadera o como falsa. Justifique
plenamente su respuesta.
a. Lanotacién {p, p = q} F q es ambigua.

b. Un razonamiento deductivo es valido si y sélo si la conjuncién de las
premisas y la conclusién es una tautologia.

c.  Laafirmacion {p = q, -p} k ~q es falsa, porque el razonamiento ((p = q)
A Tp) = —q es una falacia.

d. Todaregladeinferencia es un razonamiento valido, y todo razonamiento
valido es una regla de inferencia.

e. Enlosrazonamientos invalidos las premisas son inconsistentes.

Establezca la validez de los razonamientos siguientes:

1. P, (pva)a(rvs) 2. P, p=—q
P, (p=r)A(g=s) P, “p=(r="0q)
P, r P, (msv-r)=-q
C s P, s
C.r
3 P, (pva)=>r 4 P x=5vx<y
P, (rva)=(p=(s<t) P, (x>3 vz<2)=(z<x v y=1)
P, pas P, x<y = z<2
C. st P,x=5=x>3

P,z<x=x=4
P, y=1= =(x>3 v z<2)
C. x=4

163



164

Légica y argumentacion: De los argumentos inductivos a las algebras de Boole

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

Decida sobre la validez de los razonamientos del punto 8 de esta lista de
ejercicios.

En los casos siguientes, construya una prueba formal de validez o pruebe la
invalidez encontrando una interpretacién para los &tomos involucrados.

a. P, ((prg)ar)=s b. P, ((pva)ar) =s
P,(r=s)=(t=w) P,r=s)=(t=w)
P, t P, t
Cp=>w C. p=>w

Decida si este argumento es o no valido: Si usted es autosuficiente, entonces sus
acciones no estan determinadas por eventos previos. En estas circunstancias,
sus acciones no son predecibles y no es posible anticipar las consecuencias
de ellas. En consecuencia, si usted es autosuficiente, las consecuencias de sus
acciones no se pueden anticipar.

Pruebe que la férmula, ((p A =q) =r) A (-r A p) = g es una tautologia,

a. Por método indirecto, suponiendo que no lo es y derivando una
contradiccién.

b. Algebraicamente, utilizando equivalencias para probar que la féormula
dada es légicamente equivalente con V.
Complete los pasos que faltan en la siguiente demostracion incompleta de la

ley de absorcién,

[p A (pva)] = p:

p A (pva) =(p v F) A (pva) Ley de identidad
= Ley distributiva
= Ley
=p Ley

Complete el enunciado para obtener una afirmacién verdadera.

La expresiéon “Malo porque si y malo porque no” es una forma, en el
lenguaje cotidiano, de una ley de inferencia (dilema), que se representa asi:

N ) S

Decida si esta afirmacién es falsa o si es verdadera. Justifique su respuesta:

Si la negacién de una formula A es una tautologia, entonces la formula A
tiene que ser l6gicamente equivalente con p A —p.

Complete cada linea en esta demostracion algebraica de que ((pvg)Aa-p) = g
es una tautologia. (La aparicién de y indica que usted debe
escribir los nombres de dos leyes que se han aplicado simultaneamente ):
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

((pva) A= p) =>q=((pAr-p)v (g Ar-p)=q
=(_v(arp)=q
=(qAr-p)=q Ley de identidad

=-(qA-p)vq definicién de =
=(-qvp)Vvq y
=(qv-q)vp y
=V Ley de dominacién

Escriba una prueba algebraica de que [((p v —q) =) A—q] = r es una tautologia.
Escriba también una prueba por el método indirecto con asignacién de valores
de verdad.

A continuacion se dan las premisas de un razonamiento valido en el cual falta
la conclusién. Obténgala, utilizando todas las premisas:

“Si no tenemos fe en la recuperacion del pais y tambalea la esperanza,
no tendremos un futuro mejor. Es cierto que tambalea la esperanza, pero
también que tendremos un mejor futuro. Por lo tanto..."”.

Utilice deduccién natural para mostrar que este razonamiento es valido:

{ms=q,(uvp)=>(vvi), (ras)=tr=qqg=ulf (at=v)

Suponga que los simbolos p y q tienen estos significados:
p: Estudiaremos Logica este domingo.
q: Tenemos parcial de Organizaciones el lunes.

Represente simbdlicamente el enunciado «Estudiaremos Légica este
domingo sélo si no tenemos parcial de Organizaciones el lunes» .

Llene los espacios provistos en cada caso, para obtener formulas l6gicamente
equivalentes con la férmula —r=s. No use dobles negaciones (--A).

a. = b. v e (__A_)

Suponga que A y B son férmulas l6gicamente equivalentes. Entonces, se

puede asegurar que A A B = F. Seleccione, entre los siguientes enunciados,

las posibles justificaciones de tal afirmacién:

a. SiA= B, noesposible que Ay -B sean simultdneamente verdaderas para
alguna interpretacion.

b. -B es falso. Por lo tanto la conjuncién A A -B también lo es.

c. Si A =B, por lo menos una entre A y =B tiene que ser falsa para cada
interpretacion.

d. Si A = B entonces los valores de A y B son iguales, para cada
interpretacion.
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30. Decida sobre la validez del razonamiento siguiente:

“Si pago matricula completa no me quedara dinero. Pero si no pago
matricula completa no puedo matricularme en todos los cursos. Por otra
parte, no aprenderé Programacion de computadores a menos que me
compre un computador, lo cual podré hacer sélo si me queda dinero.
Ademas, si no me matriculo en todas las clases no me compraré un
computador. Como es un hecho que pago matricula completa o no pago
matricula completa entonces, con seguridad, no aprenderé Programacién
de computadores”.

31. Decida si este conjunto de premisas es o no, inconsistente:

{r = =s, pv q, ((raw)=-p, "qAw, -s}

32. Decida si esta afirmacién es o no verdadera. Justifique su respuesta:

Ser féormula satisfacible es condicién necesaria pero no suficiente para
ser tautologia. En cambio, ser tautologia es condicion suficiente pero no
necesaria para ser satisfacible.

EJERCICIOS DE OPCION MULTIPLE

1. ¢Cual de las siguientes féormulas representa este enunciado: “Te ayudo si me
devuelves mi calculadora” (donde p = “te ayudo” y q = “me devuelves mi
calculadora”)?

(A) paq
(B) pvq
@ p=aq
(D) g=p
(B) (pva)a-(paq)

2. ¢Cual de las siguientes es una féormula bien formada?
(A) {-==palg=(rv-s)l}
B) (pa-r)=(tas)
@ [pv-(s)]
(D) pvr=s
(E) (p=>=s5)

3. Considere el siguiente texto: “Los radicales libres pueden, por un lado,
deteriorar las membranas celulares o pueden, por otro, intervenir en la
produccién de enfermedades como el cancer; es mas, pueden pasar ambas
cosas”.
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Simbolizando los atomos en el orden en que aparecen, ¢cual de las siguientes
es una FBF que representa el texto?

(A) [(pva)a-(paq)l
® (pvaq)

(@ (paq)

(D) [(pvag)v=(pvq)l
() [(pvag)vrl

4. Considere el siguiente texto: “Sélo con un uso adecuado del poder y con
una interpretacién apropiada de la voluntad del pueblo, una democracia es
verdaderamente legitima; si es cierta la anterior afirmacién, entonces hay un
uso adecuado del poder o no habra reeleccién”. Simbolizando el texto con
los &tomos p, q, r,..., en el mismo orden en que aparecen en el texto, ;cual de
las siguientes opciones es una representacion simbolica de ese texto?

(A) {[(prg)=r]l=[(pv-s)a-(par-s)]}
B) {[r=(pra)la(pv-s)}

@ {[(prg)=r]l=(pv-s)}

(®) {[r=(prq)l=(-pv-s)}

(B) {[r=(prg)I=(pv-s)}

(F) {[(pra)=rlv(pv-s)}

@ {[r=(pva)l=(-pv-s)}

H) {[p=(aar)]l=(pv-r)}

5. Considere el texto siguiente: “No es cierto que el nuevo equipo sea un equipo
ganador, como tampoco es cierto que el nuevo técnico sea responsable. Si la
afirmacion anterior es verdadera, entonces es falso que si el nuevo equipo no es
un equipo ganador entonces el nuevo técnico es responsable”. Simbolizando
las proposiciones atdmicas del texto con los &tomos p, q, r, ..., en el mismo
orden de aparicién, ¢cudl de las siguientes opciones es una representaciéon
simbolica del texto?

(A) =[(~par-q)=-(-p=q)] (E) [(-pAr-q)=(-p=-q)]

B) [-(parg)=-(-p=q)] (A [(-pAa=q)=-(-p=-q)]
@ [(p==q)=-(-p=q)] G) [(par-gq)=-(p=q)]
(D) [(-pAr=q)=>-(-p=q)] (H {(-par-gq)=-[-(p=q)l}

1.
6. Considere el texto siguiente: “Si alguien no tiene paciencia, entonces obtendra

beneficios a corto plazo. Ademas, sucede que alguien tiene paciencia o
tiene carisma. Por otra parte, una persona no obtendra beneficios a corto
plazo o al menos no es el caso que tenga carisma. En consecuencia, tiene
paciencia”. Simbolizando el texto con los &tomos p, q, , ..., en el mismo orden
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en que aparecen en el razonamiento, ¢cual de las siguientes opciones es una
representacién simbolica del razonamiento?

(A)
(B)
(@)
(©)
(E)
(F)
@)
(H)

[(-p=qg)Aa(pvr)a(-qv-r)]=p
[(p=a)a(pvr)a=(-qv-r)]=p
[(ap=-r)Aa(pvr)a(-gv-r)]l=p
[(=p=g)a(pvr)Ial(-qv-r)=p]
[-(p=qg)a(pvr)a(-qv-r)]l=p
S[(p=qg)a(pvr)a(-qv-r)l=p
[(spea)a(pvr)a(-qv-r)]=p
{(=p=09) A (pvr) A [(=gv-r) A 2(7gA-D)}= p

7. Todas las afirmaciones siguientes se refieren a la misma féormula referida en el
punto anterior. Cada una de las afirmaciones es verdadera, excepto:

(A)
(B)

(@)

(3))

(E)

La férmula tiene ocho interpretaciones.

Por lo menos una de las interpretaciones de la formula hace que su valor
de verdad sea verdadero; por lo tanto, es una formula satisfacible.

Si la formula representa en el lenguaje de la légica proposicional un
razonamiento deductivo, no podriamos referirnos al razonamiento como
“verdadero” o “falso”.

Si negaramos la férmula completa, el valor de verdad de la formula
negada, para la interpretacién v(p) =V, v(q) =V, y v(r) = F, seria falso.
Si negaramos la conclusion del razonamiento, el valor de verdad de la

férmula que expresa el razonamiento modificado seria verdadero para
la interpretacién v(p) =V, v(q) =V, y v(r) = F.

8. Sobre el problema anterior, podemos concluir lo siguiente:

(A)

(B)
(@)

(3))

(E)

El enunciado define un razonamiento en el cual la expresién “no obtengo
plata” es la conclusién.

El enunciado establece una condicidon necesaria para obtener plata.

El enunciado establece que en este caso “perder materias” es suficiente
para no obtener plata.

Puede asegurarse que, si el autor del enunciado obtuvo plata, entonces
no perdié ni una materia.

El enunciado esta representado por una férmula l6gicamente equivalente
ap=-qar

9. Sobre la férmula del problema anterior, podemos concluir lo siguiente:

(A)

Laférmula nos permite decir que la expresion “si preferimosvino, entonces
no me como las ostras o pido una ensalada” es l6gicamente equivalente

a "no preferimos vino”,”, dado que el conector que los une en la férmula
tiene un valor de verdad de V para todas las interpretaciones.
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10.

11.

12.

(B)

(@)

(3))

(E)

u

La féormula nos permite decir que la expresion “si preferimos vino,
entonces no me como las ostras o pido una ensalada” no es [6gicamente
equivalente a “no preferimos vino”, dado que el conector que los
une en la féormula no tiene un valor de verdad de V para todas las
interpretaciones.

La férmula nos permite decir que la expresion “no preferimos vino”es
una consecuencia légica de “si preferimos vino, entonces no me como
las ostras o pido una ensalada”, dado que el conector que los une en la
férmula tiene un valor de verdad de V para todas las interpretaciones.

La férmula nos permite decir que la expresién “no preferimos vino”
no es una consecuencia loégica de “si preferimos vino, entonces no
me como las ostras o pido una ensalada”, dado que el conector que
los une en la férmula no tiene un valor de verdad de V para todas las
interpretaciones.

La férmula nos permite decir que la expresién “si preferimos vino, entonces
no me como las ostras o pido una ensalada” no es una consecuencia légica
de “no preferimos vino”, dado que el conector que los une en la formula
no tiene un valor de verdad de V para todas las interpretaciones.

¢(Cudl de las siguientes es una férmula bien formada que tiene 8
interpretaciones?

(A)
(B)
(@)
(©)
(E)

[pv(rap)l]
{(prg)=I[(pvp)e(pa-q)l}
{pv-al(-pa-q)==(-pv-r)l}
(p=>qvr)
{(pva)al(g=r)v(ges)]}

Dada laférmula([p= (Qvr)]1A(pA=Qq))=r, unasolade las afirmaciones
siguientes sobre ella es falsa:

(A)

(B)
(@)
(3))
(E)

La férmula expresa una verdad Iégica facilmente ilustrable con situaciones
cotidianas.

La formula es satisfacible.
Cada interpretacion para la férmula es a su vez un modelo para ella.
La férmula es satisfacible pero no es una tautologia.

La negacién de la férmula total es I6gicamente equivalente con F.

Considere la siguiente afirmacion: “Puede suceder alguna de estas cosas: en
primer lugar, el timerosal causa autismo si y so6lo si el autismo es el resultado
del envenenamiento con mercurio; en segundo lugar, es suficiente que retiren
el timerosal de las vacunas para que se reduzcan las tasas de autismo”. Si p =
el timerosal causa autismo, q = el autismo es el resultado del envenenamiento
con mercurio, r = retiran el timerosal de las vacunas, y s = se reducen las tasas
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13.

14.

15.

de autismo, entonces ;cual de las siguientes es una representacion simbdlica
de la afirmacién anterior?

(A)
(B)
(@)
(3))
(E)

[(peg)alr=s)]
[(p=a)a(a=p)]la(r=s)
[(peg)vis=r)]
[(gep)vir=s)la-[(gep)alr=s)]
[(peqg)vir=s)]

Considere la siguiente formula: {(pv q) = = (q ar)}. ;Cudl de las siguientes
afirmaciones acerca de esa férmula es correcta?

(A)
(B)
(@)
(©)

(E)

La formula tiene 2 modelos.
El valor de verdad de la férmula es F cuando v(p)=V, v(q)=V, y v(r)=F.
La féormula es una contradiccion.

La féormula es contingente, teniendo en cuenta que su valor de verdad es
V cuando v(p)=F, v(q)=F, y v(r)=F; y su valor de verdad es F cuando v(p)=F,
v(q)=V, y v(r)=V.

El valor de verdad de la férmula sélo es F cuando v(p)=V, v(q)=V, y v(r)=V.

Supongamos que dos formulas, Ay B, son légicamente equivalentes. Podemos
concluir entonces que:

(A)

(B)

(@)

(©)

(E)

Si las unimos mediante un condicional, la férmula resultante sera una
contingencia.

Si las unimos mediante un bicondicional, la férmula resultante sera una
contradiccién.

Si el valor de verdad de A para cierta asignacién de valores de verdad es
V, entonces el valor de verdad de =B para la misma asignacion de valores
de verdad serd F.

Como Ay B tienen los mismos valores de verdad para cada interpretacion,
la formula AAB es una tautologia.

La formula = ( A © B) tendra por lo menos un modelo.

Dada la férmula:p = {gA[rv (svr)]}determine, entre las siguientes, una
férmula que le es l6gicamente equivalente y a la cual se puede llegar por
simplificacion algebraica.

(A)
(B)
©
(©)
(E)

p=[(aar)a(qnas)l]
[-(aar)a=(gas)]=-p
S[=(gar)a-(gas)l=-p
[-(gvr)a=(qvs)]I=-p
[-(gar)a=(gas)l=p
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16.

17.

18.

19.

20.

Supongamos que A es una consecuencia légica de B. Podemos concluir
entonces que:

(A) Ay B son légicamente equivalentes.
(B) A esvalida.
(C) A esverdadera.

(D) Unrazonamiento en el cual A constituye las premisas y B la conclusion es
un razonamiento valido.

(E) Unrazonamiento en el cual B constituye las premisas y A la conclusion es
un razonamiento valido.

¢En cudl de los siguientes ejemplos vemos una aplicacién de la ley de
dominacion?

(A) [(pva)=rl={[(pva)a(pva)l=r]

B) {[(pap)v(pv-p)l=(r=-r)}={[(pap)vV]=(r=-r)}
@ {[(paV)=(pvV)le(raF)I}={lp=(pvV)]Ie(raF)l}
D) {[(paV)=(pvV)]le(raF)I}={[(paV)=VIe(raF)l}
E) {[(paV)=(pvV)le(ra-r)]i={[(paV)=V]IeFl}

Considere la expresion: p v ( g A r ). ¢Cudl de las siguientes expresiones es
equivalente a ella dnicamente por la aplicacion de la ley distributiva?

(A) (prq)v(par)

B) (pvp)vignar)

(@ -p=(qnar)

(D) pvi(pva)a(pvr)l

(B) (pva)a(pvr)

Dada la formula (p v g) A =(p A q) ¢Cudl de los textos siguientes representa

una lectura incorrecta de la férmula o de una equivalente (donde p = quiero
paz, y g = quiero armonia)?

(A) Quiero paz y no armonia o quiero armonia pero no paz.
(B) Quiero paz o armonia, pero no ambas cosas simultdneamente.
(C) Quiero paz o no quiero armonia y quiero armonia o no quiero paz.

(D) Esfalsoquesiquieropazarmoniaoesfalsoquesiquieroarmoniaquieropaz.

¢Cual de las siguientes férmulas corresponde a un razonamiento inconsistente?
(A) {p=g)apalsvt)aa(@vp)l=[s=(pat)]

B) {p=aAapalsvtiaal@v-plels=(pat)]

(@ {(@as)al-p=(qv-s)l}=(pvr)

®) {par(p=-9)}=[(QAr)=p]

EB) {pvaalras)alr=(pE=0rls=@=ul}=(tvu)
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22.

23.
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¢Cudl de las siguientes es una tautologia?
(A)
(B)
(@)
(D)
(E)

{(p=a)A(@=79)}= (-s= -p)
{[lpar(@vs)ialp=-sl}t=q
{lpa@vs)lalp=(p=-al}=(sAp)
{llpvp)viavalalpra)le(pag)
{llp=aAr@=plrq}=(=q=-p)

Considere la prueba siguiente, que utiliza deduccion natural pero deja una de
sus columnas en blanco:

1. (parq)v(p=q)

2. (pv-gq)a(q=r) Cpvr

3 Simplificacion (2)
4 Simplificacion (2)
5. De Morgan (3)

6 SD (1,5)

7 SH (4,6)

8 Def. cond. (7)

¢Cudl de las siguientes opciones muestra la informacion que completa
correctamente la prueba?

(A) (B) (@) (D) (E)
3.apv g 3.apv g 3.q=>r 3.7pvq 3.apv-q
4.g=r d.g=r 4.-pvq 4.9=r 4.9=r
5.-(paq) |5(paq) 5.-(qa-r) | 5-=(pvq) | 5-(paq)
6.p=q 6.-(p=>q) | 6.p=q 6.pAQ 6. (p=q)
7.p=r 7.p=r 7.p=r 7.pvr 7.9=r
8.~pvr 8.-pvr 8.-pvr 8.-pvr 8.-pvr

Considere la siguiente prueba, que utiliza deduccién natural pero deja una de
sus columnas en blanco:

1. ras

2 (g=>t)=(pAant)

3 [(ras)vgl=(pVvt) Cgnant

4 Adj. (1)

5. MP (3,4)

6 De Morgan (5)
7 MT (2,6)

8 Def. cond. (7)
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¢Cudl de las siguientes opciones muestra la informacion que completa
correctamente la prueba?

(A) (B) © (D) (E)
4.(ras)aq | 4.(ras)vq | 4 (ras)vg | 4.(ras)vqg | 4.(ras)vq
S5.pvt 5.pvt 5.=(pvt) S5.pvt S5.pvt
6.(—pA-t) 6.7 (pa-t) | 6.a(pa-t) | 6.0(pvat) | 6.9pAa-t
7.(g=>1t) 7.-(g>1t) 7. q=>t 7.(g=t) 7.-(g=>t)
8.qna-t 8.qAa-t 8.qAa-t 8.qa-t 8. - (~qvt)

24. Como en los puntos anteriores:
1. = (r=p)
2. [(pv-r)valal(pv-ar)vs]
3 [sv(t=qg)]l=(pet) C:pot
4 Dist. (2)
5 Transp. (1)
6. Def. cond. (5)
7 SD (4,6)
8 Simp. (7)
9 Adj. (8)
10. MP (3,9)

¢Cudl de las siguientes opciones muestra la informacién que completa
correctamente la prueba?

(A) (B) © (D) (E)
4 (pv-nalgvs)|dpvlarv(gas)idvanvigas)|dpvanv(gas) d(pvarv(gas)
5.7 (p=-r) 5. (-p=-r) 5.7(p=-r) 5.7 (p=-r) 5.p=-r
6.=(pv-r) 6.7 (pvr) 6.-(pvr) 6.=(pv-r) 6.~ (pvr)
7.9AS 7.[arv(gas) 7.9As 7.-(qns) 7.9AS
8.s 8.s 8.5 8.s 8.s
9sv(t=q) 9sv(t=q) 9sv(t=q) 9sv(t=q) 9sv(t=q)
10.pot 10.pot 10.pot 10.pot 10.pot
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25. Sobre la regla de la deduccién, es correcto decir lo siguiente:

(A)

(B)

(@)

(©)

(E)

Es aplicable adecuadamente en el primer paso de la prueba por deduccién
natural de la validez del razonamiento representado por la siguiente
férmula:

{(pra)a(gvr)a(r=p)}i=p.
Es aplicable adecuadamente en el primer paso de la prueba por deduccién
natural de la validez del razonamiento representado por la siguiente
férmula:

{(p=r)a(r=g)a(g=t)}l=t

Es el Unico método aplicable en la prueba por deduccién natural de la
validez del razonamiento representado por la siguiente formula:

{(pvr)Aa(pag)al(rag)=(s=t)]lI=(s=>1).

Por su caracter de ley de inferencia, puede ser aplicada a parte de una
férmula.

Es aplicable en el primer paso de la prueba por deduccion natural de la
validez del razonamiento representado por la siguiente férmula:

{(par)a(gv-r)al(ra-at)=-(qvqg)ll=(r=t).

Respuestas a los ejercicios de opcion multiple

11213
D|A|B

4 5/ 6/7,89 10111213 14 15 1617 18|19 20 21 /2223|2425
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Logica simbolica
Fundamentos de calculo
de predicados

4.1 INTRODUCCION:
LIMITACIONES DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Hasta el momento hemos establecido criterios de validez para dos tipos de
razonamientos deductivos: los silogismos, en el segundo capitulo y los del tipo
considerado en el capitulo 3 sobre l6gica proposicional. Estos criterios son correctos.
Con esto queremos decir que si la aplicacion del criterio indica que el razonamiento
es valido (invalido), el razonamiento efectivamente es valido (invalido). Sin embargo,
estos criterios no son completos. En el primer caso, porque no todo razonamiento es
un silogismo; en el segundo, porque hay razonamientos que tienen una estructura
deductiva correcta en el lenguaje usual pero que no responden adecuadamente a la
aplicacion del criterio de validez provisto por la I6gica proposicional. Esto sucede, por
ejemplo, con el razonamiento siguiente:

Juan es el padre de José.
Pedro es hermano de Juan.
El hermano del padre de una persona es tio de esta.

Entonces, Pedro es tio de José.

Con el supuesto implicito de que cada nombre hace referencia a la misma persona cada
vez que es utilizado, es indudable que la conclusion de este razonamiento se desprende
inevitablemente de sus premisas; por lo tanto, es un razonamiento deductivo valido.
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Entonces, es natural suponer que la validez formal del razonamiento puede establecerse
mediante alguno de los criterios de validez disponibles hasta ahora. No obstante, esto
no es asi: En primer lugar, es claro que el razonamiento no es un silogismo; por lo tanto
el criterio de validez de silogismos no es aplicable a este caso. En cuanto al criterio
de validez provisto por la légica proposicional, recordemos que, para su aplicacion,
inicialmente debemos asignar un simbolo de 4tomo a cada proposicién atémica. En
este caso, asignaremos los &tomos p, g, r y s, con los siguientes significados:

p: Juan es el padre de José.

g: Pedro es hermano de Juan.

r: El hermano del padre de una persona es tio de esta.
s: Pedro es tio de José.

El paso siguiente es representar simbolicamente las premisas y la conclusién. Es aqui
cuando se advierte algo que no se habia presentado en ninguno de los argumentos
analizados en los capitulos anteriores: las premisas y la conclusién son proposiciones
atomicas, y precisamente las que se simbolizaron con los atomos p, g, r y s.
Entonces, con los simbolos y significados definidos antes, estos son los elementos del
razonamiento:

P, p
P, q
P r /I C.s

iObserve que ni las premisas ni la conclusion presentan conectivo alguno!

Finalmente, segun el criterio desarrollado en el capitulo anterior, este razonamiento
es valido siy s6lo si el condicional que lo representa, (pAgar) = s, es una tautologia.
Sin embargo, es facil ver que:

(pAQar) = s

no es una tautologia y, por lo tanto, la aplicacién del criterio estudiado en el capitulo
3 indica que jel razonamiento es invalido! Obviamente, esto muestra que el criterio
de validez proporcionado por la l6gica proposicional tiene limitaciones en su alcance,
puesto que no funciona en un razonamiento como este, en el que es evidente una
estructura deductiva absolutamente correcta. Sin embargo, en este capitulo veremos
que existe un sistema en el cual no sélo se superan estas limitaciones sino que siguen
siendo validos todos los razonamientos que resultan validos por aplicacion de los
criterios ya estudiados. Este sistema, que se conoce con el nombre de Calculo de
predicados, proporciona herramientas adicionales que permiten establecer la validez
formal de razonamientos deductivos que escapan al alcance del criterio desarrollado
en el capitulo 2.
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4.2 EL CALCULO DE PREDICADOS

Como un primer paso hacia el estudio del calculo de predicados, consideremos
nuevamente el razonamiento que puso en evidencia la necesidad de un sistema
ampliado:

p: Juan es el padre de José.

g: Pedro es hermano de Juan.

r: El hermano del padre de una persona es tio de esta.
s: Pedro es tio de José.

Empecemos por reiterar algo que fue evidente cuando se simbolizaron las premisas
y la conclusion: ninguna de las proposiciones atémicas presentes en el razonamiento
vuelve a utilizarse completa después de aparecer. Es como si se fraccionara su
estructura interna, separandose en sujeto y predicado y este a su vez en una relacién
entre individuos, para reunir y utilizar algunas de tales componentes en diferentes
partes del razonamiento. Por ejemplo, “Juan” —el sujeto gramatical de la primera
premisa— es uno de los términos del predicado binario “hermano de”, en la segunda
premisa (el otro término del predicado es “Pedro”). A su vez “Pedro” es el sujeto tanto
en la segunda premisa como en la conclusién. Estos y otros fraccionamientos cuyas
componentes vuelven a utilizarse en una u otra premisa o en la conclusién, imponen
dos exigencias al sistema en el cual pueda concluirse la validez de razonamientos como
estos: La primera, capacidad para trabajar por separado con el sujetoy con el predicado
de una proposicion atémica; la segunda, capacidad para reconocer, en el predicado,
la relacién o relaciones que contiene y los términos que intervienen en ellas. La légica
proposicional carece de capacidad para manejar estos fraccionamientos, pues en este
sistema las unidades minimas representables simbolicamente son las proposiciones
atémicas. Como veremos, el calculo de predicados tiene las herramientas necesarias
para superar esta limitacion.

El lector podra concluir facilmente que cualquier silogismo categérico comparte con
el razonamiento anterior las razones para escapar al dominio de razonamientos
cuya validez es decidible con el criterio de la légica proposicional. En efecto, los
tres términos, mayor, medio y menor aparecen dos veces cada uno, y con diferentes
funciones gramaticales. Una aplicacion importante de este capitulo serd mostrar que
la validez de silogismos es un caso particular de la validez aqui estudiada.

Enlaoracion “Juan esdeportista”, “Juan” es el sujetoy “es deportista” es el predicado.
Usualmente identificamos el sujeto como la respuesta a la pregunta ¢De quién (de
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quiénes o de qué) se afirma algo? y el predicado como la respuesta a la pregunta
¢Qué se afirma? Por ejemplo, en la oraciéon “Juan es el padre de José” se afirma, de
Juan, que es el padre de José. Entonces, “Juan” es el sujeto y “es el padre de José”
es el predicado. Un predicado como “es deportista” es un predicado unario porque
indica una propiedad o atributo del sujeto, mientras que el predicado “es el padre
de” es un predicado binario porque establece una relacién entre dos individuos.(Aqui
usaremos el término “individuos” como referencia general y no Unicamente referido
a personas). Anadlogamente, en “la casa es grande”, el predicado “es grande” es
unario, mientras que en “Bogotd es mas grande que Cali”, el predicado “es mas
grande que” es un predicado binario. Los individuos de los cuales se predica una
propiedad o una relaciéon se denominan términos del predicado. Estos pueden ser
términos constantes o términos variables. En “Juan es el padre de José”, Juan y José
son términos constantes; en “x es el padre de z”, x y z son términos variables; y en
“x es el padre de Juanita”, uno de los términos es variable y el otro es constante.
Por ultimo, la afirmacién “Si Juanita es hermana de Pedro y Pedro es el padre de
Santiago, entonces Juanita es tia de Santiago”, contiene tres predicados binarios “es
hermana de”, “es padre de” y “es tia de”, y tres términos constantes: Juanita, Pedro
y Santiago.

43 EL ALFABETO DEL CALCULO DE PREDICADOS

El estudio de un lenguaje simbélico debe empezar con la definicién de su alfabeto.
Aqui presentaremos una versién simplificada del alfabeto del calculo de predicados,
que incluye solamente los elementos necesarios para nuestro estudio. (No se incluyen
los simbolos de funcién).

1. Las primeras letras del alfabeto, a, b, ¢, d, denotan constantes, es decir, elementos
fijos del dominio.

2. Las letras finales del alfabeto, x, y, z, w, t, denotan variables.

3. Unaletra mayuscula seguida de un paréntesis con simbolos de variable o constante
denota un predicado. Es usual utilizar la primera letra del nombre del predicado,

como se ilustra en los ejemplos siguientes:
D(x) : x es deportista

H(x, Juan): x es hermano de Juan

P(x, y): x es el padre de 'y

T(x,y): x es tio de y

M(x, a): x es mayor que a
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Con lossignificados anteriores, la expresion {[P(x, y) A H(z, x)] = T(z, y)} corresponde
al enunciado, “si x es el padre deyy z es hermano de x entonces z es tio de y”.

4. Conectivos logicos : {-, v, A, =, © } y constantes logicas: V, y F.

5. Cuantificador universal V y cuantificador existencial 3. (Se estudiaran en la
seccion 4.4).

6. Simbolos de puntuacién: paréntesis abierto y cerrado, curvos () o rectangulares
[ 1,y las llaves { }. En rigor, son sélo los paréntesis curvos. El uso de otra clase de
paréntesis se incluye aqui Unicamente por motivos de claridad en la escritura de
férmulas complejas.

Para finalizar esta seccion presentaremos el concepto de dominio, en el calculo de
predicados. En términos generales, es un conjunto D que contiene todos los valores
posibles de los términos (variables y constantes) de los predicados considerados. Es
preciso tener en cuenta que cada vez que los términos de un predicado se instancian
con valores del dominio, se produce una proposicidon que, en consecuencia, sera
verdadera o falsa. Veamos unos ejemplos:

Ejemplo 4.1 Sea P(x) el predicado “x es numero par”. Dado que el concepto de
numero par se aplica solamente a los nUmeros enteros, es razonable tomar como
dominio el conjunto D = conjunto de los nimeros enteros. En este caso, P(6) es la
proposicion verdadera “6 es numero par”, P(-15) es la proposicion falsa “—15 es
numero par” y P(34) carece de significado porque 34 no es un elemento del dominio.

Ejemplo 4.2 Consideremos el mismo predicado del ejemplo anterior, P(x) = x es
nimero par, pero tomando ahora como dominio el conjunto » ={0, 1, 2, 3, 7, 10}.
En este caso P(0), P(2) y P(10) son proposiciones verdaderas, pero P(1), P(3) y P(7) son
proposiciones falsas.

Ejemplo 4.3 Sea P(x, y): x es el padre de y. En este caso tanto x como y representan
seres humanos y, dado un par ordenado (a, b) de seres humanos, P(a, b) representa la
afirmacion “a es el padre de b”. Se requieren pues dos valores, uno para cada variable,
y por eso en principio diriamos que D es el conjunto de todas las parejas ordenadas (a,
b) de seres humanos. No obstante, el hecho de que las dos variables toman sus valores
en el mismo conjunto nos permite tomar este conjunto como dominio, sin lugar a
confusién. Haremos uso de esta simplificacion cada vez que todas las variables tomen
sus valores en el mismo conjunto.

Ejemplo 4.4 En el contexto de una institucion educativa, sea M(x, y): el estudiante
de cédigo x esta matriculado en la asignatura y. Entonces, bajo el supuesto de que el
codigo del estudiante es una cadena de 7 digitos y el de la asignatura una cadena de
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4 digitos, el dominio D puede considerarse como D ={ (a, b) |a es una cadena de 7
digitosy b es una cadena de 4 digitos}. Con la notacién M(0721428, 8273) indicariamos
que el estudiante de cédigo 0721428 estd matriculado en la materia de cédigo 8273.
Observe que en este caso D = D, xD,, donde D, y D, son los dominios de la primera y
la segunda componentes del par ordenado, respectivamente.

Ejemplo 4.5 Sean D ={1, 2, 3, 4, 8} y D(x, y): x es divisor de y (en simbolos: x| y).
Como el dominio no es un conjunto de pares ordenados, como en el ejemplo anterior,
entendemos (ver ejemplo 4.3) que las dos variables toman sus valores en el mismo
conjunto D ={1, 2, 3, 4, 8}. La Tabla 4.1 muestra el valor de D(x, y) para cada par (x,
y) tal que xe Dy ye D. Por ejemplo, el valor en cada entrada de la primera fila es
V, porque 1 (leido en la columna de la izquierda) es divisor de todo niumero entero.
En particular, 1 es divisor de 1, de 2, de 3, de 4 y de 8, es decir, de cada uno de los
elementos de 9D; en la segunda fila, y dado que 2 es divisor de 2 (212), 214,y 28,
hemos escrito V en las celdas respectivas, para denotar que D(2, 2), D(2, 4) y D(2,
8) son proposiciones verdaderas. También, el valor F en la celda (2, 3) indica que 2
no es divisor de 3, es decir, que la proposicion M(2, 3) es falsa. En forma analoga se
interpretan todas las entradas de la tabla.

Tabla 4.1 M(x,y) esV siy solosix|y
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Observacion 4.6 En cada uno de los ejemplos anteriores se ha especificado un dominio
9P.Sin embargo, en ocasiones diremos que el dominio “es el universo”. Entenderemos
entonces que se trata de un conjunto que lo contiene “todo”, y en particular todos
los valores que especifica o teéricamente pueda tomar cualquiera de las variables
consideradas. Cuando en el tema siguiente estudiemos uno de los aspectos centrales
del calculo de predicados, los cuantificadores, veremos como influye este hecho en la
representacién simbdlica en este sistema. Por ahora debemos tener claro que, si por
ejemplo, C(x) representa el enunciado C(x) = “x es coleccionista”, y no se menciona
explicitamente el dominio, se entendera que es el conjunto de los seres humanos. Por
otra parte, si C(x, y) representa el enunciado “x colecciona el objeto y”, y decimos que
P es "el universo”, entonces cualquier par (a, b) donde a es una persona y b un objeto
cualquiera es un elemento del dominio.
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44 CUANTIFICADORES

En el capitulo 2 nos referimos a los cuantificadores linguisticos “todos” y “algun”,
para introducir el estudio del silogismo. Estos cuantificadores se utilizan para
denotar el alcance de una afirmacién. “Todo filésofo es buen lector” es un enunciado
que atribuye la propiedad “ser buen lector” a todos los filésofos. “Todo” es un
cuantificador universal; en el calculo de predicados se representa con el simbolo V.
A diferencia del anterior, el enunciado “Algun filésofo es buen lector” restringe el
alcance de “ser buen lector” a un subconjunto del conjunto de los filésofos. “Algun”
es un cuantificador existencial; se representa con el simbolo 3. En las dos secciones
siguientes se presenta una descripcion mas amplia de estos cuantificadores.

4.4.1 El cuantificador universal

Consideremos el enunciado “Todo paramédico sabe primeros auxilios”, que para la
|6gica proposicional es una proposicion atémica (;por qué?). El enunciado establece
la siguiente conexion entre los predicados “es paramédico” y “sabe primeros
auxilios”: “ser paramédico” es condicion suficiente para “saber primeros auxilios”.
Esta conexion se puede representar simbolicamente en el calculo de predicados
estableciendo un dominio y utilizando estos elementos: el cuantificador universal,
una variable, simbolos para los dos predicados que intervienen en el enunciado y
el conectivo =. Como es natural, sea D = conjunto de los seres humanos; ademas,
sea x la variable que representa un elemento arbitrario del dominio. Entonces el
enunciado puede expresarse mediante la frase “Si x es paramédico, entonces x
sabe primeros auxilios”. Ahora, para indicar que esta conexién es verdadera para
cada elemento del dominio que tenga la propiedad de ser paramédico, utilizamos
un cuantificador universal y escribimos “Para todo x, si x es paramédico, entonces x
sabe primeros auxilios”. Si ahora remplazamos los predicados “x es paramédico” y “x
sabe primeros auxilios” con los simbolos de predicado P(x) y S(x) respectivamente, la
afirmacion toma la forma “Para todo x, si P(x) entonces S(x)"”. Finalmente, insertamos
los simbolos para el cuantificador universal y para el condicional y concluimos que el
enunciado “Todo paramédico sabe primeros auxilios” se representa, en el calculo de
predicados, con la formula Vx(P(x) = S(x)), que se lee en la forma “Para todo x, si P
de x entonces S de x”.

Resumiendo: la notacién VxA se utiliza para afirmar que A es verdadera para cada
valor de x en un dominio previamente establecido. Si esto es asi, VXA es verdadera;
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pero si A es falsa por lo menos para un elemento del dominio, entonces la férmula
VXA es falsa. El simbolo V, que se lee “para todo”, “para cada”, “para cualquiera”
u otras formas equivalentes, se denomina cuantificador universal; la variable x se
dice ligada al cuantificador, y la expresion A es el alcance del cuantificador. Por
ejemplo, el alcance del cuantificador universal ¥ en Vx(P(x) = Q(x)) es la cadena de
simbolos (P(x) = Q(x)). Cuando el alcance no es una férmula compuesta omitiremos

los paréntesis que lo limitan. Por ejemplo, escribiremos VxP(x), en lugar de Vx(P(x)).

Ejemplo 4.7 Representar en el calculo de predicados cada afirmacion siguiente, en la
cual la letra subrayada indica el simbolo que, en mayuscula, se usara para definir el
predicado. (Convenciéon que utilizaremos en adelante, sin mencionarlo nuevamente).
Definir D en cada caso.

1. Todo entero par es divisible por 2.
P = conjunto de numeros enteros.
P(x): x es entero par, D(x): x es divisible por 2.
El enunciado se representa como Vx(P(x) = D(x)).

2. Los abogados estudian Derecho laboral y Derecho penal.
P = conjunto de seres humanos.
A(x): x es abogado L(x): x estudia Derecho laboral P(x): x estudia Derecho penal.
El enunciado se representa asi: VxX[A(x) = (L(x) A P(x))].

3. Las palabras agudas tienen tilde sélo si terminan en vocal, enn o ens.
P = conjunto de palabras del idioma espafiol.
A(x): x es palabra aguda, T(x): x tiene tilde, V(x): x termina en vocal, N(x): x
termina en n, S(x): x termina en s.
El enunciado se representa asi: Vx{A(x) = [T(x) = (V(x) v N(x) v S(x))]}.
Un entero es divisible por 6 sélo si es divisible simultdneamente por 2 y por 3.
P = conjunto de numeros enteros.
D(x): x es divisible por 2 T(x): x es divisible por 3 S(x): x es divisible por 6
Con estas convenciones, el enunciado se simboliza como Vx{[S(x) = (D(X)AT(x))]}.

5. Todas las aguilas vuelan.
P = conjunto de todas las aves. Denotando los predicados con las letras subrayadas
en el nombre, el enunciado se simboliza asi: Vx(A(x) = V(x)). Observe que se
requiere el predicado A(x) para indicar que la variable x denota, entre el conjunto
de todas las aves, un aguila.

6. Todas las aguilas vuelan.
P = conjunto de todas las aguilas. Ahora el dominio no es el conjunto de todas
las aves sino el conjunto de las adguilas. Entonces el enunciado afirma que “cada
elemento del dominio tiene la propiedad de volar”. Por lo tanto no requerimos el
predicado A(x): x es un aguila y simbolizaremos este enunciado como VxV(x).



Capitulo 4. Légica simbélica - Fundamentos de calculo de predicados

4.4.2 El cuantificador existencial

La afirmacion “Existe algun estudiante universitario que sabe aleman” es verdadera.
Expresa que por lo menos una persona tiene simultaneamente las propiedades “ser
estudiante universitario” y “saber aleman”. Utilizando la variable x para denotar a
tal persona, el enunciado es equivalente a la frase “Existe por lo menos un x tal
que x es estudiante universitario y x sabe aleman”. Utilizando ahora los simbolos de
predicado E(x): x es estudiante universitario y A(x): x sabe aleman, la afirmacién toma
la forma “Existe algun x tal que E(x) y A(x)". Finalmente, insertando los simbolos
para el cuantificador existencial y para la conjuncién, concluimos que el enunciado
“Existe algun estudiante universitario que sabe aleman” se representa, en el calculo
de predicados, con la férmula 3x(E(x) A A(x)). Leemos esta expresién como “existe por
lo menos un x tal que E de x y A de x". El simbolo 3, el cuantificador existencial, se
lee “existe por lo menos un”, “existe algun”, “para algun”, o en forma equivalente.
La férmula 3Ix(E(x) A A(x)) representa entonces cualquiera de estos enunciados:
“Existe algun estudiante universitario que sabe aleman”, “Hay por lo menos un
estudiante universitario que sabe aleman” y "Algunos estudiantes universitarios
saben aleman”.

En general, supongamos que A es una féormula que contiene la variable x. La expresion
IxA representa la afirmacion de que hay por lo menos un elemento del dominio para
el cual la formula A es verdadera. Si ello es asi, la formula 3xA (se lee existe algun x
tal que A) es verdadera; pero si la expresion A es falsa para todos los elementos del
dominio, entonces la férmula 3xA es falsa. Por ejemplo, sean P el conjunto de los
seres vivos, B(x): x es bondadoso, R(x): x respira, y A(x): x tiene alas. Entonces, las dos
férmulas IxB(x), IxR(x) son verdaderas, pero IxA(x) es falsa porque no existe un ser
humano que tenga alas. Como en el caso del cuantificador universal, la variable x se
dice ligada al cuantificador, y la expresién A es el alcance del mismo.

Ejemplo 4.8 Representar en el calculo de predicados cada afirmacion siguiente:

1. Existe por lo menos un tridngulo que tiene sus lados iguales y sus dngulos iguales
(representarla en dos formas: primera, cuando se toma como dominio el conjunto
de todos los poligonos; segunda, cuando se toma como dominio el conjunto de
todos los triangulos).

Primera: 9 = conjunto de todos los poligonos.
T(x): x es un triangulo.

L(x): x tiene los lados iguales.

A(x): x tiene los angulos iguales.

En este caso el enunciado 1 se representa asi: Ix[T(x) A L(x) A A(x)].
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Segunda: D = conjunto de todos los triangulos.

En este caso no requerimos el predicado “es un triangulo”, puesto que todos los
elementos del dominio son tridngulos. Entonces, con los mismos predicados del
caso anterior, el enunciado se simboliza como 3x[L(x) A A(x)].

2. José tiene padre.

Paralarepresentacionsimbdlica, determinemos primero una expresién equivalente
a "José tiene padre” pero que involucre cuantificadores. Una expresion posible
es: “Existe alguien que es el padre de José”. Si designamos a ese alguien con la
variable x podemos escribir “Existe algun x tal que x es el padre de José”. Ahora
s6lo nos falta insertar el predicado “es padre de” y el cuantificador existencial,
para obtener la expresién simbodlica: IxP(x, José). Hemos supuesto que el dominio
P es el conjunto de todas las personas y que P(x, y) tiene el significado “x es el
padre de y”.

3. José es el padre de alguien.

Procediendo como en el caso anterior obtenemos sucesivamente los enunciados
“Existe alguien de quien José es el padre”, “Existe algun x tal que José es el padre
de x" y, finalmente, 3xP(José, x).

La comparacion entre las formas simbélicas de los enunciados 2 y 3, IxP(x, José) y
IxP(José, x) muestra la necesidad de definir con precisién el papel de cada variable
en los predicados binarios: si P(x, y) representa “x es el padre de y”, tendremos que
utilizar sistematicamente la primera componente del par ordenado (a, b) en P(a,
b), para referirnos al padre. En este sentido, P(Jacob, José) representa la afirmacion
“Jacob es el padre de José”. En cambio, si se definiera P(x, y) como "y es el padre de
x", seria la segunda componente la que hace referencia al padre. Por esto la misma
afirmacion, “Jacob es el padre de José”, se representaria invirtiendo el orden de las
componentes, asi: P(José, Jacob).

Observacion 4.9 Para evitar posibles confusiones en situaciones como la descrita en
el parrafo anterior, en este texto adoptamos esta convencion: En la notacion A(x,
y), X, la primera componente del par (x, y), representa siempre el sujeto de la accion
indicada por el verbo. A continuaciéon proponemos algunos ejercicios en los cuales se
utiliza la convencién mencionada:

Ejercicio 4.10 Enuncie la afirmacion representada en cada uno de los puntos
siguientes, en los cuales los predicados tienen los significados que se indican. P(x, y):
x es el padre de y, M(x, y): x es la madre de y.

1. P(Jacob, José) A M(Rebeca, Jacob). ;Qué relacién hay entre Rebeca y José?

2. 3x[P(Francisco, x) A M(Claudia, x)] Observe el alcance del cuantificador existencial.
¢Puede afirmarse que Francisco y Claudia son los padres de x?
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3. 3x[P(Francisco, x)] A 3x[M(Claudia, x)] Observe el alcance de cada cuantificador. La
variable x puede representar individuos diferentes en los dos predicados.

¢Cudl(es) de las siguientes afirmaciones expresan con mas exactitud el significado
de la expresion 3?

a. Francisco y Claudia son los padres de alguna persona.

b. Francisco y Claudia tienen hijos.

¢. Francisco tiene hijos; Claudia también.

4.43 Uso combinado de cuantificadores universal y existencial

En las dos subsecciones siguientes consideramos situaciones en las cuales se presentan
combinaciones de cuantificadores. Como veremos, el orden de aparicién de tales
cuantificadores es de fundamental importancia en el significado de las expresiones.

4.4.3.1 En los ejemplos siguientes se utilizan simultaneamente un cuantificador
universal y un cuantificador existencial, en este orden. La combinaciéon “Para todo
X... existe algun y..."”, en simbolos Vx...3y..., afirma que para cada individuo x de un
conjunto dado existe un individuo y (puede o no ser el mismo x) tales que xy y estan
relacionados en una forma dada. La combinacién de cuantificadores en este orden
es muy frecuente en la vida cotidiana: “Todo ser humano tiene una madre”, “Cada
numero natural tiene un sucesor”, “Todo estudiante aprecia a algun companero”,
“Cada estudiante prefiere alguna de sus materias”, “Todo numero diferente de cero
tiene un inverso multiplicativo”, “Toda persona es ciudadano(a) de algun pais” son
ejemplos de esta combinacion. Para su representacion simbélica en el calculo de
predicados se requieren, en cada caso: un cuantificador universal y un cuantificador
existencial, en este orden, y por lo menos un predicado binario correspondiente a la
relacion. En los ejemplos siguientes haremos uso de la convencién ya mencionada
para eleccién del simbolo de predicado. En cada caso D es el universo.

1. Todo ser humano tiene una madre: Vx[H(x) = Jy(M(y, x))]

2. Cada numero natural tiene un sucesor: Vx[N(x) = 3y(S(y, x))]

3. Todo estudiante aprecia a alguno de sus compaferos: Vx[E(x) = 3y {C(y, x) A A(x, y)}]
4. Cada estudiante prefiere alguna de sus materias: Vx[E(x) = 3y {M(y) A P(x, y)}]
5

. Todo numero diferente de cero tiene un inverso multiplicativo:
VX[(N(x) A D(x)) = JyV(y, x)]

6. Toda mujer es ciudadana de algun pais: Vx[M(x) = 3y {P(y) A C(x, y)}]

Para generar progresivamente habilidad en la simbolizacién de enunciados y en la
interpretacién de expresiones simbolicas es recomendable leer las formas simbdlicas
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de enunciados complejos en forma tal que la lectura nos comunique significados
claros. Por ejemplo, la expresion obtenida para el enunciado 3 podria leerse asi: Para
cada x, si x es estudiante, entonces debe existir un y, tal que y es compafiero de xy es
apreciado por x.

4.4.3.2 La otra combinacion de cuantificadores que es de uso frecuente corresponde
a expresiones del tipo “Existe algun (o existe por lo menos un) x tal que para todo
y". Esta combinacién se presenta en el orden 3x...Vy...y se usa para representar la
afirmacion de que hay, o existe, un individuo x, en un dominio dado, que guarda una
relacién dada con todos los elementos de un conjunto. Este conjunto puede ser el
mismo dominio, o una parte de él.

Algunas oraciones que tienen la forma de la combinacién anterior son, por ejemplo,
“Algun profesor aprecia a todos los estudiantes”, “existe un golfista que vence a
todos los demas”, “hay un primer numero natural” (existe un niamero natural que
es menor o igual que todos). Como veremos a continuacion, en la representacion de
enunciados de este tipo se requieren: un cuantificador existencial, un cuantificador
universal (en este orden) y por lo menos un predicado binario.

1. Algun profesor aprecia a todos los estudiantes: Ix[P(x) A Vy{E(y) = A(x, y)}]

2. Existe un golfista que vence a todos los demaés. En el enunciado anterior hemos
subrayado la expresion “todos los demas”, por su importancia en la definicion
de un predicado implicito en estos casos. En efecto, en principio podriamos
proponer la expresion Ix[G(x) A Vy{(G(y) = V(x, y)}] como expresion simbélica del
enunciado 2. Esta expresion afirma que existe algun golfista, x, tal que siy es un
golfista cualquiera, entonces x vence a y. {Qué problema tiene esta propuesta?
Que el dominio comun a las dos variables es el conjunto de los seres humanos: y
es cualquier golfista y x es golfista. Por lo tanto, en rigor y puede ser el mismo x.
Entonces, V(x, y) seria V(x, x) y esto significa que x se vence a si mismo, lo cual es
absurdo.

Con el comentario anterior se justifica la inclusion del predicado D(x, y): x es
distinto de y, para obtener la simbolizacion correcta: Ix[G(x) A VY{(G(y) A D(y, x))
= V(x, y)}]. {Como lee usted esta expresion?

3. Hay un primer numero natural. Para representar este enunciado en el lenguaje
del calculo de predicados debemos construir primero una afirmacién equivalente,
que involucre cuantificadores: Existe un niUmero natural que es menor o igual que
todos los naturales con los cuales se lo compare.
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Utilicemos estos predicados:
N(x): X es niumero natural
I(x, y): x esigual ay

M(x, y): X es menor que y

Entonces, la representacion simbélica del enunciado es:
Ax[N(x) A VY{N(y) = [M(x, y) v I(x, y)I}]

Observacion 4.11 Cuando se combinan un cuantificador universal y un cuantificador
existencial es necesario atender al orden de aparicién de los mismos. En este sentido,
la combinacién Vx...Jy... establece que a cada x le corresponde algun y, que
posiblemente va cambiando a medida que cambia x. Para representar la afirmacion
“Cada ser humano tiene un padre” tendremos en cuenta que a cada ser humano
x le corresponde un ser humano y y que al cambiar el valor de x cambia el valor
de y, en términos generales. Por esta razén el orden apropiado de apariciéon de los
cuantificadores es Vx...3y.... A su vez, la combinacién 3x...Vy... indica que hay un
mismo valor de x que guarda una relaciéon dada con todos los valores de y, como en
“hay un primer niumero natural”. En este caso el nimero cuya existencia se asegura
es 1, que, en efecto, es menor o igual que cualquier niumero natural con el cual se le
compare. En términos, coloquiales podriamos decir que 3x...Vy...equivale a “uno para
todos”, en tanto que Vx...3dy... equivale a “Para cada uno, uno”. Como ejercicio, sea
P(x, y): x es el padre deYy. El lector puede confrontar los significados de las expresiones
Ay[Vx(P(y,x))] y Vx[Iy(P(y, x))], con el supuesto de que D es el conjunto de los seres
humanos. Sélo una es verdadera. Esto muestra que, en general, VYx[3yQ(x,y)] no es
equivalente a Jy[VxQ(x,y)]. El lector puede aportar otros ejemplos.

Cuando en un razonamiento hay varios predicados, las variables que se usan en
su definicién son variables “mudas”, sin mas significado que el que le asigna la
definicion. Por esta razén podemos utilizar las mismas variables en diferentes
definiciones, lo cual puede ser muy conveniente para manejar un reducido nimero
de variables en la seccién de definicién de los predicados. Por ejemplo, se pueden
definir simultaneamente los predicados:

P(x, y): x es el padre de 'y

H(x, y): x es hijo de 'y

T(x, y): x es tiodey

Hacemos la aclaracion porque a veces se piensa, equivocadamente, que si P(x, y)
representa “x es el padre de y” entonces al definir el predicado “es hijo de” tenemos

que invertir el orden de las variables y escribir H(y, x): y es el hijo de x. La confusién
nace de considerar que al definir P(x, y) como “x es el padre de y"” entonces “x es el
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padre” y “y es el hijo”. No; debemos insistir en que el Unico papel de las variables
en el par (x, y) es indicar cual componente del par representa el sujeto de la relacién
definida por el predicado binario. Sin embargo, el uso de diferentes predicados
en una misma expresion si exige tener presentes las relaciones mutuas entre las
variables, segun las definiciones. Por ejemplo, tomando 9 como el conjunto de los
seres humanos, la afirmacion verdadera “Si x es el padre de y entonces y es hijo
de x"” se representa simbdlicamente como VxVy[P(x, y) = H(y, x)]. Esta expresion se
lee “Para todo x y para todo vy, si x es el padre de y, entonces y es hijo de x". Los
cuantificadores universales indican que la relacion mutua se mantiene para todos
los seres humanos representados por las variables x y y. Pregunta: ;Tendra alguna
incidencia en el significado de VxVy[P(x,y) =H(y,x)] intercambiar los cuantificadores
universales?

Ejercicio 4.12 Establecer los significados de las dos férmulas siguientes, en las que P,
H, T denotan las relaciones “padre de”, “hermana de” y “tia paterna de”:

1. VxVyVz([P(y,x) AH(z,y)] =T(z.x))
2. VxVz(T(z,x) < y([P(y,x) AH(z,y)]))

Ahora estamos en capacidad de representar simbdlicamente el razonamiento de la
introduccién a este capitulo:

Juan es el padre de José.

Pedro es hermano de Juan.

El hermano del padre de una persona es tio de esta.
Entonces, Pedro es tio de José.

Para hacerlo, definimos el dominio D = conjunto de seres humanos, y los simbolos P,
H, T para los predicados “padre de”, “hermano de”, “tio de”.

P, P(uan, José).

P, H(Pedro, Juan).

P, VxVyVz[{P(x, y) A H(z, X)} = T(z, y)].
C. T(Pedro, José).

Ejemplo 4.13 Representaremos cada uno de los enunciados siguientes en el calculo de
predicados. La mayuscula correspondiente a la letra subrayada denota el predicado
correspondiente:

1. El papd de cada ser humano es uno de sus familiares.
VxVy[(S(x) A Py, x)) = F(y,x)]
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2. Todo el que aprecie a Jorge escogerd a Pedro para su partido.
VxVYy[A(x, Jorge) = E(x, Pedro)]

3. Pedro no es amigo de nadie que sea amigo de Juan.

La afirmacion anterior declara que es suficiente que alguien (x) sea amigo de Juan

para que Pedro decida no ser amigo de ese alguien (x). Entonces, usando el predicado
A(x, y), podremos escribir:

Vx[A(x, Juan) = —A(Pedro, x)] (Para todo x, si x es amigo de Juan, entonces Pedro
no es amigo de x).

4.5 INTERPRETACIONES EN EL CALCULO
DE PREDICADOS

Recordemos que en légica proposicional una interpretacién para una FBF que
contiene n 4tomos, es cualquiera de las 2" posibles asignaciones de valores V o F a
sus atomos. Esto indica que tal sistema el niUmero de interpretaciones de toda FBF es
finito. La formula A: (p = (g= —r)), por ejemplo, tiene 23 = 8 interpretaciones, una
de las cuales es la terna (V, V, F), para la cual A es verdadera. Recordemos también
que una férmula A es una tautologia si y s6lo si A es verdadera para cada una de sus
interpretaciones.

De acuerdo con lo anterior, dada una FBF es posible, por lo menos tedricamente,
construir latabla de verdad de la formula, tabla que muestra todas sus interpretaciones
y el valor de verdad para cada una de ellas. Sin embargo, la situacién es muy distinta
en el calculo de predicados: el concepto de interpretacion en este sistema es tal que
es suficiente que una féormula contenga un predicado, para que dicha férmula tenga
infinitas interpretaciones. Evidentemente, esto tiene consecuencias importantes que
iremos considerando gradualmente.

Dada una féormula en el calculo de predicados, una interpretacion para la misma es
una terna formada por:

1. Un dominio D en el cual estan los valores que pueden tomar las variables y las
constantes.

2. Un valor para cada simbolo de constante, si aparece en la formula.

3. Unsignificado para cada predicado presente en la formula.
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Consideremos algunos ejemplos:

Ejemplo 4.14 A continuacién se definen diferentes interpretaciones de la expresion
A: VxP(x) y se establece el valor de verdad de A para cada interpretacion.

1. Sean D = conjunto de los seres humanos y P(x): x es bondadoso. En esta
interpretacion A expresa que todo ser humano es bondadoso. A es falsa para esta
interpretacion.

2. Sean 9=1{0, 4, 20, 36, 38} y P(x): x es un numero par. En esta interpretaciéon A afirma
gque todo elemento del conjunto D es un niumero par. Entonces, A es verdadera
para esta interpretacion.

3. Sean P como en el punto anterior, pero P(x): x es divisible por 4. A es falsa para
esta interpretacion, pues P(38) = 38 es divisible por 4, es falso.

4. Sean 9 = {Cali, Popayan, Buga, Neiva, Medellin, Pasto} y P(x): x es capital de un
departamento colombiano. Entonces, la asignacién del valor Buga a la variable
X, lo cual denotaremos como x«Buga produce P(Buga): Buga es capital de un
departamento colombiano. Esta es una proposicién falsa. Entonces, la formula
VxP(x) es falsa para esta interpretacion.

Ejemplo 4.15 Definir diferentes interpretaciones de la expresién B: Vx[P(x)=Q(x)] y,
de ser posible, establecer el valor de A en cada interpretacion.

1. Definamos esta interpretacion: 9 = conjunto de seres humanos.
P(x): x es premio Nobel de literatura.

Q(x): x es un buen lector.

Entonces, la expresidon Vx[P(x)=Q(x)] afirma, en esta interpretacion, que todo premio
Nobel de literatura es un buen lector. La definicién de los términos permite afirmar
que la formula es verdadera para esta interpretacion, es decir, que “ser premio Nobel
de literatura” es condicién suficiente para “ser un buen lector”.

Ejercicio 4.16 Enunciar en lenguaje natural el contenido de la expresion siguiente segun
la interpretacion dada, y establecer el valor de verdad de la expresién en cada caso:

C: VxVy[(S(x) A P(y, X)) = F(y, x)], en cada una de las siguientes interpretaciones:

1. P = el universo, S(x): x es un ser humano, P(x, y): x es el padre de 'y, F(x, y): x es
familiar de y.

2. P = el universo, S(x): x es un ser humano, P(x, y): x es profesor de y, F(x, y): x es
familiar dey.
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Sobre la base de los ejemplos y ejercicios propuestos concluimos que, como sucede con
las FBF de la l6gica proposicional, el valor de verdad de una expresién del célculo de
predicados depende de la interpretacion. Sin embargo, como en este caso es suficiente
la presencia de un predicado para que la férmula tenga infinitas interpretaciones, no
es posible saber por un procedimiento exhaustivo si una féormula es verdadera para
todas sus interpretaciones posibles.

Definicion 4.17 Si una férmula A del calculo de predicados es verdadera para una
interpretacién dada, se dice que la férmula es satisfacible y que la interpretacion es
un modelo para la férmula.

De acuerdo con esta definicion, cuando se pide hallar un modelo para una férmula A
debemos encontrar una interpretacién que la haga verdadera.

Por ejemplo, la formula VxVy[P(x,y) = Q(y,x)] es satisfacible. Para encontrar un
modelo basta pensar en dos relaciones binarias tales que cuando en una de ellas
x esta relacionado con y, en la otra y esté relacionado con x. Entonces, sean D =
conjunto de los seres humanos y sean P(x, y): x es el padre de y, Q(x, y): x es hijo de
y. La férmula establece que si x, y son seres humanos tales que x es el padre de vy,
entonces y es el hijo de x. La verdad de esta afirmaciéon hace que la interpretacién
dada sea un modelo para la férmula dada.

Ejemplo 4.18 Hallar un modelo para la formula A: ¥x3yQ(x, y).

Solucion: Sean D = conjunto de letras y palabras del idioma espafiol y Q(x, y) el
predicado “la palabra x empieza con la letra y”. Esta interpretacién es un modelo
para la férmula A. En efecto, esta interpretacién de A corresponde a afirmar que
“dada una palabra cualquiera, x, existe una letra, y, tal que x empieza con y”, lo cual
es evidentemente cierto.

Ejercicio 4.19 Muestre que la interpretacion en la que D = conjunto de los nimeros
enteros y Q(x, y) = “x es menor que y” también es un modelo para la férmula A:
vx3yQ(x, y). Asegurese de comprender el significado de la interpretacién.

Ejercicio 4.20 Suponga que intercambiamos los cuantificadores en A del ejemplo
anterior, con lo cual se obtiene la expresién B = JyVxQ(x, y). Muestre que ahora la
interpretacién definida en ese ejemplo no es un modelo para B, es decir, muestre que
B es falsa para tal interpretacion.

Definicion 4.21 Dos férmulas A y B del calculo de predicados son légicamente
equivalentes si y sélo si tienen los mismos modelos, es decir, si y solo si una
interpretacién hace verdadera (falsa) a A si y sélo si hace verdadera (falsa) a B.
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Ejemplo 4.22 Contrariamente a lo que uno pueda pensar inicialmente, las férmulas
Vx[P(x) v Q(x)] y VXP(x) v ¥xQ(x) no son l6égicamente equivalentes. Para ello, ledmoslas
enfatizando su significado:

VX[P(x) v Q(x)]: “Cada elemento x del dominio tiene la propiedad P o tiene la propiedad Q"

VxP(x) v VxQ(x): “Cada elemento x en el dominio tiene la propiedad P o cada elemento
x del dominio tiene la propiedad Q”. Veamos una interpretacién en la cual la primera
de estas formulas es verdadera pero la segunda es falsa.

Interpretacion: ® = conjunto de estudiantes de la universidad, P(x): x es mujer, Q(x):
x es hombre.

1. Vx[P(x) v Q(x)]: Afirma que los estudiantes de la universidad son hombres o
mujeres, es decir, que si a es un estudiante cualquiera, la proposiciéon (P(a) v Q(a))
es verdadera. Esto es cierto, porque a es mujer, en cuyo caso P(a) es verdadera, o a
es hombre, en cuyo caso Q(a) es verdadera. Por lo tanto, la disyuncién (P(a) v Q(a))
es verdadera. Entonces, de acuerdo con el significado del cuantificador universal
V, la férmula es verdadera para esta interpretacion, es decir, la interpretacion es
un modelo para esta férmula.

2. VxP(x) v VxQ(x): Afirma que todos los estudiantes de la universidad son hombres
o todos son mujeres. Es claro que la férmula es falsa para esta interpretacion.
Sobre la base de la discusidon anterior se concluye que las férmulas propuestas no
son léogicamente equivalentes. Podriamos decir que “el cuantificador universal no
es distributivo con respecto al operador de disyuncién”. Recuerde: no es lo mismo
VX[P(x) v Q(x)] que (VXP(x) v YxQ(x)).

Definicion 4.23 Una férmula es universalmente valida (o simplemente, valida), si es
verdadera para toda interpretacion, esto es, si cada interpretacion es un modelo. Es
usual utilizar el simbolo kA para indicar que A es una férmula valida.

Segun esta definicién, las tautologias son casos particulares de férmulas vélidas.
Sin embargo, el término tautologia se reserva para las féormulas validas de la logica
proposicional.

Ejemplo 4.24 La férmula A: Vx[P(x) A Q(X)] = [VXP(x) A VxQ(x)] es valida, es decir,
cualquiera sea la interpretacion, si cada x tiene las propiedades Py Q, entonces cada
x tiene la propiedad P y cada x tiene la propiedad Q. Intuitivamente, la afirmacién
anterior es verdadera. Por ejemplo: si todos los mineros del carbén son hombres
adultos, entonces todos los mineros del carbén son hombres y todos los mineros del
carbén son adultos. Pero es claro que un ejemplo no sirve como demostracién; el
argumento debe probar que A es verdadera para todas sus (infinitas) interpretaciones.
En este sentido, debemos considerar una interpretacion que de alguna manera las
representa a todas o, como se dice formalmente, una interpretacion arbitraria, y
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probar que si el antecedente es verdadero para la interpretacién, el consecuente
también lo es. (¢ Por qué no tenemos que considerar interpretaciones para las cuales
el antecedente es falso?). Este es el argumento general:

Si una interpretacién hace verdadero el antecedente Vx[P(x) A Q(x)] entonces la
conjuncion [(P(x) A Q(x)] es verdadera para cada elemento x del dominio, y por lo tanto
P(x) y Q(x) son verdaderas por separado para cada x del dominio. En consecuencia, VxP(x)
es verdadera y VxQ(x) es verdadera, lo cual determina que la conjuncién [VxP(x)AVxQ(x)]
es verdadera. Se concluye asi que la féormula A: VX[P()AQ(X)] = [VXP(X)AVXQ(xX)] es
verdadera para todas sus interpretaciones y, por consiguiente, la formula es valida.

Similarmente se puede probar que la férmula [VXxP(x) A VxQ(x)] = Vx[P(x) A Q(x)], la
reciproca de la formula anterior, también es valida. En consecuencia, Vx[P(x) A Q(x)]
S [VxP(x) A ¥XQ(x)] es una férmula valida. De esto se concluye que Vx[P(x) A Q(X)] y
[VxP(x) A ¥XQ(x)] son l6gicamente equivalentes, es decir, el cuantificador universal si
es distributivo con respecto al operador de conjuncién.

El ejemplo anterior sélo tiene el propésito de ilustrar cémo la definicion de férmula
valida y la existencia de infinitas interpretaciones hacen laborioso el proceso de probar
validez o equivalencia légica en el calculo de predicados, a diferencia de lo que sucede
enlégica proposicional. No se pretende que el lector construya argumentos tan formales
como el expuesto, pero si que aporte contraejemplos para justificar la afirmacién de
que una férmula no es valida o de que dos férmulas no son légicamente equivalentes.

4.6 REPRESENTACION SIMBOLICA
EN EL CALCULO DE PREDICADOS

Para utilizar el calculo de predicados en la determinacién de la validez o invalidez de
razonamientos, se deben representar simbdlicamente las premisas y la conclusion. Los
ejemplosy ejercicios siguientes tienen el propdsito de ayudar al lector a adquirir practica
en la simbolizacién. En los ejemplos se adopta la convencién de que el dominio D es
el universo, salvo que se diga explicitamente otra cosa. Esto hace que cada predicado
presente en el argumento deba aparecer explicito en la representacién simbdlica.

Ejemplo 4.25 La expresion “Todo es perfecto” asegura que cada cosa, ente o
elemento que existe, tiene la propiedad de ser perfecto. Entonces, si P(x) significa “x
es perfecto”, la expresién dada se representa como VxP(x).

Ejemplo 4.26 Para representar simbélicamente la afirmacion “Las aguilas vuelan”, sean
A(x): x es un aguila, y V(x): x vuela. Entonces, la representacién serd Vx(A(x)=V(x)). Sin
embargo, si el dominio en es D = el conjunto de las dguilas, no tiene sentido incluir en
la representacion el predicado “es aguila”. En este caso la representacion serd VxV(x).
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Ejemplo 4.27 Consideremos el enunciado “Todo brilla y es oro”. La afirmacién no
se hace respecto de elementos de un conjunto determinado, sino respecto a todo lo
que es, a todo lo que existe. Por tanto, el enunciado puede simbolizarse como Vx(B(x)
A O(x)), donde B y O tienen los significados obvios. Alternativamente, la expresion
“todo lo que brilla es oro”, que es equivalente al enunciado “Para todo x, es verdad
que si x brilla entonces x es oro”, se representa con la formula Vx(B(x) = O(x)).

Ejemplo 4.28 Representar los enunciados a—e utilizando la letra subrayada, en
mayuscula, para simbolizar el predicado correspondiente:

a. Todos los adolescentes se sienten incomprendidos.
A(x): x es adolescente
I(x): x se siente incomprendido
VX(A(X) = 1(x))

b. Algunos politicos son honestos: Ix(P(x) A H(x))

). Las ovejas les temen a los lobos.
En este caso no se hace mencién explicita de los cuantificadores. Sin embargo, el
enunciado es la forma de expresar la idea de que todas las ovejas, les temen a
todos los lobos. Esto significa que si x representa una oveja cualquiera entonces,
cualquiera sea el lobo representado por vy, tal oveja le teme a tal lobo. Una forma
de representar el enunciado es entonces:
Vx[O(x) = {Vy(L(y) = T(x,y)}]

d. Si todo microcomputador tiene puerto serial y algunos tienen puerto paralelo,
entonces algunos microcomputadores tienen tanto puerto serial como puerto
paralelo.

[VX{M(x) = S(X)} A Ix{M(x) A P(x)}] = Ix{M(x) A S(x) A P(x)}. {Podria utilizarse la
siguiente expresiéon como alternativa de representaciéon? Discuta su respuesta.
[VX{M(x) = S(x)} A IX{M(x) A P(x)}] = Jy{M(y) A S(y) A P(y)}

e. Hay personas que no son bondadosas: Ix[P(x) A =B(x)]

Ejemplo 4.29 Expresar, en la simbologia del calculo de predicados, la definicion del

predicado “es abuelo de”, sobre la base del predicado “es el padre de”.

Solucion: VxVy[A(x, y) < 3z{P(x, z)AP(z, y)}]

Ejemplo 4.30 Representar el siguiente razonamiento, en la simbologia del calculo de

predicados:

La hermana de la madre de cada nifio es tia de este. Juan es un nifio y Marta es
hermana de Elena. Todos los tios de Juan le mandan regalo de cumpleaios. Por lo
tanto, si Elena es la madre de Juan, Marta le manda regalo de cumpleafos a Juan.
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Sean H(x, y) = x es hermana de y
M(x, y) = x es la madre de y
N(x) = x es un nifio
T(x,y) = xestiadey

R(x, Juan) = x le manda regalo de cumpleafios a Juan

Con esta simbologia para los predicados involucrados en el razonamiento, sus premisas
y conclusién se representan como sigue:

P, VxVyVz[(N(x) A M(y, X) A H(z, y))=T(z, x)]
P, N(Juan) A H(Marta, Elena)

P, VxX[T(x, Juan) = R(x, Juan)]

C. M(Elena, Juan) =R(Marta, Juan)

Observacion 4.31 Una nota final con respecto a los cuantificadores V y 3: Cuando se
utilizan en la representacion simbélica de enunciados compuestos, y que describen
propiedades de un subconjunto del dominio, el conectivo principal en el alcance del
cuantificador V es = y el conectivo principal en el alcance del cuantificador 3 es A.
Podemos apreciarlo en ejemplos ya considerados como:

Todas las aguilas vuelan: Vx(A(X) = V(X))
Todo lo que brilla es de oro: Vx(B(x) = O(x))
Todo ser humano tiene un padre: Vx(H(x) = Qy)(P(y,x)))
Hay personas que no son bondadosas: Ix(P(x) A =B(x))

Tenga presentes los contextos en los cuales es valida la observacién anterior; ella no
significa que las combinaciones V...= y 3...A sean indisolubles. Por ejemplo, Todo
brilla o es oro tiene la forma simbdlica Vx(B(x)vO(x)); el sol brilla para todos, tiene la
forma Vx(p), donde p representa la proposicion atéomica: el sol brilla.

4.7 NEGACION DE CUANTIFICADORES

Entre las equivalencias légicas mas importantes se encuentran las que indican cémo
negar las férmulas VxA y 3xA. En lugar de una justificacion formal, discutiremos aqui
como tales equivalencias reflejan, y es natural que lo hagan, la forma correcta de
negar los cuantificadores en el lenguaje usual.

Supongamos que debemos negar el enunciado “Todo es perfecto”. Proponer como
respuesta “nada es perfecto” seria negar una proposicion falsa con otra que también
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es falsa, lo cual es absurdo. Tampoco es aceptable la forma “No todo es perfecto”
pues no es una equivalencia sino denotar la negaciéon anteponiendo No a la expresiéon
dada: No(todo es perfecto). Es como si negaramos la disyuncion (p v q) como —(p v q),
en lugar de usar la forma equivalente (—p A —q), o que “negdramos” el condicional
(p=q) como =(p=q) y no con la equivalencia pa—q. ¢{Cual es, entonces, la forma
equivalente de la negacion de “Todo es perfecto”? Basta responder ; cobmo sabemos
gue no todo es perfecto? Respuesta: porque sabemos que existe algo que no es
perfecto. Y esta es precisamente la respuesta buscada: No(todo es perfecto) = existe
algo que no es perfecto. Trasladado a la forma simbdlica:

=VxP(x) = Ix=P(x) 4.1)
La equivalencia anterior se generaliza para obtener la negacién de VxA:
VXA = Ix-A 4.1")

Esta equivalencia establece que: “Para negar una férmula cuantificada universalmente,
se remplaza el cuantificador universal por el cuantificador existencial y se niega
el alcance”, lo cual refleja el procedimiento correcto en las situaciones cotidianas:
afirmar que no todo elemento de un dominio satisface la situacién A equivale a
afirmar que existe algin elemento del dominio que no la satisface.

Ejemplo 4.32 En el ejemplo 4.28a representamos el enunciado “Todos los adolescentes
se sienten incomprendidos”: Vx(A(x)=I(x)). Para negar esta expresion utilizamos la
equivalencia (4.1°):

AVX(AX) = 1(x)) = Ix=(AKX) = 1(x))
(se cambia V por 3y se antepone - al alcance de Vx)

= AX(AX) A =l(x))
(se niega el condicional con la equivalencia conocida)

Esta Gltima férmula establece que la forma correcta de negar el enunciado propuesto
es "Existe por lo menos un adolescente que no se siente incomprendido”.

En este punto es conveniente Ilamar la atenciéon sobre la forma incorrecta pero
frecuente de expresar en el lenguaje cotidiano la negacién del cuantificador universal,
esbozada al comienzo de esta seccion. Consiste en utilizar, mas por descuido que
por desconocimiento, la expresién “todos no” con el significado de “no todos”.
Evidentemente, es un error: no expresamos la misma idea cuando decimos “todos los
pobres no son ancianos”, que cuando decimos “no todos los pobres son ancianos”.
En el primer caso estamos afirmando que entre los pobres no hay ancianos; en el
segundo, que entre los pobres algunos no son ancianos. Andlogamente, no es lo
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mismo “Todas las personas no tienen acceso a servicios de salud” que “No todas las
personas tienen acceso a servicios de salud”.

Ejemplo 4.33 Construir gradualmente la negacion no trivial (sin limitarse a anteponer
el operador No) del enunciado del ejemplo 3.17¢, “Las ovejas les temen a los lobos”.
Una vez obtenida la forma simbdlica, expresarla en lenguaje natural.

Solucion: Debemos construir la negacién no trivial de la expresién:

Vx[0(x) = {Vy(L(y) = T(x,y))}]

SVX[O(X)={Vy(L(y)=T(x,y)}

Ix=[0(x) = {vy(Lly) =T(x,y)}

(V por 3y negar el alcance)

IX[O(X) A = {Wy(L(y)=Tx,yN} (~(A=B))=A A —B)
Ix[O(x) A Ty=(L(y)=T(x,y))]

(V por 3y negar el alcance)

Ix(O(x) A Fy(L(y) A °T(x,y)) (=(A=B))=A A—B)

Esta Ultima expresién indica que “Existen por lo menos una oveja y un lobo tales
que la oveja no le teme al lobo”. Esta es la forma correcta de negar el enunciado
original.

Una discusion similar a la que nos condujo a la forma correcta de negar el cuantificador
universal puede adelantarse para establecer la forma de negar el cuantificador
existencial. Supongamos que debemos negar la afirmaciéon “Alguien es obstinado”.
La practica corriente es negarla como “Nadie es obstinado”. Pero “nadie” es un
cuantificador que en el calculo de predicados debe sustituirse por su equivalente
“todos no”, con lo cual obtenemos la forma “Todos no son obstinados”. Trasladando
estas observaciones a la forma simbélica, supongamos que “Alguien es obstinado”
se representa como IxO(x). Su negacion, “Nadie es obstinado”, se representa como
Vx(=0(x)). Generalizando este resultado tenemos la equivalencia siguiente:

-3xA = Vx-A (4.2)

Estaequivalenciaestableceque “Paranegarunaférmulacuantificadaexistencialmente,
se remplaza el cuantificador existencial por el cuantificador universal y se niega el
alcance”, lo cual refleja un procedimiento usual en el mundo cotidiano: afirmar que
en un dominio dado no existe un elemento que satisfaga la situacién A equivale a
afirmar que cada uno de los elementos del dominio no la satisface.

Ejemplo 4.34 Representar el enunciado “Existe un criminal decente”. (9 = el
universo). Construir su negacion no trivial y expresarla en lenguaje natural.
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Representacion simbdlica: Ix(C(x) A D(x))

=3x(C(x) A D(x))

Vx=((C(x) A D(x)) (3 por V y negar el alcance de 3)
= Vx(=C(x) v =D(x)) (ley de De Morgan)
= Vx(C(x) = =D(x)) (equivalencia (-p v ~q)=(p = q)

Esta Ultima formula representa la afirmacién “Todos los criminales son indecentes”,
gue es la forma correcta de negar la afirmacion inicial.

Esperamos que la seccién anterior le prevenga de caer en los errores siguientes:

1. Negar “Todo x es P” con “Ningun x es P” o “Todo x no es P"”. Forma correcta:
Algun x no es P.

2. Negar “Algun x es P” con “Algun x no es P”. Forma correcta: ningin x es P.

4.8 CONDICIONES SUFICIENTES
Y CONDICIONES NECESARIAS

4.8.1 El cuantificador universal y la condicidn suficiente

El uso de cuantificadores permite expresar facilmente las relaciones de suficiencia o
necesidad entre dos propiedades (o predicados) P y Q. Por ejemplo, en el lenguaje
cotidiano la afirmacion “Todo cientifico es estudioso” indica que “ser cientifico”
garantiza, o es condicion suficiente para, “ser estudioso”. Esto justifica el uso de la
siguiente representacion:

Es suficiente ser cientifico para ser estudioso: Vx(C(x) = E(x)).

En términos generales, si Py Q son propiedades de elementos de un dominio D
relacionadas en tal forma que cada vez que P(x) es verdadera entonces Q(x) también
lo es, entonces P es suficiente para Q. Esto se representa adecuadamente en el calculo
de predicados en la forma Vx(P(x) = Q(x)).

P es suficiente para Q : Vx(P(x) = Q(x)) (4.3)

Reciprocamente, si Py Q denotan propiedades de los elementos de un dominio Dy la
férmula Vx(P(x) = Q(x)) es verdadera, entonces P es condicion suficiente para Q.

Vx(P(x) = Q(x)): P es suficiente para Q (4.4)
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Resumiendo en una sola afirmacion los resultados (4.3) y (4.4):
(P es suficiente para Q) si y sélo si Vx(P(x) = Q(x)) (4.5)

Sise niegan ambos términos de la relacién anterior se obtiene un resultado igualmente
importante:

(P no es suficiente para Q) si y sélo si Ix(P(x) A- Q(x)) (4.6)

El significado de esta Ultima expresion es claro: afirmar que la propiedad P no es
suficiente para la propiedad Q es equivalente a afirmar que hay por lo menos un
elemento x en el dominio, que tiene la propiedad P, pero no la propiedad Q.

Ejemplo 4.35 Utilice una expresion del calculo de predicados para denotar el hecho
de que “ser médico” es condicion suficiente para “saber de primeros auxilios” pero
“saber de primeros auxilios” no es condicion suficiente para “ser médico”.

Sean P = conjunto de seres humanos, M(x): x es médico, S(x): x sabe de primeros auxilios.

Por lo dicho anteriormente, tenemos: YX[M(x) = S(x)] A =VX[S(x) = M(x)]. Pero el sequndo
miembro es una negacion trivial y por lo tanto inaceptable. El resultado final es:

VX[M(x) = S(x)] A Ix[S(x) A =M(x)], es decir, todos los médicos saben primeros auxilios
pero alguien que sabe primeros auxilios no es médico.

4.8.2  El cuantificador universal y la condicién necesaria

La afirmacién verdadera “Todo neurocirujano es médico” conlleva la afirmacién
igualmente verdadera “quien no es médico no puede ser neurocirujano”. Dicho de
otro modo, la afirmacién verdadera: “ser neurocirujano” es condicién suficiente o
implica el “ser médico” conlleva la afirmacién igualmente verdadera “ser médico”
es condicidon necesaria para “ser neurocirujano”. La consideracién anterior queda
reflejada en la equivalencia Vx(N(x) = M(x)) = Vx(=M(x) = =N(x)), donde los simbolos
Ny M tienen los significados N(x): x es neurocirujano y M(x): x es médico.

En general, si Py Q denotan propiedades de elementos en un dominio 9, la férmula
Vx(P(x) = Q(x)) tiene un doble significado:

P, la condicién expresada en el antecedente del condicional, es suficiente para Qy

Q, la condicién expresada en el consecuente del condicional, es necesaria para P. Este
doble significado se expresa con exactitud en la equivalencia

Vx(P(x) = Q(x)) = Vx(-Q(x) = —P(x)) (4.7)

1EE)
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Ejemplo 4.36 Afirmar que "Todo abogado conoce la Constitucién” es afirmar
simultdneamente que “quien no conoce la Constitucion no es abogado”; afirmar que

“toda tautologia es una férmula satisfacible” es afirmar simultaneamente que “si
una férmula no es satisfacible entonces no puede ser tautologia”.

En ocasiones deben cumplirse simultaneamente varias condiciones Q,, Q,,...Q, para
qgue un elemento del dominio satisfaga otra condicion P, es decir, la conjuncién de las
condiciones Q,, Q,,...Q, es condicién necesaria para P. (Recuerde, por ejemplo, que las
condiciones S2 a S6 son necesarias para la validez de un silogismo categoérico). Esto se
expresa con la féormula

VxX[P(x) = {Q,(x) A Q,(X) A...A Q(x)}].
Si utilizamos las equivalencias

Vx[P(x) = {Q,(x) A Q,(X) A...A Q,(x)}]

VX[-{Q,(X) A Q,(X) A...A Q(X)} = =P(X)]
= Vx[{-Q,(x) v 7Q,(x) v...v =Q (x)} = =P(x))]
Obtenemos un resultado que seguramente usted ya intuyd: sison varias las condiciones

necesarias para un evento P, es suficiente que alguna de ellas que no se satisfaga para
que P tampoco se cause.

Ejemplo 4.37 Represente simbdlicamente la afirmacién: Ser neurocirujano es
condicion suficiente pero no necesaria para ser médico.

Solucion: Vx(N(x) = M(x)) A Ix(M(x)A—N(x)). El condicional de la izquierda denota
sélo la suficiencia (de ser neurocirujano) y la conjuncién de la derecha denota la no
necesidad (de ser neurocirujano). Ambas subféormulas son requeridas para comunicar
el sentido del ejemplo 4.37.

Ejemplo 4.38 Represente simbolicamente la afirmacion: Presentar el Examen de
Estado es condicion necesaria pero no suficiente para ser estudiante universitario.

Solucion: Sean D = conjunto de estudiantes colombianos, P(x): x presenté el Examen
de Estado

U(x): x es estudiante universitario.

La expresion pedida es: Vx(U(x) = P(x)) A Ix(P(x) A =U(x))

4.8.3 El cuantificador universal y la condicién suficiente y necesaria

Con frecuencia Py Q son propiedades relacionadas de tal manera que P es suficiente
para Qy Q es suficiente para P. En este caso, para cada valor dado de x en el dominio
comun, las formulas (P(x)=Q(x)) y (Q(x)=P(x)) son verdaderas ambas o son falsas
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ambas, es decir, las férmulas Vx(P(x) = Q(x)) y Vx(Q(x) = P(x)) tienen los mismos
valores de verdad. Pero la primera indica que P es suficiente para Q y la segunda,
que P es necesaria para Q. Se dice entonces que P es condicion suficiente y necesaria
para Q. De igual manera, la segunda establece que Q es suficiente para P, y la primera
que Q es necesaria para P. Entonces, Q es también condicion suficiente y necesaria
para P. Uno resume esta relacion mutua entre P y Q diciendo que son condiciones
equivalentes. En este caso, la férmula Vx(P(x)<Q(x)) es verdadera para cada valor de
x en el dominio.

Ejemplo 4.39 Sea 9 el conjunto de los nimeros enteros. Es un hecho que todo entero
divisible por 2 termina en cifra par. Reciprocamente, todo entero que termina en cifra
par es divisible por 2. Esto permite afirmar que “un entero es divisible por 2 si y sélo
si termina en cifra par”. La verdad de la afirmacién anterior indica, entonces, que
“terminar en cifra par” y “ser divisible por 2” son propiedades equivalentes: dado un
entero cualquiera x, el entero satisface las dos propiedades, o no satisface ninguna.

Observacion 4.40 Es posible que en sus lecturas o estudios posteriores usted
encuentre resultados o teoremas que empiezan asi: “Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:” Y a continuacion se presenta unalista A, A,, A,,...A de afirmaciones.
Es una forma sintética de expresar que cada afirmacién de la lista es equivalente con
cualquiera otra:

A=A, A1EA3,...A
demostrar n(n-1)/2 equivalencias, si no existiera un procedimiento alternativo, que

1 =An, A=A .. etc. Probar la verdad de la afirmacién implicaria
afortunadamente existe: Probar que A, es suficiente para A, A, es suficiente para
A,...A_, suficiente para Ay, finalmente, que A es suficiente para A,. Esto configura
la siguiente cadena de implicaciones:

A —A->A .. —A A A,

con la cual queda demostrada la multiple equivalencia indicada en el teorema.
(El instructor puede proporcionarles un ejemplo de lo anterior a los estudiantes
interesados).

Finalmente, suponga que se busca probar que un enunciado de la forma VxA, que
afirma que todos los elementos del dominio tienen determinada propiedad, es falso.
Por ejemplo, probar que la afirmacion “todas las palabras agudas llevan tilde”, es falsa.
La equivalencia (1), =VxA = Jx-A, indica que es suficiente exhibir algun elemento
del dominio, que no tiene la propiedad mencionada. Para este ejemplo, la palabra
“propiedad” es palabra aguda y, sin embargo, no lleva tilde. A este elemento que
sirvié para probar la falsedad de la afirmacién universal, se le Ilama un contraejemplo.
En este sentido, 9 es un contraejemplo para la afirmaciéon “Todo numero impar es
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primo”. Igualmente, la afirmacién “Todo numero primo es impar” es falsa; 2 es un
contraejemplo.

Usted encontrara frecuentemente situaciones en las cuales debe decidir si un resultado
propuesto es verdadero o es falso, y proporcionar un argumento que justifique su
decision. Si el resultado es de la forma “Todo x tiene la propiedad P(x)”, y usted
puede exhibir un contraejemplo, habra mostrado que el resultado es falso.

49 VALIDEZ DE RAZONAMIENTOS
EN EL CALCULO DE PREDICADOS

Antes de abordar este, el Gltimo tema sobre razonamientos deductivos, es conveniente
reiterar uno de los objetivos centrales de este libro: presentar una visién de conjunto
y de caracter introductorio del tema “Validez de razonamientos deductivos”.

En esta seccion estudiaremos validez de razonamientos expresados en el lenguaje
del calculo de predicados. Necesitaremos, junto a todos los elementos estudiados en
capitulos anteriores, cuatro nuevas reglas de inferencia: Particularizacion universal
(PU), Particularizacion existencial (PE), Generalizacion universal (GU) y Generalizacién
existencial (GE). Estas reglas se complementan con un resultado conocido como
Teorema de la Deduccién.

Frecuentemente, el proceso para decidir sobre validez de razonamientos empieza
con la aplicacién de alguna regla de particularizacién. Estas reglas permiten eliminar
cuantificadores, dando lugar a proposiciones, lo cual nos sitla en terreno conocido
—el de la légica proposicional—y nos permite aplicar reglas de inferencia conocidas.
En cuanto a las reglas de generalizacion, ellas permiten insertar cuantificadores en el
momento apropiado, con lo cual muchas veces se obtiene la conclusiéon deseada.

4.9.1 Laregla de particularizacién universal, (PU)

Supongamos que P(x) tiene el significado “x es perfecto”. Entonces, la expresién
VxP(x) afirma que todo es perfecto y, por lo tanto, para cualquier elemento t del
dominio —el universo en este caso— P(t) es una proposicién verdadera, es decir, “t
es perfecto”: P(Juan) = Juan es perfecto, P(el mundo) = el mundo es perfecto, P(28)
= 28 es un numero perfecto (de hecho, lo es), P(usted) = usted es perfecto, son todas
proposiciones verdaderas. No es mas que la inferencia de que si todo es perfecto,
cada elemento del dominio lo es.
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LaRegla de particularizacion universal (PU) generaliza la consideracion del parrafo anterior:
Si A es una formula que contiene la variable x, y VXA es una premisa en un razonamiento,
cada aparicion de la variable x en A se puede sustituir por cualquier término t del dominio,
para deducir validamente la expresion que denotaremos por A [x« t].

VXA
A [xe t]

Para ilustrar esta regla de inferencia, consideremos un argumento sencillo: Todo
perro ladra. Por lo tanto, si Pluto es un perro, entonces Pluto ladra.

P, (VX)(P(x) = L(x))
/I P(Pluto) = L (Pluto)  (PU en P1, x< Pluto)

La expresion en el paréntesis de la derecha en el renglén anterior se interpreta asi:
(se infiere por aplicacion de la regla de particularizacién universal en la premisa 1,
cuando x toma el valor Pluto).

Incidentalmente, observe que no se asegura que Pluto ladra, pues no se ha incluido
la premisa “Pluto es un perro”, que haria posible aplicar Modus ponens para obtener
tal conclusion. Veamos cdémo establecer la validez del silogismo siguiente (aii—1) con
esta nueva herramienta:

Ejemplo 4.41 Establecer la validez del razonamiento,

Todos los hombres son mortales.
Socrates es hombre.

Entonces, Socrates es mortal.
Solucion: Utilicemos los predicados H(x): x es hombre, M(x): x es mortal.

El paso siguiente es simbolizar el razonamiento:

1. Vx(H(x) = M(x)) Premisa Todo ser humano es mortal
2. H(Socrates) Premisa Socrates es un ser humano
// M(Socrates) Conclusién: Socrates es mortal.

Veamos el proceso de inferencias:

1. Vx(H(x) = M(x)) Premisa

2. H(Socrates) Premisa

3’ H(Socrates) = M(Socrates) (PU, P1, [x« Sécrates])
4’ M(Socrates) (MP entre 2y 3)
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Observe que la aplicacién de la regla de particularizacion universal en la premisa 1,
tiene como resultado eliminar el cuantificador universal. Las lineas 2, 3y 4 constituyen
un argumento simple en el terreno de la l6gica proposicional: “Sécrates es hombre. Si
Socrates es hombre, entonces Socrates es mortal. Por lo tanto Sécrates es mortal”. Su
validez se establece por simple aplicacién de Modus ponens. Entonces, el razonamiento
es valido pues la conclusién se deriva en forma necesaria de las dos premisas.

Ejemplo 4.42 Establecer formalmente la validez del argumento del ejercicio 4.12

P, P(Juan, José).

P, H(Pedro, Juan).

P, VxVyVz[{P(x, y) A H(z, X)} = T(z, y)]
// T(Pedro, José).

Solucion:
, PQuan, José). Premisa
, H(Pedro, Juan). Premisa
. VxVyVz[{P(x, y) A H(z, x)} = T(z,y)] Premisa
4’ P(Juan, José) A H(Pedro, Juan) Conj. 1,2
5" [(P(Juan, José) A H(Pedro, Juan) = T(Pedro, José) PU multiple, 3: [x<—Juan, y<José,
z<Pedro]
6' T(Pedro, José) MP; 4y 5

En el ejemplo anterior, y en los restantes de esta seccion, podra observar que la aplicacion
de reglas de particularizacion produce proposiciones. Esto hace que finalmente la
prueba de validez se traslade al campo ya conocido de la l6gica proposicional.

4.9.2 Llaregla de particularizacion existencial (PE)

Esta regla establece que si un enunciado de existencia de la forma 3xP(x) es o se supone
verdadero, entonces se puede inferir la verdad de la proposicion P(a), para algun
elemento a del dominio; precisamente, uno de los elementos que permite afirmar que
3IxP(x) es verdad. Cuando se afirma que el enunciado “Existe por lo menos un x tal que x
periodista” es verdadero, estamos afirmando que alguien, digamos Juan, es periodista.
En general, podemos inferir que hay algun valor a de la variable x, tal que la afirmacién
“a es periodista”, es verdadera. La regla de particularizacion existencial se describe asi:

IxA

A [x« a]
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Cuando en un razonamiento intervienen premisas de la forma VxA es frecuente que
intervengan también premisas del tipo 3xB. La razén es que casi siempre el alcance del
cuantificador universal en YxA es un condicional. Por ejemplo, todos los alemanes son
disciplinados, todos los filésofos son cultos, todos los cientificos son modestos, etc., son
expresiones de la forma Vx(P(x) = Q(x)). Sin embargo, la presencia de estos enunciados
en un razonamiento no garantiza la existencia de personas disciplinadas o cultas o
modestas, mientras el argumento no establezca la existencia de alemanes, filésofos o
cientificos. Perosise garantizatal existencia, la aplicacion combinada de particularizacion
existencial y particularizacion universal si permite inferir la existencia de tales personas
(disciplinadas, cultas o modestas). Consideremos el ejemplo siguiente:

Ejemplo 4.43 Establecer la validez de este razonamiento: Si todos los filésofos son
personas cultas y existen filésofos, entonces existen personas cultas.

. Yx(F(x) = C(x)) Premisa. Todos los filésofos son personas cultas.
. 3Ix(F(x) Premisa. Existen filosofos.
3" F(a) PE, 2; [x< a]. Sea a uno de los filésofos cuya

existencia ha sido garantizada por la premisa P,.

4' F(a)= C(a) PU, 1; [x< a]. La P1 es verdadera, en particular para
el valor a, de x.

5 C(a) MP entre 3y 4.

6’ 3IxC(x) El paso de 5 a 6 se justifica con la regla que veremos
en seqguida, llamada Generalizacién Existencial: De
saber que a es una persona culta se infiere que
existen personas cultas.

4.9.3 Laregla de generalizacion existencial (GE)

Como puede advertir en la linea 6 del ejemplo anterior, esta regla procede a inferir
que 3xA es verdadera, cuando se ha concluido previamente que para algin elemento
a del dominio A(a) es verdadera. La regla se denota en la forma:

A [x< al

IxA
Ejemplo 4.44 Muestre la validez del razonamiento siguiente:

P, Vx(C(x) = V(x))
P, Ix(H(x) A C(x))
/1 AX(H(X) A V(X))
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Solucion:

1. Vx(C(x) = V(x)) Premisa
2. Ax(H(xX) A C(x)) Premisa

3" H(a) A C(a) PE, 2; [x<— a] (La existencia de a esta garantizada en P2)

4" C(a) = V(a) PU, 1; [x¢<— a] (Ya contamos con un elemento para particularizar P1)
5" C(a) Simp. 3

6’ V(a) MP entre4y5

7' H(@a) Simp. 3

8" H(a)aV(a) Conj.6y7

9" Ix(H(x)A V(x)) GE,8
¢Corresponde a alguna forma de silogismo valido el razonamiento anterior?

Ejemplo 4.45 Haremos uso de las tres reglas de inferencia estudiadas hasta el
momento: particularizacién universal, particularizacién existencial y generalizacion
existencial, para establecer la validez del razonamiento siguiente:

Algun columnista de la prensa escrita no estd vinculado a grupos de opinién. Es
un hecho que todos los militantes politicos estan vinculados a grupos de opinién.
Mas aun: toda persona es militante politico o estd interesada en temas generales.
En consecuencia, algun columnista de la prensa escrita estd interesado en temas
generales.

P, 3x(C(x) A =V(x))

P, Vx(M(x) = V(x))

P, VX[P(x)= (M(x) v G(x))]

C. /1 AX(C(X)A G(X))

Soluciéon: Empezaremos llamando Juan al columnista cuya existencia esta asegurada
por P1

P 3Ix(C(x) A V(X))

P,  Vx(M(x) = V(x))

P,  Vx[P(x)= (M(x) v G(x))]

4" C(Juan) A ~V(Juan) PE 1, [x< Juan] (Llamando Juan al

columnista vinculado a grupos de opinién;
su existencia esta garantizada por P,)

5" M(uan) = V(uan) PU 2, [x< Juan]



Capitulo 4. Légica simbadlica - Fundamentos de calculo de predicados

6’ P(uan)= (M(Juan) v G(Juan)) PU 3, [x< Juan]

7' P(uan) Premisa implicita: Juan es una persona
8 M(Juan) v G(Juan) MP 6, 7

9"  C(Juan) Simp. 4

10" =V(Juan) Simp. 4

11" = M(Juan) MT 5,10

12" G(uan) SD 8, 11

13’ C(Juan) A G(Juan) Conj. 9, 12

14" 3Ix(C(x) A G(x)) GE, 13

4.9.4 Laregla de generalizacién universal (GU)

La expresion formal de la regla de generalizacién universal incluye una variable del
tipollamado “variable libre”, concepto que excede los propdsitos de esta presentacion.
La regla GU se expresa en la forma siguiente:

AEB(y)
VxB(x)

Esta regla establece que si a partir de un conjunto A de premisas es posible concluir
que un elementoy, arbitrariamente seleccionado y no fijo de un dominio 9, tiene una
propiedad B, entonces se puede inferir que todo elemento del dominio tiene dicha
propiedad. Es decir, las inferencias sobre y (variable libre), se pueden extender sin
restricciones al dominio completo. De aqui el nombre de generalizacién universal.

Ejemplo 4.46 Consideremos el siguiente silogismo de la forma eae-1, para establecer
su validez en el cdlculo de predicados: Ningun escalador es temeroso. Todos los
alpinistas son escaladores. Por lo tanto, ningun alpinista es temeroso.

P, Vx (E(x) = =T(x))

1

P, Vx (A(x) = E(x))
/I VX(A(X) = =T(x))
3" E(z) = T(2) PU, 1
4" A(z) = E(2) PU, 2
5" A(z) = —T(2) S.H. 4,3

6" Vx(A(x) = -T(x)) GU, 5

207



208

Légica y argumentacion: De los argumentos inductivos a las algebras de Boole

En la linea 3, z es un elemento arbitrariamente seleccionado como representante
de los elementos que satisfacen las premisas 1y 2, pero no se hace sobre z ningun
supuesto adicional. Cuando se infiere que z tiene la propiedad indicada en la linea 5,
concluimos que todo elemento del dominio debe tenerla. Esta inferencia se expresa
en la linea 6.

Por su caracter, la generalizacién universal es una regla de aplicacion basica y
generalizada en las demostraciones de teoremas. Aqui nos limitaremos a presentar
un ejemplo muy sencillo de su aplicacion.

Ejemplo 4.47 Probar que el cuadrado de todo nimero par es también un nimero par.

Solucion: Tal como lo establece la regla de Generalizacién Universal, sea z un nimero
par arbitrario. Esto significa que no estamos seleccionando el 4, ni el 196, ni ningln
par en particular y, por lo tanto, todo lo que concluyamos sobre z es licito concluirlo
de cualquier nimero par. Probemos que también z2 es par.

El argumento es el siguiente: como z es par, z puede escribirse como z = 2t, para algun
valor entero de t. (Por ejemplo, 8 =2.4, 22 =2.11, -40 = 2. -20, etc.)

El cuadrado de z serd entonces z?> = (2t)? = 4t%. Pero como esta ultima expresion es
igual a 2(2t?), concluimos que z2= 2(2t?), que tiene la forma 2h y es, por lo tanto, un
numero par.

Ahora aplicamos la regla GU asi: z fue seleccionado como un ntiimero par arbitrario
y se concluyé que su cuadrado es par. Entonces, generalizando el resultado a todos
los nimeros pares concluimos que “el cuadrado de todo nimero par es también un
numero par”.

La expresion simbdlica del resultado anterior es de la forma:

VxP(x) Se toma como dominio D = el conjunto de los niUmeros pares.

VX(P(x)=P(x?) Se demuestra que si x es un par cualquiera, entonces su
cuadrado es también par.

Vx(P(x?)) Se concluye que el cuadrado de cada elemento del dominio
(par) es par.

Una version no aritmética del ejemplo anterior: Si el dominio es el conjunto
de los estudiantes de Disefio Industrial y es un hecho que “Todos los estudiantes
de Disefo Industrial aprecian las artes plasticas”, entonces por GU se concluye
que todos los estudiantes del dominio aprecian las artes plasticas. En simbolos:
{YX[(D(X)=A(X)]AVXD(x)}=VXxA(X).
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Para terminar esta seccién presentamos un ejemplo adicional de validez de un

razonamiento.

Ejemplo 4.48 Pruebe que el argumento siguiente es valido:

Cada miembro de la junta directiva proviene del sector industrial o del sector
publico. Cada integrante del sector publico que tiene un grado en Leyes esta
a favor de la enmienda. Juan no proviene del sector industrial, pero tiene un
grado en Leyes. En consecuencia, si Juan es miembro de la junta directiva,
entonces esta a favor de la enmienda. (M(x), 1(x), P(x), L(x), F(x)).

[Gersting, J. L. 1987, p.38]

Solucion:

Consideremos los predicados:

M(x): x es miembro de la junta directiva.

1(x):
P(x):
L(x):
F(x):
1.
2.

12'
13’

Observacion 4.49 En el ejemplo 4.45 se utilizan tanto la particularizacién universal
como la particularizacion existencial. En estos casos siempre se debe usar primero la
particularizacién existencial, que proporcionara asi un elemento con el cual instanciar las

x proviene del sector industrial.
x proviene del sector publico.

x tiene un grado en leyes.

x esta a favor de la enmienda.
Vx(M(x) = (I(x) v P(x)))

VX((P(x) A L(x)) = F(x))

=l(Juan) A L(Juan)

M(Juan) = F(Juan)

M(Juan) Regla de la deduccion
M(Juan) = (IJuan) v P(Juan)) PU; 1, [x< Juan]
((P(Juan) A L(Juan)) = F(Juan) PU; 2, [x< Juan]
I(Juan) v P(Juan) MP; 4y 5

=l(Juan) SIM; 3

P(Juan) SD.;7y8

L(Juan) SIM.; 3

P(Juan) A L(Juan) Conj. 9y 10

F(Juan) MP; 6y 11

M(Juan) = F(Juan) Regla de la deduccién
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férmulas cuantificadas universalmente. Por otra parte, es un error muy frecuente instanciar,
en un mismo argumento, dos expresiones cuantificadas existencialmente, con un mismo
valor para la variable. Supongamos que un argumento contiene estas premisas:

P, Algunos adolescentes participan en reuniones familiares. Ix(A(X) A R(x))

P, Porlo menos uno de los funcionarios tiene mas de 40 afios. Ix(F(x) A M(x))

Si cometemos el error de aplicar PE [x« c] instanciando en ambas premisas a x con el
valor ¢, obtenemos:

A(c) A R(c)
F(c) A M(c)

De lo anterior se deduce, aplicando simplificacion y conjuncién:
A(c) A M (c), es decir, jc es un adolescente que tiene mas de 40 afos!

Lo correcto es instanciar con un valor diferente, para cada cuantificacion existencial.

1. Para cada razonamiento siguiente indique si el calculo proposicional es
suficiente para decidir sobre su validez o si se requiere ampliar el dominio al
sistema del calculo de predicados:

a. La tierra no es plana. Porque desde las costas, los barcos se divisan
progresivamente, empezando por su parte mas alta. Y esto no seria asi,
si la tierra fuese plana.

b.  Ningun ser humano es perfecto. Los artistas son seres humanos. Por lo
tanto, los artistas no son perfectos.

c. Sélo las personas caritativas ayudan a los pobres. Juan es indigente y
todos los indigentes son pobres. Pedro suele ayudar a Juan. Por lo tanto,
Pedro es persona caritativa.

2. Determine el valor de la proposicién representada por cada expresiéon 2.1a 2.9,
con base en las definiciones de los predicados Gy T.

G(x) = x es palabra grave, T(x) = x lleva tilde.

2.1 G(arbol) 2.2 G(borrador) 2.3 G (grave) 2.4 G(ecuacién) 2.5 T(arbol)
2.6 T(grave) 2.7 Vx(G(x) = T(x)) 2.8 Ix(G(x) AT(x)) 2.9 Ix(G(X) A =T(x)).
Solucién a 2.1 G(arbol) = arbol es palabra grave. (Verdadero)

Solucion a 2.8 Alguna palabra grave lleva tilde. (Verdadero)
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En cada caso siguiente, el dominio es el conjunto de los nUmeros enteros no
negativos,

D(x, y) = x es divisor de y, y G(x, y) = x es igual a y. Sustituya cada o por
constantes o variables apropiadas, de tal manera que la proposicién resultante
sea verdadera:

3.1 D(5, o) 3.2 D(g, 7) 3.3 D(a, o) 3.4 D(o, o)
3.5 VxD(qg, 0) 3.6 VxD(o,o) 3.7 Vx(= G(x, 0) = =D(q, x)).

Solucién a 3.1 D(5, o) El trazo debe ser remplazado por un entero a tal que 5
es divisor de a. Entonces o puede ser cualquier multiplo no negativo de 5. o e
{0, 5, 10, 15, ...}

Solucién a 3.5 VxD(g, 0). “Cualquiera sea (el entero no negativo) x, el entero
o es divisor de 0” Como todo entero es divisor de 0, o puede ser el mismo x:
VxD(x, 0).

En este ejercicio los simbolos de predicado tienen los significados que se indican.
Se pide expresar en lenguaje usual los enunciados expresados simbdlicamente
y establecer el valor de verdad de la afirmacion resultante. El dominio es el
conjunto de los enteros excepto 0.

M(x, y) =Xxes menor quey

N (x,y) =xesmayor quey

1(x, y) =xesigualay

D (x,y) =xesdivisordey

P(x) = X €s numero primo

a. Vx3ayM(x, y)

b. IxVyD(y, x)

c. Vx3yD(y, x)

d. Vx[P(x) = Vy(D(y, x) = {I(y, 1)v I{y, x)})]
e. VxVy(M(x, y) & N(y, x))

Sean D = el conjunto de los seres humanos y los predicados D, P siguientes:
D(x, y) = x es descendiente de y

P(x, y) = x es el padre de y

Determine el valor de las expresiones siguientes, para tal interpretacion:

a. Vx3dyD(x, y)

b. VxVy[D(x, y) = (P(x, y) v P(y, x)]

c. VxVy(P(x, y) = D(x, y))

d. VxVyVvz(D(x, y) A D(y, z) = D(x, z))
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8.

10.

Establezca el valor de verdad de la expresiéon A, para la interpretacion
considerada:

el conjunto de los numeros enteros; N(x, y) = x es mayor que y, M(x, y) = x es
menor que y
A: 3XIN (x, 0) A Vy{N(x, y) = M (y, 0)}]

Establezca el valor de verdad de las expresiones 1 a 5, para la interpretacion
D=1{2, 4,6, 10, 20} D(x, y) = x es divisor de y

vx3y(D (x, y))

2 3yvx(Dx, y)

3 VxVyVz[(D(x, y) A D(y, 2)) = (x, 2)]

4 VxVy(D(x, y) = =D(y, X)

5 3x3y(D (x, y) A =D(y, x))

=y

Sea P un dominio que consta de tres personas: Juan, Maria y Juana. Los tres
son alumnos y ninguno de ellos es rico; Juan es hombre, Maria y Juana son
mujeres. Ademas, A, H, M, R denotan los predicados alumno, hombre, mujer
y rico, respectivamente.

Indicar en una tabla, que tiene en sus filas los nombres y en sus columnas los
predicados, los valores de los predicados A, H, M, R.

Calcular, sobre la base de la tabla construida, los valores de: VxA(x),
(VxM(x)) v (VxH(x)). Vx(M(x) v H(x)), 3xR(x), Ix(M(x) = R(x)).
Sean D ={a, b, c} y P el predicado definido en la tabla adjunta.

Calcular el valor de verdad de las expresiones siguientes: Vx3yP(x, y), VyP(y, b),
VxP(x, c), IxVyP(y, x)

P(x, y) a b C
a \% F \%
b F \% \%
C F \% \%

Represente simbdlicamente en el cdlculo de predicados los enunciados

siguientes; indique el dominio.

. Todo es confuso.

. Todos los gatos tienen cola.
Dios existe.

. Todos los empleados tienen un supervisor.

. Un numero que sea divisible por 3 y sea distinto de 3 no puede ser primo.
No existen numeros naturales no negativos.

. Los leones son predadores.

>SQ -+~ o o 0 T o

. Algunos leones viven en zoolégicos.

i. Soélo rugen los leones.

j. Los leones so6lo rugen.

k. Algunas personas comen sélo vegetales.
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11.

12.

13.

14.

Suponga que el dominio es el conjunto de los nimeros naturales y que S(x, y)
representa la afirmacion “x es el sucesor de y”. Por ejemplo: S(3,2) representa
la afirmacién verdadera, “3 es el sucesor de 2". Represente entonces los
enunciados siguientes. Defina los predicados que considere necesarios:

a. Cada numero natural tiene un sucesor. Respuesta: Vx3y(S(y, x))
a. Cero no es el sucesor de ningin niumero natural.

b. Numeros naturales distintos tienen sucesores distintos.

Suponga que el simbolo * denota una operacidon que se efectia entre pares
de elementos de un conjunto G. Por ejemplo, * puede denotar la suma entre
numeros enteros, o puede denotar la disyuncién entre dos formulas del calculo
proposicional, etc. Se pide que usted interprete los enunciados siguientes,
siguiendo el ejemplo. El conjunto G es el dominio general.

a. (YX)(Vy)(xe Gaye G=xxyeG) : El resultado de operar dos elementos
cualesquiera de G es un elemento de G.

b. (VX)(Vy)(VZ)(x*(y+z)=(x+y)*2)

c. (He)(Vx)(x+e=x A exx=X)

d. (Vx)@x)(xxx'=e A X"#x=e)

e. Muestre que si G es el conjunto de los enteros y * denota la suma de
enteros, entonces se satisfacen las cuatro propiedades indicadas en el

problema 11. ;Qué es e en este caso? Si x es 5, 17, 0, -3, alternativamente,
;qué es, en cada caso, x'?

Represente simbdlicamente estos razonamientos:

a. El papa de cada ser humano es uno de sus familiares. Patricia no es amiga
de nadie que no sea mas joven que ella o que no tenga ojos claros. Patricia
es un ser humano, y el papa de todo ser humano no es mas joven que este.
Nadie que tenga ojos claros es familiar de Patricia. Por tanto, si Roberto es
el papa de Patricia, entonces Patricia no es amiga de Roberto.

b. Todo aquel que aprecie a Jorge escogera a Pedro para su partido. Pedro no
es amigo de nadie que sea amigo de Juan. Luis no escogerd a nadie que no
sea amigo de Carlos para su partido. Por tanto, si Carlos es amigo de Juan,
entonces Luis no aprecia a Jorge.

c. El opuesto de cada numero racional es a su vez racional. Ademas, la suma
de racionales es racional. Se sabe que z es racional y que w no lo es. Por lo
tanto, la suma de z con w no es racional.

En cada punto siguiente escriba la negacién de la expresién dada, tanto en el
lenguaje usual, como en forma simbdlica:

a. A algunas personas les gustan las matematicas.
b. Todos quieren helado de caramelo.

c. Algunos libros estan mutilados o inservibles.
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15.

16.
17.

18.

d. Cada viajero que llega del exterior es entrevistado por algun agente de
inmigracion.
e. Nada es bueno, si se puede hacer mejor.

Los ejercicios siguientes se orientan al manejo adecuado de los conceptos de
condicion suficiente, necesaria o suficiente y necesaria. Si la expresién se da
en forma simbdlica, usted debe traducirla al lenguaje usual, en términos de
condicion suficiente, necesaria o suficiente y necesaria, segun el caso; si se da
en lenguaje usual, usted debe expresarla en forma simbdlica.

a. Es necesario, pero no suficiente, tener buena salud para ser feliz.

b. Todo cuadrado es un rectdangulo, pero no todo rectangulo es un
cuadrado.

Todo cuadrado es un rombo, pero no todo rombo es un cuadrado.
Es necesario, pero no suficiente, tener hermanos para tener sobrinos.

Sélo los médicos titulados pueden efectuar un tratamiento.

-~ N

Los ciudadanos colombianos pueden votar sélo en las elecciones de
Colombia.

Decida sobre la validez de cada uno de los razonamientos del punto 13.

Proporcione interpretaciones para probar que cada una de las expresiones
siguientes es no valida:

a. [(ExA(X) A IxB(x))=Gx{A(x) A B(x)})]

b. Vx(P(x) = Q(x)) = (AxP(x) = VxQ(x))

Represente simbolicamente el razonamiento dado utilizando los predicados
de la lista y demuestre su validez. Indique en cada caso la regla de inferencia
utilizada:

Existen Diplomaticos expertos en Arte y graduados en Leyes. Solamente los
arTistas o los Criticos de arte son expertos en arte. Los diplomaticos nunca
son criticos de arte. Ademas, ningun artista que sea graduado en leyes se
desempenia Irresponsablemente. En consecuencia, hay diplomaticos que no se
desempenan irresponsablemente.

(D), A(X), L(x), T(x), C(x), (x)).
Como ejemplo, damos la representacion simbélica de la primera premisa:
P, 3x(D(x) A A(x) A L(x))
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EJERCICIOS DE OPCION MULTIPLE

1. Considere las siguientes férmulas:
1. Vx (P(x) = B(x)) 2. p=>q
Todas las siguientes afirmaciones sobre ellas son correctas, excepto:
(A) Estas férmulas se distinguen por sus interpretaciones: mientras la

segunda tiene 4 interpretaciones, no es posible determinar el nUmero de
interpretaciones de la primera.

(B) Una interpretacion de la segunda férmula no exige definir un dominio;
en cambio, una interpretacion de la primera férmula requiere una
definicion del dominio.

(C©) En ambos casos, vemos una relacion entre condiciones suficientes y
necesarias: “P(x)"” es el predicado que funciona como condicion suficiente

en la primera férmula, y “p” es el predicado que opera como condicion
suficiente en la segunda.

(D) La primera de las férmulas puede ser una simbolizacién, para todas las
personas, de la afirmacién “Todos los peruanos son buenos chefs;” la
segunda férmula puede ser una simbolizacién de esa misma frase, donde
p = una persona es peruanay g = una persona es un buen chef.

(E) El lenguaje l6gico en el cual estan expresadas estas formulas es distinto:
la primera utiliza célculo de predicados, mientras la segunda se vale de la
I6gica proposicional.

2. Considere las siguientes férmulas:

1. Vx [(S(X) AP(x)) = T(x)] 2. (pvg)=(g=r)

La siguiente afirmacion sobre ellas es correcta:

(A) El contraejemplo requerido para demostrar que la segunda féormula no
es una tautologia es v(p) =V, v(q) =V, y v(r) = V.

(B) La primera férmula es valida.

(C) La primera férmula es insatisfacible.

(D) Un modelo para la primera formula es: Dominio = seres vivos; S(x) = x es ser
humano; P(x) = x tiene (o tuvo) un primo; T(x) = x tiene (o tuvo) un tio.

(E) Un modelo para la segunda formula, que demuestra que ella es una
contradiccién, es: Dominio = seres humanos; p = x es un estudiante; g = x
es un trabajador; r = x es un desempleado.

3. Considere la siguiente afirmacion: “Los cazadores son entretenidos”. ; Cual de
las siguientes es una representacion simbolica adecuada del texto citado, en
el lenguaje del calculo de predicados?

(A) p=q
(B) Ix(Ckx) = E(X))
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(C) Ix(C(x) A E(X))
(D) Vx(C(x) A E(x))
(E) Vx(Cx)= E(x))
(F) VxI[Cx)=3yE(y) ]

4. Considere la siguiente férmula:
Vx (P(x) = R(x) )
Con dominio “seres humanos,” la formula anterior representa este texto:
(A) "Algunos periodistas son respetables”.
(B) “Toda persona respetable es periodista”.
(C) "Todos los seres humanos, si son periodistas, son respetables”.
(D) “Sialguien es periodista, entonces no es respetable”.

(E) "Alguien es periodista si y solo si es respetable”.

5. Considere el siguiente texto: “Todos los seres antipaticos son molestos”.

¢Cudl de las férmulas, expresada en el lenguaje del calculo de predicados, es
una representacion adecuada de aquel texto?

(A) A(x) = M(x)
(B) Ix[AKX) = M(x)]
Q) VxI[AKX) = M(X)]
(D) A((x) A M(x)
(E) VxI[AX) A M(x)]

6. Considere la siguiente férmula:
Vx{[B(x) A P(x)] = [A(x) v LX)}
¢Cual de los textos siguientes puede representarse con tal formula?
(A) Todos los boxeadores pesados son ansiosos o laxos.
(B) Todos los boxeadores o pesados son ansiosos o laxos.
(C) Todos los boxeadores y pesados son ansiosos y laxos.
(D) Todos los boxeadores son ansiosos o laxos.

(E) Solo los ansiosos y laxos son boxeadores pesados.

7. Considere esta formula:
Vx [ (E(xX) A P(x) A L(X) ]

(A) Con dominio “estudiantes,” la férmula representa este texto: “Todos los
estudiantes proactivos son listos”.

(B) Con dominio “seres humanos,” la formula representa el texto: “Todos los
estudiantes proactivos son listos”.

(C) Con dominio “seres vivos,” la formula representa el texto: “Todos los
estudiantes son emprendedores, positivos y listos”.



Capitulo 4. Légica simbadlica - Fundamentos de calculo de predicados 217

10.

(D) Con dominio “estudiantes,” la formula representa el texto: “Todos los
estudiantes son emprendedores, positivos y listos”.

(E) Con el universo como dominio, la férmula representa el texto: “Los
estudiantes son proactivos y listos”.

Considere la férmula:
Vx{M(x) = 3y [ Cly) AP(y, x) ]}

Con dominio “universo,” y entendiendo P(x, y) como “x prefiere y,” la férmula
representa este texto:

(A) "Toda madre prefiere algun carro”.

(B) “Toda madre es preferida por todo celador”.

(©) "Algun concejal es preferido por todo maestro”.
(D) "Cada maestro es preferido por algun candidato”

(E) "Existe un mariscal a quien todos los coroneles prefieren”.

Considere la afirmacion: “Basta con saber que alguien odia la comida china,
para que tenga serios problemas con Ana”. Con dominio “universo,” C(x) = x
es comida china, O(x, y) = x odiay, T(x, y) = x tiene serios problemas con y, ; cudl
de las siguientes es una representacién simbdlica adecuada del texto citado,
en el lenguaje del calculo de predicados?

(A) Vx{[O(X) A CKX)]=T(x, a)}
(B) Vx{[OK) A CKX) 1= T(a, x)}
(@ IxVy{[C)AO,x)]1=T(ya)l}
(D) VxVy{[C(X)AO,x)]=T(x,a)]}
(E) UxVy{[CX)AOX y)]=T(y,a)l}

Cada fila de la siguiente tabla muestra un texto, junto a una representacion
simbolica adecuada de ese texto en el lenguaje del calculo de predicados.
Hay una excepcién, en la cual la fila contiene una férmula que no representa
adecuadamente el texto que la acompafia. Esa fila es:

Texto Formula

“Hay un animal que causa todos los

(A) Ix{AX) A VY [P(y) = Clx, y) 1}

problemas”.
“Cualquier libertario se opone a alguna
®) medida restrictiva de la libertad personal”. Vx{L(x) =3y [My) » Oy, x) 1}
“Los seguidores de los politicos
(C) | intransigentes se oponen a cualquier Wxvy {[P(X) A S(y, X) I=Vz[R(2)= Oy, 2) 1}
reforma”.
"“Existe un proyecto que cada politico
(D) liberal rechaza”. IX{PX) A VY [(P() ALY)) =Ry, x) 1}
© “Los amantes de los animales no son Wxvy {ING) A Aly, %) ] = ~Cly) }

carnivoros”.
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11.

12.

13.

14.

15.

Considere la afirmacién: “Algun violinista es fanatico de todos los cantantes
de metal”. (El Unico predicado binario es F(x,y): x es fanatico de y.) La siguiente
es una expresion correcta de esa afirmacion, en el calculo de predicados:

(A) Ix{V(X) AVy[Cly) = F(xy) 1}
(B) Ix{V()= Vy[Cly) = F(xy) ]}
(Q) Ix{V(x) A Vy[Cly) = F(y,x) 1}
(D) 3Ix{V() A Vy[Cly) AF(xy) 1}
(B) Ux{V(x)A3Jy[Cly) = Fxy) 1}

La negacion de la expresion del punto anterior (sin signos de cuantificacion
antes de los cuantificadores, y tampoco antes del alcance de un cuantificador)
esta dada por:

(A) Vx{V(x)= 3y [Cly) A =F(x,y) ]}
(B) Vx{V(x)=3Jy[Cly) A =F(y, x) 1}
(@ Vx{=V(x) =3y [-Cly) A Fx,y) 1}
(D) Vx{=V(x) =3y [-Cly) A Fly, x) 1}
(B) Ix{V() A Vy[Cy) = -F(x, y) ]}

La negacién de la expresion del punto 11, en lenguaje ordinario, es:

(A) Todo violinista tiene algun cantante de metal de quien no es fanatico.
(B) Ningun violinista es fanatico de todos los cantantes de metal.

(C) Todo violinista no es fanatico de ningun cantante de metal.

(D) Existe algun violinista que no es fanatico de ningun cantante de metal.

(E) Ningun violinista es fanatico de algun cantante de metal.

Consideren el siguiente texto: “Todos los australianos son musicos”.

¢Cudl de las férmulas, expresada en el lenguaje del calculo de predicados, es
una representacion adecuada de aquel texto?

(A A(x) A M(x)

(B) VxI[A(X) A M(x)]

(@ Ix[AX) A M(x)]

(D) A() = M(x)

(E) Vx[AKX) = M(x)]

Considere esta formula:

Vx {(B(x) AP(x))= A(x)}

¢Cudl de los textos siguientes representa una lectura correcta de la formula?
(A) Solo los buzos profundos son atletas.

(B) Todos los buzos profundos son atletas.

(C) Todos los atletas son_buzos profundos.

(D) Todos los buzos son profundos y atletas.

(E) Solo los buzos son profundos y atletas.
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16.

17.

18.

19.

20.

Considere el siguiente texto: “Todos los musicos son artistas”.

¢Cual de las férmulas, expresada en el lenguaje del calculo de predicados, es
una representacion adecuada de aquel texto?

(A) M(x) A A(x)

(B) M((x)= A()

(@ x[M(x) A AX)]
(D) Vx[M(x) = A(x)]
(E) 3x [M(x) A A(X)]

Considere la siguiente férmula:
Vx {[B(x) A P(x)] = [A(x) v L()I}

¢Cual de los textos que ven a continuacion representa una lectura correcta de
aquella formula?

(A) Todos los baritonos o pensativos son alegres o lividos.
(B) Todos los baritonos y pensativos son alegres y lividos.
(C) Todos los baritonos pensativos son alegres o lividos.
(D) Todos los baritonos son alegres o lividos.

(E) Solo los alegres y lividos son baritonos pensativos.

¢Cuantas interpretaciones posibles tiene la expresién simbdlica mediante
la cual se representa, en el lenguaje del calculo de predicados, la expresion
“Cada pecador adora secretamente algun vicio”?

(A) 1
B) 2
@ 4
D) 8
(E) Infinitas.

Con respecto a la formula a la que se refiere la pregunta anterior, ;qué
podriamos decir?

(A) Es una tautologia.
(B) Es universalmente valida.
(C) Posee exactamente una interpretacién que la hace verdadera.

(D) Tiene por lo menos un modelo para la formula (aunque el pecador del
problema no lo sea).

(E) Es insatisfacible.

Tomemos una nueva interpretacién de la formula a la que se refieren las dos
preguntas anteriores.

El dominio es: Los animales.

P(x): x es pulpo.

24€)
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21.

22,

23.

24,

A(x, y): x es anterior a (es decir, mas viejo que) y.
V(x): X es vaca.

En ese caso:

(A) Laférmula es valida para esa interpretacion.
(B) Laformula es falsa para esa interpretacion.
(C) Laférmula es universalmente valida.

(D) La férmula tiene por lo menos un modelo.

(E) Laférmula es verdadera para cada interpretacion.

Con base en las definiciones de dominio y predicados de la pregunta anterior,
considere la siguiente formula:

Vx {P(x) = Vy [Alx, y) = (V(y) v P(y)) ]}

En ese caso:

(A) La férmula es valida para esa interpretacién.

(B) Laformula es verdadera para esa interpretacion.
(C) Laférmula es falsa para esa interpretacion.

(D) La férmula es universalmente valida.

(E) Laférmula es verdadera para cada interpretacion.

¢Cudl de las siguientes es una simbolizacién adecuada de la frase “Ser buen
esquiador es condicion necesaria pero no suficiente para ser instructor de
esqui”?

(A) Vx[EX) = I(x)] AmVx [ I(x) = E(x) ]

(B) VUX[EX) = I(x)]vaVx[I(x)= E(X)]

Q) Vx[I(x) = E(X)] A=3x [ E(X) Al(x) ]

(D) Vx[I(x)= E(X)]A3Ix[EX) A IX)]

(E) Vx[I(x)= E(X)]A3Ix[EX) A =lI(X)]

Considere esta frase: “Todo es nuevo y bonito”. ;Cual de las siguientes es una
representaciéon simbolica adecuada, en el lenguaje del calculo de predicados,
de esa afirmacion?

(A) N(x) A B(x)

(B) Vx[n(x)Ab(x)]

(@ VING) AB(X) ]

(D) Vx (N(x) A B(x))

(E)  Vx (N(x) = B(x))

Considere esta frase: “Todo nifio tiene un color favorito”. ;Cudl de las

siguientes es una representacion simbolica adecuada, en el lenguaje del
calculo de predicados, de esa afirmacion?
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(A) Vx[N(x) ACKX) AFX) ]

(B) Vx{N(X)=3Ix[C(x) A F(x)]}
(@ Vx{NX) =3y [Cly) AFly, x)]}
(B) Vx{N(X) A3y [Cly) = Fly, x) ]}
(B) Vx{N(x) =3y [C(x) A F(y, x)]}

25. Considere la férmula:
Ix { A(x) A Vy (I(y) = D(y, x) )}

¢Cuadl de las siguientes es una lectura adecuada de la férmula anterior, en
lenguaje natural?

(A) Hay un animal al que todos los insectos detestan.
(B) Existe un animal que detesta a todos los insectos.
(C) Existe un insecto detestado por todos los animales.
(D) Algun insecto detesta a algun animal.

(E) Todo insecto detesta a algun animal.

26 a 30. A continuacién se dan cinco expresiones en lenguaje natural. En la
tabla encontrara una lista de férmulas expresadas en el lenguaje del calculo
de predicados y frente a cada una de esas férmulas, una letra. Indique qué
letra corresponde a la representacion simbdlica adecuada de cada una de las
expresiones dadas en lenguaje natural. En todos los casos el dominio es el
conjunto de los seres humanos.

26. Cualquier canadiense es bohemio y animado.
27. Algun lugarteniente es benévolo.

28. Andrésy Beatriz tienen el mismo padre.

29. Hay un parroco que es amigo de todas las beatas

30. Todos los maestros tienen alguien a quien buscan.

Vx(C(x)AB(X)AA(X))

Vx { C(x) = [ B(x) A A(x) ] }

VxVy [ P(x, y) A H(x) ]

VxVy { H(x, y) A3z [ P(z, X) A P(z, y) ] }
Ix [ L(x) A B(x) ]

Ix{P(x) = Vy [B(y) = A(x, y) ]}
Vx{M(x) = 3y [B(x, y) ]}

Ix [ P(x, @) ] A Ix [ P(x, b) ]

3x [ P(x, a) AP(x, b) ]

Ix { P(x) AVy [ B(y) = A(x, y) 1}

—|—|T|a|m|m|O|n|=]| >
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31 a 35. A continuacién se dan cinco expresiones en lenguaje natural. En la
tabla encontrara una lista de formulas expresadas en el lenguaje del calculo
de predicados y frente a cada una de esas férmulas, una letra. Indique qué
letra corresponde a la representacién simbdlica adecuada de cada una de las
expresiones dadas en lenguaje natural. En todos los casos el dominio es el
conjunto de los seres humanos.

31.
32.
33.
34.
35.

Todas las personas son amigos entre si, y son hermanos entre si.

Algun lazarillo es buzo.

Anita tiene un pap4, y Beto tiene un papa.

Hay un pensador de quien todos los beodos son sus admiradores.

Todos los musicos tienen alguien a quien imitan.

VxC(x)

Vx { C(x) = [ B(x) A A(x) ]}

VXVy [ A(x, y) A H(x, y) ]

VxVy { H(x, y) A3z [ P(z, x) AP(z, y) 1}

Ix [ L(x) A B(x) ]

Ix { P(x) = Vy [ B(y) = A(y, x) 1}

Vx{M(x) =3y [I(x, y) 1}

Ix[P(x,a) ] A3x[P(x, b) 1]

Ix [ P(x, @) A P(x, b) ]

—l—=lxz|la|n|m|O|a]w|>

Ix { P(x) A Vy [ B(y) = Aly, x) 1}

Respuestas a los ejercicios de opcion multiple

1 23,45, 6|7 8|9 1 1 121314 15|16 17 18 19| 20
c/,pjej¢c,c/A/ D/ D|/C B|A A|A E|B | D|C/ E|D|D
21 122123 24252627 28 29 30 31 32 33 34 35
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Demostracion
formal y algebras
de Boole

5.1 TEOREMAS Y TECNICAS DE DEMOSTRACION

Definicion 5.1 Un teorema es un resultado deducible en un sistema formal y que
puede ser enunciado en la forma “Si H entonces T”, donde H representa un conjunto
de afirmaciones conocidas como “hipdtesis” o “supuesto”, y T una afirmaciéon
conocida como “tesis” o “conclusion”.

Que sea "un resultado deducible” significa que existe un razonamiento deductivo
valido, llamado demostracion del teorema, mediante el cual se muestra que T es
consecuencia légica de un conjunto de premisas, entre las cuales figura H. Las premisas
pueden ser definiciones, resultados iniciales aceptados sin demostraciéon (axiomas
del sistema) o teoremas previamente demostrados. El Teorema de Pitdgoras que
se demostroé en el capitulo 1, “El drea del cuadrado construido sobre la hipotenusa
de cualquier triangulo rectdngulo es igual a la suma de las areas de los cuadrados
construidos sobre los catetos del mismo” puede reescribirse en la forma “Si H entonces
T" asi, por ejemplo: “Si ABC es un triangulo rectangulo con catetos de longitudesay b
e hipotenusa de longitud ¢, entonces c? = a? + b?". Segun la hipétesis del teorema, las
inferencias se hacen con base en “un tridngulo rectdngulo ABC cuyos catetos miden
a y b unidades”; a su vez, la conclusion asegura que, dadas estas circunstancias, se
verifica la igualdad ¢ = a? + b2 Otro teorema tal vez menos conocido pero también
muy importante establece este resultado: “Si el producto de dos niUmeros reales es 0,
entonces por lo menos uno de ellos es 0”.
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Ejemplo 5.2 A continuacion se enuncian algunos teoremas y una conjetura (d), con el
propésito de practicar la reescritura de los enunciados en la forma “Si..., entonces...".
(Usamos — en lugar de =, porque generalmente Hy T no son férmulas de la logica
simbdlica, sino enunciados en lenguaje natural).

. La suma de dos enteros pares es par.

H — T: Si m y n son enteros pares entonces m + n es entero par.

El producto de tres enteros consecutivos cualesquiera es divisible por 6.
H — T: Si n es un entero cualquiera entonces n(n+1) (n+2) es divisible por 6.

. Los lados opuestos de todo paralelogramo son iguales.

H — T: Si ABCD es un paralelogramo entonces | AB| =| CD| y | AD|=| BC|.

. Todo numero par mayor que 2 se puede escribir como suma de dos numeros

primos.
H — T: Si m es par y m>2 entonces existen nimeros primos s y t tales que m=s + t.

Una recomendacion para quien enfrenta por primera vez el tema general de la
demostracion:

Familiaricese con el resultado. Una forma eficaz de hacerlo es enunciarlo en sus
palabras, preferiblemente en una forma coloquial; como hablando con usted
mismo. Y no tema hacerlo: en esta época de celulares y “manos libres” no es raro
dar la impresién de estar hablando solo.

. Verifique el resultado para casos particulares.

. Identifique cudles son los conceptos involucrados en el resultado propuesto, y esté

seguro de conocerlos.
Escriba el resultado en la forma “Si H entonces T".

Establezca la conclusién a la cual debe llegar, y determine en qué momento se
podra considerar que el resultado propuesto ha sido demostrado.

Ejemplo 5.3 Veamos cémo tener presente la recomendacién anterior, en un ejemplo
particular:

Nos piden demostrar este resultado: El cuadrado de todo numero impar es impar.

“Veamos. ;Qué dice este teorema? Que si me dan un numero impar cualquiera,
al elevarlo al cuadrado el resultado debe ser también un impar”. (Tal vez no es
buena idea pensar que el resultado debe ser “otro” numero impar, porque si el
ndimero es 1...).
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b. (Verificando para algunos casos particulares): 7 es impar, 72 = 49 es impar; 3 es
impar, 32= 9 es impar; -5 al cuadrado es 25, que es impar. (Bueno, parece que el
resultado es cierto).

¢. ¢Cuales son los conceptos y operadores involucrados en el teorema? El concepto de
numero impary la funciéon “elevar al cuadrado”. ; Cémo se expresa simbdlicamente
el hecho de que un nimero es impar? Respuesta: afirmando que tiene la forma 2m
+ 1, para algun valor entero de m. Por ejemplo, 7=2.3 + 1, 3 = 2.1+1, -5=2.-3+1.

d. Escribamos el resultado en la forma “Si H entonces T”, de acuerdo con la
caracterizacion anterior: “Si n es impar entonces n? es impar”. En forma simbdlica:

Si n es de la forma 2h + 1 entonces n? es de la forma 2m + 1.

e. Debollegaralaconclusién de que al elevar 2h + 1al cuadrado el resultado también
tiene forma de nimero impar.

Para ilustrar la necesidad de estas recomendaciones se pide al lector que reflexione
con cuidado en las “demostraciones” siguientes, tomadas de algunos trabajos
escritos presentados por estudiantes en proceso de aprendizaje de estos temas. Las
propuestas presentan un error muy frecuente entre quienes estudian estos temas por
primera vez: demostrar el reciproco del teorema propuesto, por confusién entre la
hipétesis y la conclusion.

Caso 1 Se pidio demostrar que “Si la unién de dos conjuntos es vacia, entonces ambos
conjuntos son vacios”.

La solucion propuesta: Algunas respuestas coincidieron en justificar el resultado
anterior argumentando que “Si la unién de los dos conjuntos es vacia entonces los
dos conjuntos tienen que ser vacios porque al unir dos conjuntos sin elementos resulta
un conjunto sin elementos”.

El error: En el enunciado por demostrar se identifican claramente la hipétesis: “la
unién de dos conjuntos es vacia” y la conclusién: “los dos conjuntos son vacios”.
Observe entonces que la solucidon propuesta por los estudiantes del caso se reduce
a: “Si H, entonces T. Porque si T, entonces H”. Esto significa argumentar que H es
suficiente para T, porque T es suficiente para H. Independientemente de que en
un caso particular esta ultima afirmacion sea verdadera, es una falacia pretender
explicar con ella la afirmacion inicial. Elaboremos un poco mas en este caso particular:
Observe que el resultado por probar puede expresarse simbdélicamente asi:

Si AUB=JentoncesA=Jy B=0J

¢Qué se sabe? Que la unién es vacia. ; Qué debemos probar? Que Ay B deben ser
conjuntos vacios. i Qué error se cometié? Al decir que “Si la union de los dos conjuntos
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es vacia, entonces los dos conjuntos tienen que ser vacios porque al unir dos conjuntos
sin elementos resulta un conjunto sin elementos”, se aseguré que:

Si AUB = D entonces A=Jy B =, porquesi A= yB = entonces AUB = . Es
claro que esta ultima afirmacion es verdadera, pero debe ser claro también que ella
no es la justificacién para el resultado inicial.

Caso 2 Se pidié demostrar que “El cuadrado de un entero es impar sélo si el entero
es impar”.

La solucion propuesta: Un entero impar es de la forma 2h+1, donde h es algun
entero. Por lo tanto, su cuadrado es (2h + 1)? = 4h?+ 4h + 1=2(2h%2+ 2h)+1, que es un
numero impar.

El error: Se habia pedido demostrar que, si x? es impar entonces x es impar. En la
propuesta de solucidon se probé que, si x es impar entonces x? es impar.

El caso siguiente ilustra una actitud frecuente: no pensar realmente en los términos
de la pregunta o del problema sino inscribirlos en un contexto rigido que nos impide
darnos cuenta de que estamos empecinados en responder con una idea preconcebida,
sin poner el cerebro al servicio de la respuesta:

Caso 3 En el transcurso de una clase el autor hizo esta afirmacion, con el proposito
de que los estudiantes la calificaran como verdadera o como falsa: “Es necesario que
un entero sea divisible por 5 si termina en 0”.

La respuesta mas frecuente: La afirmacién es falsa, porque también los nimeros que
terminan en 5 son divisibles por 5.

El error: Es cierto que los nimeros que terminan en 0 y también los que terminan en
5 son divisibles por 5. Pero esto no hace que la afirmacién del profesor sea falsa. En
efecto, con ella se asegura simplemente que: Para cada x, si x termina en 0, entonces
x es divisible por 5. Puesta en esta forma, todos estuvieron de acuerdo. Sélo que por
alguna fijacién extrafia de un resultado muy conocido, los estudiantes se empefiaban
en “oir” la afirmacién de que “solo los enteros terminados en 5 son divisibles por 5”.

5.1.2 Técnicas de demostracion

En la practica usted encontrard que los textos basicos de matematicas presentan
resultados ya consolidados en el desarrollo de una teoria. Cuando le piden, por
ejemplo, “Demostrar el teorema siguiente”, el resultado propuesto es ya un hecho
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conocido. Sin embargo, ademds de la satisfaccién que produce desarrollar una
prueba propia para un resultado, hay otros beneficios asociados a ello: desarrollo
de la capacidad de asociaciéon de conocimientos pertinentes a un mismo resultado;
desarrollo de habilidades para expresar informacién en simbologia apropiada —lo
cual constituye una parte esencial en la demostracién—, identificacion de dificultades
para adelantar en el proceso de demostracién, que deben ser superadas mediante
investigacion y consulta, entre otros.

Los teoremas que se demuestran como ejemplos en esta seccién, o los que se proponen
como ejercicios, son de naturaleza muy sencilla, como es natural por el caracter
introductorio, general e informativo del tema y por la posible diversidad de lectores
del libro. Tanto los ejemplos, como los ejercicios, tienen el propésito de familiarizar al
estudiante con las técnicas de demostracion de teoremas y de advertirle de algunos
errores frecuentes en la aplicacion de dichas técnicas. Es importante que se familiarice
con las técnicas de prueba y adquiera habilidades basicas para la organizacion
y presentacion de los argumentos con los cuales usted busca justificar una clase
especial de resultados. Son habilidades requeridas en muchos cursos de contenido
cuantitativo, no sélo de matematicas (estadistica, econometria, investigacion de
operaciones, optimizacién, finanzas avanzadas, son sélo algunos ejemplos). Son areas
del conocimiento en los cuales prima el razonamiento deductivo y en las cuales es
necesario entender o proponer desarrollos formales de resultados fundamentales
para la comprension de los temas.

Nada puede garantizar que se tenga éxito en la demostraciéon de un teorema. Pero
si hay condiciones necesarias para ello: entender el enunciado del teorema, de tal
manera que se tiene absolutamente claro cudl es la hipétesis y cudl la conclusion y
conocer perfectamente las definiciones de todos los términos y relaciones contenidos
en el enunciado del teorema. Encontrara también que la experiencia es Util no sélo
porque la practica contribuye a mejorar la aproximacion a las demostraciones, sino
porque eventualmente una prueba puede sugerir los elementos por utilizar en la
demostracién de otro teorema similar. Su experiencia personal sera que a medida
gue aumentan sus conocimientos en un tema especifico aumentara igualmente su
destreza para la demostracién de resultados. Y es posible que termine por compartir
esta opinién de James R. Newman: “Hay pocas satisfacciones comparables a la que
se obtiene al conseguir una demostraciéon. Es como si quien la logra realizase una
creacion; como si el descubrimiento nunca se hubiera producido; se inculcan en la
mente habitos sublimes” [Newman, 1985, Vol.1].

En lo que sigue de este capitulo se presentan las técnicas de demostracion mas usadas.
Como es de esperarse, cada una corresponde a un esquema de razonamiento valido,
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respaldado por una tautologia. Como se dijo en el parrafo anterior, la eleccion de
una técnica especifica depende mucho de la experiencia de quien intenta construir la
demostracién. El mejor consejo del autor es: leer muchas demostraciones, acrecentar
la experiencia y... llenarse de paciencia.

5.1.2.1 Demostracion directa

Se trata, probablemente, de la técnica mas utilizada en la demostracion de teoremas.
Una demostracion directa del teorema “Si H entonces T” consiste en establecer un
razonamiento de la forma:

P, : H

P, : H=q,

P, D q,=q,

P R N
n+1 qn = T

C. T

donde la hipotesis Hse hatomado como premisay P, P,,..., P, expresan consecuencias

n+1

légicas secundarias, axiomas, o teoremas ya demostrados. Si el razonamiento es
valido, la formula:

HAH=9)Ar(q,=0)Ar..(q, ,=29)A(q,=T=>T

es una tautologia, y con esto queda demostrado el teorema. En efecto: demostrarlo
consiste en establecer que la implicacion H = T es verdadera. Para hacerlo, tomamos
a H como premisa (Recuerde el Teorema de la deducciéon). Como los condicionales
(H=aq,), (9,= q,), ..., (q, = T) son proposiciones verdaderas, el antecedente de la
tautologia tiene el valor V. Por lo tanto, T es verdadera y en consecuencia también
es verdadera la férmula H=T, que representa el teorema que nos propusimos
demostrar.

Ejemplo 5.4 Demostrar que la suma de dos enteros pares es par.

Inicialmente escribimos el resultado en la forma de condicional: Si m y n son enteros
pares entonces m+n es un entero par.

Esto se hace para aplicar la regla de generalizacion universal y para operar
algebraicamente.
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El concepto basico requerido en la prueba es el de nUmero par: un entero m es par si
y solo si existe algun entero s tal que m = 2.s

Demostracion:

P mesparynespar pAQ

o

P, Sim es par entonces m = 2ty si n es par entonces n = 2u (p=r)A(g=s)

para enteros Unicos ty u

P, m=2tyn=2u=m+n=2t+2u (ras= v)
., Mm+n=2t+2u=m+n=2(t+u) (v=w)
P, m+n=2(t+u)=m+nespar (w=2)
C. m+nespar z

Por lo tanto, si m es par y n es par entonces m + n es par.

En la columna de la derecha se muestra la representacion simbélica de los pasos
utilizados en el proceso; el lector puede concluir facilmente que el razonamiento
es valido. Esto no significa, sin embargo, que en la practica se utilicen esquemas tan
formales para disponer los pasos seguidos en una demostracién. Una presentacion
menos formal de esta demostracién, pero igualmente rigurosa y con los mismos
elementos de la prueba anterior, puede plantearse asi:

Sean m y n pares. Entonces, si m = 2t y n = 2u, donde t y u son enteros, entonces
m+n = 2t + 2u = 2(t+u), lo cual muestra que m + n es par, pues t+u es un entero.

Una observacion final sobre la demostracién directa: el argumento no necesariamente
debe empezar con la utilizacion de la hipotesis. Esta se utiliza en el momento
oportuno, de acuerdo con las necesidades del razonamiento.

5.1.2.2 Demostraciones indirectas

Sucede con frecuencia que los intentos para lograr una demostracién directa de un
teorema H=T son infructuosos. En tales ocasiones puede ser conveniente intentar
una demostracion indirecta. El nombre se debe al hecho de que lo que se logra con
ella es demostrar la validez de un resultado l6gicamente equivalente con H=T. La
justificacién de lavalidez de esta técnica esinmediata: siunresultado R es verdaderoy R
es equivalente a H=T, entonces H=T es verdadero, y el teorema queda demostrado.

Antesde entraren los detalles de estas técnicas, ilustraremos la nocion de demostracion
indirecta, considerando nuevamente el caso 1, descrito en la pagina 225: AUB = &
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= A= A B=. Para probar que A=J A B=J es condicidon necesaria para AUB = {,
veamos que resulta si esta condicién no se satisface, es decir, si alguno de los dos
conjuntos no es vacio. Obviamente, la union AUB no seria vacia, pues tendria por lo
menos los elementos de ese conjunto. Esto demuestra, correctamente, que la unién
es vacia sélo si los conjuntos lo son. Observe que se demostré -T=-H, para establecer
la validez de H=T. Este es entonces un tipo de demostracion indirecta, dado que
(=T==H)=(H=T).

Las equivalencias l6gicas (-T=-H)=(H=T) y (HA-T=RA-R)=(H=T) constituyen el
fundamento de las técnicas de prueba conocidas como demostraciones indirectas.
Usualmente se utiliza una técnica indirecta como alternativa de demostracion, o
porque no logramos producir una demostracién directa, o porque se presume que la
prueba presentara menos dificultades, o porque en este caso las hipdtesis que para
el efecto se adoptan proporcionan mas informacion que en el caso de una prueba
directa.

5.1.2.3 Demostracién por contraposicion

La técnica de demostrar H=T mediante una prueba directa de -T=-H es conocida
como prueba por contraposicién o por contrarreciproca (-g=-p es la contrapositiva
o contrarreciproca de p=q).

Ejemplo 5.5 Demostrar que el producto de dos enteros es par sélo si por lo menos
uno de ellos es par.

La forma H=T de este resultado es: si mn es par entonces m es par o n es par.

Una demostracion directa de este resultado empezaria por suponer que mn es pary
por lo tanto mn=2p, donde p es entero. Pero, ;cémo utilizar la igualdad mn=2p para
obtener conclusiones sobre m? ;O sobre n? La imposibilidad de progreso en la prueba
hace razonable considerar la alternativa de una prueba indirecta. La contrarreciproca
~T=-H de la afirmacién por probar es: si m no es par y n no es par, entonces mn no
es par, es decir, sim es impar y n es impar, entonces mn es impar.

Una demostracion directa de la contrarreciproca puede presentarse asi: Si m es impar,
sea m = 2t + 1, para algun entero t. Si n es impar, sea n = 2s+1, para algun entero s.
Entonces, mn = (2t+1)(2s+1) =2(2ts+ t + s)+1, lo cual muestra que mn es impar. Como
este resultado es equivalente con el teorema propuesto, esto finaliza la prueba.
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5.1.2.4 Demostracion por contradiccion (o por reduccion al absurdo).

Es un segundo tipo de demostraciéon indirecta, que se fundamenta en las dos
equivalencias logicas siguientes:

1: ASH=T)=HA-T
2:  ((HAAT)=(RA-R) = (H=T)

El método consiste en suponer que el resultado H=T expresado por el enunciado
del teorema es falso. Segun la férmula 1, esto significa suponer la posibilidad de
que, siendo H verdadera, T sea falsa. Si a partir de este supuesto se deduce una
contradiccion (representada por RA-R), es decir, si {HA-T} |-R/\—|R entonces la férmula
(HA-T)=(RA-R) es una tautologia. Esto significa, segun 2., que H=T es verdadera,
con lo cual finaliza la demostracion.

Observe que en la demostracion directa de H=T, se cuenta con la teoria sobre el
tema y con los datos aportados por H, para deducir T, en la demostracién indirecta
de H=T a través de -T=-H, se cuenta con la teoria y con los datos aportados por T,
para deducir =H. Sorprendentemente, la informacion de partida en la demostracién
por contradiccién, HA-T, es el agregado de los elementos de informacién en los
dos métodos anteriores, lo cual convierte a esta técnica en un recurso valioso en
el campo de las matematicas en general. Una segunda observacion se refiere al
significado de la contradiccion RA-R. Con este simbolismo se quiere significar que en
el proceso de demostracion se obtiene una conclusién, denota aqui por R, que es la
contraria de un resultado ya conocido, =R. Es en este momento cuando uno dice algo
como "y esta contradiccién prueba que el resultado no puede ser falso, asi que es
verdadero”. Digamos, finalmente, que al partir de HA-T es imposible saber cual sera
la contradiccién especifica que uno encontrara en el proceso. En muchas ocasiones se
llega a —H, con lo cual se configura la contradiccién HA-H; la conclusién es la misma:
el teorema ha sido demostrado.

Ejemplo 5.6 Suponemos que el lector conoce la definicion de nimero racional: todo
numero que puede escribirse como una fraccion p/q, donde p y g son enteros y q=0.
Estos numeros se suman en la forma p/q + r/s = (ps + qr) / gs y se multiplican en
la forma (p/q).(r/s)= pr/gs, lo cual muestra que la suma y el producto de nimeros
racionales es un racional. Ademas, el opuesto del racional p/q es el racional —(p/q) =
—p/q, caracterizado por la propiedad p/q+ (—(p/q)) = 0.Los nimeros racionales tienen la
caracteristica de que al escribirlos en forma decimal resulta un nimero periédico (un
decimal como 0.5 es periédico: 0.5=0.5000..., 0 0.5=0.49999...). Esto permite definir a
los nimeros irracionales como los niUmeros cuya expansion decimal no es periddica.
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Nos proponemos demostrar que “la suma de un numero racional con un nimero
irracional es un irracional”.

Este resultado se expresa con precisién en la simbologia del célculo de predicados,
en la forma VxVy(R(x) A =R(y) = =R(s(x,y)), donde R(z) significa que z es un numero
racional y s es un simbolo de funcién tal que s(x, y) devuelve la suma x +y.

Para demostrar este resultado por contradiccion suponemos, de acuerdo con la técnica
discutida, que el resultado es falso, es decir, 7(VxVy(R(x)A—R(y) = =R(s(x, ¥))).

De acuerdo con lo anterior, 3x3y(R(x) A 7R(y)AR(s (x, y))), es decir, existen algun racional

x y algun irracional y tales que su suma, x+y, es un racional. Llamemos z a la suma de
estos numeros: x + y = z. Entonces, sumando el opuesto de x a ambos miembros de la
igualdad, se obtiene y=-x+z. Como -x es racional y estamos suponiendo que z también
lo es y la suma de racionales es racional, entonces y seria racional. La contradicciéon
R(y) A =R(y), segun la cual y es racional e irracional a la vez, y el método discutido,
nos permiten dar por demostrado el resultado propuesto: la suma de racional con
irracional da un irracional.

Ejemplo 5.7 Suponemos que el estudiante sabe cémo construir un segmento de
longitud X tal, que X2= 2. La conocida prueba de que esta longitud (v2) no es un
numero racional, es una excelente ilustracion del método de demostracion por
contradiccion.

Teorema Si X2= 2, entonces el nimero X no es racional.

Suponiendo H A =T, es decir, que X?= 2y X es racional, se llega a la contradiccion (R A
= R), donde R establece que dos enteros que surgen en la prueba son primos relativos,
pero el proceso conduce al hecho de que 2 también es divisor comun de tales enteros,
por lo cual no son primos relativos: = R. Este hecho completa la demostracién, que
describimos en seguida:

Demostracion: Si X es racional, existen enteros p, q cuyo maximo divisor comun es 1
y tales que X = p/q. Entonces X? = p?/g? y por lo tanto p? = X2. g2, es decir, p?= 2g2. (1).
Esto significa que p? es un entero par, lo cual sélo es posible si p mismo es par. Por lo
tanto, p= 2s (2), para algun entero s. La sustitucion en (1) conduce a g2 = 2s?, asi que
g también es par, esto es, q = 2t (3), para algun entero t.

De (2) y (3) se concluye que 2 es divisor comun de p y q, lo cual indica que no son
primos relativos. La contradiccion deducida es: p y q son primos relativos, pero a la
vez no son primos relativos. Esto completa la demostracion.
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5.1.2.5 Demostracién por contraejemplo

Tan importante como demostrar que una afirmacién de la forma “Todo elemento x
que satisfaga la propiedad P satisface también la propiedad Q" es verdadera, puede
serlo establecer que una afirmacién de tal tipo es falsa. Todo lo que se requiere para
esto es exhibir un contraejemplo, que es, como ya se ha dicho, un elemento x, que
satisface la propiedad P, y no satisface la propiedad Q. Si este elemento x_existe, se le
denomina un contraejemplo; con él se demuestra que la afirmacion dada es falsa.

Ejemplo 5.8 La afirmacién “Si A, B, C son conjuntos y AUB = AUC entonces B = C" es
falsa. Los conjuntos A = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, B={2, 5, 6} y C = {1, 3, 4, 5} constituyen un
contraejemplo.

Pero no siempre se nos pide “Dar un contraejemplo para la siguiente afirmacién” o
“Probar, mediante un contraejemplo, que la siguiente afirmacién es falsa”. Para dar
contexto a la aparicion de conjeturas, piense por ejemplo que usted ha encontrado
que en todos los casos particulares considerados, cada vez que P es verdadera, también
lo es Q. Por ejemplo, suponga que alguien estd examinando la suma de los primeros
impares, variando sucesivamente el nimero de términos de la suma:

Con un término: 1=1,
Con dos términos: 1+ 3 =4,
Con tres términos: 1+ 3+5=9,

Con cuatro términos: 1+ 3 + 5+ 7 = 16.

En este momento advierte que los resultados 1, 4, 9, 16, presentan una regularidad:
cada uno es el cuadrado del nUmero de términos que hay en la suma, y se pregunta
si esto sera asi en todos los casos. Entonces, le pide a alguien decirle un nimero entre
5y 10 y recibe como respuesta.”ocho”. Ensaya con 8 términos: 1+ 3+ 5+ 7+ 9+ 11+
13+ 15 = 64, que es igual a 8. Con base en esta experiencia la persona de nuestra
historia razona inductivamente y conjetura este resultado: “La suma de los primeros
n impares positivos es igual a n?“. Pero, no importa qué tan razonable aparezca la
conjetura, el resultado sélo puede ser validado mediante una demostracion formal,
es decir mediante un razonamiento deductivo valido; examinar otros casos en los
cuales el resultado se sigue dando, sélo sirve para incrementar la confianza en lo
razonable de la conjetura. Ahora bien, si se encontrara algun caso (lo cual aqui no va
a suceder) en el cual la suma de m primeros impares positivos no fuese igual a m?, ese
caso seria un contraejemplo y la conjetura quedaria refutada.

233



234

Légica y argumentacion: De los argumentos inductivos a las algebras de Boole

En este punto es conveniente que recuerde una de las conjeturas mas famosas en el
campode lasmatematicas, laconjetura de Goldbach, que mencionamosen el capitulo 1:
Todo numero par mayor que 2 puede representarse como suma de dos nimeros
primos. Mencionemos también un resultado conocido como “El ultimo teorema de
Fermat"”, cuya demostracion desafié a los mejores especialistas en Teoria de nimeros
durante mas de 300 anos. El teorema dice que si n es cualquier entero mayor que 2,
no es posible hallar enteros positivos x, y, z, tales que x" + y" = z". Esto es, no existen
enteros positivos tales que x3 + y3 = 3, o tales que x* + y* = z%, etcétera. En el afio de
1993 el doctor Andrew Wiles, matematico inglés, investigador de la Universidad de
Princeton, presentd una demostracion del teorema, expuesta en mas de 200 paginas.
Después de ajustar algunos detalles en su propuesta inicial, la demostraciéon del doctor
Wiles ha sido declarada oficialmente correcta. Una de las anécdotas en relacién con
este famoso teorema dice que en el documento en el cual mencioné esta propiedad,
Fermat anoto6 que tenia una demostraciéon del resultado, pero que ella no cabia en los
angostos margenes de su libro. Si existi6 tal demostracién, ella nunca fue conocida.

En la lista de ejercicios se le pide estudiar la conjetura siguiente: Para todo entero
n>0, n? + n + 41 es primo.

5.1.2.6 Demostraciones por el principio de induccién matematica

Consideremos nuevamente la conjetura segun la cual la suma de los primeros n
impares positivos es n?, es decir, 1 + 3 + 5 + ...(2n-1) = n? ;COmo probar que este
resultado es cierto para todo entero positivo n?

La clave esta en una propiedad caracteristica de los enteros positivos: el primero de
ellos es 1y, a partir de este, cada entero positivo puede alcanzarse mediante suma
de 1's. Esta propiedad conduce a un resultado conocido como Principio de Induccién
Matematica (PIM). Antes de enunciarlo, proponemos al lector pensar en las situaciones
hipotéticas siguientes:

Caso 1 Imagine una hilera infinita de fichas de domino, paradas una detras de otra.
Suponga que la distancia entre una ficha y la que le sigue es tal que si cae una ficha,
ella hace caer a la que le sigue. Suponga, ademas, que se hace caer la primera ficha,
hacia donde estan las demas.

Caso 2 Imagine una escalera con un nimero infinito de escalonesy tal que si se alcanza
un escalon, el que sea, se activa un dispositivo automatico que permite alcanzar el
inmediato siguiente. Suponga ademas que se puede alcanzar el primer escalon.

Seguramente el lector ha concluido que en el caso 1 caen todas las fichas y que en el caso
2 se alcanzan todos los peldafios. Elaborando un poco mas: Cae la primera ficha. Y, si cae
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la k-ésima ficha cae también la (k+1)—-ésima ficha. Entonces caen todas. Andlogamente:
Se alcanza el primer escalén. Y, si se alcanza el k—ésimo escaldn, entonces se activa el
mecanismo que permite alcanzar el (k + 1)—ésimo. Por lo tanto, se alcanzan todos.

Estos casos ilustran el siguiente resultado, conocido como Principio de induccion
matematica y que se utiliza para demostrar algunas propiedades de algunos conjuntos
infinitos.

Principio de induccion matematica (PIM)

Sea P(n) una proposicién que asegura que el entero positivo n, tiene cierta

propiedad P. Supongamos que se puede probar:

1. Paso basico: Que la propiedad P es satisfecha por el primer entero
positivo, es decir, P(1) es verdadera.

2. Paso inductivo: Que si k representa un entero cualquiera, cada vez que
la propiedad P es satisfecha por k entonces es satisfecha también por
el entero siguiente k+1, es decir: si P(k) es verdadera, entonces P(k+1)
también lo es.

Entonces, la propiedad P es satisfecha por todos los enteros positivos.

Ejemplo 5.9 Demostrar que laigualdad 1 + 3 + 5+...+ (2n-1) = n2es valida para entero

n>1.

Solucion: Aqui es aplicable el Principio de induccién, pues se asegura que una
propiedad es valida para todos los enteros positivos.

1. Paso basico: Cuando n = 1, hay un sélo término en la suma: 2.1- 1. Este valor
coincide con 12. Por lo tanto, la expresion se satisface paran = 1.

2. Hipotesis Inductiva: Supongamos que la propiedad es satisfecha por algun k > 1,
es decir:
1+ 3+ 5+...+ (2k-1) = k?, para algun k>1.

Paso inductivo: Demostrar, con base la igualdad anterior, que la propiedad es
también satisfecha por k+1.

Veamos: Si se tienen k+1 términos en la suma, esta es 1 + 3 + 5+...+ (2k-1)+(2k+1), pues
basta con aumentar el impar que sigue a 2k-1. Asociemos los primeros k términos de
esta suma, para aprovechar el resultado que conocemos por la hipétesis inductiva:

T+ 3+5+...+ (2k-1) + 2k+1) = (1 + 3 + 5+...+ 2k-1)+(2k+1) = k? + 2k + 1 = (k+1)?
Esta igualdad muestra que si en la suma hay k+1 términos, la propiedad también se

cumple. De acuerdo con el PIM esto significa que la propiedad se cumple, cualquiera
sea el niumero de términos en la suma.
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En ocasiones se estipula que la propiedad es verdadera para los enteros no negativos
({0, 1, 2,...}). En este caso el paso basico consiste en demostrar la propiedad para n=0.
También puede ser que se estipule que la propiedad es verdadera sélo a partir de
un entero positivo dado x,>1. En este caso el paso basico consiste en demostrar la
propiedad para dicho x;. Sin embargo, en todos los casos el paso inductivo es siempre
el mismo: probar que la propiedad se cumple para k+1, bajo el supuesto de que se
cumple para k (21, 20, >x,, segun el caso).

Hay una variacion del Principio de Induccién, conocida como Principio de induccion
fuerte, que no es del caso estudiar aqui pero que el lector puede consultar en textos
basicos de matematicas.

5.2 CONJUNTOS

El manejo adecuado de algunos elementos basicos de la teoria de conjuntos facilita
la comprension de conceptos de frecuente aplicacion, como son las relaciones
binarias y las funciones, entre otros. En la presentacion y en los argumentos que
justifican muchos de los resultados de la teoria se hace uso intensivo de los conceptos
y técnicas que fueron objeto de estudio en los capitulos anteriores. En esta seccion
se presentan elementos basicos de la teoria de conjuntos como fundamentacion para
tales conceptos y para las dlgebras de Boole y sus aplicaciones.

5.2.1  Nociones basicas de conjuntos

5.2.1.1 Lanocion de conjunto

Si intentdramos definir el concepto “conjunto” seguin la idea comun del término,
seguramente tendriamos que utilizar palabras como “agrupaciéon”, “coleccién”, o
“reunién”. Pero, siendo rigurosos, tendriamos entonces que definir estas nuevas
palabras y, al hacerlo, en algin momento terminariamos utilizando alguno de
los términos que intentamos definir. Caeriamos asi en lo que se conoce como una
“definicion circular”: una definicion que supone una comprension anterior del
término definido, o en la que el término definido aparece como parte de la definicion.
Por ejemplo, si se define la palabra punto como “la interseccién de dos rectas que
se cortan” y recta como “un conjunto de puntos que siguen una misma direccién”,
estamos ante una definicién circular de “punto”.

La finitud del lenguaje natural hace imposible evitar definiciones circulares, como lo
evidencian frecuentemente los diccionarios. Por ejemplo, segun el DRAE, “maliciar” es
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recelar, sospechar; recelar es temer, sospechar, desconfiar; y sospechar es desconfiar,
dudar, recelar. Sin embargo, en los lenguajes para presentaciones mas formales es
posible eludir las definiciones circulares de términos basicos declarandolos como
“términos no definidos”, o “conceptos primitivos”. Asi lo haremos con el término
“conjunto” en esta presentacion: considerarlo como un término indefinido de la
teoria, suponiendo que todos compartimos la misma idea de “conjunto” y que esa
idea comun nos permite entender el significado de expresiones como “el conjunto de

los seres humanos”, “el conjunto de las vocales del idioma espafiol” , “el conjunto de
las palabras agudas que no llevan tilde"”, etcétera.

5.2.1.2 Notacion. Relacion de pertenencia

Por convencién casi universal los conjuntos se denotan con letras mayusculas: A, B,
C...A, B, (..., y sus elementos con letras minusculas, excepto cuando ellos mismos
son conjuntos. Escribimos ae A, que se lee “a pertenece a A”, para indicar que “a es
un elemento del conjunto A” y a ¢ A, que se lee “a no pertenece a A", para indicar
que “a no es un elemento del conjunto A”. En términos generales, el simbolo e,
que representa el predicado binario de pertenencia, se utiliza entre el elemento y el
conjunto al cual este pertenece. Con esta convencion, en la expresion ac A, el simbolo
alaizquierda de € representa un elemento del conjunto representado por el simbolo
situado a su derecha. De igual manera, la expresion Ae A indica que el conjunto A
es un elemento del conjunto A. Observe que la relaciéon “es un elemento de” es una
relacién no definida.

Ejemplo 5.10 SiA={1, 3, 5, 9} entonces 3 e Ay 7¢ A.

Ejemplo 5.11 Si A = {{a, e, o}, {i, u}}, entonces A es un conjunto con dos elementos:
el conjunto {a, e, o} y el conjunto {i, u}; por esto es cierto que {a, e, o} € A}, {i, u} €
Ay {a, i}eA.

5.2.1.3 Igualdad entre conjuntos

Dados dos conjuntos Ay B, se define la igualdad entre ellos, denotada por A = B, asi:
A =Bsiysoélosi (Vx)(xe A < xeB) (5.1)

Como vemos, el criterio de igualdad es relativamente obvio: dos conjuntos son iguales
si y solo si tienen los mismos elementos. En este sentido, los conjuntos A = {a, b} y B
= {b, a} son iguales, pues tienen los mismos elementos: a y b. Se infiere entonces que
el orden de aparicién de los elementos en la notaciéon de un conjunto es irrelevante
(salvo que se diga, explicitamente, que el conjunto es ordenado). Adicionalmente,
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la nocion de igualdad establecida en (5.1) nos permite afirmar que si C={a, b, b} y
D ={a, b, a}, entonces C=D. Por lo tanto, los conjuntos aqui mencionados son iguales:
A=B=C=D.

Si en (5.1) sustituimos (xe A & xeB) por su equivalente (xe A = xeB) A (xeB = xeA)
obtenemos una expresion alternativa de la igualdad de conjuntos, que serd de mucha
utilidad posteriormente:

A =B siy sélosi ((Vx) (xe A = xeB) A (Vx)(xe B = xe A)) (5.2)

De la expresién anterior se deduce que, para probar que dos conjuntos dados A
y B son iguales, es suficiente y necesario probar dos hechos: El primero, que todo
elemento de A es también un elemento de B; el segundo, que todo elemento de B
es también elemento de A. Haremos uso muy frecuente de esta observacion cuando
demostremos algunas propiedades del dlgebra de conjuntos.

A partir de (5.2) podemos también responder la pregunta: ; Cémo se establece que dos
conjuntos Ay B no son iguales? Respuesta: Negando la expresién de la derecha en 5.2.

Al hacerlo obtenemos:
A # B si y solo si ((3x)(xe A axg B) v (3x)(xe B A xz A)) (5.3)

De acuerdo con (5.3), para mostrar que dos conjuntos no son iguales es suficiente
mostrar que hay por lo menos un elemento en uno de ellos, que no es elemento del
otro. Por ejemplo, el conjunto A de los enteros no negativos es distinto del conjunto B
de los enteros positivos porque 0e A pero 0¢B. (Es incorrecto afirmar que los enteros
no negativos son los enteros positivos: el primero de estos conjuntos incluye el 0; el
segundo, no).

5.2.1.4 Subconjuntos. Relacion de inclusion

Si Ay B son los conjuntos A={1, 3, 5} y B={0, 1, 2, 3, 5} entonces todo elemento de A
es también elemento de B. En este caso se dice que A es subconjunto de B, o que A
estd incluido o contenido en B. Esta relacién se simboliza como A C B. La definicién
se expresa en forma simbdlica asi:

A C B si y so6lo si (Vx)(xe A =xeB) (5.4)

De acuerdo con la definicién anterior, para mostrar que A C B es necesario probar que
cada elemento de A es también elemento de B. Cuando los conjuntos estan definidos
por extensién, es decir, mediante la lista de sus elementos, el proceso se reduce a una
simple verificacion. Por ejemplo, si A ={x, y, z} y B ={w, X, y, z} entonces es inmediato
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concluir que A C B (y que BzA). Pero este es el caso menos frecuente. Generalmente
se da como hipdtesis una relacién entre algunos conjuntos y se pide establecer, a
partir de ella, la validez de una relacién de inclusion. Por ejemplo, <<Pruebe que si A,
B y C son conjuntos tales que A C By B C C, entonces A C C>>. Puesto que se debe
establecer la validez de la relacion A C C, empezamos considerando un elemento
arbitrario xe A. Enseguida utilizamos la informacién contenida en la hipétesis: A C B
y B C C.Como A C B, entonces xe B. Pero, ademas, B C C. Por lo tanto, xe C. Habiendo
asi demostrado, para un elemento arbitrario x, que (xe A=xeC), se concluye, por
Generalizacién Universal, (GU), que (Vx)(xe A=xe Q) y, por lo tanto, que A C C. Si se
ha optado por una prueba indirecta, debe suponerse que la afirmacion es falsa, es
decir, que (3x) (xe A A x¢ C), y obtener, como consecuencia légica, una contradiccién.

Consideremos nuevamente la definiciéon de igualdad establecida en 5.2.
A =B iy sélosi ((Vx) (xe A = xeB) A (Vx)(xe B = xe A)) (5.2)

Si en la expresion anterior se sustituyen los condicionales por la expresién que definen
segun 5.4, obtenemos el siguiente criterio de igualdad de conjuntos, que es el mas
utilizado cuando se trata de establecer la igualdad de dos conjuntos dados:

A=Bsiysélosi(A CB)A(BCA) (5.5)
El teorema siguiente establece propiedades basicas de la relacion de inclusion:
Teorema 1 La relacién de inclusion entre conjuntos satisface estas propiedades:

i. Paratodo conjunto A, AC A, esto es, todo conjunto es subconjunto de si mismo
(Propiedad reflexiva)

ii. Si Ay B son conjuntos tales que AC B y BC A, entonces A = B (Propiedad
antisimétrica)

iii. Si A, B'y C son conjuntos tales que AC By BC C, entonces A C C (Propiedad
transitiva)

Demostracion:

i. xeA = xeA, es una tautologia. Entonces, (Vx)(xe A = xe A) es una féormula valida,
y de ella se concluye que A C A.

ii. Es precisamente lo establecido en (5.5).

iii. Se demostré a continuacion de 5.4 como ilustracién de la nocién de subconjunto.

Observacion: Por satisfacer las tres propiedades del teorema anterior, reflexiva,
antisimétrica y transitiva, la inclusién entre conjuntos es una relaciéon de orden.
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La siguiente forma alternativa de expresar conjuntos, se conoce a veces como
especificacién por comprension:

A = {x|xeB A P(X)} (5.6)

Consiste en especificar un conjunto, A, con los elementos x de un conjunto B que
hagan verdadera a P(x), es decir, que satisfagan la propiedad P. Si ningun elemento
de B la satisface, es decir, si P(x) es falsa para todos los elementos de B, se dice que A
es un conjunto vacio, que se denota por Jo {}..

Ejemplo 5.12 Sea A = {x |x es un numero natural y x es par}. Se lee “A es el conjunto
de los elementos x tales que x es un nimero natural y x es par”, o mas sencillamente:
“A es el conjunto de los naturales pares”. Con referencia a (5.6), B es el conjunto de
los nimeros naturales y P(x) es la propiedad, x es par.

Ejemplo 5.13 Sea C= {x|x es un namero primo y x es divisible por 6}. Como ningdn
numero primo es divisible por 6, el predicado o condicién P(x): x es divisible por 6, es
falso para cada nimero primo. Entonces, este conjunto C es vacio: C = &.

Con frecuencia, y si no hay lugar a confusién, se omite el conjunto B en (5.6) y se
define el conjunto simplemente mediante la condicién que deben satisfacer sus
elementos. Por ejemplo, podemos escribir A = {x|x es numero primo}. En este caso
se sobreentiende que el dominio del predicado P(x), x es primo, es el conjunto de los
enteros positivos. De igual manera, al escribir A = {x| x es vocal del alfabeto espafiol}
se enuncian en una sola proposicién el conjunto B y la condiciéon P. En efecto, el
enunciado equivale a A = {x | x es un simbolo del alfabeto espafiol y x es vocal}.

5.2.2 Operaciones con conjuntos

Dados dos conjuntos, tiene sentido preguntarse: por sus elementos comunes, por los
que estan en uno de ellos pero no en el otro, por los que estan por lo menos en uno
de ellos y por los que estan solamente en uno de ellos. Tales elementos conforman,
en este orden, otros conjuntos que se conocen como: la interseccién, la diferencia,
la unién y la diferencia simétrica de los conjuntos dados. Estos conjuntos, con sus
respectivas notaciones, se definen formalmente asi:

5.2.2.1 Lainterseccion de Ay B

La interseccion de dos conjuntos A y B, que se denota como A n B, es el conjunto
formado por los elementos comunes a estos dos conjuntos. En simbolos:

ANB={x|xe A xeB} (5.7)
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Ejemplo 5.14 Si A = {x | x es un nimero primo}y B = x| xes par}, entonces AnB = {2},
puesto que 2 es el Unico entero que es primo y par a la vez.

Ejemplo 5.15 Si A = {x| x es colombiano y menor de 18 afios} y B = {x | x es colombiano
y puede votar en las elecciones presidenciales}, entonces AnB = .

Ejemplo 5.16 Si C = conjunto de los enteros no negativos y D = conjunto de los
enteros no positivos, entonces CD = {0}.

De la definicién (5.7), se deduce que:
xe ANB siy solo si xe A A xeB (5.8)

y que x¢ AnB siysélosi xzA v x¢B (5.9)

El teorema siguiente establece una interesante propiedad de los conjuntos, que
relaciona la inclusion con la interseccion. Consiste en que la interseccion de dos
conjuntos es igual a uno de ellos, si y solamente si ése estd contenido en el otro.

Teorema 2 Sean Ay B conjuntos. Entonces, AnB = Asiy s6losi AC B

Demostracion: El teorema enuncia una condicién necesaria y suficiente para que
AnB = A. Por lo tanto la demostracién consta de dos partes:

En primer lugar, supondremos que AnB = A, y demostraremos que A C B.

Sea xe A. Como AnB = A entonces xe ANB y en consecuencia xe B. Esto muestra que
A CB.

En segundo lugar, supondremos que A C B, y demostraremos que AnB = A.

Para esto, y seguin (5.2) debemos mostrar que xe AnB = xe Ay también que xe A = xe
ANB. Lo primero es inmediato, pues si xe ANB entonces xe A, por la definicién misma
de interseccion. (Es una aplicacion directa de la simplificacién paq = p). Para probar
la validez de la segunda implicacién, supongamos que xe A. Como A C B (hipdtesis),
entonces xeB. Por lo tanto, xe A y también xeB, lo cual muestra que xe AnB. Esto
completa la prueba del teorema.

5.2.2.2 Ladiferencia entre Ay B

Dados dos conjuntos A y B, se define la diferencia entre A y B, simbolizada por A - B,
como el conjunto formado por los elementos de A que no son elementos de B, es decir:

A-B={x| xe A AxeB} (5.10)
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Ejemplo 5.17 Sean A ={a, e, 0, b} y B =1{3, 5, 0, b, d}. Entonces, A - B ={a, e} y
B - A ={3, 5, d}. De paso, este ejemplo muestra que la diferencia de conjuntos no es
conmutativa.

Ejercicio 5.18 Justifique esta afirmacion: Si A = {x|x es primo} yB = {x|x es impar},
entonces AnB = A - {2}.

De la expresion (5.10) se deduce que:
xe (A - B) siysolosi xeA A xzB (5.11)
Por lo tanto, x¢ (A — B) si y solo si xz A v xeB (5.12)
Es facil mostrar, como aplicacion de la equivalencia (pAq) = (qAp), que la interseccion

de conjuntos es una operacién binaria conmutativa, es decir, AnB = BNA, para todo
par de conjuntos Ay B.

5.2.2.3 Launiéonde AyB

La unién de dos conjuntos Ay B, denotada como AUB, es el conjunto formado por los
elementos que pertenecen por lo menos a uno de ellos. En simbolos:

AUB = {x|xe A v xe B} (5.13)
Esto significa que xe AUB siy sélo si xe A v xeB (5.14)
y que xg¢ AUB siy solosi xgz A AxzB (5.15)

Ejemplo 5.19Si A={a, e, 0, b}y B={3, 5, 0, b, d}, entonces AUB ={a, e, 0, b, 3, 5, d}.

Ejemplo 5.20 Si A es el conjunto de los nimeros racionales y B el conjunto de los
numeros irracionales, entonces AUB es el conjunto de los nimeros reales.

Ejemplo 5.21 Sean A = {x| x es cardidlogo } y B = {x | x es médico}.

Entonces AUB = B. Esta es una propiedad similar a la establecida en el teorema 2, y
gque proponemos como ejercicio al lector.

Ejercicio 5.22 Sean Ay B conjuntos. Entonces, AUB = B si y s6lo si A C B.



Capitulo 5. Demostracion formal y algebras de Boole

5.2.2.4 Ladiferencia simétricade Ay B

Dados dos conjuntos Ay B, la diferencia simétrica de Ay B es el conjunto formado
por los elementos que pertenecen exclusivamente a cada uno de los dos conjuntos.
Se denota por A @ B. Entonces:

A®B ={x|(xeA A xeB) v (xeB A x¢ A)} (5.16)

Una consecuencia inmediata de 5.11 y de la definicién anterior es que A ® B = (A-B)
U (B-A)

Ejemplo 5.23SiA={a, e, 0,b}yB={3,5, 0, b, d}, entonces A®B ={a, ¢, 3, 5, d}.

En el ejemplo anterior vemos que A®B ={a, e, 3,5,d}={a, e, 0, b, 3,5, d} - {0, b} =
(AUB) - (ANB).

Este resultado es general, es decir, A ® B se puede expresar también como A ® B =
(AUB) - (ANB).

Ejercicio 5.24 Demostrar que (A-B) U (B-A) = (AUB) — (AnB).

Solucion: Demostraremos que todo elemento del conjunto (A-B) U (B-A) es
también elemento del conjunto (AUB) — (AnB) y dejamos como ejercicio al lector la
demostracién de la inclusién reciproca.

Si xe (A-B)U(B-A) entonces xe A—B o xe B-A. Mostraremos que tanto si xe A-B como
si xe B—A se concluye que xe (AUB)-(ANB): Si xe A-B entonces xe A y x¢ B. Como xe A,
entonces xe (AUcualquier conjunto) y como x¢ B, entonces x¢ (cualquier conjuntonB).
Por lo tanto, xe (AUB) y xz (AnB). De esto se deduce que xe (AUB) — (AnB), que es el
resultado propuesto. La prueba para el otro caso posible, xe B-A, es idéntica. Como
resultado de este ejercicio se tienen ahora dos definiciones equivalentes de A ® B:

A @ B = (A-B) U (B-A) = (AUB) — (AnB) (5.17)

5.2.3  El conjunto vacio

5.2.3.1 Si AyB no tienen elementos comunes, el conjunto ANB carece de elementos.
Se dice entonces que “AnB es (un conjunto) vacio”.

En general, si en la forma de especificar un conjunto, A = {x|xe B A P(x)}, la condicién
P(x) no es satisfecha por ninglin elemento de B entonces el conjunto A carece de
elementos; es un conjunto vacio. Naturalmente, diferentes propiedades pueden
originar conjuntos vacios. Por ejemplo, si A = {x|x es una palabra esdrdjula y x no
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lleva tilde} y B = {x|x es un namero real cuyo cuadrado es negativo}, tanto A como
B son conjuntos vacios. Es posible formalizar la conclusién evidente de que A = B.
En efecto, si estos conjuntos no fueran iguales existiria segun (5.3) alguin elemento x
tal que xe A Ax¢B, o algun elemento x tal que xeB A x¢ A. Como ambos términos de
esta disyuncioén son falsos porque A 'y B son conjuntos vacios, la disyuncién es falsa 'y
queda probada la imposibilidad de que A#B. Se ha mostrado asi que la condicién que
da lugar a un conjunto vacio es irrelevante, y que el conjunto vacio es Unico.

Teorema 3 El conjunto vacio es subconjunto de cualquier conjunto, es decir, & C A,
para todo conjunto A.

La demostracién es indirecta: Si ~(& C A), existiria algun elemento x tal que xe Daxgz A.
Pero esto es evidentemente falso porque & carece de elementos. Por lo tanto, no es
posible que @ C A sea falso.

5.2.3.2 Dos conjuntos que no tienen elementos comunes se llaman conjuntos disjuntos,
esto es:

Ay B son conjuntos disjuntos si y solamente si AnB = & (5.18)

5.2.4  El conjunto universal o universo. El complemento de un conjunto

5.2.4.1 Los conjuntos Uy U-A

En la determinacién de algunas propiedades del dlgebra de conjuntos, y en algunas de
sus aplicaciones, es conveniente suponer que cada conjunto presente en la discusion
particular es subconjunto de un conjunto fijo ‘U. A este conjunto se le conoce como
conjunto universal o universo. Por ejemplo, en el estudio de Probabilidades el universo
o espacio muestral de un experimento aleatorio, es el conjunto de todos los posibles
resultados del experimento. Por ejemplo, si el experimento consiste en lanzar al aire
dos monedas normales y observar el resultado, el espacio muestral sera ‘U = {(C, Q),
(G, 9), (S, Q), (S, 9)}, donde el elemento (C, S) indica que la primera moneda cayé por
“cara” y la segunda por “sello”, y en forma similar se interpretan los otros elementos
del conjunto. Cada subconjunto del espacio muestral ‘U es un evento; por ejemplo, E =
{(C,0O), (C,S), (5,0} C U es el evento que podriamos describir como “por lo menos una
de las dos monedas cae por cara”. El evento E= {(S,S)} = U-E se llama el complemento
de E. Es el evento en el que “ninguna de las monedas cae por cara”. Esta nocién de
complemento es general: Si en una discusion particular U es el universo y A C U,
Ilamaremos “complemento de A", denotado por A, a la diferencia U - A.

A=U-A. (5.19)
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Observacion: Cuando es claro cual es el conjunto universo de una discusién particular,
es comun omitirlo en la expresion anterior y escribir simplemente A = {x| xe A }.

Ejemplo 5.25 Si A ={x | x es un digito impar} = {1, 3, 5.7, 9}y el universo es el conjunto
de los digitos D ={0,1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9} entonces A ={0, 2, 4, 6, 8}, el conjunto de
los digitos pares.

Ejemplo 5.26 En una discusion sobre reglas para el marcado de tildes a las palabras
del idioma espafol el universo es precisamente el conjunto de todas las palabras del
espanol.

El considerar A como A ={x | x¢ A } facilita algunas demostraciones. Veamos algunos
Casos:

Ejercicio 5.27 Probar que A -B=AnB
Demostracion: A — B = {x|xe A A xe¢B} = {x|xe A A xeB} = AnB

Los resultados siguientes, las Leyes de De Morgan para conjuntos, son los resultados
analogos a las Leyes de De Morgan para la légica proposicional. Es usual enunciarlos
como “El complemento de la interseccién es la unién de los complementos” y “El
complemento de la unién es la interseccion de los complementos”.

Ejercicio 5.28 Probar que AnB = AUB y que AUB = AnB

Demostracion: Probaremos el primero de estos resultados. El otro se demuestra en
forma analoga.

ANB = {x| x¢ (ArB)}= {x | x¢ Av xe B}={x | xe A vxe B}={x|xe (AUB)}= AUB

5.2.4.2 El conjunto potencia de X o conjunto de partes de X

Al conjunto de todos los subconjuntos de un conjunto dado X, denotado por P(X), se
le llama el conjunto potencia de X o el conjunto de partes de X.

Ejemplo 5.29 Si A ={a, b, ¢}, los elementos de P(A) son
@, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, ¢}, {b, ¢}, {a, b, ¢}

(Recuerde que J es subconjunto de cualquier conjunto y que cada conjunto es
subconjunto de si mismo). Dado un conjunto A cualquiera, todos los subconjuntos
de A, excepto A mismo, se llaman subconjuntos propios de A. Sélo {a, b, ¢} no es
subconjunto propio de {a, b, c}.
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Denotemos con | A| el nimero de elementos de un conjunto finito A. Observe que en
el ejemplo anterior |A|=] {a, b, ¢} |=3 y que el niumero de elementos de P(A), | P(A) | =
23=8. Este es un caso particular del siguiente resultado general:

Teorema 4 Si |A | =n, entonces | P(A) | = 2", es decir, si un conjunto tiene n elementos,
su conjunto potencia tiene 2" elementos.

Antes de desarrollar la demostracion, y como preparacién para ella, consideremos
nuevamente el ejemplo anterior. En él, A ={a, b, ¢} y los 2°= 8 elementos de P(A) son

&, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, ¢}, {a, b, ¢}

Si afadimos el elemento d al conjunto anterior y ahora A = {a, b, ¢, d}, los 2¢=16
subconjuntos de A son los 8 anteriores y 8 mas que resultan de afadir el elemento d
a cada uno de ellos, asi:

P(A)={, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, ¢}, {b, ¢}, {a, b, QU{{d}, {a, d}, {b, d}, {c, d}, {a, b, d}, {a,
c,d}, {b, ¢ d} {a b, cd}}o

P(A)={2, {a}, {b}, {c}, {d}, {a, b}, {a, c}, {a, d}, {b, ¢}, {b, d}, {c, d}, {a, b, ¢}, {a, b, d}, {a, ¢,
d}, {b, ¢, d}{a, b, ¢, d}}.

En esta idea se basa la demostraciéon general, que se hace por induccién matematica
sobre |Al=n.

1. Paso basico: Sea n=1. Si |A | =1, sea A={a}. Entonces P(A)={J,{a}l} y | P(A) | =2=2".
Entonces el resultado es cierto para n=1.

2. Paso inductivo: Para n=k, supongamos que se cumple la propiedad |Al=k —
| P(A) | =2~

Si ahora n=k+1y |A | =k+1, el numero de subconjuntos de A se duplica con relacion al
numero de subconjuntos que tenia cuando | A|=k. En efecto, para obtener todos los
subconjuntos de A basta tomar, junto a los que tenia anteriormente, los que resultan
de afiadir a cada uno de tales subconjuntos el elemento (k+1). Esto duplica el nUmero
de subconjuntos. Asi que ahora

| P(A) | =2.2¥=21. Esto completa la demostracién por el PIM.

Para finalizar esta seccién presentamos en la tabla 5.1 la correspondencia entre los
operadores l6gicos -, A, vy @y los operadores conjuntistas -, N, Uy ®, respectivamente.
Esta correspondencia se hace muy importante al momento de establecer propiedades
del algebra de conjuntos, como veremos oportunamente.
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Tabla 5.1 Relacién entre operadores logicos y operadores conjuntistas
Operador légico Operador conjuntista Expresion relacionada
= (negacién): -p ~ (complemento): A xe A si y s6lo si xg A (=(xe A))
A (conjuncién): p A g N (interseccion): AnB xe ANB siy solo si xe A A xeB
v (disyuncion): p v q U (unién): AUB xe AUB si y solo si xe A v xeB
® (disyuncién exclusiva): | @ (diferencia. simétrica): xe A®B siy solo si
P®q (pA—q) v (Qa-p) (xe Aaxg B)v (xe BAxg A)

5.2.5 El algebra de conjuntos

Las operaciones con conjuntos satisfacen ciertas propiedades a partir de las cuales
se puede desarrollar un algebra de conjuntos. Aqui mostraremos algunas de estas
propiedades; otras se proponen como ejercicio para el lector. En todos los casos se
supone que los conjuntos involucrados son subconjuntos de un conjunto X = U.

Teorema 5 La interseccién de conjuntos satisface las siguientes propiedades

i. A ABBCAyANBCB

ii. Ang=g

iii. AnB=BNA

iv. An(BNC)=(AnB)NC

v. AnA=A

vi. A C Bsi, y sélo si, AnB=A

Demostracion:

i. Sea xe AmB. Entonces:
xe ANB —(xe A A xeB), por definicion de AnB.

(xe A A xe B) —(xe A), por simplificacion: (paq) |= p. Entonces, Vx(xe AnB = xe A),
por (GU), y por lo tanto AnB C A. La prueba de que AnB C B es idéntica.

ii. An@=J. Por reduccion al absurdo, si An@#J, existe algun elemento xe AND.
Esto significa que xe &. Pero x¢ &, y esta contradiccion muestra la imposibilidad
de que AnJ=J.

iii. Esta propiedad se sigue inmediatamente de la definiciéon del operador Ny de
la equivalencia pAg = gap.



248

Légica y argumentacion: De los argumentos inductivos a las algebras de Boole

iv. Ejercicio

v. De la ley de idempotencia pAap=p se sigue que xe AnA=xe A. En consecuencia,
ANA=A.

vi. Esta propiedad ya fue demostrada como Teorema 2.

En correspondencia con cada una de las propiedades de la interseccion de conjuntos
establecida por el teorema anterior, hay una propiedad de la unién de conjuntos. Asi
lo establece el teorema siguiente, cuya demostracién dejamos al lector.

Teorema 6 La unidn de conjuntos satisface las siguientes propiedades
i. ACAUByBCAUB
ii. AUU=U
iii. AUB=BUA
iv. AU(BUQ)=( AUB)UC
v. AUA=A
vi. AC Bsi, y sélo si, AUB=B

El teorema siguiente describe dos propiedades conocidas como /leyes de absorcion
que son las formas correspondientes, en algebra de conjuntos, a las leyes de absorcién
estudiadas en el capitulo 3.

Teorema 7 Leyes de absorcién
i. AU(ANB)=A
ii. An(AUB)=A

Las demostraciones son aplicaciones directas de las definiciones de los operadores U
e N en términos de los operadores v e Ay de las leyes de absorcién demostradas en el

capitulo 3: pv(pAg)=p y pA(pva)=p.

Las operaciones conjuntistas de union e interseccion estan ligadas por las propiedades
distributivas.

Teorema 8

i. AN(BUQ)=(AnB)U(ANC) Propiedad distributiva (por la izquierda) de la
intersecciéon con respecto a la union.
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ii. AU(BNC)=(AUB)N(AUC) Propiedad distributiva (por la izquierda) de la unién
con respecto a la interseccién.

La mencién “por la izquierda” en las propiedades anteriores se puede omitir pues, en
virtud de la conmutatividad de los operadores unién e interseccion (propiedades iii)
en los teoremas 5y 6, estas propiedades son igualmente validas “por la derecha”.

Parailustrarnuevamente el paralelismoentrelas propiedadesdel algebra proposicional
y el algebra de conjuntos demostraremos la parte i) de este teorema. La parte ii) se
demuestra en forma similar.

xe AN(BUC) < xe Aaxe (BUCQ)
& xe AA(xe Bvxe Q)
& (xe Arxe B)v(xe Arxe C)
& (xe AnB)v(xe ANC)

< xe ((ANB)U(ANQ))
Aplicando ahora la definicion (5.2) se concluye que An(BUC) = (AnB)U(ANC).

El altimo teorema de esta seccion, cuya demostracion se propone como ejercicio,
establece algunas propiedades caracteristicas de los conjuntos @y ‘U

Teorema 9

AUZ=Ay An'U=A (Relaciones de identidad)

AUU=Uy AnD= (Relaciones de dominancia)

U= y o=1U

AUA=U y ANA =0

El ejemplo siguiente ilustra dos enfoques para establecer relaciones de igualdad
entre conjuntos. El primero utiliza esencialmente definiciones y propiedades de los
operadores logicos estudiadas en el capitulo 3, en tanto que el segundo utiliza las

propiedades de las operaciones entre conjuntos establecidas por los teoremas de esta
seccion.

Ejemplo 5.30 Demostrar que si A, B, C son conjuntos tales que AC B y C=B-A
entonces A=B-C.
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Primera demostracion (Utilizando definiciones):

Para demostrar que A=B-C mostraremos en primer lugar que, para todo x, si xe A
entonces xe (B—C) y en segundo lugar que, para todo x, si xe (B—C) entonces xe A.

Supongamos, en primer lugar, que xe A. Como A C B, entonces xeB, es decir, xeB
y xe A. Esto significa que x¢ C, puesto que C=B-A. Entonces: xe A = (xeB A x¢C) =
xe (B=C).

Ahora, sea xe (B—C). Entonces xe B ax¢ Cy, dado que C=B-A, lo anterior sélo es posible
si xe A. En conclusién, xe (B—C) = xe A. La inclusidon en ambos sentidos muestra, asi,
que A=B-C.

Segunda demostracion (Método algebraico):
A C B — AUB=B; C=B-A — C=BA. Entonces:
B-C=BNC=( AUB) ~BNC=(AUB)~(BUA)=(BUA)~(BUA)=(BAB)UA=DUA=A.

Por transitividad de la igualdad de conjuntos, se concluye que B-C=Ay, por lo tanto,
que A=B-C.

EJERCICIOS

Conjuntos

En cada ejercicio propuesto se supone que los conjuntos involucrados son
subconjuntos de un conjunto dado X = U

1.  Pruebe que si A C B entonces BCA
2 Pruebe que si AC By CC D entonces (AUC) C (BUD) y (AnC) C (BnD)
3. Pruebe queA=A.
4. Demuestre lo siguiente:
i Si AnC =& entonces AN(BUC)=AnB
ii. Si AnB =0 entonces A-B=A
iii. Si AnB =y AUB=C entonces A=C-B
iv. Si AnB =0 entonces AC B

5. Utilice algebra de conjuntos para demostrar que:
i. (AUB)-C = (A—Q)U(B-C)
i.  [(AUB) N(AUC)~(AnB)=A
iii.  Si ANB=0 entonces ANB=A
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10.

1

5.3

Demuestre que una condicién suficiente y necesaria para la igualdad
AU(BNC) = (AUB)nCes AC C
Pruebe que AUB = AnB siy sélo si A = B.

Suponga que A y B son conjuntos finitos y justifique la relacion siguiente.
Recuerde que |A| denota el namero de elementos (o cardinalidad) de
A:|AUB|= |Al+|B|-|AB]

Sea ﬂ:{o, 1,2,3,4,5,6,7,8, 9}. Determine dos subconjuntos Ay B de U tales
que A#B y muestre que AUB = AnB.

Suponga que A es el conjunto de multiplos enteros de 6, es decir, A={x | x=6t; t
entero} y que B es el conjunto de multiplos enteros de 8, es decir, B={x | x=8t; t
entero}. Determine el conjunto AnB.

En una encuesta a 200 estudiantes universitarios se encontré que 68 habian
tomado cursos de Comunicacion, 138 habian tomado cursos de Inglés y 160,
cursos de Historia; 120, cursos de Inglés y de Historia; 20, cursos de Comunicaciéon
pero no de Inglés; 13, cursos de Comunicacion pero no de Historia; 15, cursos
de Comunicacién y de Historia pero no de Inglés. ; Cuantos de los entrevistados
no tomaron cursos de Comunicacion ni de Historia ni de Inglés?

ALGEBRAS DE BOOLE

5.3.1

Para finalizar este capitulo presentaremos una estructura algebraica de la cual el
algebra proposicional y el dlgebra de conjuntos son casos particulares. Tal estructura,
que resulté de aplicacién fundamental en el desarrollo del computador moderno, es
conocida hoy con el nombre de Algebra de Boole, o 4lgebra booleana. Fue presentada
originalmente como una formulacion matematica de la légica por George Boole en
su libro The Laws of Thought en 1854 y utilizada muchos afos después por Claude
Shanon en su tesis de maestria en el MIT en 1936 [Davis, M. 2000, p.178], para el

Introduccion

disefo de circuitos complejos de interruptores [Bustamante, A., 1988, p. 91].

5.3.2

Nociones fundamentales

5.3.2.1 Definicién y ejemplos

Un algebra booleana es una estructura algebraica formada por un conjunto B en el
cual se han definido dos operaciones cerradas en B, llamadas “suma” y “multiplicacion”,
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que representaremos con los simbolos + y . y que satisfacen las propiedades 1-5 que se
describen a continuacién. Que sean operaciones cerradas en Bsignifica que los resultados
de sumar y de multiplicar cada dos elementos de B son también elementos de B.

1. Las dos operaciones son conmutativas, es decir, cualesquiera sean a, b € B,
i) at+tb=b+ay
ii) a.b=b.a

2. Las dos operaciones son asociativas, es decir, cualesquiera sean a, b, c e B,
i)  a+(b+c) =(a+ b)+cy
ii) a.(b.c) =(a.b).c

3. Existe, para cada una de las operaciones, un elemento neutro. Denotando
con 0, el elemento neutro de la suma y con 1, el elemento neutro de la
multiplicacion, se tiene entonces que, para cada ae B,

i) a+0,=0,+a=a

i) al,=1,a=a

Hemos utilizado los simbolos 0, y 1, para denotar “el cero del algebra” y “el
uno del algebra” respectivamente. Esto, porque no son los conocidos 0y 1 del
conjunto de los nimeros reales, sino elementos de B que se comportan como
ellos en sus respectivas operaciones; de ahi sus nombres. No sobra anotar que
los elementos neutros son distintos, 0, #1, .

4, Para cada elemento ac Bexiste un elemento Unico, a, llamado el complemento
de a, caracterizado por estas propiedades:
i) a+a=1,
i) a.a=0,
Sobre la base de lo anterior, para que un elemento de B sea el complemento
de a debe satisfacer dos condiciones: la primera es que al sumar a con el posible
complemento, a, el resultado debe ser el “uno del algebra”, 1,. La segunda, es
que el producto de a con el posible a debe ser igual al “cero del algebra”, 0,.

5. Cada una de las operaciones +y . es distributiva con respecto a la otra, es decir,
para elementos arbitrarios a, by cen B,

i. a.(b+c)=(a.b) + (a.c)
ii. a+(b.c) =(a+b). (a+0)
Aunque las propiedades asociativas pueden deducirse de las restantes de la lista

anterior, es frecuente incluirlas entre las propiedades basicas de la definicion.
[Gersting, J.L., 1986, p. 211], [Johnsonbaugh, R., 2005, p. 482]. No obstante, en la lista
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de ejercicios se indicard como puede demostrarse que, en efecto, las propiedades 1,
3, 4y 5 permiten deducir las propiedades asociativas 2.

Ellectorconoceleyesdistributivasendiferentessistemas: ladistributividad del operador
v con respecto al operador A, y reciprocamente; la distributividad de la multiplicacion
con respecto a la suma en el adlgebra de los nimeros reales; la distributividad de
la unién de conjuntos, U, con respecto a la intersecciéon n, y reciprocamente. Pero
sabe también que la suma usual no distribuye sobre la multiplicacién. Por ejemplo,
5+(3x4) # (5+3)x(5+4). Por esto debe ser cuidadoso con la aplicacién de la regla 5ii.
Incidentalmente, esta no distributividad muestra que el algebra ordinaria de los
numeros reales no es un algebra de Boole.

Consideremos algunos ejemplos de algebras booleanas:

Ejemplo 5.31 Nuestro primer ejemplo de algebra de Boole es la estructura formada
por B = P(X), la familia de los subconjuntos de un conjunto no vacio X, con las
operaciones +y . definidas como U e n, respectivamente. En efecto (P(X), U, n) es un
algebra de Boole porque:

1. Las dos operaciones son conmutativas, es decir, si Ay B son subconjuntos de X,
i) AUB=BUA y
ii) AnB =BNA

2. Las dos operaciones son asociativas, es decir, cualesquiera sean A, B, C en P(X),

i) AU(BUQ)=(AUB)UC y
i) An(BNC)=(AnB)NC

3. Los conjuntos &y X tienen la propiedad de que, para todo Ac P(X),
) AUD=A y
i) AnX=A
Entonces, 0,=Jy 1,=X
4, Para cada conjunto Ae P(X), el complemento de A, A= X-A, es tal que
) AUA=X=1, y
i) AnA=2=0,

Finalmente, cada una de las operaciones U e n es distributiva con respecto a la otra,
es decir, dados conjuntos cualesquiera A, B, C en P(X):

5. i) AU(BNC)=(AUB)N(AUQ) y
ii) An(BUC)=(AnB)U(ANC)
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Ejemplo 5.32 La siguiente es un &lgebra booleana con aplicacién a los circuitos
l6gicos. Para referencia futura la llamaremos “el dlgebra binaria de Boole”. En este
caso B ={0,1} y las operaciones +y . se definen conforme a las tablas siguientes:

Tabla5.2 (B, +) Tabla5.3 (B, +)

Para mostrar que las operaciones anteriores definen un dlgebra booleana mostraremos
que se satisfacen las propiedades 1 hasta 5:

1. La conmutatividad es evidente en las tablas anteriores: i) 0+1=1y 1+ 0 = 1;
ii) 0.1=0 y 1. 0=0
2. Para establecer las dos propiedades asociativas se procede exhaustivamente,

mostrando que a+(b+c) = (a+b)+c y que a. (b.c)=(a.b) .c, para las ocho ternas
posibles sobre B = {0,1}. Aqui se hara para el caso de la suma; en el caso de la
multiplicacién se procede en forma anéloga.

Tabla 5.4 Asociatividad de + en B ={0,1}

0+(0+0)=0+0=0
0+(0+1)=0+1=1
0+(1+0)=0+1=1
0+(1+1)=0+1=1
1+ (0+0)=1+0=1
1+O0+1)=1+1=1
1+(1+0)=1+1=1
1+(1+ 1) =1+1=1

(0+0)+ 0=0+0=0
0+0)+ 1=0+1=1
O+1)+0=1+0=1
O+)+1=1+1=1
(1+0)+0=1+0=1
(1+0)+1=1+1=1
(1+1)+0=1+0=1
(1+1)+1=1+1=1

3. Es facil ver en las tablas 5.2y 5.3 que 0, =0y que 1,=1

4, También de las tablas 5.2 y 5.3 se deduce que 0=1 y que 1= 0. En efecto:

i. 0+1=1=1, y 0.1=0=0,. Por lo tanto 0 = 1

ii. 14+0=1=1, y  1.0=0=0, Entonces, 1=0
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5. Finalmente, las propiedades distributivas se prueban, como las propiedades
asociativas, mostrando que se cumplen para cada una de las ocho ternas
posibles. Lo hacemos asi para el caso de a+(b.c) = (a+b) . (a+c) y dejamos como
ejercicio la comprobacion de que a. (b+c) = (a.b)+ (a.c).

Tabla 5.5 Distribuitividad de + con respecto a . en B = {0,1}

0+(0.0)=0+0=0 (0+0).(0+0)=0.0=0
0+(0.1)=0+0=0 (0+0).(0+1)=0.1=0
0+(1.0)=0+0=0 0+1).(0+0)=1.0=0
0+(1.1)=0+1=1 O+1).0+1)=11=1
1+(0.0)=1+0=1 1+0).(1+0)=1.1=1

1+(0.1)=1+0=1 (1+0). 1T+ 1) =1.1=1
1+(1.0)=1+0=1 (1+1).(1+0)=1.1=1
1+(1.1)=1+1=1 (1+1).1+1N)=11=1

Ejercicio 5.33 Sea T el conjunto de las férmulas bien formadas de la légica
proposicional. El lector puede mostrar que la estructura (F, v, A), en la que v e A
denotan la disyuncién y la conjuncién en ¥, es un algebra booleana en la que 0, =F,
1,=V,y A= -A, para cada fbf A.

5.3.2.2 Algunos teoremas en las algebras de Boole

A partir de las propiedades 1-5 se deducen algunos teoremas que establecen
resultados importantes, validos en toda algebra booleana. Demostraremos algunos
de ellos; otros se proponen como ejercicio para el lector. En lo que sigue se omite a
veces el simbolo de multiplicaciéon en a.b y se escribe simplemente ab; igualmente,
se denotan con 0y con 1 los elementos neutros de la suma y de la multiplicacion, en
lugar de 0, y 1,. Finalmente, se observa la precedencia de la multiplicacion sobre la
suma, esto es, se escribe ab+c, con el significado (a.b)+c.

Teorema 10 Cada elemento en un algebra boolena (B,+, .) es idempotente, es decir:
Para todo elemento ae B:
i) a+a=ay

ii) aa=a
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Demostracion de i.

a+a=(a+a).1 — Propiedad del elemento neutro en la multiplicacion.
=(a+a).@+ 5) — Una propiedad caracteristica del complemento de a.
=a+(a.a) — Propiedad distributiva; a + es el “sumando” comun.
=a+0 — La otra propiedad caracteristica del complemento de a.
=a — Propiedad del elemento neutro en la suma.

Demostracion de ii.

a.a =(a.a)+0 — Propiedad del elemento neutro en la suma.
=(a. a)+ (g.g) —Una propiedad caracteristica del complemento de a.
= a. (a+a) — Propiedad distributiva, a. es el “factor” comun.
= a.1 — La otra propiedad caracteristica del complemento de a.
=a. — Propiedad del elemento neutro en la multiplicacion.

El teorema anterior establece una de las propiedades mas importantes y caracteristicas
de las algebras de Boole: la idempotencia. Son pertinentes dos observaciones sobre
este teorema:

Las dos leyes de idempotencia de las dlgebras de Boole constituyen la razén para que
en tales estructuras no existan “exponentes” ni “coeficientes”. Esto, porque si un
elemento x se opera consigo mismo un numero cualquiera de veces, como en x.X.X.X,
el resultado sera siempre x (observe que la asociatividad hace innecesario insertar
paréntesis en x.x.x.x). De tal manera que x" es siempre x. lgualmente, X+Xx+x+Xx+X =X y
por lo tanto la expresién 5x carece de significado.

5.3.2.3 El principio de la dualidad en las algebras de Boole

Le invitamos a comparar paso a paso la demostracion de a.a =a con la de a + a =a,
presentadas en el teorema 10. Note, inicialmente, que la expresion a.a =a se obtiene
cambiando el operador + por el operador . en a + a =a. Usted podra notar, ademas,
que la demostracion de a.a =a se puede obtener de la demostracion de a + a =a
simplemente sustituyendo cada apariciéon de 1, por 0; cada apariciéon de 0, por 1; cada
aparicién de . por +, y cada aparicién de + por . . Este hecho se conoce como Principio
de la dualidad de las algebras de Boole.

El dual de una expresion E de un algebra booleana (B,+, .) es la expresion d(E)
obtenida a partir de E intercambiando los operadores +y . e intercambiando Oy 1.
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Ejemplo 5.34 El dual de E: x + y(x+ 1) es d(E): x . (y +X. 0)

El dual de E: x + xE:x, esd(E):x(x+E)=x

El lector puede comprobar que la lista A1-A5 incluye, en cada caso, una propiedad y
su dual. Este hecho origina la siguiente propiedad de las dlgebras de Boole:

Si un teorema T es deducible en un algebra booleana (B,+, .) entonces el dual de T
también es deducible y para deducirlo basta con sustituir cada expresion surgida en
la demostracion de T, por su dual.

Teorema 11 En cada algebra boolena (B,+, .) se satisfacen las siguientes leyes de
dominancia:

Para cada elemento ae B:

i. a+1=1y
ii. a.0=0

Demostracion de i: El lector puede aportar la justificacion de cada paso:
a+l1=(a+1).1=(@a+1).(@+a)=a+(l.ay=a+a=1
La demostracion de ii se propone como ejercicio.

En el capitulo 3 se demostraron y utilizaron las leyes de absorcién pA(pvq)=p y su dual
pv(pAg)=p. Como veremos en el teorema siguiente, estas leyes y sus contrapartes en el
algebra de conjuntos, AN(AUB) = Ay AU(ANB) = A, no son mas que casos particulares
del teorema siguiente:

Teorema 12 Leyes de absorcién
Para elementos cualesquiera a y b de un algebra boolena (B,+, .)

i. a+ab=a

ii. a.(a+b)=a

Demostracion de i:
a+ab=a.1+ab=a(1+b)=a.1=a

La demostracién de ii se propone como ejercicio.

El teorema siguiente establece la unicidad de a para cada ae B. Este resultado se
requiere en la demostracion de las leyes de De Morgan.
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Teorema 13 El complemento a de cada elemento a en un algebra de Boole es uUnico.

Demostracion: Supondremos que dos elementos, b y ¢, satisfacen las condiciones que
caracterizan al complemento de a y demostraremos que b = c.

Si b y ¢ son supuestos complementos de a, deben satisfacerse estas cuatro
igualdades:

1. a+b=1

ab=0

a+c=1

A WN

ac=0

Entonces, las propiedades basicas y las igualdades anteriores justifican esta serie de
igualdades:

b=b+0=b+ac=(b+a)b+)=(@+b)b+c)=1(b+0)
T T T T T
A3 4 A5 A2 1

@+db+c=ab+c=0+c=c
T T T
A5 2 A3

w — |

Recuerde que a debe cumplir simultaneamente las condiciones a + a=1 y aa= 0. No
cometa el error de concluir, sélo a partir de a+b =1, que b = a; aun le quedara por
establecer que ab=0. (Es un error frecuente concluir que si la unién de dos conjuntos
es el conjunto universo, cada uno de los conjuntos es el complemento del otro, es
decir, que si AUB="U entonces B= =A. En efecto, lo Gnico que puede concluirse es que
A C B). Igualmente, es un error concluir, de ab=0, que b= a.

Teorema 14 Leyes de De Morgan

=a.b

=a+b

i)
ii)

| QU
o

Demostracion de i:
(a+b)+ a.b = (a+b+ ). (a+b+b) = (a + a + b). (a+b+ b) = (1+b).(a+1) = 1+1 = 1.
(a+b)(a.b) = a(a.b)+ b(a.b) = (a.a) b+(b.b).a = 0. b+ 0. a= 0+0 =0.

Se cumplen asi las condiciones que determinan la propiedad a+b = a.b

La demostracion de ii se propone como ejercicio.
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Teorema 15 En cada algebra de Boole:
0=1,1=0a=a
Demostracion: Se deja como ejercicio.

A continuacién mostraremos algunos ejemplos de simplificacién de expresiones,
mediante el uso de las propiedades basicas y de los resultados establecidos en los
teoremas. En cada caso se supone que los simbolos utilizados representan elementos
de un algebra booleana (B,+, .).

Ejemplo 5.35 Muestre que (a+b)(a+c) ; =a

(a+b)(a+0)ab = (a+b)(a+)(a+b) = (a+b)(a+c)(a+b) =a+ bcb =a + 0 =
Ejemplo 5.36 Mostrar que sia + b = cy ab = 0 entonces a = cb
cE:(a+b)E=a5+b5=a5+0=a5+ab=a(5+b)=a.1 =a

El lector puede apreciar la importancia de establecer resultados generales en una
estructura algebraica si piensa que, al trasladar a cualquier algebra booleana
particular el resultado del ejemplo anterior no sélo obtendra un resultado verdadero,
sino que la demostracion se haria adaptando al dlgebra particular los pasos utilizados
en la demostracion anterior. Por ejemplo, supongamos que se nos pide probar que si
A, B, Cson subconjuntos de un conjunto universal X entonces

Si AUB=Cy AnB = & entonces A = Cn B (observe la correspondenciaconsia+b=cy
ab = 0 entonces a = cb).

Como se dijo anteriormente, la demostracion general es aplicable a cada instancia de
algebra de Boole. En este caso tenemos:

cB:(a+b)5=a5+bB:aE+O=aE+ab=a(B+b)=a.1 =a
Cn B = (AUB)N B =(An B)U(BA B) = (A B)UD = (An B)U(ARB) = AN(B UB) = AnX = A

Ejemplo 5.37 Simplificar tanto como sea posible la expresion Xy + (X + xy)z + x(y + glz +2)
XY + Ok Xy)Z + X(y + Yz + 2) = Xy + (¢+ X)X+ Y)Z + X((y + Yy +2) +2) =

§y + 1.0+ )z + x((1.(y + 2) + 2) =)_(y + (x+ y)z + x((y + 2) + 2) =)_(y +(x+ )z + x(y + 2) =
)_(y+)_(z+yz+xy+xz=(;y+xy)+()_(z+xz)+yz=

()-(+x)y+(;+x)z+yz=y+z+yz=(y.1+yz)+z=y(1+z)+z=y.1+z=y+z
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5.3.3  Algebras booleanas y circuitos combinatorios

Las algebras booleanas tienen una aplicacién importante en el disefio y simplificacion
de los llamados circuitos l6gicos o circuitos combinatorios, que se presenta con la
debida profundidad en los textos de légica digital. En esta seccién nos limitaremos a
presentar los fundamentos generales y a ilustrar su vinculacién con los elementos de
la seccion anterior.

Con relacién a un circuito, consideraremos solo los controles incorporados a él para
impedir o permitir el paso de la corriente por sus diferentes caminos. Estos controles
son los interruptores o switches, de funcionamiento tipo on-off. En la figura 5.1
se presenta el caso de un Unico interruptor. Cuando estd en posicion on (cerrado)
permite el paso de corriente; cuando esta en posicion off (abierto) no hay paso de
corriente.

/

O 0 (o] > 0o

Interruptor abierto Interruptor cerrado

5.3.3.1 Conexiones en serie y en paralelo

Estas dos formas basicas de interconectar interruptores se ilustran en las figuras
5.2 y 5.3 respectivamente. El circuito de la figura 5.2 se conoce como circuito AND.
Se caracteriza porque hay paso de corriente si y s6lo si los dos interruptores estan
cerrados. El circuito de la figura 5.3 es el circuito OR, caracterizado porque hay
corriente si y sélo si por lo menos uno de los dos interruptores esté cerrado.

Ez
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Figura 5.3

)

Dado que estamos interesados solamente en la posicion de los interruptores, usaremos
la siguiente representacion simplificada de los circuitos anteriores.

En serie En paralelo

Como veremos, la expresién “algebra de circuitos l6gicos” se explica facilmente si
se conviene en denotar los estados cerrado y abierto de un interruptor por 1y 0
respectivamente, ydenotartambiéncon1o0elpasoonodecorriente, respectivamente.
En este caso todas las posibles combinaciones de los dos interruptores x, y, junto con
sus efectos f(x, y) y g(x, y) pueden disponerse como en las tablas siguientes:

Tabla 5.6 Conexion en paralelo Tabla 5.7 Conexion en serie
X y f(x, y) =x+y X y g(x, y) =xy
0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 1 0
1 0 1 1 0 0
1 1 1 1 1 1

Observe que los valores de f(x,y) coinciden con los de la suma en el dlgebra binaria del
ejemplo 5.32 y los valores de g(x,y) con los de la multiplicacion en el mismo ejemplo.
Esto permite escribir f(x, y)=x+y para la conexién en paralelo, y g(x, y)=xy, para la
conexioén en serie, con lo cual se genera un modelo algebraico para representar una
interconexion de interruptores dada. En los calculos para el tratamiento algebraico
del modelo se usa la convencion de que los interruptores designados con la misma
variable coinciden en su estado (1 o 0), es decir, todos estaran simultdaneamente
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abiertos, o simultdneamente cerrados, en tanto que X representa un interruptor que
tiene el estado opuesto del que se denota por x, es decir, si x estd abierto, X esta
cerrado y si x esta cerrado, X esta abierto. De acuerdo con esto, es claro que:

XxX+X=1yquexx=0
Como era de esperarse.

Las propiedades asociativas de las operaciones que definen un algebra booleana y
la convencién anterior para designar conexiones en paralelo y en serie, permiten
representar circuitos complejos como el de la figura adjunta mediante una funcién
que llamaremos funcion interruptora del circuito.

Ejemplo 5.38 Escriba una funcién interruptora para el circuito de la figura adjunta.

La conexién en el primer nivel, en sentido descendente, corresponde a iy. En el circuito
interior del segundo nivel X esta conectado en paralelo con xy, y el resultado, ;+xy,
estd conectado en serie con z. Esto da origen a la expresiéon (§ + xy)z. El resultado
parcial hasta el segundo nivel es entonces:

iy + (§+xy)z
Procediendo de igual forma se obtiene la siguiente funciéon booleana de tres variables,
como funcion descriptora del circuito:
f(x,y, 2)= ;y + (;+xy)z + x(y +)_/z +2)
En el ejemplo 5.37 se mostré cémo simplificar la expresiéon iy + (§+xy)z + x(y +§z +2)

y obtener como resultado la expresién equivalente y+z. Esto significa que el circuito
anterior y el de la siguiente figura realizan las mismas funciones.
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5.3.3.2 Compuertas légicas

En los sistemas digitales se utilizan, empaquetados en circuitos integrados, ciertos
circuitos electrénicos llamados compuertas légicas. En este caso no hay interruptores
sino entradas al circuito, en forma de alto voltaje (1) y de bajo voltaje (0), y se
obtiene una salida que depende de la combinacion de las entradas. Las compuertas
l6gicas basicas son: las compuertas binarias AND y OR y la compuerta unaria NOT (o
INVERSOR). Los simbolos légicos de cada compuerta y sus correspondientes tablas de
valores de entrada y salida se presentan en las figuras siguientes:

Figura 5.7

. Entrada Salida
= X y Xy
}— Xy
y — 0 0 0
Compuerta AND 0 1 0
1 0 0
1 1 1

Figura 5.8

Entrada Salida

X X y X+y

0
Compuerta OR 0
1
1

= JlOo|—=|O
===
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_ Entrada Salida
X X X
0

Compuerta NOT o Inversor

o |=-=|XxI

Elhecho de que lasumay la multiplicacién sean asociativas permite utilizar compuertas
AND y OR de mas de dos entradas, sin ambigledades en la interpretacion: si x, y, z son
las entradas a una compuerta AND de tres entradas, la salida, xyz, sera 1 en s6lo una
de las 8 combinaciones posibles de valores de entrada: x =y =z = 1. En el caso de la
compuerta OR de tres entradas, la salida, x+y+z serd 0 sélo cuandox=y=z=0y sera
1 para cualquiera de las 7 combinaciones restantes.

Compuerta AND Compuerta OR
de tres entradas de tres entradas

Ejemplo 5.39 Determine la funcién booleana de tres variables, f(x, y, z) que describe
la salida en el siguiente circuito:

T 1
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Las salidas de cada compuerta utilizada en el circuito estan numeradas para orientar
al lector en el proceso de establecer la salida final. Son las siguientes:

1: xy 2: X 3iy+z 4:xy+§ 5: Xz 6:§z(y+z)

7: ;z(y+z) 8: ;z(y+z) (xy + ;)

Ejercicio 5.40 Disefie un circuito l6gico de tres entradas cuya salida es f(x, y, z) = 1
si exactamente dos de las entradas tienen valor 1y f(x, y, z) = 0 en cualquiera otro
caso.

Solucion: Inicialmente se prepara una tabla de valores, tres entradas y una salida, que
recoge las condiciones establecidas para la funcion. Es la siguiente:

Entradas Salida
X y z f(x, y, 2)
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 0

Enseguida, y a partir de la tabla anterior, se determina la expresiéon booleana que
define la funcion. Una forma de hacerlo es la siguiente:

Se identifican en la tabla los casos en los que la salida es 1. Son tres: El primero, en
sentido descendente en la tabla, corresponde a x =0, y =1 y z =1. En este caso el
producto iyz describe la salida, porque Qyz =1. El segundo corresponde a x =1, y =0
y z =1y esta descrito entonces por el producto xyz y el tercer caso queda descrito
por producto xyE. Finalmente, dado que los tres productos mencionados describen la
funcién cuando la salida es 1, y dado que en todos los casos restantes la salida es 0, la
funciéon definida por la tabla anterior queda también descrita por la expresion:

f(x,y,2) = ;yz + xyz + xyE

La parte final del ejercicio es el disefio del circuito, lo cual se deja como ejercicio al
lector.
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Ejercicio 5.41 Disefar el circuito de tres entradas y una salida, correspondiente a la
funcion:

f(x,y,2) = ;yz + xyz + xyz (Ver ejercicio 5.40)

Observe que la funcion f(x, y, z) = ;yz + xyz + xyz es una suma de productos, y que
en cada uno de estos aparece cada variable (o su complemento). Esta es una de las
formas normalmente utilizadas para expresar las funciones booleanas definidas sobre
el dlgebra binaria ({0, 1}, +, .). Aqui la llamaremos forma normal sumativa completa,
FNSC, por analogia con la expresion forma normal disyuntiva completa, utilizada
para expresar las funciones booleanas en el algebra proposicional como disyuncién
de conjunciones, como en el caso de f(p, q, )= (=pAgAr)v(pA=gAar)v(pAga-r).

5.3.3.3 Otras compuertas ldgicas

Las compuertas que veremos en esta seccion pueden obtenerse a partir de las
compuertas AND, OR y NOT estudiadas en la seccion anterior. Sin embargo, por su
importancia en el disefio de circuitos se estudian como casos especiales, y se les asigna
también un simbolo particular. Son las siguientes:

Compuerta NAND: Se forma conectando la salida de una compuerta AND a un inversor.
El simbolo de la derecha es un disefio simplificado de sus componentes NOT(AND); se
conoce como compuerta NAND.

A la salida de la compuerta AND El circulo del inversor recuerda el
se conecta un inversor significado. Compuerta NAND

Compuerta NOR: Se forma conectando la salida de una compuerta AND a un inversor.
El simbolo de la derecha es un disefio simplificado de sus componentes NOT(OR); se
conoce como compuerta NOR.
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=Pp-> =D

A la salida de la compuerta OR Simbolo légico estandar para
se conecta un inversor la compuerta NOR

Compuerta X—OR (OR Exclusiva)

Es una compuerta binaria cuya valor de salida es 1 si y s6lo si exactamente una de
las entradas tiene el valor 1. Este comportamiento es analogo al “o exclusivo” de la
l6gica proposicional: p@® q es V si y sélo si exactamente uno de los atomos tiene el
valor V.

La funcion booleana que proporciona el valor de salida en la compuerta X-OR para
las entradas x, y, es f(x, y) = xy + Xy = x @ y. El simbolo légico asignado a la compuerta
aparece a continuacion:

XeyY

Simbolo l6gico estandar
para la compuerta X—- OR

Compuerta X—~NOR (NOR Exclusiva) o compuerta de equivalencia
Las propiedades de las algebras de Boole establecen que:
X®y =Xy +xy = (xy)(xy) = (X + y)(x +y) = (X + y)(x+y) = xy + xy

El circuito que ejecuta esta funcion se denomina compuerta X—-NOR y se denota
como x @y. El simbolo utilizado para esta compuerta sigue el mismo patrén de las
compuertas NAND y NOR.
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A la salida de una compuerta El circulo inversor para denotar la
X-OR se conecta un inversor compuerta X—-NOR

Una caracteristica importante de las compuertas NAND y NOR es que el circuito
l6gico determinado por cualquier funcién booleana puede disefiarse utilizando
exclusivamente compuertas NAND o compuertas NOR. Esto es posible, porque
las salidas de las compuertas NOT, AND y OR se pueden obtener mediante tales
compuertas. Veamos cémo hacerlo, para las compuertas NAND.

Recordemos que en el caso de una compuerta NAND de dos entradas x, y, la salida es
Xy, el complemento del producto. ; Cémo expresar las salidas de las compuertas NOT,
AND y OR como complementos de productos?

1. X=xxX. Esto significa que el inversor se puede sustituir por una compuerta NAND
con las dos entradas iguales.

X |

el

El inversor construido con compuertas NAND

2. X+y=x+y= H = XX W Esto significa que la compuerta OR se puede sustituir
con tres compuertas NAND: X.X, Y.y y una tercera cuyas entradas son las salidas de
las dos anteriores.
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Figura 5.17

gl 1
on I

Xty Xty

La compuerta OR disefiada con compuertas NAND

3. xy= x_y = W x_y Entonces, lacompuerta AND se puede sustituir por tres compuertas
NAND.

Los resultados anteriores se observan en las graficas siguientes:

Figura 5.18

— 1

Xy Xy

y— y Ji

La compuerta AND disenada con compuertas NAND

Ejercicio 5.42 Exprese las compuertas NOT, OR y AND por medio de compuertas NOR

Ejemplo 5.43 Disefar un circuito X-OR con entradas x, y, que utilice solamente
compuertas NAND:

X®y=Xy+Xy=xy +xy =(X+y)(x+y) =X_§+g
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Esta ultima expresion indica que se requieren cinco compuertas NAND de dos entradas,
tal como aparece en la figura siguiente:

e

<

0 1 D
—

La compuerta X-OR disefiada con compuertas NAND

En el ejemplo 5.37 se pudo apreciar la conveniencia de simplificar, tanto como sea
posible, un circuito légico. El resultado se obtuvo con un proceso enteramente
algebraico, aplicando propiedades del algebra booleana ({0, 1}, +, .). Sin embargo,
con frecuencia no es facil determinar si existe o no la posibilidad de aplicar una vez
mas alguna de tales propiedades para obtener una expresion mas simple que la
anterior. Por esto se han desarrollado técnicas adicionales de simplificacién conocidas
como mapas de Karnaugh y método de Quine-McCluskey, que se estudian en cursos
de electrénica y de légica digital.

EJERCICIOS

Algebras Booleanas

1. Las expresiones a—e son expresiones sobre el algebra binaria ({0, 1}, +, .).
Escriba la expresion correspondiente a cada una, en la légica proposicional y
en el dlgebra de conjuntos.

a.  (x+1)(y+0)(y +x)

b.  (x+y)x+0)(X+y+2)
(x+y))( z(z + X)

d. Six+y=0entoncesx=y=0

e.  x+x(y+1)=x
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2. Demuestre que las propiedades asociativas de las algebras booleanas se
pueden demostrar utilizando las propiedades A1, A3, A4y A5, asi:

Para probar que a + (b+c) = (a+b) + c:

a. Hagax=a+ (b+c)yhagay=(atb) +c

b. Pruebe ahora que ax = ay y que ax = Ey

c.  Sume miembro a miembro en 2, para obtener que x =y, y concluir asi la
demostracion.

3. Muestre que si usted trata de construir un algebra booleana de 4 elementos,
(B=A{0, 1, a, b}, +, .), encontrard que, para que se cumplan las propiedades que
definen el algebra, las tablas de suma y multiplicacién se pueden construir de
s6lo una forma. (Recuerde que ahora no tendra que verificar la asociatividad).
Esto significa que existe solo un algebra booleana de 4 elementos en el sentido
de que la Unica diferencia entre ellas sera el nombre de los elementos y de las
operaciones. Los matematicos les dicen “isomorfas” a las estructuras con tales
propiedades.

4. Pruebe que no puede existir un algebra booleana (3B, +, .) en la que el numero
de elementos de B sea impar. (Ayuda: pruebe que ningin elemento del
algebra puede ser igual a su complemento, es decir, el complemento de un
elemento no puede ser él mismo. Recuerde que 1+0)

5. Considere un entero positivo n que es el producto de nimeros primos distintos.

Por ejemplo, 15 =3x5, 42=2x3x7, pero no es el caso de 24 = 23x3. Se puede
probar que, si se toma como B el conjunto de los divisores positivos de un
entero n con tal propiedad, es posible definir un dlgebra booleana finita sobre
B si se definen las operaciones de suma y multiplicacién asi:
a+b =minimo comun multiplo de ay b =mcm(a, b), ab= maximo comun divisor
de ay b =mcd(a, b)
Para este caso tomaremos n = 2x3x7. Entonces, B = D,,, el conjunto de los
divisores positivos de 42 es D, = {1, 2, 3, 6, 7, 14, 21, 42} un conjunto con 2°=8
elementos (Las algebras booleanas finitas tienen siempre 2™ elementos). El
lector puede aportar los elementos que faltan en las tablas siguientes de suma
y multiplicacion:

Tabla 5.8 LasumaenD,,
2 3 6 7 14 21 42
2 3 6 7 14 | 21 42
2

14 | 14 42 14
21 |21 | 42 | 21
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Tabla 5.9 La multiplicacién en D,
1 2 3 6 7 14 | 21 42

N w N|—=
w
N W N|=

—_
5
N
—_
B

42 1 2 3 6 7 14 | 21 | 42

Una vez haya completado las tablas anteriores el lector podréa observar que:

Vi.

Los resultados de operar elementos en B = D, son, a su vez, elementos
enB=D,,.

Las dos operaciones son conmutativas; las entradas en la tabla son
simétricas con respecto a las diagonales principales que descienden
de izquierda a derecha. En general, mecm(a, b) = mcm(b, a) y mcd(a,
b)=mcd(b, a).

Cada operaciéon tiene un elemento neutro, como se deduce de las
columnas y filas resaltadas en las tablas: mem(a, 1) =a y mcd(a, 42) = 3,
para cada elemento acD,,. Entonces, 0, =1y 1, =42

Una vez establecidos los elementos 0 y 1, se encuentra que para cada
elemento a existe un complemento a. Como ejemplo, determinemos 6:

La primera condicion, 6+6= 1, =42 muestra que 6e {7, 14, 21, 42} como se
aprecia en las cuatro Ultimas entradas de la fila encabezada por 6 en la
tabla de la suma.

La segunda condicién, 6.6= 0, = 1 muestra que 6e{1, 7} como se
desprende de los resultados en la tabla de la multiplicacién. Entonces, 7
es el complemento de 6, por ser el Unico elemento que satisface las dos
condiciones; 6= 7.

Determine los complementos de cada elemento del dlgebra.

Muestre, con algunos casos particulares, que se cumplen las dos propie-
dades distributivas.

6. Demuestre las afirmaciones siguientes, validas en toda algebra booleana (3B, +, .):

x®y=0siysolosix=y
x(y ® z) = xy + xz
x®y)®x=x
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10.

11.

Escriba el dual de cada expresién siguiente:
i (X+yY)X+1)=x+y+xy

ii. x =0siysoélosixy=x

Sea f la funcién booleana de tres variables f(x, y, z) = 1 si y sélo si el nimero de
1s en (x, y, z) es impar. Disefie el circuito l6gico correspondiente a f.

Dada la forma explicita de una funcién booleana, se puede determinar su
FNSC sin necesidad de calcular los valores de la funcién para cada combinacién
de valores de sus variables, utilizando la identidad a + a= 1, para completar
los términos que falten en los productos presentes en la funcién. Por ejemplo,
la funcién f(x, y, z) =xz+ xYy Z +y no esta en FNSC porque falta la variable y en
el primer término y faltan las variables x, z en el tercero. Escribimos entonces

f(x,y, 2) = x(y+§)z + xﬁ+ y(x+§)(z+§) =Xyz + x)_/z+ xﬁ+ Xyz + xyE+ ;yz+§y2=

= Xyz+ xyz+ xﬁ+ xyE+ ;yz&yi. (Tenga presente que la FNSC es una forma
normal, y no la expresion mas simple de la funcién).

Dibuje el circuito l6gico que corresponde a cada una de las funciones booleanas
siguientes:

i Xy + xyz + y(;+z) + ﬁ
ii. y(x+xW) +XZ

Determine, en FNSC, la funcion de salida en el circuito de la figura 5.20.

12.

La aritmética binaria se realiza por medio de circuitos l6gicos. En el sistema
binario las sumas0+0=0,0+ 1=1, 1+ 0 =1y 1+ 1=10 muestran que s6lo
en este Ultimo caso la suma tiene dos bits: el bit 0 de la derecha, llamado bit
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13.

suma, y el bit 1 de la izquierda, llamado bit de acarreo (En los tres primeros
casos se considera que el bit de acarreo es 0).

Bits de entrada Bit suma Bit de acarreo
X y f(x, y) a(x, y)
0 0 0 0
1 1 0
1 0 1 0

Observe que lasalida de la funcién f(x,
y) es 1siy sélo si exactamente una de
las entradas es 1, es decir, f(x, y) =x ®
y. Se le pide que identifique la funcién
que describe el bit de acarreo, para
que complete el circuito siguiente de ) gy bit de
dos entradas y dos salidas, conocido . AT
como semisumador.

f(x,y)= bit suma

Considere la siguiente suma binaria:

10101
+ 101

11010

Este es el proceso cuando se inicia la suma, con los dos bits de la columna del
extremo derecho: “1 mas 1 es 10; escribo 0y llevo 1 a la columna siguiente”.
Aqui se configura esta situacion: se tienen dos bits de entrada:1y 1. La suma es
10. El 0 que se escribe es el bit suma; el 1 que se lleva a la columna siguiente se
Ilama bit de acarreo. Pero al sumarse con los dos bits 0 de la segunda columna,
ese bit se convierte en un “bit de acarreo previo”. Entonces, de la segunda
columna se tiene: bit de acarreo previo, 1; bits de entrada, 0 y 0; la suma,
1+ 0+ 0 =1 serd el bit suma, el bit de acarreo sera 0. Por lo tanto, en la
tercera columna se tiene la suma 1 + 1+ 1. Hasta terminar. Observe entonces
que se requiere una tabla de tres entradas: bit de acarreo previo, y dos bits
sumandos, y dos salidas: bit suma y bit de acarreo. Aqui se muestran los
resultados para dos combinaciones de valores. Se le pide construir la tabla
completa, determinar la expresion booleanas para el bit suma f(x, y, z) y para
el bit de acarreo g(x, y, z) donde x, y son los bits de entrada o sumandosy z el
bit de acarreo previo.

(Respuesta parcial: f(x, y, z) =(_®y) A zdonde _ es una de las entradas y A un
operador, y g(x,y, z2) =xy + __ A __donde __son productos y A un operador).
Una vez obtenida la respuesta, disefie el circuito de tres entradas y dos salidas.
Se llama circuito sumador completo.



Referencias bibliograficas

Atienza, M. (1997). Derecho y Argumentacion. Bogota: Universidad Externado de Colombia.

Bassham, G.; Irwin, W., Nardone, H., & Wallace, J. (2002). Critical Thinking, A Student’s
Introduction, New York: McGraw-Hill.

Bustamante, A. (1988). Elementos de Algebra en Ciencias de la Computacion. Cali: Serie textos
universitarios. Universidad Icesi.

Copi, .M., & Cohen, C. (1998). Introduction to Logic. 10* ed. Upper Saddle River, New Jersey:
Prentice-Hall Inc.

Cuenca, J. (1985). Ldgica Informatica. Madrid: Alianza Editorial.

Cunningham, D.; Duffy T., & and Knuth, R. (1993). “The Textbook of the Future”. En Hypertext,
a psychological perspective. London: Ellis Horwook series in interactive information
systems.

Galan, J. (2008). Al pie de la letra. Colecciéon Un libro por centavos, N° 35. Bogota: Universidad
Externado de Colombia.

Gersting, J.L. (1987). Mathematical Structures for Computer Science. New York: W. H. Freeman
and Company.

Grassman, W.A., y Tremblay, J.P. (1997). Matemadtica discreta y Légica. Madrid: Prentice Hall.
Ibarra, C. (1995). Elementos fundamentales de I6gica. México: Alhambra Mexicana.
Johnsonbaugh, R. (2005). Matematicas Discretas. 6 ed. México: Pearson Educacion.

McDonnell, E. (editor) (2007). LSAT Comprehensive Program. Chicago: Kaplan Publishing.
Moore, R. (1986). Los mejores problemas ISgicos 2. Barcelona: Ediciones Martinez Roca.
Newman, J.R. (1985). SIGMA. El mundo de las matemadticas. (6 vols.) 10 ed. Barcelona: Grijalbo.
Ospina, W. (2007). Ursua. Bogota: Alfaguara.

Paulos, J. (2000). E/ hombre anumeérico: El analfabetismo matematico y sus consecuencias.
52 ed. Barcelona: Tusquets.

Perelman, Ch. (1997). El imperio retdrico. Bogota: Norma.
Weston, A. (1999). Las claves de la argumentacion. Barcelona: Editorial Ariel.
Wirth, U. (1998). What is abduction inference? Frankfurt: Frankfurt University.

Zuleta, E. (1996). Lecciones de Filosofia: Ldgica y Critica. Leccion uno. Conferencia del 7 de
febrero de 1976. Santiago de Cali: Universidad del Valle.






	Lógica y argumentación: De los argumentos inductivos a las álgebras de Boole 

	Contenido 

	Prólogo 

	Introducción 

	Capítulo 1: Lógica y argumentación 

	Capítulo 2: El silogismo categórico 

	Capítulo 3:Lógica simbólica. Lógica proposicional 

	Capítulo 4: Lógica simbólica: Fundamentos de cálculo de predicados 

	Capítulo 5: Demostración formal y álgebras de Boole 

	Referencias bibliográficas 




