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PREFACIO

Han pasado veinte afios desde que se publicé la primera edicién de este libro. Durante
ese periodo, nuestro escepticismo acerca de que los métodos numéricos y las computadoras
tendrian un papel prominente en el curriculo de la ingenierfa —particularmente en sus
etapas tempranas— ha sido rebasado por mucho. Hoy dia, muchas universidades ofre-
cen cursos para estudiantes de nuevo ingreso, de segundo afio e intermedios, tanto de
introduccién a la computaciéon como de métodos numéricos. Ademds, muchos de nues-
tros colegas integran problemas orientados a la computacién con otros cursos en todos
los niveles del curriculo. Asi, esta nueva edicién adn se basa en la premisa fundamental
de que debe darse a los estudiantes de ingenieria una introduccién profunda y temprana
a los métodos numéricos. En consecuencia, aunque la nueva edicién expande sus alcan-
ces, tratamos de mantener muchas de las caracteristicas que hicieron accesible la prime-
ra edicién tanto para estudiantes principiantes como avanzados. Estas incluyen las
siguientes:

e Orientado a problemas. Los estudiantes de ingenieria aprenden mejor cuando
estan motivados por la solucién de problemas, lo cual es especialmente cierto en el
caso de las matematicas y de la computacién. Por tal razén, presentamos los méto-
dos numéricos desde la perspectiva de la solucién de problemas.

*  Pedagogia orientada al estudiante. Hemos presentado varios detalles para lograr
que el libro sea tan accesible para el estudiante como sea posible. Estos comprenden
la organizacion general, el uso de introducciones y epilogos para consolidar los
temas principales, asi como un amplio uso de ejemplos desarrollados y estudios de
casos de las dreas principales de la ingenieria. Hemos puesto especial cuidado en
que nuestras explicaciones sean claras y en que tengan una orientacién practica.

*  Método de la “caja clara”. Aunque hacemos especial énfasis en la solucién de
problemas, creemos que seria autolimitante para el ingeniero abordar los algoritmos
numéricos como una “caja negra”. Por lo tanto, hemos presentado suficiente teoria
para permitir al usuario comprender los conceptos basicos que estan detrds de los
métodos. En especial hacemos hincapié en la teoria relacionada con el andlisis del
error, las limitaciones de los métodos y las alternativas entre métodos.

e Orientado al uso de computadoras personales. La primera vez que escribimos
este libro habia un gran abismo entre el mundo de las grandes computadoras de
antafio y el mundo interactivo de las PC. Hoy, conforme el desarrollo de las compu-
tadoras personales ha aumentado, las diferencias han desaparecido. Es decir, este
libro enfatiza la visualizacién y los célculos interactivos, que son el rasgo distintivo
de las computadoras personales.
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PREFACIO xvii

e Capacitacion al estudiante. Por supuesto que presentamos al estudiante las capa-
cidades para resolver problemas con paquetes como Excel y MATLAB. Sin embar-
go, también se les ensefa a los estudiantes como desarrollar programas sencillos y
bien estructurados para aumentar sus capacidades bésicas en dichos ambientes. Este
conocimiento le permite programar en lenguajes como Fortran 90, C y C++. Creemos
que el avance de la programacion en computadora representa el curriculum “oculto”
de la ingenieria. Debido a las restricciones, muchos ingenieros no se conforman con
las herramientas limitadas y tienen que escribir sus propios codigos. Actualmente se
utilizan macros o archivos M. Este libro esta disefiado para implementar lo anterior.

Ademads de estos cinco principios, la mejora mas significativa en la quinta edicién
es una revisién profunda y una expansion de las series de problemas al final de cada
capitulo. La mayor parte de ellos han sido modificados de manera que permitan distin-
tas soluciones numéricas a los de ediciones anteriores. Ademas, se ha incluido una va-
riedad de problemas nuevos. Al igual que en las ediciones previas, se incluyen problemas
tanto matematicos como aplicados a todas las ramas de la ingenieria. En todos los casos,
nuestro intento es brindarles a los estudiantes ejercicios que les permitan revisar su
comprension e ilustrar de qué manera los métodos numeéricos pueden ayudarlos para una
mejor resolucion de los problemas.

Como siempre, nuestro objetivo principal es proporcionarle al estudiante una intro-
duccidn sélida a los métodos numéricos. Consideramos que aquellos que estén motivados
y que puedan disfrutar los métodos numéricos, la computacién y las matemadticas, al
final se convertirdn en mejores ingenieros. Si nuestro libro fomenta un entusiasmo ge-
nuino por estas materias, entonces consideraremos que nuestro esfuerzo habra tenido
éxito.

Agradecimientos. Queremos agradecer a nuestros amigos de McGraw-Hill. En particu-
lar a Amanda Green, Suzanne Jeans y Peggy Selle, quienes brindaron una atmésfera
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realiz6 un trabajo magistral en la edicién y copiado del manuscrito, y Michael Ryder
hizo contribuciones superiores durante la produccion del libro. Agradecemos en especial
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VISITA GUIADA

Para ofrecer un panorama de los métodos numeéricos,
hemos organizado el texto en partes, y presentamos
informacion unificadora a través de elementos de
Motivacion, Antecedentes Matematicos, Orienta-
cion y Epilogo.
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PROBLEMAS

Ingenieria Quimica/Bioingenieria

12.1 Lleve a cabo el mismo cdleulo que en la seccion 12.1, pero
cambie ¢y 240 y g3 a 10. También cambie los flujos siguientes:
Q01 =6,01=4, 023 =2y Qu=12.

12.2 Si la entrada al reactor 3 de la seccién 12.1, disminuye 25
por ciento, utilice la matriz inversa para calcular el cambio por-
centual en la concentracién de los reactores 1y 4.

12.3 Debido a que el sistema que se muestra en la figura 12.3
estd en estado estacionario (estable), ;jqué se puede afirmar
respecto de los cuatro flujos: Oy Qps» Quy ¥ Oss?

12.4 Vuelva a calcular las concentraciones para los cinco reac-
tores que se muestran en la figura 12.3, si los flujos cambian
como sigue:

Qu=5 Oy O5=2 b3 =2
Qis=4 0s=3  Qu=7
Q=4  0p=8 0y=0 Qu=10

12.5 Resuelva el mismo sistema que se especifica en el proble-
ma 12.4, pero haga Q,, = 05, =0y Q,5 = O3, = 3. Suponga que
las entradas (Qy, Qps) y las salidas (Qy, Oss) son las mismas.
Use la conservacion del flujo para volver a calcular los valores
de los dems flujos.

12.6 En la figura P12.6 se muestran tres reactores conectados
por tubos. Como se indica, la tasa de transferencia de produc-
tos quimicos a través de cada tubo es igual a la tasa de flujo (Q,
en unidades de metros ctbicos por segundo) multiplicada por la

oncentr: del reactor desde el que se o1 a el fluj L en al resolver este sigtema.

Hay secciones del texto, asi como problemas de
tarea, dedicadas a implantar métodos numeéricos
con el software de Microsoft Excel y con el de The
MathWorks, Inc. MATLAB.

12.7 Con el empleo del mismo enfoque que en la seccién 12.1,
determine la concentracién de cloruro en cada uno de los Gran-
des Lagos con el uso de la informacién que se muestra en la fi-
gura P12.7.

12.8 La parte baja del rio Colorado consiste en una seric de
cuatro almacenamientos como se ilustra en la figura P12.8.
Puede escribirse los balances de masa para cada uno de ellos, lo
que da por resultado el conjunto siguiente de ccuaciones alge-
braicas lineales simultdneas:

13.42 0 0 0 < 750.5
—13.422 12252 0 0 [ 300
0 -12252 12.377 0 cy - 102

0 0 -12.377 11.797] |¢, 30

donde el vector del lado derecho consiste en las cargas de cloru-
1o hacia cada uno de los cuatro lagos y 1, ¢, ¢ y ¢4 = las con-
centraciones de cloruro resultantes en los lagos Powell, Mead,
Mohave y Havasu, respectivamente.

Cada capitulo contiene problemas de tarea
nuevos y revisados. El ochenta por ciento de
los problemas son nuevos o se han modifi-
cado. El texto incluye problemas de desafio
de todas las disciplinas de la ingenieria.

@) Use la matriz inversa para resolver cudles s
traciones en cada uno de los cuatro lagos.
b) ¢Encudnto debe reducirse la carga del lago F

7.7 LOCALIZACION DE RAICES CON BIBLIOTECAS Y PAQUETES DE SOFTWARE 191

la concentracin de cloruro en el lago Hava
) Conel uso de la norma columna-suma, calcu
condicidn y diga cuntos digitos sospechosq

Se debe observar que Solver puede fallar. Su éxito depende de 1. la condicién del
sistema de ecuaciones y/o 2. la calidad de los valores iniciales. El resultado satisfactorio
del ejemplo anterior no estd garantizado. A pesar de esto, se puede encontrar a Solver
bastante util para hacer de €l una buena opcién en la obtencion rapida de raices para un
amplio rango de aplicaciones a la ingenieria.

7.7.2 MATLAB

MATLAB es capaz de localizar raices en i icasy
se muestra en la tabla 7.1. Siendo il parala i iony
en los polinomios.

La funci6n fzero estd disefiada para localizar la raiz de una funcién. Una represen-
taci6n simplificada de su sintaxis es

como
6n de raices

fzero (f, X,, opciones)

donde fes la tensién que se va a analizar, x; es el valor inicial y opciones son los paré-
metros de optimizacién (éstos pueden cambiarse al usar la funcién optimset). Si no se
anotan las opciones se emplean los valores por omisién. Observe que se pueden emplear
uno o dos valores iniciales, asumiendo que la raiz estd dentro del intervalo. El siguiente
ejemplo ilustra c6mo se usa la funcién fzero.
EJEMPLO 7.6  Uso de MATLAB para localizar raices
Planteamiento del problema.
las raices de

S =x1-

Utilice la funcién fzero de MATLAB para encontrar
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EJEMPLO 11.1

Solucién tridiagonal con el algoritmo de Thomas

Planteamiento del problema.
ritmo de Thomas.

204 -1 T 408
-1 204 -1 | |os
-1 204 -1||1[ |08
-1 2.04]|T, 200.8
Solucién.  Primero, la descomposicién se realiza asi:
e;=-1/2.04=-0.49
f2=2.04-(-0.49)(-1) = 1.550
=-1/1.550 = -0.645

=204 (<0.645)(-1) = 1.395
=-1/1.395=-0.717
fi=2.04 - (-0.717)(-1) = 1323

Asi, la matriz se transforma en

2.04 -1
—0.49 1.550 -1
-0.645 1395 -1

—0717 ,1.323

Existen 28 estudios de caso de la ingenieria
para ayudar a los estudiantes a relacionar los
métodos numéricos con los campos principa-
les de la ingenierfa.

Numerical Methods for Engineers, 5/e

Resuelva el siguiente sistema tridiagonal con el algo-
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El texto presenta numerosos ejemplos resueltos
que dan a los estudiantes ilustraciones paso a paso
acerca de como implantar los métodos numéricos.

CAPITULO 32

32.1

Estudio de casos: ecuaciones
diferenciales parciales

El propésito de este capitulo es aplicar los métodos de la parte ocho a problemas précticos
de ingenieria. En la seccion 32.1 se utiliza una EDP parabélica para calcular la distribu-
cion de una sustancia quimica, dependiente del tiempo a lo largo del eje longitudinal de
un reactor rectangular. Este ejemplo ilustra c6mo la inestabilidad de una solucién puede
deberse a la naturaleza de la EDP, mds que a las pmpledades del método numérico.

Las i 322y323 de las i de Poisson y
Laplace a problemas de ingenieria civil y eléctrica. Entre otras cuestiones, esto le per-
mitird distinguir tanto las simili como las di ias entre los p en esas
dreas de la ingenieria. Ademds, se pueden comparar con el problema de la placa calen-
tada que ha servido como sistema prototipo en esta parte del libro. La seccion 32.2
trata de la deflexi6én de una placa cuadrada; mientras que la seccidn 32.3 se dedica al
cdleulo de la distribucion del voltaje y el flujo de carga en una superficie bidimensio-
nal con un extremo curvado.

La seccion 32.4 presenta un andlisis del elemento finito aplicado a una serie de resor-
tes. Este problema de mecdnica y estructuras ilustra mejor las aplicaciones del elemento
finito, que al problema de temperatura usado para analizar el método en el capitulo 31.

BALANCE DE MASA UNIDIMENSIONAL DE UN REACTOR
(INGENIERIA QUIMICA/BIOINGENIERIA)

Antecedentes.  Los ingenieros quimicos utilizan mucho los reactores idealizados en
su trabajo de disefio. En las 12.1y28.1 nos en reactores simples
o acoplados bien mezclados, los cuales constituyen ejemplos de sistemas de parametros
localizados (recuerde la seccién PT3.1.2).

Numerical Methods
for Engineers

FIGURA 32.1
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MODELOS, COMPUTADORAS
Y ANALISIS DEL ERROR

PT1.1

MOTIVACION

Los métodos numéricos constituyen técnicas mediante las cuales es posible formular
problemas matematicos, de tal forma que puedan resolverse utilizando operaciones
aritméticas. Aunque existen muchos tipos de métodos numéricos, éstos comparten una
caracteristica comin: invariablemente requieren de un buen niimero de tediosos calculos
aritméticos. No es raro que con el desarrollo de computadoras digitales eficientes y rapi-
das, el papel de los métodos numéricos en la solucién de problemas en ingenieria haya
aumentado de forma considerable en los ultimos afios.

PT1.1.1 Métodos sin computadora

Ademas de proporcionar un aumento en la potencia de célculo, la disponibilidad cre-
ciente de las computadoras (en especial de las personales) y su asociacién con los mé-
todos numéricos han influido de manera muy significativa en el proceso de la solucién
actual de los problemas en ingenieria. Antes de la era de la computadora los ingenieros
s6lo contaban con tres métodos para la solucién de problemas:

1. Se encontraban las soluciones de algunos problemas usando métodos exactos o
analiticos. Dichas soluciones resultaban ttiles y proporcionaban una comprension
excelente del comportamiento de algunos sistemas. No obstante, las soluciones
analiticas s6lo pueden encontrarse para una clase limitada de problemas. Estos in-
cluyen aquellos que pueden aproximarse mediante modelos lineales y también
aquellos que tienen una geometria simple y de baja dimension. En consecuencia, las
soluciones analiticas tienen un valor practico limitado porque la mayoria de los
problemas reales son no lineales, e implican formas y procesos complejos.

2. Para analizar el comportamiento de los sistemas se usaban soluciones gréficas, las
cuales tomaban la forma de graficas o nomogramas; aunque las técnicas gréficas se
utilizan a menudo para resolver problemas complejos, los resultados no son muy
precisos. Ademas, las soluciones graficas (sin la ayuda de una computadora) son en
extremo tediosas y dificiles de implementar. Finalmente, las técnicas graficas estan
limitadas a los problemas que puedan describirse usando tres dimensiones 0 menos.

3. Para implementar los métodos numéricos se utilizaban calculadoras y reglas de
célculo. Aunque en teoria dichas aproximaciones deberian ser perfectamente ade-
cuadas para resolver problemas complicados, en la préictica se presentan varias di-
ficultades debido a que los cédlculos manuales son lentos y tediosos. Ademas, los
resultados no son consistentes, ya que surgen equivocaciones cuando se efectian
los numerosos cdlculos de esta manera.

Antes del uso de la computadora se gastaba bastante energia en la técnica misma
de solucidn, en lugar de usarla en la definicién del problema y su interpretacién (figu-
ra PT1.1a). Esta situacién desafortunada se debia al tiempo y trabajo monétono que
se requeria para obtener resultados numéricos con técnicas que no utilizaban la compu-
tadora.
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FIGURA PT1.1

Las fres fases en la solucion
de problemas en ingenieria
en a) la era anterior a

las computadoras y b) la
era de las computadoras.
Los tamarios de los
recuadros indican el nivel
de importancia que se
presenta en cada fase. Las
computadoras facilitan la
implementacion de técnicas
de solucién y, asf, permiten
un mayor interés sobre los
aspecios creativos en la
formulacion de problemas
y la inferpretacion de los
resultados.

FORMULACION FORMULACION
Exposicion profunda

Leyes fundamentales -
4 de la relacion del

explicadas
brevemente problema con las leyes
fundamentales
SOLUCION SOLUCION
Métodos muy elaborados .
y con frecuencia complicados comefj(:ggodrz :%C”
para hacer manejable pde usar
el problema
INTERPRETACION INTERPRETACION

La facilidad de calcular
permite pensar holisticamente y
desarrollar la intuicion; es factible
estudiar la sensibilidad y el
comportamiento del sistema

a) b)

Analisis profundo
limitado por una
solucién que
consume tiempo

En la actualidad, las computadoras y los métodos numéricos ofrecen una alternati-
va para los cédlculos complicados. Al usar la potencia de la computadora se obtienen
soluciones directamente, de esta manera se pueden aproximar los calculos sin tener que
recurrir a consideraciones de simplificacién o a técnicas muy lentas. Aunque las solu-
ciones analiticas atin son muy valiosas, tanto para resolver problemas como para brindar
una mayor comprension, los métodos numeéricos representan opciones que aumentan, en
forma considerable, la capacidad para enfrentar y resolver los problemas; como resulta-
do, se dispone de mas tiempo para aprovechar las habilidades creativas personales. En
consecuencia, es posible dar mas importancia a la formulacién de un problema y a la
interpretacién de la solucién, asi como a su incorporacién al sistema total, o conciencia
“holistica” (figura PT1.1b).

PT1.1.2 Los métodos numéricos y la practica en ingenieria

Desde finales de la década de los cuarenta, la amplia disponibilidad de las computado-
ras digitales han llevado a una verdadera explosion en el uso y desarrollo de los métodos
numeéricos. Al principio, este crecimiento estaba limitado por el costo de procesamien-
to de las grandes computadoras (mainframes), por lo que muchos ingenieros seguian
usando simples procedimientos analiticos en una buena parte de su trabajo. Vale la pena
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PT1.2

mencionar que la reciente evolucién de computadoras personales de bajo costo ha per-
mitido el acceso, de mucha gente, a las poderosas capacidades de cémputo. Ademads,
existen diversas razones por las cuales se deben estudiar los métodos numéricos:

1. Los métodos numéricos son herramientas muy poderosas para la solucién de pro-
blemas. Son capaces de manipular sistemas de ecuaciones grandes, manejar no li-
nealidades y resolver geometrias complicadas, comunes en la prictica de la
ingenieria y, a menudo, imposibles de resolver en forma analitica. Por lo tanto,
aumentan la habilidad de quien los estudia para resolver problemas.

2. En el transcurso de su carrera, es posible que el lector tenga la oportunidad de uti-
lizar paquetes disponibles comercialmente, o programas “enlatados” que contengan
métodos numéricos. El uso eficiente de estos programas depende del buen entendi-
miento de la teorfa bdsica en que se basan tales métodos.

3. Hay muchos problemas que no pueden resolverse con programas “enlatados”. Si
usted es conocedor de los métodos numéricos y es habil en la programacion de
computadoras, entonces tiene la capacidad de disefiar sus propios programas para
resolver los problemas, sin tener que comprar un software costoso.

4. Los métodos numéricos son un vehiculo eficiente para aprender a servirse de las
computadoras. Es bien sabido que una forma efectiva de aprender programacién
consiste en escribir programas para computadora. Debido a que la mayoria de los
métodos numéricos estdn disefiados para usarlos en las computadoras, son ideales
para tal propdsito. Ademds, son especialmente adecuados para ilustrar el poder y las
limitaciones de las computadoras. Cuando usted desarrolle en forma satisfactoria
los métodos numéricos en computadora y los aplique para resolver los problemas
que de otra manera resultarian inaccesibles, usted dispondrd de una excelente de-
mostracién de como las computadoras sirven para su desarrollo profesional. Al
mismo tiempo, aprenderd a reconocer y controlar los errores de aproximacién que
son inseparables de los cdlculos numéricos a gran escala.

5. Los métodos numéricos son un medio para reforzar su comprension de las matema-
ticas, ya que una de sus funciones es convertir las matemdticas superiores en ope-
raciones aritméticas bdsicas, de esta manera se puede profundizar en los temas que
de otro modo resultarian oscuros. Esta perspectiva dard como resultado un aumento de
su capacidad de comprension y entendimiento en la materia.

ANTECEDENTES MATEMATICOS

Cada parte de este libro requiere de algunos conocimientos mateméticos, por lo que el
material introductorio de cada parte comprende una seccién que incluye los fundamen-
tos matematicos. Como la parte uno, que estd dedicada a aspectos bdsicos sobre las
matematicas y la computacién, en esta seccién no se revisard ningin tema matematico
especifico. En vez de ello se presentan los temas del contenido matematico que se cubren
en este libro. Estos se resumen en la figura PT1.2 y son:

1. Raices de ecuaciones (figura PT1.2a). Estos problemas se relacionan con el valor
de una variable o de un pardmetro que satisface una ecuacién no lineal. Son espe-
cialmente valiosos en proyectos de ingenieria, donde con frecuencia resulta impo-
sible despejar de manera analitica los pardmetros de las ecuaciones de disefio.
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2. Sistemas de ecuaciones algebraicas lineales (figura PT1.2b). En esencia, se trata de
problemas similares a los de raices de ecuaciones, en el sentido de que estan rela-
cionados con valores que satisfacen ecuaciones. Sin embargo, en lugar de satisfacer
una sola ecuacién, se busca un conjunto de valores que satisfaga simultineamente
un conjunto de ecuaciones algebraicas lineales, las cuales surgen en el contexto de

FIGURA PT1.2

Resumen de los métodos
numéricos que se consideran
en este libro.

a) Parte 2: Raices de ecuaciones fx)
Resuelva f(x) = 0 para x.
Raiz
X

b) Parte 3: Sistema de ecuaciones
algebraicas lineales

Dadas las a’s y las ¢’s, resolver *2
aqXq + dqpXy = Cq
AgiXq + AgpXg=Cy b N Solucién
para las x's. !
|
I
1
X1
¢) Parte 4: Optimizacion
Determine la x que da el 6ptimo de f(x). £
Minimo
X
d) Parte 5: Ajuste de curvas
S f) Interpolacién
Regresion
X X
e) Parte 6: Integracion
I= f,ff(x) dx f(x)
Encuentre el area bajo la curva.
/‘N
X

www.FreelLibros.me



PT1.2 ANTECEDENTES MATEMATICOS

FIGURA PT1.2
(Conclusién)

f) Parte 7: Ecuaciones diferenciales ordinarias
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dy Ay
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resolver para y como funcién de .
Vie1 =Y+ flt;, y;) At

— At —i
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g) Parte 8: Ecuaciones diferenciales parciales
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Pu | 9%u Y
5 t -5 =y
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determine u como funcion de
Xyy

una gran variedad de problemas y en todas las disciplinas de la ingenierfa. En par-
ticular, se originan a partir de modelos matematicos de grandes sistemas de elemen-
tos interrelacionados, tal como estructuras, circuitos eléctricos y redes de flujo;
aunque también se llegan a encontrar en otras dreas de los métodos numéricos como
el ajuste de curvas y las ecuaciones diferenciales.

Optimizacion (figura PT1.2¢). En estos problemas se trata de determinar el valor o
los valores de una variable independiente que corresponden al “mejor” o al valor
optimo de una funcién. De manera que, como se observa en la figura PT1.2¢, la
optimizacion considera la identificacién de maximos y minimos. Tales problemas
se presentan comtinmente en el contexto del disefio en ingenieria. También surgen
en otros métodos numéricos. Nosotros nos ocuparemos de la optimizacion tanto para
una sola variable sin restricciones como para varias variables sin restricciones.
También describiremos la optimizacion restringida dando especial énfasis a la pro-
gramacion lineal.

Ajuste de curvas (figura PT1.2d). A menudo se tendrd que ajustar curvas a un con-
junto de datos representados por puntos. Las técnicas desarrolladas para tal prop6-
sito se dividen en dos categorias generales: regresion e interpolacion. La primera se
emplea cuando hay un significativo grado de error asociado con los datos; con fre-
cuencia los datos experimentales son de este tipo. Para estas situaciones, la estrate-
gia es encontrar una curva que represente la tendencia general de los datos, sin
necesidad de tocar los puntos individuales. En contraste, la interpolacién se utiliza
cuando el objetivo es determinar valores intermedios entre datos que estén, relati-
vamente, libres de error. Tal es el caso de la informacion tabulada. En dichas situa-
ciones, la estrategia consiste en ajustar una curva directamente mediante los puntos
obtenidos como datos y usar la curva para predecir valores intermedios.
Integracion (figura PT1.2¢). Como hemos representado gréficamente, la interpreta-
cion de la integracién numérica es la determinacion del drea bajo la curva. La inte-

www.FreelLibros.me



MODELOS, COMPUTADORAS Y ANALISIS DEL ERROR

PT1.3

gracion tiene diversas aplicaciones en la prictica de la ingenieria, que van desde la
determinacidn de los centroides de objetos con formas extrafias, hasta el cdlculo de
cantidades totales basadas en conjuntos de medidas discretas. Ademds, las férmulas
de integracién numérica desempefian un papel importante en la solucién de ecua-
ciones diferenciales.

6. Ecuaciones diferenciales ordinarias (figura PT1.2f). Estas tienen una enorme im-
portancia en la préctica de la ingenieria, lo cual se debe a que muchas leyes fisicas
estdn expresadas en términos de la razén de cambio de una cantidad, més que en
términos de la cantidad misma. Entre los ejemplos tenemos desde los modelos de
prediccién demogréfica (razén de cambio de la poblacién), hasta la aceleracion
de un cuerpo que cae (razén de cambio de la velocidad). Se tratan dos tipos de pro-
blemas: problemas con valor inicial y problemas con valores en la frontera. Ademas
veremos el cdlculo de valores propios.

7. Ecuaciones diferenciales parciales (figura PT1.2g). Las ecuaciones diferenciales
parciales sirven para caracterizar sistemas de ingenieria, en los que el comporta-
miento de una cantidad fisica se expresa en términos de su razén de cambio con
respecto a dos o mds variables independientes. Entre los ejemplos tenemos la dis-
tribucién de temperatura en estado estacionario sobre una placa caliente (espacio
bidimensional) o la temperatura variable con el tiempo de una barra caliente (tiem-
po y una dimension espacial). Para resolver numéricamente las ecuaciones diferen-
ciales parciales se emplean dos métodos bastante diferentes. En el presente texto
haremos énfasis en los métodos de las diferencias finitas que aproximan la solucién
usando puntos discretos (figura PT1.2g). No obstante, también presentaremos una
introduccion a los métodos de elementos finitos, los cuales usan una aproximacién
con piezas discretas.

ORIENTACION

Resulta ttil esta orientacién antes de proceder a la introduccién de los métodos numé-
ricos. Lo que sigue estd pensado como una vista general del material contenido en la
parte uno. Se incluyen, ademads, algunos objetivos como ayuda para concentrar el esfuer-
zo del lector en el estudio de los temas.

PT1.3.1 Alcance y presentacién preliminar

La figura PT1.3 es una representacion esquemdtica del material contenido en la parte
uno. Este diagrama se elaboré para ofrecer un panorama global de esta parte del libro.
Se considera que un sentido de “imagen global” resulta importante para desarrollar una
verdadera comprension de los métodos numéricos. Al leer un texto es posible que se
pierda uno en los detalles técnicos. Siempre que el lector perciba que estd perdiendo la
“imagen global” vuelva a la figura PT1.3 para orientarse nuevamente. Cada parte de este
libro contiene una figura similar.

La figura PT1.3 también sirve como una breve revision inicial del material que se
cubre en la parte uno. El capitulo 1 esta disefiado para orientarle en los métodos numé-
ricos y para motivarlo mostrandole cémo se utilizan dichas técnicas, en el proceso de
elaborar modelos matematicos aplicados a la ingenierfa. El capitulo 2 es una introduccién
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FIGURA PT1.3
Esquema de la organizacién del material en la parte uno: Modelos, computadoras y andlisis del error.

y un repaso de los aspectos de computacion que estdn relacionados con los métodos
numéricos y presenta las habilidades de programacién que se deben adquirir para ex-
plotar de manera eficiente la siguiente informacién. Los capitulos 3 'y 4 se ocupan del
importante tema del andlisis del error, que debe entenderse bien para el uso efectivo
de los métodos numéricos. Ademds, se incluye un epilogo que presenta los elementos de
juicio que tienen una gran importancia para el uso efectivo de los métodos numéricos.
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TABLA PT1.1 Objetivos especificos de estudio de la parte uno.

Reconocer la diferencia entre soluciones analiicas y numéricas.

N =

Enfender como las leyes de la conservacion se emplean para desarrollar modelos mateméticos de
sistemas fisicos.

3. Definir disefio modular y fop-down.

4. Definir las reglas para la programacién esfructurada.

5. Ser capaz de elaborar programas esfructurados y modulares en un lenguaije de alto nivel.

6. Saber cémo se traducen los diagramas de flujo estructurado y el seudocédigo al cédigo en un

lenguaje de alfo nivel.
7. Empezar a familiarizarse con cualquier software que usard junto con esfe fexto.
8. Reconocer la diferencia entre error de truncamiento y error de redondeo.
Q. Comprender los conceptos de cifras significativas, exactitud y precision.
0. Conocer la diferencia entre error relafivo verdadero e,, error relativo aproximado e, y error
acepiable & y enfender cémo e, y ¢, sirven para terminar un célculo iterativo.
11. Entender cémo se representan los nimeros en las computadoras y cémo fal representacién induce
errores de redondeo. En particular, conocer la diferencia entre precision simple y extendida.
12. Reconocer como la aritmética de la computadora llega a presentar y amplificar el error de
redondeo en los cdlculos. En particular, apreciar el problema de la cancelacién por sustraccién.
13. Saber cémo la serie de Taylor y su residuo se emplean para representar funciones continuas.
14. Conocer la relacion entre diferencias finitas divididas y derivadas.
15. Ser capaz de analizar cémo los errores se propagan a fravés de las relaciones funcionales.
16. Estar familiarizado con los conceptos de estabilidad y condicién.
17. Familiarizarse con las consideraciones que se describen en el epilogo de la parte uno.

PT1.3.2 Metas y objetivos

Objetivos de estudio. Al terminar la parte uno el lector deber estar preparado para
aventurarse en los métodos numéricos. En general, habrd adquirido una comprension
fundamental de la importancia de las computadoras y del papel que desempefian las
aproximaciones y los errores en el uso y desarrollo de los métodos numéricos. Ademas
de estas metas generales, deberd dominar cada uno de los objetivos de estudio especificos
que se muestran en la tabla PT1.1.

Obijetivos de computo. Al terminar de estudiar la parte uno, usted debera tener su-
ficientes habilidades en computacion para desarrollar su propio software para los méto-
dos numéricos de este texto. También serd capaz de desarrollar programas de
computadora bien estructurados y confiables basandose en seudocddigos, diagramas
de flujo u otras formas de algoritmo. Usted deberd desarrollar la capacidad de documen-
tar sus programas de manera que sean utilizados en forma eficiente por otros usuarios.
Por tdltimo, ademds de sus propios programas, usted debera usar paquetes de software
junto con este libro. Paquetes como MATLAB y Excel son los ejemplos de dicho soft-
ware. Usted deberd estar familiarizado con ellos, ya que serd mas comodo utilizarlos
para resolver después los problemas numéricos de este texto.

www.FreelLibros.me



1.1

CAPITULO 1

Modelos matemdéticos y solucién
de problemas en ingenieria

El conocimiento y la comprension son prerrequisitos para la aplicacion eficaz de cualquier
herramienta. Si no sabemos cémo funcionan las herramientas, por ejemplo, tendremos
serios problemas para reparar un automdévil, aunque la caja de herramientas sea de lo
mas completa.

Esta es una realidad, particularmente cuando se utilizan computadoras para resolver
problemas de ingenieria. Aunque las computadoras tienen una gran utilidad, son prac-
ticamente intitiles si no se comprende el funcionamiento de los sistemas de ingenieria.

Esta comprensién inicialmente es empirica —es decir, se adquiere por observacion
y experimentacion—. Sin embargo, aunque esta informacién obtenida de manera empi-
rica resulta esencial, s6lo estamos a la mitad del camino. Durante muchos aflos de ob-
servacion y experimentacion, los ingenieros y los cientificos han advertido que ciertos
aspectos de sus estudios empiricos ocurren una y otra vez. Este comportamiento general
puede expresarse como las leyes fundamentales que engloba, en esencia, el conocimien-
to acumulado de la experiencia pasada. Asi, muchos problemas de ingenieria se resuel-
ven con el empleo de un doble enfoque: el empirismo y el analisis tedrico (figura 1.1).

Debe destacarse que ambos estdn estrechamente relacionados. Conforme se obtie-
nen nuevas mediciones, las generalizaciones llegan a modificarse o aun a descubrirse
otras nuevas. De igual manera, las generalizaciones tienen una gran influencia en la
experimentacién y en las observaciones. En lo particular, las generalizaciones sirven
para organizar principios que se utilizan para sintetizar los resultados de observaciones
y experimentos en un sistema coherente y comprensible, del que se pueden obtener
conclusiones. Desde la perspectiva de la solucién de un problema de ingenierfa, el sis-
tema es ain mas ttil cuando el problema se expresa por medio de un modelo matema-
tico.

El primer objetivo de este capitulo consiste en introducir al lector a la modelacion
matemadtica y su papel en la solucién de problemas en ingenieria. Se mostrard también
la forma en que los métodos numéricos figuran en el proceso.

UN MODELO MATEMATICO SIMPLE

Un modelo matemdtico se define, de manera general, como una formulacién o una
ecuacion que expresa las caracteristicas esenciales de un sistema fisico o de un proceso
en términos matemadticos. En general, el modelo se representa mediante una relacién
funcional de la forma:

Variable ¥ variables ardmetros funciones
dependiente ~ ” | independientes’ p ” de fuerza

(1.1)
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Definicion
del problema
A 4
TEORIA == matematico <= DATOS
Herramientas para resolver
problemas: computadoras,
estadistica, métodos numéricos,
graficas, etcétera.
Resultados
numeéricos
o graficos
Relaciones grupales:
programacion, optimizacion,
comunicacion, interaccion
publica, etcétera.
FIGURA 1.1 Instauracion

Proceso de solucion de
problemas en ingenieria.

donde la variable dependiente es una caracteristica que generalmente refleja el com-
portamiento o estado de un sistema; las variables independientes son, por lo comtin,
dimensiones tales como tiempo y espacio, a través de las cuales se determina el com-
portamiento del sistema; los pardmetros son el reflejo de las propiedades o la composi-
cién del sistema; y las funciones de fuerza son influencias externas que actian sobre el
sistema.

La expresion matematica de la ecuacion (1.1) va desde una simple relacion algebrai-
ca hasta un enorme y complicado grupo de ecuaciones diferenciales. Por ejemplo, a
través de sus observaciones, Newton formulé su segunda ley del movimiento, la cual
establece que la razén de cambio del momentum con respecto al tiempo de un cuerpo,
es igual a la fuerza resultante que actta sobre €l. La expresion matemadtica, o el modelo,
de la segunda ley es la ya conocida ecuacién

F=ma (1.2)

donde F es la fuerza neta que actda sobre el objeto (N, o kg m/s?), m es la masa del
objeto (kg) y a es su aceleracion (m/s?).
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FIGURA 1.2
Representacion esquemdtica
de las fuerzas que actian
sobre un paracaidista en
descenso. Fp es la fuerza
hacia abajo debida a la
atracciéon de la gravedad.
F, es la fuerza hacia arriba
debida a la resistencia del
aire.

La segunda ley puede escribirse en el formato de la ecuacion (1.1), dividiendo,
simplemente, ambos lados entre m para obtener

m (1.3)

donde a es la variable dependiente que refleja el comportamiento del sistema, F es la
funcién de fuerza y m es un paradmetro que representa una propiedad del sistema. Ob-
serve que en este caso especifico no existe variable independiente porque atin no se
predice como varia la aceleracion con respecto al tiempo o al espacio.

La ecuacioén (1.3) posee varias de las caracteristicas tipicas de los modelos matema-
ticos del mundo fisico:

=

Describe un proceso o sistema natural en términos matematicos.

2. Representa una idealizacién y una simplificacion de la realidad. Es decir, ignora los
detalles insignificantes del proceso natural y se concentra en sus manifestaciones
esenciales. Por ende, la segunda ley de Newton no incluye los efectos de la relati-
vidad, que tienen una importancia minima cuando se aplican a objetos y fuerzas que
interactian sobre o alrededor de la superficie de la Tierra, a velocidades y en escalas
visibles a los seres humanos.

3. Finalmente, conduce a resultados reproducibles y, en consecuencia, llega a emplear-

se con la finalidad de predecir. Por ejemplo, dada la fuerza aplicada sobre un objeto

de masa conocida, la ecuacion (1.3) se emplea para calcular la aceleracién.

Debido a su forma algebraica sencilla, la solucién de la ecuacién (1.2) se obtiene
con facilidad. Sin embargo, es posible que otros modelos matematicos de fenémenos
fisicos sean mucho mds complejos y no se resuelvan con exactitud, o que requieran para
su solucién de técnicas matematicas mas sofisticadas que la simple dlgebra. Para ilustrar
un modelo mas complicado de este tipo, se utiliza la segunda ley de Newton para deter-
minar la velocidad final de la caida libre de un cuerpo que se encuentra cerca de la su-
perficie de la Tierra. Nuestro cuerpo en caida libre serd el de un paracaidista (figura 1.2).
Un modelo para este caso se obtiene expresando la aceleracién como la razén de cambio
de la velocidad con respecto al tiempo (dv/dt), y sustituyendo en la ecuacién (1.3). Se
tiene

dv _F

dr m (1.4)

donde v es la velocidad (m/s) y ¢ es el tiempo (s). Asi, la masa multiplicada por la razén
de cambio de la velocidad es igual a la fuerza neta que actiia sobre el cuerpo. Si la fuer-
za neta es positiva, el cuerpo se acelerara. Si es negativa, el cuerpo se desacelerara. Si
la fuerza neta es igual a cero, la velocidad del cuerpo permanecera constante.

Ahora expresemos la fuerza neta en términos de variables y pardmetros mensurables.
Para un cuerpo que cae a distancias cercanas a la Tierra (figura 1.2), la fuerza total esta
compuesta por dos fuerzas contrarias: la atraccién hacia abajo debida a la gravedad F/,
y la fuerza hacia arriba debida a la resistencia del aire F/,.

F=Fp+Fy, (1.5)
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Si a la fuerza hacia abajo se le asigna un signo positivo, se usa la segunda ley de
Newton para expresar la fuerza debida a la gravedad como

Fp=mg (1.6)

donde g es la constante gravitacional, o la aceleracion debida a la gravedad, que es
aproximadamente igual a 9.8 m/s2.

La resistencia del aire puede expresarse de varias maneras. Una forma sencilla
consiste en suponer que es linealmente proporcional a la velocidad,' y que actia en di-
reccién hacia arriba tal como

Fy=—cv (1.7)

donde ¢ es una constante de proporcionalidad llamada coeficiente de resistencia o
arrastre (kg/s). Asi, cuanto mayor sea la velocidad de caida, mayor ser4 la fuerza hacia
arriba debida a la resistencia del aire. El pardmetro ¢ toma en cuenta las propiedades del
objeto que cae, tales como su forma o la aspereza de su superficie, que afectan la resis-
tencia del aire. En este caso, ¢ podria ser funcién del tipo de traje o de la orientacién
usada por el paracaidista durante la caida libre.

La fuerza total es la diferencia entre las fuerzas hacia abajo y las fuerzas hacia
arriba. Por lo tanto, combinando las ecuaciones (1.4) a (1.7), se obtiene

dv _mg—cv
dt m (1.8)

o simplificando el lado derecho de la igualdad,

dv c

—=g-—v

dt m (1.9)
La ecuacién (1.9) es un modelo que relaciona la aceleracién de un cuerpo que cae con
las fuerzas que actdan sobre €l. Se trata de una ecuacion diferencial porque esta escrita
en términos de la razén de cambio diferencial (dv/df) de la variable que nos interesa
predecir. Sin embargo, en contraste con la solucién de la segunda ley de Newton en la
ecuacion (1.3), 1a solucién exacta de la ecuacion (1.9) para la velocidad del paracaidista
que cae no puede obtenerse mediante simples manipulaciones algebraicas. Siendo ne-
cesario emplear técnicas mds avanzadas, del cdlculo, para obtener una solucién exacta
o analitica. Por ejemplo, si inicialmente el paracaidista estd en reposo (v =0en ¢ = 0),
se utiliza el cdlculo integral para resolver la ecuacién (1.9), asi

v(@) =L (1= ey
c (1.10)

Note que la ecuacion (1.10) es un ejemplo de la forma general de la ecuacién (1.1), don-
de v(?) es la variable dependiente, ¢ es la variable independiente, ¢ y m son pardmetros,
y g es la funcién de fuerza.

'De hecho, la relacion es realmente no lineal y podria ser representada mejor por una relacién con potencias
como F, = —cv?. Al final de este capitulo, investigaremos, en un ejercicio, de qué manera influyen estas no
linealidades en el modelo.
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EJEMPLO 1.1

Solucién analitica del problema del paracaidista que cae

Planteamiento del problema.  Un paracaidista con una masa de 68.1 kg salta de un
globo aerostatico fijo. Aplique la ecuacion (1.10) para calcular la velocidad antes de que
se abra el paracaidas. Considere que el coeficiente de resistencia es igual a 12.5 kg/s.

Solucién. Al sustituir los valores de los pardmetros en la ecuacion (1.10) se obtiene

U(t) — 981(2621) (l _ e—(12.5/68,l)t) — 5339(1_ e—0.18355t)

que sirve para calcular la velocidad del paracaidista a diferentes tiempos, tabulando se
tiene

v, m/s

0.00
16.40
2777
35.64
41.10
44.87
47 .49
53.39

N

8 NO®ORANO| 4

De acuerdo con el modelo, el paracaidista acelera rapidamente (figura 1.3). Se alcanza
una velocidad de 44.87 m/s (100.4 mi/h) después de 10 s. Observe también que, después
de un tiempo suficientemente grande, alcanza una velocidad constante llamada velocidad
terminal o velocidad limite de 53.39 m/s (119.4 mi/h). Esta velocidad es constante por-
que después de un tiempo la fuerza de gravedad estard en equilibrio con la resistencia
del aire. Entonces, la fuerza total es cero y cesa la aceleracion.

A la ecuacién (1.10) se le llama solucion analitica o exacta ya que satisface con
exactitud la ecuacién diferencial original. Por desgracia, hay muchos modelos matema-
ticos que no pueden resolverse con exactitud. En muchos de estos casos, la tnica alter-
nativa consiste en desarrollar una soluciéon numérica que se aproxime a la solucién
exacta.

Como ya se menciono, los métodos numéricos son aquellos en los que se reformula
el problema matematico para lograr resolverlo mediante operaciones aritméticas. Esto
puede ilustrarse para el caso de la segunda ley de Newton, observando que a la razén
de cambio de la velocidad con respecto al tiempo se puede aproximar mediante (figu-
ra 1.4):

dv _Av _ () - ()
dt At -

i+l i

(1.11)

donde Av y At son diferencias en la velocidad y en el tiempo, respectivamente, calculadas
sobre intervalos finitos, v(#,) es la velocidad en el tiempo inicial #;, y v(#;,,) es la veloci-
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Velocidad terminal

40 -

v, m/s
I

FIGURA 1.3

Solucién andlitica al
problema del paracaidista
que cae segin se calcula en
el ejemplo 1.1. la velocidad 0 | I |
aumenta con el tiempo y 0 4 8 12
tiende asintdticamente a una ts

velocidad terminal.

dad algin tiempo mds tarde ¢, , . Observe que dv/dt = Av/At es aproximado porque At
es finito. Recordando los cursos de célculo tenemos que

dv . Av
—=Ilim —
dt  N—0 At

La ecuacién (1.11) representa el proceso inverso.

FIGURA 1.4

Uso de una diferencia finita

para aproximar la primera

derivada de v con respecfo

f.

: T
Pendiente |
verdadera :
dv/dt ,

I
Av o :
I
I
|
Pendiente :
SV g aproximada i
| Av vl q) = v(g) !
! Ar - Gia—§ :
! I
| |
| I
! !
5 li1 t
At
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EJEMPLO 1.2

A la ecuacién (1.11) se le denomina una aproximacioén en diferencia finita dividida
de la derivada en el tiempo #;. Sustituyendo en la ecuacion (1.9), tenemos

t. — (7.
U( ,+1) U(,):g_iv(ti)
L —f m

Esta ecuacion se reordena para obtener
c
()= v(t,.)+|:g—;v(tl)](ti+, —t) (1.12)

Note que el término entre corchetes es el lado derecho de la propia ecuacién diferen-
cial [ecuacion (1.9)]. Es decir, este término nos da un medio para calcular la razén de
cambio o la pendiente de v. Asf, la ecuacion diferencial se ha transformado en una ecua-
cion que puede utilizarse para determinar algebraicamente la velocidad en #,,,, usando
la pendiente y los valores anteriores de v y t. Si se da un valor inicial para la velocidad
en algin tiempo #;, es posible calcular con facilidad la velocidad en un tiempo posterior
t;,1- Este nuevo valor de la velocidad en ¢,,, sirve para calcular la velocidad en ¢,,, y asi
sucesivamente. Es decir, a cualquier tiempo,

valor nuevo = valor anterior + pendiente X tamafio del paso

Observe que esta aproximacion formalmente se conoce como método de Euler.

Solucién numérica al problema de la caida de un paracaidista

Planteamiento del problema. Realice el mismo cdlculo que en el ejemplo 1.1, pero
usando la ecuacién (1.12) para obtener la velocidad. Emplee un tamafio de paso de 2 s
para el célculo.

Solucién. Al empezar con los célculos (; = 0), la velocidad del paracaidista es igual

a cero. Con esta informacién y los valores de los parametros del ejemplo 1.1, se utiliza
la ecuacién (1.12) para calcular la velocidad en ¢, =2 s:

v= 0+[9.8—g(0)]2 =19.60 m/s
68.1

Para el siguiente intervalo (de =2 a 4 s), se repite el cdlculo y se obtiene

v=19.60 + [9.8 - %(19.60)] 2=32.00 m/s

Se continda con los cdlculos de manera similar para obtener los valores siguientes:
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v, m/s

0.00
19.60
32.00
39.85
44.82
10 47.97
12 49.96
o 53.39

©OBENO| ®

Los resultados se muestran graficamente en la figura 1.5, junto con la solucién
exacta. Como se puede ver, el método numérico se aproxima bastante a la solucién exac-
ta. Sin embargo, debido a que se emplean segmentos de rectas para aproximar una
funcién que es una curva continua, hay algunas diferencias entre los dos resultados. Una
forma de reducir estas diferencias consiste en usar un tamafio de paso menor. Por ejem-
plo, si se aplica la ecuacidn (1.12) con intervalos de 1 s, se obtendria un error menor, ya
que los segmentos de recta estarian un poco mds cerca de la verdadera solucién. Con los
calculos manuales, el esfuerzo asociado al usar incrementos cada vez mas pequefios
harfa poco précticas tales soluciones numeéricas. No obstante, con la ayuda de una compu-
tadora personal es posible efectuar facilmente un gran niimero de calculos; por lo tanto,
se puede modelar con mds exactitud la velocidad del paracaidista que cae, sin tener que
resolver la ecuacion diferencial en forma analitica.

Como se vio en el ejemplo anterior, obtener un resultado numérico mas preciso
tiene un costo en términos del niimero de célculos. Cada division a la mitad del tamafio
de paso para lograr mayor precision nos lleva a duplicar el nimero de cdlculos. Como

FIGURA 1.5
Comparacion de las
soluciones numéricas y
analiticas para el problema
del paracaidista que cae.

Velocidad terminal
o limite

|~ Solucion numérica aproximada

v, m/s
I

Solucion analitica, exacta

20

t, s
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1.2

vemos, existe un costo inevitable entre la exactitud y la cantidad de operaciones. Esta
relacién es de gran importancia en los métodos numéricos y constituyen un tema rele-
vante de este libro. En consecuencia, hemos dedicado el epilogo de la parte uno para
ofrecer una introduccién a dicho tipo de relaciones.

LEYES DE CONSERVACION E INGENIERIA

Aparte de la segunda ley de Newton, existen otros principios importantes en ingenieria.
Entre los més importantes estdn las leyes de conservacién. Estas son fundamentales en
una gran variedad de complicados y poderosos modelos matematicos, las leyes de la
conservacion en la ciencia y en la ingenieria conceptualmente son féciles de entender.
Puesto que se pueden reducir a

Cambio = incremento — decremento (1.13)

Este es precisamente el formato que empleamos al usar la segunda ley de Newton para
desarrollar un equilibrio de fuerzas en la caida del paracaidista [ecuacidn (1.8)].

Pese a su sencillez, la ecuacion (1.13) representa una de las maneras fundamentales
en que las leyes de conservacion se emplean en ingenieria —esto es, predecir cambios
con respecto al tiempo—. Nosotros le daremos a la ecuacion (1.13) el nombre especial
de célculo de variable-tiempo (o transitorio).

Ademéds de la prediccion de cambios, las leyes de la conservacion se aplican también
en casos en los que no existe cambio. Si el cambio es cero, la ecuacion (1.3) serd

Cambio = 0 = incremento — decremento
o bien,
Incremento = decremento (1.14)

Asf, si no ocurre cambio alguno, el incremento y el decremento deberan estar en equi-
librio. Este caso, al que también se le da una denominacion especial —calculo en esta-
do estacionario—, tiene diversas aplicaciones en ingenieria. Por ejemplo, para el flujo

FIGURA 1.6

Equilibrio del flujo de un
fluido incompresible en
estado estacionario a fravés
de tuberias.

Tuberia 2
Flujo de entrada = 80

i

Tuberia 1 Tuberia 4
Flujo de entrada = 100 - -t Flujo de salida = ?

¥

Tuberia 3
Flujo de salida = 120
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de un fluido incompresible en estado estacionario a través de tuberfas, el flujo de entra-
da debe estar en equilibrio con el flujo de salida, esto es

Flujo de entrada = flujo de salida

Para la unién de tuberias de la figura 1.6, esta ecuacién de equilibrio se utiliza para
calcular el flujo de salida de la cuarta tuberia, que debe ser de 60.

Parala caida del paracaidista, las condiciones del estado estacionario deberian corres-
ponder al caso en que la fuerza total fuera igual a cero o [ecuacion (1.8) con dv/dt = 0]

mg = cv (1.15)

Ast, en el estado estacionario, las fuerzas hacia abajo y hacia arriba estdn equilibradas,
y en la ecuacién (1.15) puede encontrarse la velocidad terminal.
mg

c

Aunque las ecuaciones (1.13) y (1.14) pueden parecer triviales, éstas determinan las
dos maneras fundamentales en que las leyes de la conservacion se emplean en ingenie-
ria. Como tales, en los capitulos siguientes serdn parte importante de nuestros esfuerzos
por mostrar la relacion entre los métodos numéricos y la ingenieria. Nuestro primer
medio para establecer tal relacidn son las aplicaciones a la ingenieria que aparecen al
final de cada parte del libro.

Enlatabla 1.1 se resumen algunos de los modelos sencillos de ingenieria y las leyes
de conservacién correspondientes, que constituirdn la base de muchas de las aplicaciones
a la ingenieria. La mayoria de aplicaciones de ingenieria quimica hardn énfasis en el
balance de masa para el estudio de los reactores. El balance de masa es una consecuen-
cia de la conservacién de la masa. Este especifica que, el cambio de masa de un com-
puesto quimico en un reactor, depende de la cantidad de masa que entra menos la
cantidad de masa que sale.

Las aplicaciones en ingenieria civil y mecanica se enfocan al desarrollo de modelos
a partir de la conservacién del momentum. En la ingenieria civil se utilizan fuerzas en
equilibrio para el andlisis de estructuras como las armaduras sencillas de la tabla. El
mismo principio se aplica en ingenieria mecanica, con la finalidad de analizar el movi-
miento transitorio hacia arriba o hacia abajo, o las vibraciones de un automdvil.

Por ultimo, las aplicaciones en ingenieria eléctrica emplean tanto balances de co-
rriente como de energia para modelar circuitos eléctricos. El balance de corriente, que
resulta de la conservacion de carga, es similar al balance del flujo representado en la
figura 1.6. Asi como el flujo debe equilibrarse en las uniones de tuberias, la corriente
eléctrica debe estar balanceada o en equilibrio en las uniones de alambres eléctricos. El
balance de energia especifica que la suma algebraica de los cambios de voltaje alrededor
de cualquier malla de un circuito debe ser igual a cero. Las aplicaciones en ingenieria se
proponen para ilustrar cémo se emplean actualmente los métodos numéricos en la solu-
cién de problemas en ingenieria. Estas aplicaciones nos permitirdn examinar la solucién
a los problemas practicos (tabla 1.2) que surgen en el mundo real. Establecer la relacion
entre las técnicas matemadticas como los métodos numéricos y la practica de la ingenieria
es un paso decisivo para mostrar su verdadero potencial. Examinar de manera cuidado-
sa las aplicaciones a la ingenieria nos ayudard a establecer esta relacion.
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TABLA 1.1 Dispositivos y tipos de balances que se usan cominmente en las cuatro grandes dreas de la ingenieria.
En cada caso se especifica la ley de conservacién en que se fundamenta el balance.

Campo Dispositivo Principio aplicado Expresion matematica
Ingenieria Conservacion Balance de la masa:
quimica

de la masa Entrada )Cjc» Salida

En un periodo
l Amasa = entradas - salidas

Ingenieria civil Conservacion del Equilibrio de fuerzas:

momentum +Fy,
Estructura T

En cada nodo
3, fuerzas horizontales (F,) =0
3, fuerzas verticales (F,) = 0

Ingenieria Conservacion del Equilibrio de fuerzas:

mecanica o\ Méauina momentum Fuerza hacia arriba
174 17 4 ‘I’ x=0

Fuerza hacia abajo

2
m Z—t)z( = Fuerza hacia abajo - fuerza hacia arriba
Ingenieria Conservacion Balance de corriente:
eléctrica de la carga i, —@— —iy
+ En cada nodo T
3 corriente (i) = 0
- +iy
Circuito
Conservacion Balance de voltaje: i1R,
de la energia
iZRZ g
i3R3

Alrededor de cada malla
3 fems - X caida de potencial en los resistores = 0
Y¢-3iR=0
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TABLA 1.2 Algunos aspectos prdcticos que se investigaran en las aplicaciones

a la ingenieria al final de cada parte del libro.

. No lineal conra lineal. Mucho de la ingenieria clésica depende de la linealizacion que permite

soluciones analiticas. Aunque esfo es con frecuencia apropiado, puede lograrse una mejor
comprension cuando se revisan los problemas no lineales.

. Grandes sistemas conira pequeiios. Sin una computadora, no siempre es posible examinar sistemas

en que intervienen mas de tres componentes. Con las computadoras y los métodos numéricos, se
pueden examinar en forma mas realista sistemas multicomponentes.

. No ideal contra ideal. En ingenieria abundan las leyes idealizadas. A menudo, hay alternativas no

idealizadas que son més realistas pero que demandan muchos cdlculos. La aproximacion numérica
llega a facilitar la aplicacion de esas relaciones no ideales.

. Andlisis de sensibilidad. Debido a que esfén involucrados, muchos célculos manuales requieren

una gran cantidad de tiempo y esfuerzo para su correcta realizacién. Esto algunas veces desalienta
al analista cuando realiza los multiples calculos que son necesarios al examinar cémo responde

un sistema en diferentes condiciones. Tal andlisis de sensibilidad se facilita cuando los métodos
numéricos permifen que la computadora asuma la carga de céleulo.

. Disefo. Determinar el comportamiento de un sistema en funcién de sus parémetros es a menudo una

proposicion sencilla. Por lo comin, es mas dificil resolver el problema inverso; es decir, deferminar
los parémetros cuando se especifica el comportamiento requerido. Entonces, los méfodos numéricos
y las computadoras permiten realizar esta tarea de manera eficiente.

PROBLEMAS

1.1 Aproximadamente, 60% del peso total del cuerpo correspon-
de al agua. Si se supone que es posible separarla en seis regiones,
los porcentajes serfan los que siguen. Al plasma corresponde
4.5% del peso corporal y 7.5% del total del agua en el cuerpo.
Los tejidos conectivos densos y los cartilagos ocupan 4.5% del
peso total del cuerpo y 7.5% del total de agua. La linfa intersticial
equivale a 12% del peso del cuerpo y 20% del total de agua en
éste. El agua inaccesible en los huesos es aproximadamente 7.5%
del total de agua corporal y 4.5% del peso del cuerpo. Si el agua
intracelular equivale a 33% del peso total del cuerpo y el agua
transcelular ocupa 2.5% del total de agua en el cuerpo, ;qué
porcentaje del peso total corporal debe corresponder al agua
transcelular, y qué porcentaje del total de agua del cuerpo debe
ser el del agua intracelular?

1.2 Un grupo de 30 estudiantes asiste a clase en un salén que
mide 10 m por 8 m por 3 m. Cada estudiante ocupa alrededor de
0.075 m? y genera cerca de 80 W de calor (1 W =1 J/s). Calcule
el incremento de la temperatura del aire durante los primeros 15
minutos de la clase, si el salén estd sellado y aislado por com-
pleto. Suponga que la capacidad calorifica del aire, C,, es de
0.718 kJ/(kg K). Suponga que el aire es un gas ideal a 20° C 'y
101.325 kPa. Obsérvese que el calor absorbido por el aire Q estd
relacionado con la masa de aire m, la capacidad calorifica, y el
cambio en la temperatura, por medio de la relacion siguiente:

T
0= m.[ C.dT =mC,(T,~T)
T

La masa del aire se obtiene de la ley del gas ideal:

pv=—"_RT
Mwt

donde P es la presion del gas, V es el volumen de éste, Mwt es
el peso molecular del gas (para el aire, 28.97 kg/kmol), y R es la
constante del gas ideal [8.314 kPa m?/(kmol K)].

1.3 Se dispone de la informacién siguiente de una cuenta ban-
caria:

Fecha Depositos Retiros Balance
5/1 1512.33
220.13 327.26
6/1
216.80 378.61
7/1
450.25 106.80
8/1
127.31 350.61
9/1

Utilice la conservacion del efectivo para calcular el balance al
6/1,7/1, 8/1 y 9/1. Demuestre cada paso del célculo. ;Este cdlcu-
lo es de estado estacionario o transitorio?

1.4 La tasa de flujo volumétrico a través de un tubo estd dado
por la ecuacién Q = vA, donde v es la velocidad promedio y A
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01 ont = 40 MP/s =l —> 0, =20m%s

V3sa1 =6 m/s
Ag=7

Figura P1.4

es el area de la seccion transversal. Utilice la continuidad volu-
métrica para resolver cudl es el drea requerida en el tubo 3.

1.5 En la figura P1.5 se ilustran formas distintas en las que un
hombre promedio gana o pierde agua durante el dia. Se ingiere
un litro en forma de comida, y el cuerpo produce en forma me-
tabdlica 0.3 L. Al respirar aire, el intercambio es de 0.05 L al
inhalar, y 0.4 L al exhalar, durante el periodo de un dfa. El cuer-
po también pierde 0.2, 1.4, 0.2 y 0.35 L a través del sudor, la
orina, las heces y por la piel, respectivamente. Con objeto de
mantener la condicién de estado estacionario, jcudnta agua debe
tomarse por dia?

Piel

Orina | ‘ [Heces

— Aire

Comida —
CUERPO

()

Metabolismo

Bebida — — Sudor

Figura P1.5

1.6 Para el paracaidista en caida libre con arrastre lineal, supon-
ga un primer saltador de 70 kg con coeficiente de arrastre de
12 kg/s. Si un segundo saltador tiene un coeficiente de arrastre
de 15 kg/s y una masa de 75 kg, ;cudnto tiempo le tomard alcan-
zar la misma velocidad que el primero adquiera en 10 s?

1.7 Utilice el cdlculo para resolver la ecuacién (1.9) para el caso
en que la velocidad inicial, v(0) es diferente de cero.

1.8 Repita el ejemplo 1.2. Calcule la velocidad en ¢ = 10 s, con
un tamafio de paso de a) 1y b) 0.5 s. ;Puede usted establecer
alguin enunciado en relacién con los errores de cdlculo con base
en los resultados?

1.9 En vez de la relacion lineal de la ecuacién (1.7), elija mode-
lar la fuerza hacia arriba sobre el paracaidista como una relacién
de segundo orden,

Fy=-c"v?

donde ¢’ = un coeficiente de arrastre de segundo orden (kg/m).

a) Con el empleo del célculo, obtenga la solucién de forma
cerrada para el caso en que al inicio el saltador se encuentra
en reposo (v=0ent=0).

b) Repita el calculo numérico en el ejemplo 1.2 con los mismos
valores de condicién inicial y de pardmetros. Utilice un valor
de 0.225 kg/m para ¢’.

1.10 Calcule la velocidad de un paracaidista en caida libre con
el empleo del método de Euler para el caso en que m = 80 kg y
¢ =10kg/s. Lleve a cabo el cdlculo desde ¢ = 0 hasta # =20 s con
un tamaifo de paso de 1 s. Use una condicién inicial en que el
paracaidista tiene una velocidad hacia arriba de 20 m/s en 7 = 0.
Suponga que el paracaidas se abre instantdneamente en r = 10s,
de modo que el coeficiente de arrastre sube a 50 kg/s.
1.11 En el ejemplo del paracaidista en caida libre, se supuso que
la aceleracién debida a la gravedad era un valor constante de
9.8 m/s?. Aunque ésta es una buena aproximacion cuando se estu-
dian objetos en caida cerca de la superficie de la tierra, la fuerza
gravitacional disminuye conforme se acerca al nivel del mar. Una
representacion mds general basada en la ley de Newton del inver-
so del cuadrado de la atraccién gravitacional, se escribe como

2

g(x)=g(0) (R+x)
donde g(x) = aceleracion gravitacional a una altitud x (en m)
medida hacia arriba a partir de la superficie terrestre (m/s?), g(0) =
aceleracion gravitacional en la superficie terrestre (= 9.8 m/s?),
y R =el radio de la tierra (= 6.37 x 10° m).

a) En forma similar en que se obtuvo la ecuacién (1.9), use
un balance de fuerzas para obtener una ecuacion diferencial
para la velocidad como funcién del tiempo que utilice esta
representacién mas completa de la gravitacion. Sin embargo,
para esta obtencion, suponga como positiva la velocidad
hacia arriba.

b) Parael caso en que el arrastre es despreciable, utilice laregla
de la cadena para expresar la ecuacién diferencial como
funcién de la altitud en lugar del tiempo. Recuerde que la
regla de la cadena es

dv _dvdx

dr dx dr

¢) Use el cdlculo para obtener la forma cerrada de la solucién
donde v=v,en=0.

d) Emplee el método de Euler para obtener la solucién numé-
rica desde x = 0 hasta 100000 m, con el uso de un paso de

www.FreelLibros.me



24

MODELOS MATEMATICOS Y SOLUCION DE PROBLEMAS EN INGENIERIA

10000 m, donde la velocidad inicial es de 1400 m/s hacia
arriba. Compare su resultado con la solucién analitica.

1.12 La cantidad de un contaminante radiactivo distribuido
uniformemente que se encuentra contenido en un reactor cerrado,
se mide por su concentracion ¢ (becquerel/litro, o Bq/L). El con-
taminante disminuye con una tasa de decaimiento proporcional
a su concentracion, es decir:

tasa de decaimiento = —kc

donde k es una constante con unidades de dia~!. Entonces, de
acuerdo con la ecuacién (1.13), puede escribirse un balance
de masa para el reactor, asi:

dc

— = — ke
dt

( cambio | _ ( disminucién
de la masa por decaimiento

a) Use el método de Euler para resolver esta ecuacion desde
t=0hasta 1 d, con k=0.2 d"!. Emplee un tamafio de paso
de Ar=0.1. La concentracién en ¢ = 0 es de 10 Bq/L.

b) Grafique la solucién en papel semilogaritmico (p.ej., In ¢ ver-
sus t) y determine la pendiente. Interprete sus resultados.

1.13 Un tanque de almacenamiento contiene un liquido con
profundidad y, donde y = 0 cuando el tanque estd lleno a la mitad.
El liquido se extrae con una tasa de flujo constante Q a fin de
satisfacer las demandas. Se suministra el contenido a una tasa
senoidal de 3Q sen’(f).

Figura P1.13

Para este sistema, la ecuacién (1.13) puede escribirse como

A
a4y =30 sen’t—Q
dx
(gilgl(?lﬁ)n?gn) = (flujo de entrada) — (flujo de salida)

o bien, como el drea de la superficie A es constante

& = 32 sen’t — Q

dx A A
Emplee el método de Euler para resolver cudl seria la profundi-
dad y, desde ¢ = 0 hasta 10 d, con un tamaiio de paso de 0.5 d.
Los valores de los pardmetros son A = 1200 m? y Q = 500 m%/d.
Suponga que la condicién inicial es y = 0.
1.14 Para el mismo tanque de almacenamiento que se describe
en el problema 1.13, suponga que el flujo de salida no es cons-
tante sino que la tasa depende de la profundidad. Para este caso,
la ecuacién diferencial para la profundidad puede escribirse
como

il = 3Q sen’s — od+y” »”

dx A A
Use el método de Euler para resolver cudl seria la profundidad
y, desde t = 0 hasta 10 d, con un tamafio de paso de 0.5 d.
Los valores de los parametros son A = 1200 m?, Q = 500 m%/d,
y a = 300. Suponga que la condicién inicial es y = 0.
1.15 Suponga que una gota esférica de liquido se evapora a una
tasa proporcional al 4rea de su superficie.

A

dt
donde V = volumen (mm?), 7 = tiempo (h), k = la tasa de evapo-
racién (mm/h), y A = drea superficial (mm?). Emplee el método
de Euler para calcular el volumen de la gota desde ¢ = 0 hasta 10
min usando un tamafio de paso de 0.25 min. Suponga que k=0.1
mm/min, y que al inicio la gota tiene un radio de 3 mm. Evalde
la validez de sus resultados por medio de determinar el radio de
su volumen final calculado y la verificacién de que es consisten-
te con la tasa de evaporacion.
1.16 Laley de Newton del enfriamiento establece que la tempe-
ratura de un cuerpo cambia con una tasa que es proporcional a
la diferencia de su temperatura y la del medio que lo rodea (tem-
peratura ambiente).

dTr

=TT
donde T = temperatura del cuerpo (°C), ¢ = tiempo (min), k =
constante de proporcionalidad (por minuto), y 7, = temperatu-
ra del ambiente (°C). Suponga que una tasa de caf€ tiene origi-
nalmente una temperatura de 68°C. Emplee el método de Euler
para calcular la temperatura desde ¢ = 0 hasta 10 min, usando
un tamafio de paso de 1 min, si 7, =21°C y k= 0.017/min.
1.17 Las células cancerosas crecen en forma exponencial con
un tiempo de duplicacién de 20 h cuando tienen una fuente ili-
mitada de nutrientes. Sin embargo, conforme las células comien-
zan a formar un tumor de forma esférica sin abasto de sangre, el
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crecimiento en el centro del tumor queda limitado, y eventual-
mente las células empiezan a morir.

a)

b)

©)

El crecimiento exponencial del nimero de células N puede
expresarse como se indica, donde u es la tasa de crecimiento
de las células. Encuentre el valor de u para las células can-
cerosas.

Ny
dt
Construya una ecuacién que describa la tasa de cambio del
volumen del tumor durante el crecimiento exponencial,
dado que el didmetro de una célula individual es de 20

micras.

Una vez que un tipo particular de tumor excede las 500
micras de diametro, las células del centro del tumor se
mueren (pero contindan ocupando espacio en el tumor).
Determine cudnto tiempo tomard que el tumor exceda ese
tamafio critico.

1.18 Se bombea un fluido por la red que se ilustra en la figura
P1.18.Si 0, =0.6, 0;=0.4, 0; =0.2 y Qg = 0.3 m*/s, determine
los otros flujos.

— — —
— — —

04 O3 Os

010
il < ot
<

Figura P1.18
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CAPITULO 2

Programacién y software

En el capitulo anterior, desarrollamos un modelo matemadtico a partir de la fuerza total
para predecir la velocidad de caida de un paracaidista. Este modelo tenia la forma de
una ecuacion diferencial,

También vimos que se obtenia una solucién de esta ecuacién utilizando un método nu-
mérico simple, llamado método de Euler,

— i

Vi =V, + & At

Dada una condicién inicial, se emplea esta ecuacion repetidamente para calcular la
velocidad como una funcién del tiempo. Sin embargo, para obtener una buena precision
seria necesario desarrollar muchos pasos pequefios. Hacerlo a mano seria muy laborio-
so y tomarfa mucho tiempo; pero, con la ayuda de las computadoras tales calculos
pueden realizarse facilmente.

Por ende, nuestro siguiente objetivo consiste en observar como se hace esto. En el
presente capitulo daremos una introduccién al uso de la computadora como una herra-
mienta para obtener soluciones de este tipo.

PAQUETES Y PROGRAMACION

En la actualidad existen dos tipos de usuarios de software. Por un lado estan aquellos
que toman lo que se les da. Es decir, quienes se limitan a las capacidades que encuentran
en el modo estandar de operacién del software existente. Por ejemplo, resulta muy sen-
cillo resolver un sistema de ecuaciones lineales o generar una grafica con valores x-y
con Excel o con MATLAB. Como este modo de operacién por lo comtn requiere un
minimo esfuerzo, muchos de los usuarios adoptan este modo de operacién. Ademas,
como los disefiadores de estos paquetes se anticipan a la mayoria de las necesidades ti-
picas de los usuarios, muchos de los problemas pueden resolverse de esta manera.

Pero, ;qué pasa cuando se presentan problemas que estdn mds alld de las capacida-
des estandar de dichas herramientas? Por desgracia, decir “Lo siento jefe, pero no lo sé
hacer” no es algo aceptado en la mayoria de los circulos de la ingenieria. En tales casos
usted tiene dos alternativas.

La primera seria buscar otro paquete y ver si sirve para resolver el problema. Esta
es una de las razones por las que quisimos usar tanto Excel como MATLAB en este
libro. Como veremos, ninguno de los dos abarca todo y cada uno tiene sus ventajas.
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Sabiendo usar ambos, se amplia de forma notable el rango de problemas que pueden
resolverse.

La segunda seria que es posible volverse un “potente usuario” si se aprende a escri-
bir macros en Excel VBA! o archivos M (M-files) en MATLAB. ;Y qué son tales cues-
tiones? No son mds que programas computacionales que permiten ampliar la capacidad
de estas herramientas. Como los ingenieros nunca se sentirdn satisfechos al verse limi-
tados por las herramientas, hardn todo lo que sea necesario para resolver sus problemas.
Una buena manera de lograrlo consiste en aprender a escribir programas en los ambien-
tes de Excel y MATLAB. Ademads, las habilidades necesarias para crear macros o ar-
chivos M (M-files) son las mismas que se necesitan para desarrollar efectivamente
programas en lenguajes como Fortran 90 o C.

El objetivo principal del capitulo es ensefiarle como se hace esto. Sin embargo,
supondremos que usted ya ha tenido contacto con los rudimentos de la programacion y,
por tal razén, destacaremos las facetas de la programacion que afectan directamente su
uso en la solucién de problemas en ingenieria.

2.1.1 Programas computacionales

Los programas computacionales son inicamente conjuntos de instrucciones que dirigen
ala computadora para realizar una cierta tarea. Hay mucha gente que escribe programas
para un amplio rango de aplicaciones en los lenguajes de alto nivel, como Fortran 90 o
C, porque tienen una gran variedad de capacidades. Aunque habra algunos ingenieros
que usardn toda la amplia gama de capacidades, la mayoria sélo necesitara realizar los
calculos numéricos orientados a la ingenierfa.

Visto desde esta perspectiva, reducimos toda esa complejidad a unos cuantos topicos
de programacion, que son:

e Representacién de informacién sencilla (declaracién de constantes, variables y ti-
pos)

*  Representacién de informacién mds compleja (estructuras de datos, arreglos y re-
gistros)

e Férmulas matemadticas (asignacion, reglas de prioridad y funciones intrinsecas)

e Entrada/Salida

e Representacion légica (secuencia, seleccidn y repeticion)

e Programacién modular (funciones y subrutinas)

Como suponemos que el lector ya ha tenido algtn contacto con la programacion,
no dedicaremos mucho tiempo en las cuatro primeras dreas. En lugar de ello, las pre-
sentamos como una lista para que el lector verifique lo que necesitara saber para desa-
rrollar los programas que siguen.

No obstante, si dedicaremos algun tiempo a los dos tltimos topicos. Destacaremos
la representacion 16gica porque es el drea que mds influye en la coherencia y la compren-
si6én de un algoritmo. Trataremos la programacién modular porque también contribuye
de manera importante en la organizacién de un programa. Ademads, los médulos son un
medio para almacenar algoritmos utilizados frecuentemente en un formato adecuado
para aplicaciones subsecuentes.

"'VBA son las siglas de Visual Basic for Applications.
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2.2

PROGRAMACION ESTRUCTURADA

En los comienzos de la computacion, los programadores no daban mucha importancia
a que sus programas fueran claros y faciles de entender. Sin embargo, hoy se reconoce
que escribir programas organizados y bien estructurados tiene muchas ventajas. Ademds
de las ventajas obvias de tener un software mds accesible para compartirlo, también
ayuda a generar programas mucho mads eficientes. Es decir, algoritmos bien estructura-
dos, que son invariablemente mucho mads faciles de depurar y de probar, lo que resulta
en programas que toman menos tiempo desarrollar, probar y actualizar.

Los cientificos de la computacién han estudiado sistematicamente los factores y los
procedimientos necesarios para desarrollar software de alta calidad de este tipo. En
esencia la programacion estructurada es un conjunto de reglas que desarrollan en el
programador los habitos para lograr un buen estilo. Aunque la programacion estructu-
rada es bastante flexible para permitir considerable creatividad y expresion personal, sus
reglas imponen suficientes restricciones para hacer que los programas resultantes sean
muy superiores a sus versiones no estructuradas. En particular, el producto terminado
es mucho mds elegante y facil de entender.

La idea clave detras de la programacion estructurada es que cualquier algoritmo
numeérico requiere tan s6lo de tres estructuras de control fundamentales: secuencia, se-
leccién y repeticion. Limitdndonos a dichas estructuras el programa resultante sera claro
y facil de seguir.

En los pérrafos siguientes describiremos cada una de estas estructuras. Para man-
tener esta descripcidn de una manera general usaremos diagramas de flujo y seudocé-
digo. Un diagrama de flujo es una representacion visual o grédfica de un algoritmo. Un
diagrama de flujo emplea una serie de cajas o bloques y flechas, cada una de las cuales
representa un determinado paso u operacién del algoritmo (figura 2.1). Las flechas re-
presentan el orden en el que se realizardn las operaciones.

No todas las personas relacionadas con la computacién estan de acuerdo en que los
diagramas de flujo sean una buena opcién. Incluso, algunos programadores experimen-
tados no usan los diagramas de flujo. Sin embargo, nosotros pensamos que existen tres
buenas razones para estudiarlos. La primera es que sirven para expresar y comunicar
algoritmos. La segunda es que aunque no se empleen de manera rutinaria, algunas veces
resultardn ttiles para planear, aclarar o comunicar la l6gica del propio programa o del
de otra persona. Por tltimo, que es lo mds importante para nuestros objetivos, son exce-
lentes herramientas didacticas. Desde el punto de vista de la ensefianza, son los medios
ideales para visualizar algunas de las estructuras de control fundamentales que se em-
plean en la programacion.

Otra manera de expresar algoritmos, y que constituye un puente de unién entre los
diagramas de flujo y el c6digo de la computadora, es el seudocddigo. En esta técnica se
utilizan expresiones semejantes a las del c6digo, en lugar de los simbolos graficos del
diagrama de flujo. En esta obra, para el seudoc6digo hemos adoptado algunas conven-
ciones de estilo. Escribiremos con maytsculas las palabras clave como IF, DO, INPUT,
etc., mientras que las condiciones, pasos del proceso y tareas irdn en mindsculas. Ademas,
los pasos del proceso se escribirdn en forma indentada. De esta manera las palabras
clave forman un “sandwich” alrededor de los pasos para definir visualmente lo que
abarca cada estructura de control.
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SiMBOLO NOMBRE FUNCION

(:) Terminal Representa el inicio o el final de un programa.

,l\ f Lineas de flujo Representan el flujo de la logica. Los arcos en la flecha horizontal indican
que ésta pasa sobre las lineas de flujo verticales y no se conecta con ellas.

Proceso Representa célculos o manipulacién de datos.
D Entrada/Salida Representa entrada o salida de datos e informacion.
<> Decision Representa una comparacion, una pregunta o una decision que determina
los caminos alternativos a seguir.
O Unién Representa la confluencia de lineas de flujo.
Conexion de fin Representa una interrupcién que continta en otra pdagina.
de pagina
<:| Ciclo de cuenta Se usa para ciclos que repiten un numero predeterminado de iteraciones.

controlada

FIGURA 2.1

Simbolos usados en los diagramas de flujo.

Una ventaja del seudocédigo es que con €l resulta mas facil desarrollar un programa
que con el diagrama de flujo. El seudocédigo es también mas facil de modificar y de
compartir con los demds. No obstante, los diagramas de flujo, debido a su forma grafi-
ca, resultan a veces mds adecuados para visualizar algoritmos complejos. Nosotros
emplearemos diagramas de flujo con fines didécticos, y el seudocddigo serd el principal
medio que usaremos para comunicar algoritmos relacionados con métodos numéricos.

2.2.1 Representacion logica

Secuencia. La estructura secuencial expresa la trivial idea de que, a menos que se
indique otra cosa, el c6digo debe realizarse instruccioén por instrucciéon. Como en la fi-
gura 2.2, la estructura se puede expresar de manera general como un diagrama de flujo
0 como un seudocddigo.

Seleccién.  En contraste con el paso por paso de la estructura secuencial, la seleccién nos
ofrece un medio de dividir el flujo del programa en ramas considerando el resultado de
una condicién 16gica. La figura 2.3 muestra las dos principales maneras de hacer esto.

La decisién ante una sola alternativa, o estructura /F/THEN (figura 2.3a), nos per-
mite una desviacién en el flujo del programa si una condicién légica es verdadera. Si
esta condicién es falsa no ocurre nada y el programa continda con la indicacién que se
encuentra después del ENDIF. La decision ante dos alternativas, o estructura [F/THEN/
ELSE (figura 2.3b), se comporta de la misma manera si la condicién es verdadera; sin
embargo, si la condicidn es falsa, el programa realiza las instrucciones entre el ELSE y
el ENDIF.
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Instruccion,
Instruccién, Instruccion,
; Instruccién,
Instrucciodng
Instruccion, Instruccion,
FIGURA 2.2 Instrucciodn,

a) Diagrama de flujo y
b} seudocéddigo para la
estructura secuencial.

a) Diagrama de flujo  b) Seudocédigo

Aunque las estructuras IF/THEN e IF/THEN/ELSE son suficientes para construir cual-
quier algoritmo numérico, por lo comtin también se usan otras dos variantes. Suponga que el
ELSE de un IF/THEN/ELSE contiene otro IF/THEN. En tales casos el ELSE y el IF se pue-
den combinar en la estructura [F/THEN/ELSEIF que se muestra en la figura 2.4a.

FIGURA 2.3

Diagrama de flujo v seudo-
cédigo para estructuras de
seleccion simple.

a) Seleccién con una alter-
nativa (IF/THEN) y b) se-
lecciéon con dos alternativas

(IF/THEN/ELSE).

Diagrama de flujo Seudocddigo

Verdadero

Condicion

IF condicion THEN
Bloque verdadero

Bloque ENDIF
verdadero

A 4

a) Estructura (IF/THEN) para una sola alternativa

IF condicion THEN
Bloque verdadero

ELSE
Bloque Bloque Bloque falso
falso verdadero ENDIF

b) Estructura (IF/THEN/ELSE) para dos alternativas
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Diagrama de flujo Seudocodigo

IF condicidén; THEN
Bloque;

ELSEIF condicion,
Bloque,

ELSEIF condicidns
Bloques

ELSE
Bloque,

ENDIF

a) Estructura con multiples alternativas (IF/THEN/ELSEIF)

SELECT CASE Expresion de prueba
CASE Valor,
Bloque;
CASE Valor,
Bloque,

Expresion
de prueba

Valor,

CASE Valor;
Bloques

Valor, Valor, Otro

Bloque,

BquUez Bl(j)que3 B|oque4 CASE ELSE

Bl
| | | T CELEET

FIGURA 2.4

b) Estructura CASE (SELECCIONA o DESVIA)

Diagrama de flujo y seudocédigo para construcciones de seleccion o ramificacion.
a) Seleccion de mltiples alternativas (IF/THEN/ELSEIF) v b) Construccion CASE.

Observe que en la figura 2.4a hay una cadena o “cascada” de decisiones. La prime-
ra es una instruccién IF y cada una de las decisiones sucesivas es un ELSEIF. Siguiendo
la cadena hacia abajo, la primera condicién que resulte verdadera ocasionard una des-
viacién a su correspondiente bloque de c6digo, seguida por la salida de la estructura. Al
final de la cadena de condiciones, si todas las condiciones resultaron falsas, se puede
adicionar un bloque ELSE opcional.
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La estructura CASE es una variante de este tipo de toma de decisiones (figura 2.4b).
En lugar de probar condiciones individuales, las ramificaciones dependen del valor de
una sola expresion de prueba. Segin sea su valor, se presentardn diferentes bloques
de cédigo. Ademds, si la expresion no toma ninguno de los valores previstos, se puede
proponer un bloque opcional (CASE ELSE).

Repeticion.  La repeticién nos proporciona una manera de llevar a cabo instrucciones
repetidamente. Las estructuras resultantes, llamadas loops o ciclos, se presentan en dos
formas distintas que se diferencian por la manera en que terminan.

El primer tipo, y el fundamental, es el llamado loop de decision debido a que ter-
mina basdndose en el resultado de una condicién logica. La figura 2.5 muestra el tipo
general de loop de decision, la construccion DOEXIT, también llamada loop de inte-
rrupcion (break loop). Esta estructura realiza repeticiones hasta que una condicion 16-
gica resulte verdadera.

En esta estructura no es necesario tener dos bloques. Cuando se omite el primer
bloque, a la estructura se le suele llamar loop de preprueba porque la prueba logica se
realiza antes de que ocurra algo. Si se omite el segundo bloque, se le llama loop pos-
prueba. Al caso general, en el que se incluyen los dos bloques, se le llama loop de
prueba intermadia (midtest).

Hay que hacer notar que el loop DOEXIT fue introducido en Fortran 90 para tratar
de simplificar los loops de decision. Esta estructura de control es parte estandar del
lenguaje VBA de macros en Excel; pero no forma parte estindar de C o de MATLAB,
que usan la estructura llamada WHILE. Como nosotros consideramos superior a la
estructura DOEXIT, la hemos adoptado en este libro como la estructura de loop de
decision. Para que nuestros algoritmos se realicen tanto en MATLAB como en Excel,
mostraremos mds adelante, en este capitulo (véase la seccion 2.5), cdmo simular el loop
de interrupcién usando la estructura WHILE.

FIGURA 2.5
Loop DOEXIT

o de interrupcion.

Diagrama de flujo Seudocodigo
i
Bloque, DO
Bloque;
IF condicion EXIT
Bloque,
DDO

= Bloque,
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FIGURA 2.6
Construccién controlada
por conteo o consfruccion

DOFOR.

Diagrama de flujo Seudocoddigo
Verdadero . i = inicio|
i>fin
? i =i+ incr.
y o renen DOFOR i = inicio, fin, incremento
Falso ENDDO
y
Bloque
|

EJEMPLO 2.1

Al loop de interrupcién que se presenta en la figura 2.5 se le llama loop l6gico
porque termina a causa de una condicién 16gica. Por otro lado, se tiene el loop contro-
lado por contador o loop DOFOR (figura 2.6) que realiza un nimero determinado de
repeticiones o iteraciones.

El loop controlado por contador funciona como sigue. El indice (representado por
i en la figura 2.6) es una variable a la que se le da un valor inicial. El programa prueba
si el indice es menor o igual al valor final, fin. Si es asi, entonces ejecuta el cuerpo del
loop y vuelve al DO. Cada vez que encuentra el ENDDO el indice se incrementa auto-
maticamente con el valor definido por el incremento. De manera que el indice actia
como un contador. Cuando el indice es mayor que el valor final (fin), la computadora
sale automaticamente del loop y transfiere el control a la linea que sigue después del
ENDDO. Observe que casi en todos los lenguajes de programacion, incluyendo Excel y
MATLAB, si se omite el incremento, la computadora supone que éste es igual a 1.2

Los algoritmos numéricos que se describen en las paginas siguientes se desarrolla-
ran usando dnicamente las estructuras presentadas en las figuras 2.2 a 2.6. El ejemplo
siguiente presenta el método bdsico para desarrollar un algoritmo que determine las
raices de la ecuacidén cuadritica.

Algoritmo para las raices de la ecuacién cuadrética

Planteamiento del problema.  Las raices de una ecuacion cuadratica
ax*+bx+c¢=0

se determinan mediante la formula cuadratica,

X -bt \|b? = 4ac|
X, 2a

2.1)

% Se puede usar incremento (decremento) negativo, en cuyo caso el loop termina cuando el indice es menor
que el valor final.
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Desarrolle un algoritmo que haga lo siguiente:

Paso 1: Pida al usuario los coeficientes a, by c.

Paso 2: Realice las operaciones de la férmula cuadrética previendo todas las eventualidades
(como, por ejemplo, evitar la divisién enfre cero y permitir raices complejas).

Paso 3: Dé la solucién, es decir, los valores de x.

Paso 4: Dé al usuario la opcién de volver al paso 1y repetir el proceso.

Solucién.  Para desarrollar el algoritmo usaremos un método que va de lo general a lo
particular (método fop-down). Esto es, iremos refinando cada vez més el algoritmo en
lugar de detallar todo a la primera vez.

Para esto, supongamos, por lo pronto, que ya probamos que estdn bien los valores
de los coeficientes de la férmula cuadratica (claro que esto no es cierto, pero por lo
pronto asf lo consideraremos). Un algoritmo estructurado para realizar la tarea es

Do
INPUT a, b, ¢

ri (=b + SQRT (b? — 4ac))/(2a)
r2 = (=b — SQRT (b* — 4ac))/(2a)

DISPLAY r1, r2
DISPLAY “iRepetir? Conteste si o no’
INPUT respuesta

IF respuesta = ‘no’ EXIT
ENDDO

La construcciéon DOEXIT se utiliza para repetir el cdlculo de la ecuacion cuadrati-
ca siempre que la condicién sea falsa. La condicién depende del valor de la variable de
tipo cardcter respuesta. Si respuesta es igual a ‘si” entonces se llevan a cabo los cdlculos.
Si no es asi, si respuesta es igual a ‘no’, el loop termina. De esta manera, el usuario
controla la terminacion mediante el valor de respuesta.

Ahora bien, aunque el algoritmo anterior funcionara bien en ciertos casos, todavia
no estd completo. El algoritmo quiza no funcione para algunos valores de las variables.
Esto es:

e Sia =0 se presentard inmediatamente un problema debido a la divisién entre cero.
Si inspeccionamos cuidadosamente la ecuacién (2.1) veremos que aqui se pueden
presentar dos casos:

Si b # 0, la ecuacion se reduce a una ecuacion lineal con una raiz real, —c/b
Si b =0, entonces no hay solucién. Es decir, el problema es trivial.

e Sia# 0, entonces, segln sea el valor del discriminante, d = b*> — 4ac, se pueden

presentar también dos casos,
Si d = 0, habra dos raices reales.*
Si d < 0, habra dos raices complejas.

Observe como hemos dejado una sangria adicional para hacer resaltar la estructura de
decisidn que subyace a las matematicas. Esta estructura se traduce, después, en un con-
junto de estructuras [IF/THEN/ELSE acopladas que se pueden insertar en la parte con los
comandos sombreados en el c6digo anterior, obteniéndose finalmente el algoritmo:

* En realidad si d = 0 las dos raices reales tienen el mismo valor x = —b/2a.
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DO
INPUT a, b, ¢

rl =0: r2=0: il = 0: i2 =10
IF a = 0 THEN
IF b # 0 THEN
rl = -c/b
ELSE
DISPLAY “Solucién trivial”
ENDIF
ELSE

discr = b? - 4 *a * ¢

IF discr > 0 THEN
rl = (-b + Sqrt(discr))/ (2 * a)
r2 = (-b - Sqrt(discr))/ (2 * a)

ELSE
rl = -b/(2 * a)
r2 = ril
il = Sqrt(Abs(discr))/ (2 * a)
i2 = -7l
ENDIF
ENDIF

DISPLAY r1, r2, i1, i2
DISPLAY ‘iRepetir? Conteste si o no’
INPUT respuesta
IF respuesta = ‘no’ EXIT
ENDDO

El método que se utilizé en el problema anterior puede emplearse para desarrollar
un algoritmo para el problema del paracaidista. Recordemos que, dadas la condicién
inicial para tiempo y velocidad, el problema consistia en resolver de manera iterativa la
féormula

Vi =, +&At (2.2)
dt

Como sabemos, para lograr una buena precision serd necesario emplear incrementos
pequefios. Por lo que serd necesario emplear la férmula repetidas veces, desde el tiempo
inicial hasta el tiempo final. En consecuencia, un algoritmo para resolver este problema
estard basado en el uso de un loop.

Supongamos, por ejemplo, que empezamos los cdlculos en r = 0 y queremos prede-
cir la velocidad en = 4 s con incrementos de tiempo Ar = 0.5 s. Entonces tendremos que
aplicar la ecuacion (2.2) ocho veces, esto es,

4

=—=8
0.5

n

donde 7 es el nimero de iteraciones del loop. Como este nimero es exacto, es decir, esta
divisién nos da un nimero entero, podemos usar como base del algoritmo un /oop con-
trolado por contador. A continuacién damos un ejemplo de seudocddigo.
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g= 9.8

INPUT cd, m

INPUT ti, vi, tf, dt
t=ti

v =vi

n= (tf — ti) / dt
DOFOR i =1 T0 n
dvdt = g — (cd / m) * v
v =v + dvdt * dt

t=1©+dt
ENDDO
DISPLAY v

Aunque este esquema es facil de programar, no estd completo. Sélo funcionara si el
intervalo es divisible exactamente entre el incremento.? Para tomar en cuenta el otro
caso, en el cddigo anterior, en lugar del drea sombreada se puede usar un loop de decision.
El resultado es:

g= 9.8
INPUT cd, m
INPUT ti, vi, tf, dt
t=ti
v = vi
h = dt
DO
IF t + dt > tf THEN
h=tf -1t
ENDIF
dvdt = g — (cd / m) * v
v=v+ dvdt * h
t=1t+nh
IF t > tf EXIT
ENDDO
DISPLAY v

Al introducir el loop, usamos la estructura [IF/THEN para probar si el valor ¢ + dt
nos lleva mas alla del final del intervalo. Si no es asi, lo cual cominmente sera el caso
al principio, no hacemos nada. De lo contrario, necesitaremos reducir el intervalo ha-
ciendo el tamafio de incremento / igual a tf — t. Asi, garantizamos que el paso siguiente
caiga precisamente en tf. Después de hacer este paso final, el loop terminard, debido a
que ¢ > tf serd verdadero.

Observe que antes de entrar en el loop hemos asignado el valor del incremento, dt,
a otra variable, h. Creamos esta variable con el objeto de que nuestra rutina no cambie
el valor de df cuando tengamos que reducir el incremento. Hacemos esto anticipandonos
a que tengamos que usar el valor original de df en algin otro lado, en el caso de que este
programa sea parte de otro programa mayor.

3 Este problema se combina con el hecho de que las computadoras usan internamente, para la representacion de
ndmeros, la base 2. En consecuencia, algunos nimeros que aparentemente son divisibles no dan exactamente
un entero cuando la divisién se hace en una computadora. De esto hablaremos en el capitulo 3.
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2.3

Hay que destacar que este algoritmo atin no estd terminado. Puede ser, por ejemplo,
que el usuario dé por error un incremento que sea mayor que el intervalo, como por
ejemplo, tf — ti = 5 y dt = 20. Entonces, habrd que poner, en el programa, trampas para
detectar tales errores y que el usuario pueda corregirlos.

PROGRAMACION MODULAR

Imaginemos qué dificil seria estudiar un libro que no tuviera capitulos, ni secciones, ni
parrafos. Dividir una tarea o una materia complicada en partes mas accesibles es una
manera de hacerla mas facil. Siguiendo esta misma idea, los programas de computacién
se dividen en subprogramas mas pequefios, 0 médulos que pueden desarrollarse y pro-
barse por separado. A esta forma de trabajar se le llama programacion modular.

La principal cualidad de los médulos es que son tan independientes y autosuficien-
tes como sea posible. Ademads, en general, estan disefiados para llevar a cabo una funcién
especifica y bien definida, y tienen un punto de entrada y un punto de salida. Los mé-
dulos a menudo son cortos (50 a 100 instrucciones) y estan bien enfocados.

En los lenguajes estandar de alto nivel como Fortran 90 y C, el principal elemento
de programacién usado para representar médulos es el procedimiento. Un procedimien-
to es un conjunto de instrucciones para computadora que juntas realizan una tarea dada.
Se emplean cominmente dos tipos de procedimientos: funciones y subrutinas. Las
primeras normalmente dan un solo resultado, mientras que las tltimas dan varios.

Ademas, hay que mencionar que gran parte de la programacion relacionada con paque-
tes de software como Excel y MATLAB implica el desarrollo de subprogramas. Asi, los
macros de Excel y las funciones de MATLAB estan disefiadas para recibir informacion,
llevar a cabo un cdlculo y dar un resultado. De manera que el pensamiento modular también
es consistente con la manera en que se programa en ambientes de paquetes.

La programacién modular tiene diversas ventajas. El uso de unidades pequeiias e
independientes hace que la légica subyacente sea mas facil de seguir y de entender,
tanto para el que desarrolla el médulo como para el usuario. Se facilita el desarrollo
debido a que se puede perfeccionar cada médulo por separado. En proyectos grandes,
varios programadores pueden trabajar por separado las diferentes partes individuales.
En el disefio modular también la depuracién y la prueba de un programa se simplifican
debido a que los errores se pueden encontrar con facilidad. Por dltimo, es més sencillo
el mantenimiento y la modificacién del programa. Esto se debe principalmente a que se
pueden desarrollar nuevos médulos que desarrollen tareas adicionales e incorporarlos
en el esquema coherente y organizado que ya se tiene.

Aunque todas esas ventajas son razones suficientes para usar médulos, la razén mas
importante, relacionada con la solucién de problemas numéricos en ingenieria, es que
permiten tener una biblioteca de médulos ttiles para posteriores usos en otros programas.
Esta ser4 la filosoffa de la presente obra: todos los algoritmos serdn presentados como
modulos.

El procedimiento anterior se ilustra en la figura 2.7 que muestra una funcién desa-
rrollada para usar el método de Euler. Observe que esa funcién y las versiones previas
difieren en cémo manipulan la entrada y la salida (input/output). En las versiones ante-
riores directamente la entrada viene (mediante el INPUT) del usuario, y la salida va
(mediante el DISPLAY) al usuario. En la funcién, se le da la entrada a ésta mediante su
lista de argumentos FUNCTION
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FUNCTION Euler(dt, ti, tf, yi)
t=ti
y =i
h = dt
Do

IF t + dt > tf THEN
h=1tf -1t

ENDIF

dydt = dy(t, y)

y =y + dydt * h

FIGURA 2.7 t=t+h

Seudocodigo para una IF t > tf EXIT

funcion que resuelve una ENDDO

ecuacion diferencial usando Euler =y

el método de Euler. END

2.4

Function Euler(dt, ti, tf, yi)

y la salida es regresada mediante una asignacion

y = Euler(dt, ti, tf, yi)

Observe, ademds, lo general que se ha vuelto esta rutina. No se hace para nada re-
ferencia al caso especifico del paracaidista. Por ejemplo, dentro de la funcion, en lugar
de llamar a la variable dependiente v, de velocidad, se le nombra y, de manera mas ge-
neral. Asimismo, note que la derivada no se calcula mediante una ecuacién explicita
dentro de la funcién. En lugar de ello se llama a otra funcién dy para calcularla, lo cual
indica el hecho de que podemos usar esta funcién en muchos problemas distintos, ademds
de encontrar la velocidad del paracaidista.

EXCEL

Excel es una hoja de calculo producida por Microsoft Inc. Las hojas de calculo son un
tipo especial de software para matemadticas que permite al usuario ingresar y realizar
célculos en renglones y columnas de datos. Como tales, son una versiéon computarizada
de una gran hoja de contabilidad en la que se lleva a cabo una gran cantidad de cdlculos
interrelacionados. Puesto que cuando se modifica un valor de la hoja, hay que actualizar
todos los cdlculos, las hojas de cdlculo son ideales para hacer andlisis del tipo “;y qué
pasa si...?”

Excel cuenta con varios recursos numéricos interconstruidos como resolucién de
ecuaciones, ajuste de curvas y optimizacién. Incluye también VBA como un lenguaje de
macro que sirve para hacer cdlculos numéricos. Por tltimo, tiene varias herramientas
para la visualizacién como diagramas y graficas tridimensionales, que son un valioso
complemento para el andlisis numérico. En esta seccién mostraremos cémo se utilizan
estos recursos en la solucién del problema del paracaidista.
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Para ello, construimos primero una hoja de célculo sencilla. Como se ve abajo, el
primer paso consiste en colocar nimeros y letras o palabras en las celdas de la hoja de
célculo.

A [ B | ¢ | b |
1 |Problema del paracaidista
2
3 m 68.1 kg
4 |cd 12.5 kg/s
5 |dt 01 s
6
7 |t vnum (m/s) vanal (m/s)
8 0 0.000
9 2

Antes de escribir un programa de macro para calcular el valor numérico, podemos
facilitar el trabajo consecuente dando nombres a los valores de los pardmetros. Para esto,
seleccione las celdas A3:B5 (la manera mas facil de hacerlo es mover el ratén hasta A3,
mantener oprimido el botén izquierdo del ratén y arrastrarlo hasta B5). Después selec-
cione, del mend,

Insert Name Create Left column OK

Para verificar que todo haya funcionado correctamente, seleccione la celda B3 y verifi-
que que aparezca la etiqueta “m” en la casilla del nombre (casilla que se encuentra en el
lado izquierdo de la hoja, justo debajo de las barras del menu).

Muévase hasta la celda C8 e introduzca la solucién analitica (ecuacioén 1.9),

=9.8*m/cd* (1-exp (-cd/m*A8) )

Al introducir esta formula debe aparecer el valor 0 en la celda C8. Después copie la
férmula a la celda C9 para obtener 16.405 m/s.

Todo lo anterior es tipico del uso estdndar de Excel. Hecho esto, podria, por
ejemplo, cambiar los valores de los pardmetros y observar cdmo se modifica la so-
lucién analitica.

Ahora mostraremos cémo se usan las macros de VBA para extender los recursos
estandar. En la figura 2.8 se da una lista que contiene, para cada una de las estructuras
de control dadas en la seccién anterior (figuras 2.2 a 2.6), el seudocédigo junto con el
codigo VBA de Excel. Observe que, aunque los detalles difieren, la estructura del seu-
docddigo y la del cédigo VBA son idénticas.

Ahora podemos usar algunas de las construcciones dadas en la figura 2.8 para es-
cribir una funcién de macro que calcule la velocidad. Para abrir VBA seleccione*

Tools Macro Visual Basic Editor

*iLa combinaci6n de las teclas Alt-F11 es mds rapida!
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FIGURA 2.8

Estructuras de control fundao-
mentales en a) seudo-
codigo y b) VBA de Excel.

a) Seudocodigo

b) Excel VBA

IF/THEN:
IF condicion THEN

If b <> 0 Then

Blogue verdadero rl =-c /b
ENDIF End If
IF/THEN/ELSE:

IF condicidén THEN
Blogue verdadero
ELSE
Bloque falso
ENDIF

If a < 0 Then

b = Sqr(Abs(a))
Else

b = Sqr(a)
End If

IF/THEN/ELSEIF:
IF condicidén, THEN

If class = 1 Then

Bloque, X =X+ 8

ELSEIF condicion, Elself class < 1 Then
Bloque, X =x -8

ELSEIF condicion, Elself class < 10 Then
Bloque, X =x — 32

ELSE Else
Bloque, X = x — 64

ENDIF End If

CASE:

SELECT CASE Expresion de prueba

CASE Valor,

Select Case a + b
Case Is < =50

Bloque, x = =5
CASE Valor, Case Is < 0
Bloque, x=-=5—1(a+ D)/ 10
CASE Valor, Case Is < 50
Bloque, x=(a+bhb) /10
CASE ELSE Case Else
Bloque, x =5
END SELECT End Select
DOEXIT:
Do Do
Bloque, i=1+1
IF condicidon EXIT If i >= 10 Then Exit Do
Blogue, J = i*x
ENDIF Loop
LOOP CONTROLADO POR CONTADOR:
DOFOR i = 1inicio, fin, incremento For i =1 To 10 Step 2
Bloque X =Xx+1i
ENDDO Next 1

www.FreelLibros.me



2.4 EXCEL a1

Una vez dentro del Visual Basic Editor (VBE), seleccione

Insert Module
y se abrird una nueva ventana para c6digo. La siguiente funcién en VBA se puede obte-
ner directamente del seudocédigo de la figura 2.7. Escriba la funcién dentro de la nueva

ventana.

Option Explicit

Function Euler(dt, ti, tf, yi, m, cd)

Dim h As Single, t As Single, y As Single, dydt As Single
t = ti
y = vi
h = dt
Do

If t + dt > tf Then

h=tf -t

End If

dydt = dy(t, y, m, cd)

y =y + dydt * h

t =t +h

If t >= tf Then Exit Do
Loop
Euler =y

End Function

Compare esta macro con el seudocédigo de la figura 2.7 y vea que son muy simila-
res. Observe también cdmo la lista de argumentos de la funcién se hizo mas larga al
incluir los pardmetros necesarios para el modelo de la velocidad del paracaidista. La
velocidad obtenida, v, pasa a la hoja de calculo mediante el nombre de la funcién.

Note también cémo, para calcular la derivada, hemos usado otra funcién. Esta se
puede introducir en el mismo médulo tecledndola directamente debajo de la funcién
Euler,

Function dy(t, v, m, cd)
Const g As Single = 9.8
dy = g - (cd / m) * v

End Function

El paso final consiste en volver a la hoja de célculo y llamar a la funcién introdu-
ciendo la siguiente expresion en la celda BO.

=Euler (dt,A8,A9,B8,m, cd)

El resultado de la integraciéon numérica, 16.531, aparecera en la celda B9.

Vamos a ver qué ha pasado aqui. Cuando usted da la funcién en la celda de la hoja
de cdlculo, los pardmetros pasan al programa VBA, donde se realizan los calculos vy,
después, el resultado regresa a la celda. En efecto, el lenguaje de macros VBA le permi-
te usar Excel como mecanismo de entradas y salidas (input/output). Esta caracteristica
resulta de mucha utilidad.
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A B C I D l E I F G H
1 | Problema del paracaidista
2
3| m 68.1 kg 60 .
4 | cd 12.5 kg/s C
5 dt 01's 50 [
6 C
7|t vmun (m/s) vanal (m/s) 40 ¢
8 0 0.000 0.000 E
9 2 16.531 16.405 30 L
10 4 27.943 27.769 . f
11 6 35.822 35.642 20 [ vnum (m/s)
12 8 41.262 41.095 N
13 10 45.017 41.873 10 ¢ f — —vanal (m/s)
14 12 47.610 47.490 /
15 14 49.400 49.303 0 A s
16 16 50.635 50.559 0 10 20
17
18

Por ejemplo, ahora que ya tiene todos los calculos, puede jugar con ellos. Suponga
que el paracaidista fuera mucho mds pesado, digamos, m = 100 kg (alrededor de 200
libras). Introduzca 100 en la celda B3 y la hoja de calculo se modificard de inmediato
mostrando el valor 17.438 en la celda B9. Cambie la masa nuevamente a 68.1 kg y el
resultado anterior, 16.531 reaparecerd de forma automadtica en la celda B9.

Ahora vayamos un poco mds adelante dando algunos valores mds para el tiempo.
Introduzca los nimeros 4, 6, ..., 16 en las celdas A10 a A16. Después copie las férmulas
de las celdas B9:C9 hacia abajo en los renglones 10 a 16. Observe cémo el programa
VBA calcula correctamente los resultados numéricos en cada uno de los nuevos renglo-
nes. (Para verificar esto cambie el valor de df por 2 y compare los resultados con los
cdlculos a mano obtenidos anteriormente, en el ejemplo 1.2.) Para mejorar la presentacion
se pueden graficar los resultados en un plano x-y usando Excel Chart Wizard.

Arriba se muestra la hoja de célculo resultante. Hemos creado una valiosa herra-
mienta para la solucién de problemas. Puede realizar un andlisis de sensibilidad cam-
biando los valores de cada uno de los pardmetros. Cada vez que se introduce un nuevo
valor, se modificardn automaticamente los calculos y la grafica. Tal caracteristica de
interactividad es lo que hace tan potente a Excel. No obstante, se debe reconocer que
resolver este problema dependera de la habilidad para escribir el macro en VBA.

La combinacién del ambiente de Excel con el lenguaje de programacién VBA nos
abre un mundo de posibilidades para la solucién de problemas en ingenierfa. En los
capitulos siguientes ilustraremos cémo se logra esto.

2.5 MATLAB

MATLAB es el principal producto de software de Mathworks, Inc., fundada por los analistas
numéricos Cleve Moler y John N. Little. Como su nombre lo indica, MATLAB se
desarroll6 originalmente como un laboratorio para matrices. Hoy, el elemento principal
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de MATLAB sigue siendo la matriz. La manipulacién matemética de matrices se ha
realizado muy adecuadamente en un ambiente interactivo facil de utilizar. A esta mani-
pulacién matricial, MATLAB agrega varias funciones numéricas, cdlculos simbdlicos
y herramientas para visualizacién. En consecuencia, la version actual representa un
ambiente computacional bastante amplio.

MATLAB tiene diferentes funciones y operadores que permiten la adecuada reali-
zacién de los métodos numéricos que aqui desarrollamos. Estos se describirdn con de-
talle en los capitulos siguientes. Ademads, se pueden escribir programas como los
llamados archivos M (m-files) que sirven para realizar cdlculos numéricos. Vamos a
explorar como funciona.

Primero, usted se dard cuenta de que el uso normal de MATLAB estd estrechamen-
te relacionado con la programacion. Supongamos, por ejemplo, que queremos determi-
nar la solucién analitica al problema del paracaidista, lo cual harfamos con los
siguientes comandos de MATLAB

>> g=9.8;

>> m=68.1;

>> cd=12.5;

>> tf=2;

>> v=g*m/cd* (1l-exp (-cd/m*tf))

obteniéndose como resultado

v =
16.4050

La secuencia de comandos es como la secuencia de instrucciones en un lenguaje de
programacion tipico.

Pero, ;{qué ocurre si usted se quiere desviar de la estructura secuencial? Aunque hay
algunos caminos bien definidos para establecer recursos no secuenciales en el modo
estdndar de comandos, para introducir decisiones y loops, 1o mejor es crear un docu-
mento de MATLAB al que se le llama archivo-m (m-file). Para hacer esto haga clic en

File New Mfile

y se abrird una ventana nueva con el encabezado “MATLAB Editor/Debugger”. En esta
ventana usted puede escribir y editar programas en MATLAB. Escriba ahf el cédigo
siguiente:

g=9.8;

m=68.1;

cd=12.5;

tf=2;

v=g*m/cd* (l-exp (-cd/m*tf))

Obsérvese que los comandos se escriben exactamente en la misma forma en que se
haria en el extremo frontal de MATLAB. Guarde el programa con el mismo nombre:
analpara. MATLAB agregard en forma automatica la extensién .m para denotar que se
trata de un archivo M: analpara.m.

Para correr el programa, se debe regresar al modo de comando. La forma mas di-
recta de efectuar esto consiste en hacer clic en el botén “MATLAB Command Window”
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que se encuentra en la barra de tareas (que por lo general estd en la parte inferior de la
pantalla).

Ahora, el programa se puede correr al hacer clic en el archivo M, analpara, que debe
parecerse a lo siguiente:

>> analpara

Si usted ha hecho todo en forma correcta, MATLAB debe responder con la respuesta
correcta:

v =
16.4050

Ahora, un problema con lo anterior es que estd preparado para calcular sélo un caso.
El lector lo puede hacer mds flexible si hace que el usuario introduzca algunas de las
variables. Por ejemplo, suponga que desea evaluar el efecto de 1a masa sobre la velocidad
alos 2 s. Para hacer esto, el archivo M podria reescribirse como sigue:

g=9.8;

m=input (‘masa (kg):’);
cd=12.5;

tf=2;

v=g*m/cd* (1-exp (-cd/m*tf))

Guarde esto con el nombre de analpara2.m. Si escribié analpara2 mientras se encontra-
ba en el modo de comando, la linea mostrara lo que sigue:

masa (kg) :
Entonces, el usuario introduce un valor como 100, y el resultado aparecerd como:

v =
17.3420

Abhora, debe quedar bastante claro cémo se puede programar una soluciéon numeéri-
ca por medio de un archivo M. A fin de hacerlo, primero debemos entender la manera
en que MATLAB maneja las estructuras logica y de lazo (ciclos o loops). En la figura
2.9 se enlista el seudocddigo junto con el cédigo de MATLAB para todas las estructuras
de control, con base en la seccion anterior. Aunque las estructuras del seudocédigo y el
c6digo MATLAB son muy similares, existen algunas diferencias pequefias que deben
destacarse.

En especial, observe cdémo hemos expresado la estructura DOEXIT. En lugar del
DO usamos el WHILE(1). Como MATLAB interpreta al nimero 1 como correspon-
diente a “verdadero”, esta instruccion se repetird indefinidamente de la misma manera
que el DO. El loop termina con un comando de interrupcion (break), el cual transfiere
el control a la instruccién que se encuentra a continuacion, de la instruccion end que
termina el ciclo.

También hay que observar que los pardmetros del lazo controlado por contador
estan ordenados de modo diferente. Para el seudocddigo, los parametros del lazo estan
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FIGURA 2.9

Estructuras de control

fundamentales en a) seudo-

codigo vy b) lenguaje de
programacion en MATLAB.

a) Seudocodigo b) MATLAB

IF/THEN:

IF condicion THEN ifb~=20
Blogue verdadero rl =-c / b;

ENDIF end

IF/THEN/ELSE:

IF condicion THEN ifa<o0

Blogue verdadero
ELSE

b = sqgrt(abs(a));
else

Bloque falso b = sqgrt(a);
ENDIF end
IF/THEN/ELSEIF:

IF condicidén, THEN if class ==

Bloque, X = x + 8;
ELSEIF condicion, elseif class <1

Bloque, X =x - 8;
ELSEIF condicion, elseif class < 10

Bloque, X =Xx — 32;
ELSE else

Bloque, X = X — 64;
ENDIF end
CASE:

SELECT CASE Expresion de prueba switch a + b

CASE Valor, case 1

Bloque, X = —b;
CASE Valor, case 2
Bloque, x =-=5—=1(a+b) / 10;
CASE Valor, case 3
Bloque, x = (a+b) / 10;
CASE ELSE otherwise
Bloque, X =5;
END SELECT end
DOEXIT:
Do while (1)

Bloque, i=1+1;

IF condicidn EXIT if i >= 10, break, end

Bloque, j o= 1*x;

ENDIF end
LOOP CONTROLADO POR CONTADOR:
DOFOR i = 1inicio, fin, incremento for i = 1:10:2

Bloque X =X+ i;

ENDO end
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especificados como start, finish,
ordenados como start:step:finish.

step. Para MATLAB, los pardmetros estan

Ahora el siguiente archivo-m de MATLAB se puede desarrollar directamente, a
partir del seudocodigo dado en la figura 2.7. Escriba lo siguiente en el Editor/Debugger

de MATLAB:

g=9.8;

m=input (‘mass (kg):’);

cd=12.5;

ti=0;

tf=2;

vi=0;

dt=0.1;

t = ti;

v = Vi;

h = dt;

while (1)
if t + dt > tf

h =tf - t;

end
v = vdt
£t =
if t >

end

v
t

[ga= e

+
+

disp(‘velocity (m/s):

disp(v)

dvdt = g - (cd / m)
*h,.

f, break, end

Guarde este archivo como numpara.m, vuelva al modo de comandos y cérralo dando

numpara. Obtendrd la siguiente salida:

masa (kg): 100

velocity (m/s):
17.4381

Por dltimo vamos a convertir este archivo-m en una funcién. Esto se puede hacer
en el siguiente archivo-m basado en el seudocédigo de la figura 2.7:

function euler = f£(dt,ti,tf,yi, m,cd)

t = ti;
y = vi;
h = dt;
while (1)
if t + dt > tf
h =tf - t;
end
dydt = dy(t, Yy, m,
y =y + dydt * h;

t =t + h;

if t >= tf, break,
end
Yy = Yi
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2.6

Guarde este archivo como euler.m y después cree otro archivo-m para calcular la deri-
vada,

function dydt = dy(t, v, m, cd)
g = 9.8;
dydt = g - (cd / m) * v;

Guarde este archivo como dy.m y regrese al modo de comandos. Para llamar la funcién
y ver el resultado, teclee los siguientes comandos

>> m=68.1;
>> cd=12.5;
>> ti=0;
>> tf=2.;
>> vi=0;
>> dt=0.1;

>> euler(dt,ti,tf,vi,m,cd)
Una vez dado el dltimo comando, se desplegard el resultado

ans =
16.53009

La combinacién del ambiente de MATLAB con el lenguaje de programacion para
los archivos-m nos abre un mundo de posibilidades para la solucién de problemas en
ingenierfa. En el siguiente capitulo veremos cdmo se hace esto.

OTROS LENGUAJES Y BIBLIOTECAS

En la seccién anterior mostramos cOmo se escribe una funcion en Excel o MATLAB,
para el método de Euler, a partir de un algoritmo expresado en seudoc6digo. Funciones
semejantes se escriben en los lenguajes de alto nivel como Fortran 90 y C++. Por ejem-
plo, una funcién en Fortran 90 para el método de Euler es

Function Euler(dt, ti, tf, yi, m, cd)

REAL dt, ti, tf, yi, m, cd
Real h, t, y, dydt

t = ti
y = vyi
h = dt
Do
If (¢t + dt > tf) Then
h=1¢tf -t
End If
dydt = dy(t, y, m, cd)
y =y + dydt * h
t =t +h
If (t >= tf) Exit
End Do
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Euler =y
End Function

En C el resultado seria bastante similar a la funcién escrita en MATLAB. El punto
es que una vez que se ha desarrollado bien un algoritmo estructurado en seudocédigo, es
facil implementarlo en diversos ambientes de programacion.

En este libro daremos al lector procedimientos bien estructurados escritos en seu-
docédigo. Esta coleccién de algoritmos constituird una biblioteca numérica, que se
puede usar para realizar tareas numéricas especificas con diversas herramientas de soft-
ware y lenguajes de programacion.

Ademads de tener sus propios programas, usted debe recordar que las bibliotecas
comerciales de programacién tienen muchos procedimientos numéricos ttiles. Por
ejemplo, la biblioteca Numerical Recipe contiene una gran variedad de algoritmos es-
critos en Fortran y C.% Estos procedimientos se describen tanto en libros (por ejemplo,
Press et al., 1992) como en forma electrénica.

En Fortran, la IMSL (International Mathematical and Statistical Library) ofrece mas
de 700 procedimientos que comprenden todas las dreas numéricas cubiertas en este libro.
Dada la amplia divulgacién de Fortran en la ingenieria, incluimos algunas aplicaciones
de IMSL.

2.1 Escriba el seudocédigo para implementar el diagrama de
flujo que se ilustra en la figura P2.1. Asegurese de incluir la in-
dentacion apropiada para que la estructura sea clara.

2.2 Vuelva a escribir el seudocddigo siguiente, con el uso de la
indentacion apropiada.

DO

T=1+1

IF z > 50 EXIT
X =x+5

IF x > 5 THEN
Yy =X

ELSE

y =20

ENDIF
zZ=X+y
ENDDO

Figura P2.1

° Los procedimientos Numerical Recipe también estdn disponibles en
libro y en formato electronico para Pascal, MS BASIC y MATLAB. En
http://www.nr.com se puede encontrar la informacién sobre todos los
productos Numerical Recipe.
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2.3 En cada una de las tarjetas de un conjunto de cartas indice,
se registra un valor para la concentracién de un contaminante en
un lago. Al final del conjunto, se coloca una carta marcada como
“fin de los datos”. Escriba un algoritmo para determinar la suma,
el promedio y el mdximo de dichos valores.

2.4 Escriba un diagrama de flujo estructurado para el proble-
ma 2.3.

2.5 Desarrolle, depure y documente un programa para determinar
las raices de una ecuacién cuadrética, ax* + bx + ¢, en cualquier
lenguaje de alto nivel, o de macros, de su eleccion. Utilice un
procedimiento de subrutina para calcular las raices (sean reales o
complejas). Ejecute corridas de prueba para los casos en que a) a
=1,b=6,c=2;b)a=0,b=-4,c=16;¢c)a=3,b=25,c="7.
2.6 La funcién coseno puede evaluarse por medio de la serie
infinita siguiente:

2 x4 x(y
cosx=l-—+—-—
21 4! 6!
Escriba un algoritmo para implementar esta férmula de modo
que calcule e imprima los valores de cos x conforme se agregue
cada término de la serie. En otras palabras, calcule e imprima la
secuencia de valores para

cosx=1
xZ
cosx=1-—

2!

X xt
cosx=1—-—+—

21 4!

hasta el término de orden n que usted elija. Para cada uno de los
valores anteriores, calcule y haga que se muestre el error porcen-
tual relativo:

valor verdadero — aproximacion con la serie

% error = x100%

valor verdadero

2.7 Escriba el algoritmo para el problema 2.6 en forma de a)
diagrama de flujo estructurado, y b) seudocddigo.

2.8 Desarrolle, depure y documente un programa para el problema
2.6 en cualquier lenguaje de alto nivel o de macros, de su eleccion.
Emplee la funcién coseno de la biblioteca de su computadora para
determinar el valor verdadero. Haga que el programa imprima en
cada paso la serie de aproximacion y el error. Como caso de prue-
ba, utilice el programa para calcular valores desde cos(1.25) hasta
incluir el término x'%10! Interprete los resultados.

2.9 El algoritmo siguiente estd disefiado para determinar la ca-
lificacién de un curso que consiste en cuestionarios, tareas y un
examen final:

Paso 1: Introducir la clave y nombre del curso.

Paso 2: Introducir factores de ponderacién para los cuestionarios
(C), tareas (T) y examen final (E).

Paso 3: Introducir las calificaciones de las preguntas y determi-
nar su promedio (PC).

Paso 4: Introducir las calificaciones de las tareas y determinar
su promedio (PT).

Paso 5: Si el curso tiene una calificacién final, continuar con el
paso 6. Sino, ir al paso 9.

Paso 6: Introducir la calificacion del examen final, (F).

Paso 7: Determinar la calificacién promedio, CP, de acuerdo
con

_(CXPC+TxPT+EXF)

CP
(C+T+E)

x100%

Paso 8: Ir al paso 10.
Paso 9: Determinar la calificacién promedio, CP, de acuerdo
con

_(CXPC+TXxPT)

cp (C+T)

x100%

Paso 10: Imprimir la clave y nombre del curso, y la calificacién
promedio.
Paso 11: Finalizar el célculo.

a) Escriba un seudocédigo bien estructurado para implementar
este algoritmo.

b) Escriba, depure y documente un programa estructurado de
computadora basado en este algoritmo. Pruébelo con los
datos siguientes para calcular una calificacion sin el examen
final, y otra con éste. C = 35; T = 30; E = 35; cuestionario
=98, 85, 90, 65 y 99; tareas = 95, 90, 87, 100,92y 77; y
examen final = 92.

2.10 El método antiguo de dividir y promediar, para obtener el
valor aproximado de la raiz cuadrada de cualquier niimero posi-
tivo a se puede formular como

x+alx
xzi
2

a) Escriba un seudocédigo bien estructurado para implementar
este algoritmo como se ilustra en la figura P2.10. Utilice la
indentacion apropiada para que la estructura sea clara.

b) Desarrolle, depure y documente un programa para imple-
mentar esta ecuacion en cualquier lenguaje de algo nivel, o
de macros, de su eleccion. Estructure su c6digo de acuerdo
con la figura P2.10.

2.11 Se invierte cierta cantidad de dinero en una cuenta en la
que el interés se capitaliza al final del periodo. Debe determinar-
se el valor futuro, F, que se obtiene con cierta tasa de interés, i,
después de n periodos, por medio de la férmula siguiente:

F=P( +iy
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A /

tol=10""%

Raiz cuadrada =0 x=al2

y = (x + alx)/2
e= I(y - x)/yl
x=y

T

Raiz cuadrada = x

Figura P2.10

Escriba un programa que calcule el valor futuro de una inversién
para cada afio, desde 1 hasta n. La entrada para la funcién debe
incluir la inversion inicial, P, la tasa de interés, i (en forma de-
cimal), y el ndimero de afios, n, para el que ha de calcularse el
valor futuro. La salida debe consistir en una tabla con encabeza-
dos y columnas paran y F. Corra el programa para P = $100000,
i=0.06,yn=>5 afios.

2.12 Las férmulas econdémicas estdn disponibles para calcular
los pagos anuales de préstamos. Suponga que obtiene en présta-
mo cierta cantidad de dinero Py acuerda devolverla en n pagos
anuales con una tasa de interés de i. La formula para calcular el
pago anual A es:

_ p i)
A+i) —1

Escriba un programa para calcular A. Pruébelo con P = $55000
y una tasa de interés de 6.6% (i = 0.066). Calcule los resultados
paran=1,2,3,4y5,ymuestre los resultados en forma de tabla
con encabezados y columnas paran y A.

2.13 La temperatura promedio diaria para cierta drea se aproxi-
ma por medio de la funcién siguiente,

T = Tmcdia + (Tméxima - Tmcdia) COS(W([ - [mzixima))
donde T_ . =temperatura promedio anual, ¢ . . = temperatura
media méxima

maxima, w = frecuencia de la variacién anual (= 21/365), y
iuime = dia de la temperatura maxima (= 205 d). Desarrolle un
programa que calcule la temperatura promedio entre dos dias del
afio para una ciudad en particular. Pruébelo para a) enero-febre-
ro (t=0a59) en Miami, Florida (T, =22.1°C;T . =28.3°C),
y b) julio-agosto (¢ = 180 a 242) en Boston, Massachussetts
(T, .=107°C; T .. ~=229°C).

2.14 Desarrolle, depure y pruebe un programa en cualquier len-
guaje de alto nivel, o de macros, de su eleccioén, a fin de calcular
la velocidad del paracaidas que cae como se explicé en el ejemplo
1.2. Disefie el programa de modo que permita al usuario introducir
valores para el coeficiente de arrastre y la masa. Pruebe el progra-
ma con la reproduccién de los resultados del ejemplo 1.2. Repita
el célculo pero utilice tamafios de paso de 1y 0.5 s. Compare sus
resultados con la solucion analitica que se obtuvo previamente, en
el Ejemplo 1.1. Un tamafio de paso mas pequeflo, ;hace que los
resultados sean mejores o peores? Explique sus resultados.

2.15 El método de la burbuja es una técnica de ordenamiento
ineficiente pero fécil de programar. La idea que subyace al orde-
namiento consiste en avanzar hacia abajo a través de un arreglo,
comparar los pares adyacentes e intercambiar los valores si no
estdn en orden. Para que este método ordene por completo un
arreglo, es necesario que lo recorra muchas veces. Conforme se
avanza para un ordenamiento en orden ascendente, los elementos
mds pequeflos del arreglo parecen ascender como burbujas.
Eventualmente, habrd un paso por el arreglo que ya no requiera
intercambios. En ese momento, el arreglo estard ordenado. Des-
pués del primer paso, el valor méds grande cae directamente
hasta el fondo. En consecuencia, el segundo paso sélo tiene que
proceder del segundo al ultimo valor, y asi sucesivamente. De-
sarrolle un programa que tome un arreglo de 20 nimeros al azar
y los ordene en forma ascendente con la técnica de la burbuja
(véase la figura P2.15).

2.16 Enlafigura P2.16 se muestra un tanque cilindrico con base
conica. Si el nivel del liquido estd muy bajo en la parte cénica,
el volumen simplemente es el volumen del cono de liquido. Si el
nivel del liquido estd entre la parte cilindrica, el volumen total
de liquido incluye la parte conica llena y la parte cilindrica par-
cialmente llena. Escriba un procedimiento bien estructurado de
funcién para calcular el volumen del tanque como funcién de los
valores dados de R y d. Utilice estructuras de control de decisio-
nes (como If/Then, Elself, Else, End If). Disefie la funcién de
modo que produzca el volumen en todos los casos en los que la
profundidad sea menor que 3R. Genere un mensaje de error
(“Sobrepasado”) si se rebasa la altura del tanque, es decir, d >
3R. Pruébelo con los datos siguientes:

R | ] ] ]
d | o5 1.2 3.0 3.1
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cambio = falso

cambiar

A+ djyq

Figura P2.15

2R

Figura P2.16

2.17 Se requieren dos distancias para especificar la ubicacién
de un punto en relacién con el origen en un espacio de dos di-
mensiones (Véase la figura P2.17):

e Las distancias horizontal y vertical (x, y) en coordenadas
cartesianas.

e Elradioy el dngulo (r, ) en coordenadas radiales.

Es relativamente facil calcular las coordenadas cartesianas (x, y)
sobre la base de las coordenadas polares (r, 8). El proceso inverso
no es tan simple. El radio se calcula con la férmula que sigue:

Figura P2.17

& |bocooooo

r=qx*+y

Si las coordenadas quedan dentro del primer o cuarto cuadrante
(p. €j., x > 0), entonces se emplea una férmula sencilla para el

calculo de 6:

6= tan"(

La dificultad surge en los demads casos. La tabla siguiente resume

las posibilidades:
x y 0
<0 >0 tony/x + &
<0 <0 ton”y/x - &
<0 =0 T
=0 >0 77:/2
=0 <0 -n/2
:O =O O
a) Escribaun diagrama de flujo bien estructurado para un pro-

b)

cedimiento de subrutina a fin de calcular r y 8 como funcién
de x y y. Exprese los resultados finales para 6, en grados.
Escriba una procedimiento bien estructurado de funcién con
base en el diagrama de flujo. Pruebe el programa de modo
que se llene la tabla que sigue:

x y r 0
1 0

1 1

0 |
-1 1
-1 0
-1 -1

0 -1

1 -1

0 0
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2.18 Desarrolle un procedimiento bien estructurado de funcién
que lea una calificaciéon numérica entre 0 y 100 y devuelva una
letra, de acuerdo con el esquema siguiente:

Letra Criterio
A 90 < calificacién numérica < 100
B 80 < calificaciéon numérica < 90
C 70 < calificacién numérica < 80
D 60 < calificacién numérica < 70
F calificaciéon numérica < 60

2.19 Desarrolle un procedimiento bien estructurado de funcién
para determinar a) el factorial de un nimero; b) el valor mas
pequeilo de un vector, y ¢) el promedio de los valores de un
vector.

2.20 Desarrolle programas bien estructurados para a) determinar
la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de los elementos de
un arreglo bidimensional (p. j., una matriz), y b) normalizar una
matriz por medio de dividir cada renglén entre el valor absolu-
to mdximo en el renglén de modo que el elemento mayor en cada
renglén sea 1.
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CAPITULO 3

Aproximaciones y errores
de redondeo

A causa de que la mayor parte de los métodos expuestos en este libro son muy sencillos
en su descripcion y en sus aplicaciones, en este momento resulta tentador ir directamen-
te al cuerpo principal del texto y averiguar el empleo de dichas técnicas. Sin embargo,
entender el concepto de error es tan importante para utilizar en forma efectiva los mé-
todos numéricos que los dos siguientes capitulos se eligieron para tratar el tema.

La importancia de los errores se menciond por primera vez en el andlisis de la cai-
da del paracaidista en el capitulo 1. Recuerde que la velocidad de caida del paracaidista
se determiné por métodos analiticos y numéricos. Aunque con la técnica numérica se
obtuvo una aproximacion a la solucién analitica exacta, hubo cierta discrepancia o error,
debido a que los métodos numéricos dan sélo una aproximacién. En realidad fuimos
afortunados en este caso porque tenfamos la solucién analitica que nos permitia calcular
el error en forma exacta. Pero en muchos problemas de aplicacién en ingenieria no es
posible obtener la solucién analitica; por lo tanto, no se pueden calcular con exactitud
los errores en nuestros métodos numéricos. En tales casos debemos usar aproximaciones
o estimaciones de los errores.

La mayor parte de las técnicas desarrolladas en este libro tienen la caracteristica de
poseer errores. En primera instancia, esto puede parecer contradictorio, ya que no coin-
cide con la imagen que se tiene de una buena ingenieria. Los estudiantes y los practi-
cantes de la ingenieria trabajan constantemente para limitar este tipo de errores en sus
actividades. Cuando hacen un examen o realizan sus tareas, son sancionados, mas no
premiados por sus errores. En la practica profesional, los errores llegan a resultar cos-
tosos y, en algunas ocasiones, catastréficos. Si una estructura o un dispositivo falla, esto
puede costar vidas.

Aunque la perfeccién es una meta digna de alabarse, es dificil, si no imposible, alcanzar-
la. Por ejemplo, a pesar de que el modelo obtenido mediante la segunda ley de Newton es una
aproximacion excelente, en la practica jamas predecira con exactitud la caida del paracaidis-
ta. Fendmenos tales como la velocidad del viento y alguna ligera variacion de la resistencia
del aire desviarfan la prediccion. Si tales desviaciones son sistematicamente grandes o peque-
fias, habria entonces que formular un nuevo modelo. No obstante, si su distribucion es alea-
toria y se agrupan muy cerca de la prediccion, entonces las desviaciones se considerarian
insignificantes y el modelo parecerd adecuado. Las aproximaciones numéricas también pre-
sentan discrepancias similares en el andlisis. De nuevo, las preguntas son: ;qué tanto error se
presenta en los cdlculos? y ;es tolerable?

Este capitulo y el siguiente cubren aspectos basicos relacionados con la identificacion,
cuantificacion y minimizacién de dichos errores. En las primeras secciones se revisa la
informacioén referente a la cuantificacion de los errores. En seguida, se estudia uno de
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APROXIMACIONES Y ERRORES DE REDONDEO

3.1

los dos errores numéricos mas comunes: errores de redondeo. Los errores de redondeo
se deben a que la computadora tan sélo representa cantidades con un niimero finito de
digitos. En el siguiente capitulo nos ocuparemos de otra clase importante de error: el de
truncamiento. Los errores de truncamiento representan la diferencia entre una formu-
laciéon matemadtica exacta de un problema y su aproximacion obtenida por un método
numérico. Por dltimo, se analizan los errores que no estan relacionados directamente
con el método numérico en si. Estos son equivocaciones, errores de formulacién o del
modelo, y la incertidumbre en la obtencién de los datos, entre otros.

CIFRAS SIGNIFICATIVAS

En esta obra se trata de manera extensa con aproximaciones que se relacionan con el
manejo de nimeros. En consecuencia, antes de analizar los errores asociados con los
métodos numéricos, es Util repasar algunos conceptos basicos referentes a la represen-
tacion aproximada de los nimeros mismos.

Cuando se emplea un nimero para realizar un cdlculo, debe haber seguridad de que
pueda usarse con confianza. Por ejemplo, la figura 3.1 muestra un velocimetro y un
odémetro (contador de kilometraje) de un automévil. Con un simple vistazo al veloci-
metro se observa que el vehiculo viaja a una velocidad comprendida entre 48 y 49 km/h.
Como la aguja estd mds alld de la mitad entre las marcas del indicador, es posible ase-
gurar que el automdvil viaja aproximadamente a 49 km/h. Tenemos confianza en este
resultado, ya que dos o mds individuos que hicieran esta lectura llegarfan a la misma
conclusién. Sin embargo, supongamos que se desea obtener una cifra decimal en la es-
timacioén de la velocidad. En tal caso, alguien podria decir 48.8, mientras que otra per-
sona podria decir 48.9 km/h. Por lo tanto, debido a los limites del instrumento,

FIGURA 3.1
El velocimetro y el odémetro de un automévil ejemplifican el concepto de cifras
significativas.
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Unicamente se emplean con confianza los dos primeros digitos. Para estimaciones del
tercer digito (o més alld) s6lo se considerarian aproximaciones. Seria ridiculo afirmar,
considerando el velocimetro de la figura, que el automdvil viaja a 48.8642138 km/h. En
contraste, el odémetro muestra hasta seis digitos confiables. De la figura 3.1 se conclu-
ye que el automdvil ha recorrido un poco menos de 87 324.5 km durante su uso. Aqui el
séptimo digito (y los siguientes) resultan inciertos.

El concepto de cifras o digitos significativos se ha desarrollado para designar for-
malmente la confiabilidad de un valor numérico. Las cifras significativas de un nimero
son aquellas que pueden utilizarse en forma confiable. Se trata del nimero de digitos
que se ofrecen con certeza, mas uno estimado. Por ejemplo, el velocimetro y el odéme-
tro de la figura 3.1 muestran lecturas de hasta tres y siete cifras significativas, respecti-
vamente. Para el velocimetro, los dos digitos seguros son 48. Por convencién al digito
estimado se le da el valor de la mitad de la escala menor de divisién en el instrumento
de medicién. Asi, la lectura del velocimetro consistird de las tres cifras significati-
vas: 48.5. En forma similar, el odémetro dard una lectura con siete cifras significativas,
87324.45.

Aunque, por lo comtn, determinar las cifras significativas de un niimero es un
procedimiento sencillo, en algunos casos genera cierta confusion. Por ejemplo, los ceros
no siempre son cifras significativas, ya que pueden usarse sélo para ubicar el punto
decimal: los nimeros 0.00001845, 0.0001845 y 0.001845 tienen cuatro cifras significa-
tivas. Asimismo, cuando se incluye ceros en nimeros muy grandes, no queda claro
cudntos son significativos. Por ejemplo, el nimero 45300 puede tener tres, cuatro o
cinco digitos significativos, dependiendo de si los ceros se conocen o no con exactitud.
La incertidumbre se puede eliminar utilizando la notacion cientifica, donde 4.53 x 104,
4.530 x 104, 4.5300 x 10* muestran, respectivamente, que el nimero tiene tres, cuatro y
cinco cifras significativas.

El concepto de cifras significativas tiene dos implicaciones importantes en el estu-
dio de los métodos numéricos.

1. Como se mencioné en el problema de la caida del paracaidista, los métodos nu-
méricos dan resultados aproximados. Por lo tanto, se deben desarrollar criterios
para especificar qué tan confiables son dichos resultados. Una manera de hacerlo
es en términos de cifras significativas. Por ejemplo, es posible afirmar que la
aproximacion es aceptable siempre y cuando sea correcta con cuatro cifras signi-
ficativas.

2. Aunque ciertas cantidades tales como 7, e, 0 </7 representan cantidades especificas,
no se pueden expresar exactamente con un niimero finito de digitos. Por ejemplo,

7 =3.141592653589793238462643...

hasta el infinito. Como las computadoras retienen s6lo un nimero finito de cifras
significativas, tales nimeros jamds se podrdn representar con exactitud. A la omision
del resto de cifras significativas se le conoce como error de redondeo.

Los errores de redondeo y el uso de cifras significativas para expresar nuestra con-
fianza en un resultado numérico se estudiardn con mayor detalle en las siguientes sec-
ciones. Ademas, el concepto de cifras significativas tendrd mucha importancia en la
definicion de exactitud y de precisién en la siguiente seccion.
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3.2

EXACTITUD Y PRECISION

Los errores en cédlculos y medidas se pueden caracterizar con respecto a su exactitud y
su precision. La exactitud se refiere a qué tan cercano estd el valor calculado o medido
del valor verdadero. La precision se refiere a qué tan cercanos se encuentran, unos de
otros, diversos valores calculados o medidos.

Estos conceptos se ilustran graficamente utilizando la analogia con una diana en la
préctica de tiro. Los agujeros en cada blanco de la figura 3.2 se consideran como las
predicciones con una técnica numérica; mientras que el centro del blanco representa la
verdad. La inexactitud (conocida también como sesgo) se define como una desviacién
sistemadtica del valor verdadero. Por lo tanto, aunque los disparos en la figura 3.2¢ estan
mds juntos que los de la figura 3.2a, los dos casos son igualmente inexactos, ya que
ambos se centran en la esquina superior izquierda del blanco. La imprecision (también
llamada incertidumbre), por otro lado, se refiere a la magnitud en la dispersion de los
disparos. Por consiguiente, aunque las figuras 3.2b y 3.2d son igualmente exactas (esto
es, igualmente centradas respecto al blanco), la dltima es mds precisa, pues los disparos
estan agrupados en forma mds compacta.

FIGURA 3.2
Un ejemplo de punteria ilustra los conceptos de exactitud y precision. a) Inexacto e impreci-
so; b) exacto e impreciso; ) inexacto Y preciso; d) exacto Y preciso.

Aumenta la exactitud

Aumenta la precision
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3.3

EJEMPLO 3.1

Los métodos numéricos deben ser lo suficientemente exactos o sin sesgo para sa-
tisfacer los requisitos de un problema particular de ingenieria. También deben ser sufi-
cientemente precisos para ser adecuados en el disefio de la ingenieria. En este libro se
usa el término error para representar tanto la inexactitud como la imprecisién en las
predicciones. Con dichos conceptos como antecedentes, ahora analizaremos los factores
que contribuyen al error en los cdlculos numéricos.

DEFINICIONES DE ERROR

Los errores numéricos surgen del uso de aproximaciones para representar operaciones
y cantidades matemdticas exactas. Estas incluyen los errores de truncamiento que re-
sultan del empleo de aproximaciones como un procedimiento matematico exacto, y los
errores de redondeo que se producen cuando se usan nimeros que tienen un limite de
cifras significativas para representar nimeros exactos. Para ambos tipos de errores, la
relacién entre el resultado exacto, o verdadero, y el aproximado estd dada por

Valor verdadero = Valor aproximado + error (3.1)

Reordenando la ecuacién (3.1) se encuentra que el error numérico es igual a la diferencia
entre el valor verdadero y el valor aproximado, es decir

E, = valor verdadero — valor aproximado (3.2)

donde E, se usa para denotar el valor exacto del error. El subindice ¢ indica que se trata
del error “verdadero” (true). Como ya se menciond brevemente, esto contrasta con los
otros casos, donde se debe emplear una estimacion “aproximada’” del error.

Una desventaja en esta definicién es que no toma en consideracion el orden de la
magnitud del valor que se estima. Por ejemplo, un error de un centimetro es mucho mas
significativo si se estd midiendo un remache en lugar de un puente. Una manera de tomar
en cuenta las magnitudes de las cantidades que se evalian consiste en normalizar el error
respecto al valor verdadero, es decir

. . error verdadero
Error relativo fraccional verdadero = ——M———
valor verdadero

donde, como ya se menciond en la ecuacion (3.2), error = valor verdadero — valor aproxi-
mado. El error relativo también se puede multiplicar por 100% para expresarlo como

error verdadero

=—— """ 100% (3.3)
valor verdadero

donde g, denota el error relativo porcentual verdadero.

Célculo de errores

Planteamiento del problema. Suponga que se tiene que medir la longitud de un
puente y la de un remache, y se obtiene 9999 y 9 cm, respectivamente. Si los valores
verdaderos son 10000 y 10 cm, calcule a) el error verdadero y b) el error relativo por-
centual verdadero en cada caso.
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Solucién

a) El error en la medicion del puente es [ecuacion (3.2)]
E,=10000-9999 =1cm
y en la del remache es de
E,=10-9=1cm

b) El error relativo porcentual para el puente es [ecuacion (3.3)]

&= 1 100% = 0.01%

10000

y para el remache es de

g =L 100% = 10%
10

Por lo tanto, aunque ambas medidas tienen un error de 1 cm, el error relativo porcentual
del remache es mucho mayor. Se concluye entonces que se ha hecho un buen trabajo en
la medicién del puente; mientras que la estimacién para el remache dejé mucho que
desear.

Observe que en las ecuaciones (3.2) y (3.3), E'y € tienen un subindice ¢ que signifi-
ca que el error ha sido normalizado al valor verdadero. En el ejemplo 3.1 tenfamos el
valor verdadero. Sin embargo, en las situaciones reales a veces es dificil contar con tal
informacion. En los métodos numéricos, el valor verdadero solo se conocera cuando se
tengan funciones que se resuelvan analiticamente. Este comtinmente serd el caso cuan-
do se estudie el comportamiento teérico de una técnica especifica para sistemas simples.
Sin embargo, en muchas aplicaciones reales, no se conoce a priori la respuesta verda-
dera. Entonces en dichos casos, una alternativa es normalizar el error, usando la mejor
estimacion posible al valor verdadero; es decir, para la aproximacién misma, como en

error aproximado

&, = : 100% (34
valor aproximado

donde el subindice a significa que el error estd normalizado a un valor aproximado.
Observe también que en aplicaciones reales la ecuacién (3.2) no se puede usar para
calcular el término del error de la ecuacién (3.4). Uno de los retos que enfrentan los
métodos numéricos es el de determinar estimaciones del error en ausencia del conoci-
miento de los valores verdaderos. Por ejemplo, ciertos métodos numéricos usan un
método iterativo para calcular los resultados. En tales métodos se hace una aproximacion
considerando la aproximacion anterior. Este proceso se efecttia varias veces, o de forma
iterativa, para calcular en forma sucesiva, esperando cada vez mejores aproximaciones.
En tales casos, el error a menudo se calcula como la diferencia entre la aproximacion
previa y la actual. Por lo tanto, el error relativo porcentual estd dado por

aproximacion actual — aproximacion anterior 100%
aproximacion actual

E =

a

(3.5)
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EJEMPLO 3.2

En capitulos posteriores se explicardn con detalle éste y otros métodos para expresar
errores.

Los signos de las ecuaciones (3.2) a (3.5) pueden ser positivos o negativos. Si la
aproximacion es mayor que el valor verdadero (o la aproximacion previa es mayor que
la aproximacion actual), el error es negativo; si la aproximacién es menor que el valor
verdadero, el error es positivo. También en las ecuaciones (3.3) a (3.5), el denominador
puede ser menor a cero, lo cual también llevaria a un error negativo. A menudo, cuando
se realizan célculos, no importa mucho el signo del error, sino mds bien que su valor
absoluto porcentual sea menor que una tolerancia porcentual prefijada €,. Por lo tanto,
es util emplear el valor absoluto de las ecuaciones (3.2) a (3.5). En tales casos, los cdlcu-
los se repiten hasta que

le] <&, (3.6)

Si se cumple la relacién anterior, entonces se considera que el resultado obtenido esta
dentro del nivel aceptable fijado previamente &,. Observe que en el resto del texto en
general emplearemos exclusivamente valores absolutos cuando utilicemos errores rela-
tivos.

Es conveniente también relacionar estos errores con el nimero de cifras significa-
tivas en la aproximacion. Es posible demostrar (Scarborough, 1966) que si el siguiente
criterio se cumple, se tendra la seguridad que el resultado es correcto en al menos n
cifras significativas.

£,=(0.5%x10>"% (3.7)

Estimacién del error con métodos iterativos

Planteamiento del problema.  En matemdticas con frecuencia las funciones se repre-
sentan mediante series infinitas. Por ejemplo, la funcidn exponencial se calcula usando
2 3 X"

X
ef=l+x+—+—+---+
21 3! n!

(E3.2.1)

Asi cuanto mds términos se le agreguen a la serie, la aproximacion serd cada vez mas
una mejor estimacion del valor verdadero de e*. La ecuacién (E3.2.1) se conoce como
expansion en series de Maclaurin.

Empezando con el primer término ¢* = 1 y agregando término por término, estime
el valor de €. Después de agregar cada término, calcule los errores: relativo porcentual
verdadero y normalizado a un valor aproximado usando las ecuaciones (3.3) y (3.5),
respectivamente. Observe que el valor verdadero es ¢*> = 1.648721... Agregue términos
hasta que el valor absoluto del error aproximado €, sea menor que un criterio de error
preestablecido & con tres cifras significativas.

Solucién.  En primer lugar la ecuacién (3.7) se emplea para determinar el criterio de
error que asegura que un resultado sea correcto en al menos tres cifras significativas:

£,=(0.5x 10>%)% = 0.05%

Por lo tanto, se agregardn términos a la serie hasta que £, sea menor que este valor.
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La primera estimacion es igual a la ecuacién (E3.2.1) con un solo término. Entonces,
la primera estimacion es igual a 1. La segunda estimacién se obtiene agregando el se-
gundo término, asi:

e“=1+x
y parax = 0.5,
e5=1+05=15

Esto representa el error relativo porcentual verdadero de [ecuacién (3.3)]

g = LOABTIL =15 1500, _ 9029

1.648721

La ecuacién (3.5) se utiliza para determinar una estimacién aproximada del error, dada
por:

€, = 1'? : L 100% = 33.3%

Como €, no es menor que el valor requerido &;, se deben continuar los cdlculos agregan-
do otro término, x*/2!, repitiendo el cdlculo del error. El proceso continda hasta que g,
< &,. Todos los célculos se resumen de la siguiente manera

Términos Resultado & (%) eq (%)
1 1 39.3
2 1.5 Q.02 33.3
3 1.625 1.44 /.69
4 1.645833333 0.175 1.27
5 1.648437500 0.0172 0.158
6 1.648697917 0.00142 0.0158

Asi, después de usar seis t€rminos, el error aproximado es menor que & = 0.05%, y el
célculo termina. Sin embargo, observe que, jel resultado es exacto con cinco cifras sig-
nificativas! en vez de tres cifras significativas. Esto se debe a que, en este caso, las ecua-
ciones (3.5) y (3.7) son conservadoras. Es decir, aseguran que el resultado es, por lo
menos, tan bueno como lo especifican. Aunque, como se analiza en el capitulo 6, éste no
es siempre el caso al usar la ecuacion (3.5), que es verdadera en la mayoria de las veces.

3.4

Con las definiciones anteriores como antecedente, se procede ahora a examinar los
dos tipos de error relacionados directamente con los métodos numéricos: el error de
redondeo y el error de truncamiento.

ERRORES DE REDONDEO

Como se menciond antes, los errores de redondeo se originan debido a que la compu-
tadora emplea un niimero determinado de cifras significativas durante un calculo. Los
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ndmeros tales como 7, e 0 /7 no pueden exspresarse con un nimero fijo de cifras
significativas. Por lo tanto, no pueden ser representados exactamente por la computado-
ra. Ademds, debido a que las computadoras usan una representacion en base 2, no pue-
den representar exactamente algunos nimeros en base 10. Esta discrepancia por la
omisién de cifras significativas se llama error de redondeo.

3.4.1 Representacion de nUmeros en la computadora

Numéricamente los errores de redondeo se relacionan de manera directa con la forma
en que se guardan los nimeros en la memoria de la computadora. La unidad fundamen-
tal mediante la cual se representa la informacién se llama palabra. Esta es una entidad
que consiste en una cadena de digitos binarios o bits (binary digits). Por lo comun, los
nimeros son guardados en una o mds palabras. Para entender como se realiza esto, se
debe revisar primero algtin material relacionado con los sistemas numéricos.

Sistemas numéricos.  Un sistema numérico es simplemente una convencion para re-
presentar cantidades. Debido a que se tienen 10 dedos en las manos y 10 dedos en los
pies, el sistema de numeracién que nos es muy familiar es el decimal o de base 10. Una
base es el nimero que se usa como referencia para construir un sistema. El sistema
de base 10 utiliza 10 digitos (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) para representar nimeros. Tales
digitos son satisfactorios por si mismos para contar de 0 a 9.

Para grandes cantidades se usa la combinacién de estos digitos basicos; con la po-
sicién o valor de posicion se especifica su magnitud. El digito en el extremo derecho de
un nimero entero representa un nimero del 0 al 9. El segundo digito a partir de la de-
recha representa un multiplo de 10. El tercer digito a partir de la derecha representa un
multiplo de 100 y asi sucesivamente. Por ejemplo, si se tiene el nimero 86409 se tienen
8 grupos de 10000, seis grupos de 1000, cuatro grupos de 100 y cero grupos de 10, y
nueve unidades, o bien

(8% 10% + (6 X 10%) + (4 x 10%) + (0 x 10") + (9 x 10°) = 86409

La figura 3.3a ofrece una representaciéon de cémo se formula un nimero en el sis-
tema de base 10. Este tipo de representacion se llama notacion posicional.

Debido a que el sistema decimal resulta ser tan familiar, no es comin darse cuenta
de que existen otras alternativas. Por ejemplo, si el ser humano tuviera ocho dedos en
las manos y ocho en los pies, se tendria, sin duda, una representacion en un sistema
octal o de base 8. En tal sentido nuestra amiga la computadora es como un animal que
tiene dos dedos, limitado a dos estados: 0 o 1. Esto se relaciona con el hecho de que las
unidades l6gicas fundamentales de las computadoras digitales sean componentes elec-
trénicos de apagado/encendido. Por lo tanto, los nimeros en la computadora se repre-
sentan con un sistema binario o de base 2. Del mismo modo que con el sistema decimal,
las cantidades pueden representarse usando la notacién posicional. Por ejemplo, el nd-
mero binario 11 es equivalente a (1 x 2") + (1 X 2°) =2 + 1 =3 en el sistema decimal. En
la figura 3.3b se ilustra un ejemplo mds complejo.

Representacion enfera.  Ahora que se ha revisado cémo los nimeros de base 10 se
representan en forma binaria, es facil concebir cémo los enteros se representan en la
computadora. El método mas sencillo se denomina método de magnitud con signo 'y
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|
8 6 4 0 9

DT
0 X 10 = 0
4 X 100 = 400

a) 6x 1000= 6000
8 X 10 000 = 80 000
86 409

27 26 25 24 23 22 21 20

1 0 1. 0 1 1 o0 1

N\ N .
0xX 2= 0
1TX 4= 4

1TX 8= 8

00X 16= 0

1X 32= 32

b) 0X 64= 0
1 X 128 = 128

73

FIGURA 3.3
Cémo trabajan los sistemas a) decimal (base 10) y b) binario (base 2). En b el nimero
binario 10101101 es equivalente al nimero decimal 173.

emplea el primer bit de una palabra para indicar el signo: con un 0 para positivo y un 1
para el negativo. Los bits sobrantes se usan para guardar el nimero. Por ejemplo, el
valor entero —173 puede guardarse en la memoria de una computadora de 16 bits como
se muestra en la figura 3.4.

FIGURA 3.4
La representacion de un entero decimal =173 en una computadora de 16 bits usando el
método de magnitud con signo.

1{0|0(0O|O0O(O0O[O|O(T|O|T[O|T|T]0]|1

T Nunvwero
Signo
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EJEMPLO 3.3

Rango de enteros

Planteamiento del problema. Determine el rango de enteros de base 10 que pueda
representarse en una computadora de 16 bits.

Solucién.  De los 16 bits, se tiene el primer bit para el signo. Los 15 bits restantes
pueden contener los nimeros binarios de 0 a 111111111111111. EI Iimite superior se
convierte en un entero decimal, asi

(AIx12% + A x2B) + -+ (1 x2H + (1 x29

que es igual a 32 767 (observe que esta expresion puede simplemente evaluarse como 21
— 1). Asi, en una computadora de 16 bits una palabra puede guardar en memoria un
entero decimal en el rango de —32767 a 32767. Ademads, debido a que el cero estd ya
definido como 0000000000000000, seria redundante usar el nimero 1000000000000000
para definir “menos cero”. Por lo tanto, es usualmente empleado para representar un
ndmero negativo adicional: —=32 768, y el rango va de —32768 a 32767.

Observe que el método de magnitud con signo descrito antes no se utiliza para re-
presentar enteros en computadoras convencionales. Se prefiere usar una técnica llamada
complemento de 2 que incorpora en forma directa el signo dentro de la magnitud del
ndmero, en lugar de emplear un bit adicional para representar mas o menos (véase Cha-
pra y Canale, 1994). Sin embargo, en el ejemplo 3.3 sigue sirviendo para ilustrar cémo
todas las computadoras digitales estdn limitadas en cuanto a su capacidad para repre-
sentar enteros. Esto es, los nlimeros por encima o por debajo de este rango no pueden
representarse. Una limitacién mds importante se encuentra en el almacenaje y la mani-
pulacién de cantidades fraccionarias, como se describe a continuacion.

Representacion del punto-flotante.  Las cantidades fraccionarias generalmente se
representan en la computadora usando la forma de punto flotante. Con este método, el
ndmero se expresa como una parte fraccionaria, llamada mantisa o significando, y una
parte entera, denominada exponente o caracteristica, esto es,

m - b¢

donde m = la mantisa, b = la base del sistema numérico que se va a utilizar y e = el ex-
ponente. Por ejemplo, el nimero 156.78 se representa como 0.15678 x 103 en un sistema
de base 10 de punto flotante.

En 1a figura 3.5 se muestra una forma en que el niimero de punto flotante se guar-
da en una palabra. El primer bit se reserva para el signo; la siguiente serie de bits, para
el exponente con signo; y los tltimos bits, para la mantisa.

Observe que la mantisa es usualmente normalizada si tiene primero cero digitos.
Por ejemplo, suponga que la cantidad 1/34 = 0.029411765... se guarda en un sistema de
base 10 con punto flotante, que Unicamente permite guardar cuatro lugares decimales.
Entonces, 1/34 se guardaria como

0.0294 x 10°

Sin embargo, al hacerlo asi, la inclusion del cero “inutil” a la derecha del punto decimal
nos obliga a eliminar el digito 1 del quinto lugar decimal. El nimero puede normalizarse
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Exponente

con signo |

Mantisa

!

Signo
FIGURA 3.5

La forma en que un nimero de punto flotante se guarda en una palabra.

para eliminar el cero multiplicando la mantisa por 10 y diminuyendo el exponente en 1,
para quedar

0.2941 x 107!

Asi, se conserva una cifra significativa adicional al guardar el nimero.
La consecuencia de la normalizacién es que el valor absoluto de m queda limitado.
Esto es,

1 <m<1 (3.8)
b

donde b = la base. Por ejemplo, para un sistema de base 10, m estaria entre 0.1 y 1; y
para un sistema de base 2, entre 0.5 y 1.

La representacién de punto flotante permite que tanto fracciones como nimeros
muy grandes se expresen en la computadora. Sin embargo, hay algunas desventajas. Por
ejemplo, los ndmeros de punto flotante requieren mas espacio y més tiempo de proce-
sado que los nimeros enteros. Mds importante aun es que su uso introduce una fuente
de error debido a que la mantisa conserva sélo un nimero finito de cifras significativas.
Por lo tanto, se introduce un error de redondeo.

EJEMPLO 3.4 Conjunto hipotético de nimeros con punto flotante

Planteamiento del problema.  Determine un conjunto hipotético de ndmeros con pun-
to flotante para una maquina que guarda informacién usando palabras de 7 bits. Emplee
el primer bit para el signo del nimero, los siguientes tres para el signo y la magnitud del
exponente, y los dltimos tres para la magnitud de la mantisa (véase figura 3.6).

Solucién.  El ndmero positivo més pequefio posible se representa en la figura 3.6. E1 0
inicial sefiala que la cantidad es positiva. El 1 en el segundo lugar indica que el expo-
nente tiene signo negativo. Los 1, en el tercero y cuarto lugar dan un valor méximo al
exponente de

Ix2'+1%x20=3

Por lo tanto, el exponente serd —3. Por dltimo, la mantisa estd especificada por el 100 en
los dltimos tres lugares, lo cual nos da

Ix21+0x224+0x23=0.5
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21 20 271 272 23

of1(1(1(1(0]|0
T Magnitud
de la mantisa

Signo del Signo del

numero exponente
Magnitud

del exponente

FIGURA 3.6
El nimero positivo de punto flotante méas pequeiio posible del ejemplo 3.4.

Aunque es posible tomar una mantisa mas pequeia (por ejemplo, 000, 001, 010, O11), se
emplea el valor de 100 debido al limite impuesto por la normalizacién [ecuacion (3.8)].
Asi, el nimero positivo mas pequefio posible en este sistema es +0.5 X 273, el cual es
igual a 0.0625 en el sistema de base 10. Los siguientes nimeros mas grandes se desa-
rrollan incrementando la mantisa como sigue:

0111101 = (1 x 27"+ 0 x 272+ 1 x 273) x 272 = (0.078125),,

0111110 = (1 x 27" + 1 x 272+ 0 x 273) x 273 = (0.093750)

0111111 = (1 X2+ 1 X224 1 x273%) x273=(0.109375),o
Observe que las equivalencias de base 10 se esparcen de manera uniforme en un inter-
valo de 0.015625.

En este punto, para continuar el incremento se debe disminuir el exponente a 10, lo
cual da un valor de

Ix2'+0x2°=2

La mantisa disminuye hasta su valor mas pequefio: 100. Por lo tanto, el siguiente niime-
1o es

0110100 = (1 x 271 + 0 x 22 + 0 x 2%) x 272 = (0.125000),,

Esto todavia representa una brecha o espacio de 0.125000 — 0.109375 = 0.015625. Sin
embargo, cuando los niimeros grandes se generan incrementando la mantisa, la brecha
es de 0.03125,

0110101 = (1 x 271 + 0 x 22 + 1 x 27%) x 272 = (0.156250),
0110110 =(1 x 27 + 1 X 22 + 0 x 2-3) x 22 = (0.187500),,
0110111 = (1 x 27" + 1 x 22+ 1 x 273 x 22 = (0.218750),,

Este patrén se repite conforme se formula una cantidad mayor hasta que se alcanza un
nimero maximo:

0011111 = (A X2"+ 1 %22+ 1x23)x23=(7)

El conjunto del nimero final se muestra en la figura 3.7.
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Corte Redondeo

t t }
x — Ax mmﬂ x + Ax

7
| ! ! ! | . . [Overflow" —

Underflow'? “agujero”
en el cero

M se genera una cantidad demasiado grande, en una operacion aritmética, que rebasa la capacidad del registro

@ se genera una cantidad, en una operacion aritmética, demasiado pequefa, para que pueda ser almacenada.

FIGURA 3.7

Sistema numérico hipotético desarrollado en el ejemplo 3.4. Cada valor se indica con una
marca. Tan sélo se muestran los nimeros positivos. Un conjunto idéntico se extenderia en
direccién negativa.

En la figura 3.7 se presentan diversos aspectos de la representacion de punto flotan-
te, que son importantes respecto de los errores de redondeo en las computadoras.

1. Elrango de cantidades que pueden representarse es limitado. Como en el caso de
los enteros, hay niimeros grandes positivos y negativos que no pueden representar-
se. Intentar emplear nimeros fuera del rango aceptable dard como resultado el
llamado error de desbordamiento (overflow). Sin embargo, ademads de las grandes
cantidades, la representacion de punto flotante tiene la limitacién adicional de que
nimeros muy pequefios no pueden representarse. Esto se ilustra por el “agujero”
underflow entre el cero y el primer nimero positivo en la figura 3.7. Se debe ob-
servar que este agujero aumenta por las limitaciones de normalizacién de la ecua-
cion (3.8).

2. Existe solo un niimero finito de cantidades que puede representarse dentro de un
rango. Asi, el grado de precision es limitado. Es evidente que los niimeros irraciona-
les no pueden representarse de manera exacta. Ademas, los niimeros racionales que
no concuerdan exactamente con uno de los valores en el conjunto tampoco pueden
ser representados en forma precisa. A los errores ocasionados por la aproximacién
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en ambos casos se les conoce como errores de cuantificacion. La aproximacién real
se realiza por dos caminos: cortando o redondeando. Por ejemplo, suponga que el
valorde 7 =3.14159265358... se va a guardar en un sistema de numeracién de base
10 con 7 cifras significativas. Un método de aproximacién podria ser simplemente
omitir, o “cortar”, el octavo y demads términos, como en 7 = 3.141592, con la intro-
duccién de un error asociado de [ecuacién (3.2)]

E, =0.00000065...

Esta técnica de mantener s6lo términos significativos fue originalmente conocida
como “truncamiento” en la jerga computacional. Preferimos llamarla corte para
distinguirla de los errores de truncamiento que se analizardn en el capitulo 4. Ob-
serve que en el sistema numérico de base 2 de la figura 3.7, corte significa que
cualquier cantidad que esté dentro de un intervalo de longitud Ax se guardard en
memoria como una cantidad en el extremo inferior del intervalo. Asi, el error maxi-
mo por corte es Ax. Ademads, se presenta un sesgo porque todos los errores son po-
sitivos. La deficiencia del corte se atribuye al hecho de que los términos superiores
de la representacion decimal completa no tienen impacto en la version cortada. Asf,
en el ejemplo de 7, el primer digito descartado es 6. El tltimo digito retenido debe-
ria redondearse a 3.141593. Tal redondeo reduce el error a

E, =-0.00000035...

En consecuencia, el redondeo produce un error absoluto menor que el de corte.
Observe que, en el sistema numérico de base 2 de la figura 3.7, redondear significa
que cualquier cantidad que esté en un intervalo de longitud Ax se representard como
el nimero mds cercano permitido. Entonces, el error maximo de redondeo es Ax/2.
Ademads, no se presenta sesgo porque ciertos errores son positivos y otros son nega-
tivos. Algunas computadoras emplean redondeo. Sin embargo, esto aumenta el
trabajo computacional y, en consecuencia, muchas maquinas simplemente usan
el corte. Dicho enfoque se justifica con la suposicién de que el nimero de cifras
significativas es suficientemente grande para que los errores de redondeo resultantes
sean despreciables.

El intervalo entre los niimeros, Ax, aumenta conforme los niimeros crecen en mag-
nitud. Esta es la caracteristica, por supuesto, que permite que la representacién de
punto flotante conserve los digitos significativos. Sin embargo, también quiere decir
que los errores de cuantificacién sean proporcionales a la magnitud del nimero que
serd representado. Para normalizar los nimeros de punto flotante, esta proporciona-
lidad se expresa, para los casos en que se emplea el corte, como

[ (39)
|~

y, para los casos donde se utiliza el redondeo, como

Ad €

< 3.10
W "2 (3.10)
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EJEMPLO 3.5

donde a € se le denomina épsilon de la mdquina, el cual se calcula como
& =pl (3.11)

donde b es el nlimero base y 7 es el nimero de digitos significativos en la mantisa. Ob-
serve que las desigualdades en las ecuaciones (3.9) y (3.10) quieren decir que éstos son
los limites de los errores. Es decir, especifican los casos extremos.

Epsilon de la maquina

Planteamiento del problema. Determine el épsilon de la maquina y verifique su
efectividad para caracterizar los errores del sistema numérico del ejemplo 3.4. Suponga
que se usa al corte.

Solucién.  Elsistema de punto flotante hipotético del ejemplo 3.4 empleaba valores de
base b = 2, y nimero de bits de la mantisa ¢ = 3. Por lo tanto, el épsilon de la maquina
debe ser [ecuacion (3.11)]

€=2123=0.25

En consecuencia, el error de cuantificacion relativo estard limitado por 0.25, para el
corte. El error relativo mas grande deberia ocurrir para aquellas cantidades que caen
justo debajo del limite superior del primer intervalo entre miimeros equidistantes suce-
sivos (véase figura 3.8). Aquellos nimeros que caen en los intervalos sucesivos siguien-
tes tendrdn el mismo valor de Ax pero un mayor valor de x y, por lo tanto, tendran un
error relativo bajo. Un ejemplo de un error maximo seria un valor que cae justo por
debajo de limite superior del intervalo entre (0.125000),, y (0.156250),,. Para este caso,
el error serfa menor a

0.03125 _ 0.25
0.125000

Entonces, el error es como se predijo mediante la ecuacién (3.9).

FIGURA 3.8
El error de cuantificacién mas grande ocurrird para aquellos valores que caigan justo debajo
del limite superior del primero de una serie de infervalos equiespaciados.

| | | | d | |

Error relativo
mayor

El hecho de que los errores de cuantificacién dependan de la magnitud tiene varias
aplicaciones practicas en los métodos numéricos. Muchas de ellas estan relacionadas
con la cominmente empleada operacién de probar si dos nimeros son iguales. Ello
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epsilon = 1
Do
IF (epsilontl < 1)
EXIT
epsilon = epsilon/2
END DO
epsilon = 2 x epsilon

FIGURA 3.9
Seudocédigo para deter-
minar el épsilon de la ma-
quina en una computadora
binaria.

ocurre cuando se prueba la convergencia de cantidades, asi como en los mecanismos
para detener procesos iterativos (véase el ejemplo 3.2). En estos casos deberd ser claro
que mds que probar si las dos cantidades son iguales, es recomendable probar si su di-
ferencia es menor que una pequefia tolerancia aceptable. Ademads, deberd ser evidente
que mas que la diferencia absoluta, deberd compararse la diferencia normalizada, en
especial cuando se trabaja con nimeros de gran magnitud. El épsilon de la maquina,
ademds, se emplea al formular criterios de paro o de convergencia. Esto asegura que los
programas sean portdtiles, es decir, que no sean dependientes de la computadora sobre
la cual se hayan implementado. En la figura 3.9 se presenta un seudocddigo que auto-
maticamente determina el €psilon de la mdquina en una computadora binaria.

Precision extendida. Aqui se debe observar que, aunque los errores de redondeo
llegan a ser importantes en contextos tales como pruebas de convergencia, el nimero de
digitos significativos que tiene la mayoria de las computadoras permite que muchos
célculos de ingenieria se realicen con una precisiéon mas que aceptable. Por ejemplo, el
sistema numeérico hipotético de la figura 3.7 es una enorme exageracién que se usé con
propositos ilustrativos. En las computadoras comerciales se utilizan conjuntos mucho
mds grandes y por consiguiente se permite que los nimeros queden expresados con una
precision adecuada. Por ejemplo, las computadoras que usan el formato IEEE permiten
24 bits para ser usados por la mantisa, lo cual se traduce en cerca de siete cifras signifi-
cativas de precision' en digitos de base 10 con un rango aproximado de 10738 a 10°°.

Se debe reconocer que atn hay casos donde el error de redondeo resulta critico. Por
tal razén muchas computadoras permiten la especificacion de precision extendida. La
mds comun de estas especificaciones es la doble precision, en la cual se duplica el nd-
mero de palabras utilizado para guardar nimeros de punto flotante. Esto proporciona
de 15 a 16 digitos decimales de precisién y un rango aproximado de 1039 a 103%,

En muchos casos el uso de cantidades de doble precision llega a reducir, en gran
medida, el efecto del error de redondeo. Sin embargo, el precio que se paga por tales
medidas remediales consiste en mayores requerimientos de memoria y de tiempo de
ejecucion. La diferencia en el tiempo de ejecucion de un calculo pequeno podria parecer
insignificante. No obstante, conforme los programas van siendo cada vez mas grandes
y complicados, el tiempo de ejecucion agregado se vuelve mds considerable y repercute
de manera negativa para resolver el problema en forma efectiva. Por lo tanto, la precision
extendida no deberfa utilizarse en forma generalizada. Por el contrario, deberd ser em-
pleada en forma selectiva, donde se obtenga un maximo beneficio al menor costo en
términos de tiempo de ejecucion. En las siguientes secciones veremos mds de cerca como
los errores de redondeo afectan los cdlculos y ello nos servird para comprender los fun-
damentos que nos guien en el uso de la capacidad de la doble precision.

Antes de proseguir, debemos observar que algunos paquetes de software de uso
comun (por ejemplo, Excel o Mathcad) normalmente utilizan doble precision para re-
presentar las cantidades numéricas. Asi, quienes desarrollaron estos paquetes decidieron
reducir los errores de redondeo sacrificando velocidad para usar una precision extendi-
da. Otros, como el MATLAB, permiten usar la precisién extendida, si se desea.

! Observe que, de hecho, tinicamente 23 bits se emplean en la memoria para la mantisa. Sin embargo, debido a
la normalizacion, el primer bit de la mantisa es siempre 1 y, por lo tanto, no se guarda. Asi, el primer bit junto
con los 23 bits de memoria dan 24 bits en total para la precision de la mantisa.
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3.4.2 Manipulacion aritmética de nUmeros en la computadora

Junto con las limitaciones del sistema numérico de una computadora, las manipulaciones
aritméticas que se usan con tales nimeros también pueden dar como resultado errores
de redondeo. En la siguiente seccion se ilustrard primero cémo afectan las operaciones
aritméticas comunes a los errores de redondeo. De este modo, investigaremos varias
manipulaciones que son especialmente propensas a errores de redondeo.

Operaciones aritméticas comunes. A causa de que estamos familiarizados con los
nimeros de base 10, los emplearemos para ilustrar el efecto del error de redondeo en las
operaciones bdsicas: suma, resta, multiplicacién y divisién. Otras bases de nimeros
pueden tener un comportamiento similar. Para simplificar el andlisis, emplearemos una
computadora decimal hipotética con una mantisa de 4 digitos y un exponente de 1 digi-
to. Ademds, se usard el corte. El redondeo puede implicar errores similares, aunque
menos dramaticos.

Cuando se suman dos nimeros de punto flotante, el nimero de la mantisa con el
exponente menor se modifica de tal forma que los exponentes sean los mismos. Esto
tiene el efecto de alinear los puntos decimales. Por ejemplo, suponga que se quiere sumar
0.1557 - 10" + 0.4381 - 107", El decimal de la mantisa del segundo niimero se recorre a
la izquierda un niimero de lugares igual a la diferencia de los exponentes [1 — (-1) = 2],
asi,

0.4381 - 107! — 0.004381 - 10!
Ahora se suman los nimeros,

0.1557 - 10!
0.004381- 10!
0.160081 - 10!

y el resultado es cortado a 0.1600 - 10'. Note c¢6mo los tltimos dos digitos del segundo
ndmero que se recorrieron a la derecha fueron eliminados de los célculos.

La resta se realiza en forma idéntica a la suma, con la excepcion del signo del sus-
traendo, que es negativo. Por ejemplo, suponga que hacemos la resta 36.41 menos 26.86.
Esto es,

0.3641 - 10?
-0.2686 - 102
0.0955 - 10?

Aqui el resultado no estd normalizado y se debe recorrer el decimal un lugar a la
derecha para obtener 0.9550 - 10" = 9.550. Observe que el cero sumado al final de la man-
tisa no es relevante, tan sélo llena el espacio vacio creado al recorrer los nimeros. Es
posible obtener resultados mas dramadticos todavia, cuando las cantidades estén muy
cercanas, como por ejemplo,

0.7642 - 10°
-0.7641 - 10°
0.0001 - 10°
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EJEMPLO 3.6

que podria convertirse en 0.1000 - 10° = 0.1000. Asi, en este caso, se agregan tres ceros
no significativos, lo cual introduce un error sustancial de cdlculo debido a que las ma-
nipulaciones siguientes actdan como si los ceros fueran significativos. Como se verd mas
adelante en otra seccion, la pérdida significativa durante la resta de nimeros casi iguales
es una de las principales fuentes de errores de redondeo en los métodos numéricos.

La multiplicacién y la divisién resultan un poco mas sencillos que la suma y la
resta. Los exponentes se suman y la mantisa se multiplica. Debido a que la multiplicacion
de dos mantisas de n digitos da como resultado 27 digitos, muchas computadoras ofrecen
resultados intermedios en un registro de doble longitud. Por ejemplo,

0.1363 - 10° X 0.6423 - 107! = 0.08754549 - 10?

Si, como en este caso, se introduce un cero, el resultado es normalizado,
0.08754549 - 10*> — 0.8754549 - 10!

y cortando resulta
0.8754 - 10!

La division se realiza en forma similar, aunque las mantisas se dividen y los expo-
nentes se restan. Entonces el resultado es normalizado y cortado.

Céleulos grandes.  Ciertos métodos requieren un nimero extremadamente grande
de manipulaciones aritméticas para llegar a los resultados finales. Ademads, dichos calcu-
los a menudo son interdependientes; es decir, los cdlculos son dependientes de
los resultados previos. En consecuencia, aunque el error de redondeo individual sea
pequeiio, el efecto acumulativo durante el proceso de muchos cédlculos puede ser rele-
vante.

Un nimero grande de cdlculos interdependientes

Planteamiento del problema. Investigue el efecto del error de redondeo en un gran
nimero de calculos interdependientes. Desarrolle un programa que sume un nimero
100000 veces. Sume el ntimero 1 con precision simple, y 0.00001 con precisiones sim-
ple y doble.

Solucién.  Enlafigura 3.10 se muestra un programa en Fortran 90 que realiza la suma.
Mientras que la suma con precisién simple de 1 dara el resultado esperado, la precisién
simple en la suma de 0.00001 tiene una gran discrepancia. Este error se reduce de ma-
nera importante cuando 0.00001 se suma con precisién doble.

Los errores de cuantificacion son la fuente de las discrepancias. Debido a que el
entero 1 puede ser representado en forma exacta en la computadora, puede sumarse
exactamente. En contraste, 0.00001 no puede representarse con exactitud y se cuantifi-
ca con un valor que es ligeramente diferente de su valor verdadero. Aunque esta ligera
discrepancia resultard insignificante para un calculo pequefio, se acumula después de la
repeticion de sumas. Tal problema ocurre también con la precisién doble, pero se redu-
ce en forma relevante porque el error de cuantificaciéon es mucho més pequefio.
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FIGURA 3.10

Programa en Fortran QO
para sumar un ndmero 107
veces. Aqui se suma el no-
mero 1 con precisién simple
y el nimero 107 con preck-
siones simple y doble.

PROGRAM fig0310

IMPLICIT none

INTEGER::1i

REAL::suml, sum2, x1, x2

DOUBLE PRECISION::sum3, x3

suml=0.

sum2=0.

sum3=0.

x1=1.

x2=1.e-5

x3=1.d-5

DO i=1, 100000
suml=suml+x1l
sum2=sum2+x2
sum3=sum3+x3

END DO

PRINT *, suml

PRINT *, sum2

PRINT *, sum3

END

output:

100000.000000
1.000990
9.999999999980838E-001

Observe que el tipo de error ilustrado en el ejemplo anterior es algo atipico porque
todos los errores en las operaciones que se repiten tienen el mismo signo. En muchos
casos, los errores en grandes cdlculos alternan el signo de manera aleatoria y, entonces,
con frecuencia se cancelan. Sin embargo, hay también algunos casos donde tales errores
no se cancelan pero, en efecto, llevan a resultados finales dudosos. En las siguientes
secciones se mostrard coémo puede ocurrir esto.

Suma de un nimero grande y uno pequeiio.  Suponga que se desea sumar un nu-
mero pequefio, 0.0010, con un nimero grande, 4 000, utilizando una computadora hipo-
tética con una mantisa de 4 digitos y un exponente de 1 digito. Modificamos el nimero
pequefio para que su exponente sea igual al del grande,

0.4000 - 10*
0.0000001 - 10*
0.4000001 - 10*

el cual se corta a 0.4000 - 10*. Asi, jresult6 lo mismo que si no hubiéramos realizado la
suma!

Este tipo de error puede ocurrir cuando se calculan series infinitas. Por ejemplo, si
el término inicial de una serie es relativamente grande en comparacién con los demds
términos, después de que se han sumado unos pocos términos, estamos en la situacién
de sumar una cantidad pequefia a una cantidad grande.
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EJEMPLO 3.7

Una manera de reducir este tipo de errores consiste en sumar la serie en sentido
inverso: esto es, en orden ascendente en lugar de descendente. De esta manera, cada
nuevo término serd comparable en magnitud con el de la suma acumulada (véase el
problema 3.4).

Cancelacién por resta.  Se refiere al redondeo inducido cuando se restan dos nime-
ros de punto flotante casi iguales.

Un caso comtin donde esto ocurre es en la determinacion de las raices de una ecua-
cion cuadrdtica o pardbola utilizando la férmula cuadrética,

X, —b*\b'—4dac (3.12)

X, 2a

En los casos donde b? >> 4ac, la diferencia en el numerador puede ser muy pequefia. En
tales casos, la precisién doble llega a reducir el problema. Ademds, una formulacién
alternativa puede usarse para minimizar la cancelacion por resta.

xl —2c

X, b+b’ —dac

Una ilustracién del problema y del uso de esta férmula alternativa se ofrecen en el si-
guiente ejemplo.

(3.13)

Cancelacién por resta

Planteamiento del problema.  Calcule el valor de las raices de una ecuacién cuadrati-
cacona=1,b=3000.001y ¢ = 3. Compare el valor calculado con las raices verdaderas
x, =-0.001 y x, =-3000.

Solucién.  En la figura 3.11 se muestra un programa en Fortran 90 que calcula las
raices x; y x, usando la férmula cuadratica [(ecuacion (3.12)]. Observe que se dan las
versiones tanto de la precision simple como la precision doble. Mientras que los resul-
tados para x, son adecuados, el error relativo porcentual para x; es pobre para la precision
simple, &, = 2.4%. Este valor quiza resulte para muchos problemas de aplicaciones en
ingenieria. jEste resultado es en particular sorpresivo porque se emplea una férmula
analitica para obtener la solucién!

La pérdida de significancia ocurre en la linea del programa donde dos nimeros
grandes se restan. No ocurren problemas semejantes cuando los mismos niimeros se
suman.

Considerando lo anterior podemos obtener la conclusién general de que la férmu-
la cuadratica serd susceptible de cancelacion por resta cada vez que b*> > 4ac. Una
manera de evitar este problema consiste en usar precision doble. Otra es reacomodar la
férmula cuadrética en la forma de la ecuacién (3.13). Ya que en la salida del programa,
ambas opciones dan un error mucho menor porque se minimiza o evita la cancelacién
por resta.
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PROGRAM fig0311 PRINT *, ‘resultados con precisidén
IMPLICIT none doble:’

REAL::a,b,c,d,x1,x2,x1r PRINT ‘(1x,al10,£20.14)’, ‘x1 = ', x11
DOUBLE PRECISION::aa,bb,cc,dd,x11l,x22 PRINT ‘(1x,al10,£10.4)’, ‘x2 = '/, x22

a = 1. PRINT *

b = 3000.001 PRINT *, ‘férmula modificada para la
c = 3. primer raiz:’

d = SQRT(b * b - 4. * a * ) xlr = -2. * ¢ / (b + 4)

x1l = (-b + d) / (2. * a) PRINT ‘(1x,al10,£20.14)’, ‘x1 = ', xlr
x2 = (-b - d) / (2. * a) END

PRINT *, ‘resultados con precisidén

simple:’ SALIDA

PRINT ‘(1x, al0, £20.14)’, ‘x1 = '/, x1 resultados con precisién simple:
PRINT ‘(1x, al0, £10.4)’, ‘x2 = ', x2 x1l = -.00097656250000

PRINT * x2 = -3000.0000

aa = 1. resultados con precisidén doble:

bb = 3000.001 x1l = -.00100000000771

cc = 3. x2 = -3000.0000

dd = SQRT(bb * bb - 4. * aa * cc) férmula modificada para la primera raiz:
x11l = (-bb + d4dd) / (2. * aa) x1 = -.00100000000000

x22 = (-bb - dd) / (2. * aa)

FIGURA 3.11

Programa en Forfran 90 para determinar las raices de una ecuacion cuadrética. Con precisiones simple y doble.

Considere que, como en el ejemplo anterior, hay veces en las que la cancelacién por
resta se evita empleando una transformacion. No obstante, el tinico remedio general es
usar la precision extendida.

Dispersion.  La dispersién ocurre generalmente cuando los términos individuales en
la sumatoria son mds grandes que la sumatoria misma. Como en el siguiente ejemplo,
casos como éstos ocurren en las series con signos alternados.

EJEMPLO 3.8 Evaluacién de eX usando series infinitas

Planteamiento del problema. La funcién exponencial y = e* estd dada por la serie
infinita
2 3

X X
y=l4+x+—+—+-
20 3!

Evalte esta funcion para x = 10 y x = —10; esté atento al problema del error de redondeo.

Solucién.  En la figura 3.12a se muestra un programa en Fortran 90 que utiliza una
serie infinita para evaluar e*. La variable i es el nimero de términos en la serie, term es
el valor de término actual que se le agrega a la serie, y sum es el valor acumulado de la
serie. La variable test es el valor acumulado precedente de la serie antes de la suma de
term. La serie se termina cuando la computadora no puede detectar la diferencia entre
testy sum.

www.FreelLibros.me



3.4

ERRORES DE REDONDEO

75

a) Programa

PROGRAM fig0312
IMPLICIT none

Real::term, test, sum,x
INTEGER: : 1

i =0

term = 1.

sum = 1.

test = 0.

PRINT *, ‘x = '

READ *, X

PRINT *, ‘i’, ‘term’, ‘sum’
DO

IF (sum.EQ.test) EXIT
PRINT *, i, term, sum

i=14+1

term = term*x/i

test = sum

sum = sum+term
END DO
PRINT *, ‘valor exacto =’ ,exp(x)
END
b) Evaluacion de e'©
X=
10
i term sum
0 1.000000 1.000000
1 10.000000 11.000000
2 50.000000 61.000000
3 166.666700 227.666700
4 416.666700 644 .333400
5 833.333400 1477.667000
27 9.183693E-02 22026.420000
28 3.279890E-02 22026.450000
29 1.130997E-02 22026.460000
30 3.769989E-03 22026.470000
31 1.216126E-03 22026.470000

valor exacto =

FIGURA 3.12

22026.460000

) Evaluacién de 710

X=
-10

1 term

0 1.000000
1 -10.000000
2 50.000000
3 -166.666700
4 416.666700
5 -833.333400
1 -2.989312E-09
42 7.117410E-10
43 -1.655212E-10
44 3.761845E-11
45 -8.359655E-12

valor exacto =

8
8
8.
8

8

sum
1.000000
-9.000000
41.000000
-125.666700
291.000000
-542.333400

.137590E-05
.137661E-05
137644E-05
.137648E-05
.137647E-05

4.539993E-05

a) Un programa en Fortran Q0 para evaluar ¢ usando series infinitas. b) Evaluacion de e, ¢) Evaluacion de e
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La figura 3.12b muestra los resultados de la ejecucion del programa para x = 10.
Observe que este caso es completamente satisfactorio. El resultado final se alcanza en
31 términos con la serie idéntica para el valor de la funcién en la biblioteca con siete
cifras significativas.

En la figura 3.12¢ se muestran los resultados para x = —10. Sin embargo, en este
caso, los resultados de la serie calculada no coinciden ni en el signo con respecto al re-
sultado verdadero. De hecho, los resultados negativos abren una gama de preguntas
serias porque ¢* nunca puede ser menor que cero. El problema es causado por el error
de redondeo. Observe que muchos de los términos que conforman la suma son mucho
mds grandes que el resultado final de la suma. Ademads, a diferencia del caso anterior,
los términos individuales varian de signo. Asi, en efecto, estamos sumando y restando
nimeros grandes (cada uno con algtn error pequefio) y dando gran significancia a las
diferencias; esto es, cancelacion por resta. Entonces, puede verse que el culpable en este
ejemplo de dispersion es, en efecto, la cancelacion por resta. En tales casos es apropiado
buscar alguna otra estrategia de cdlculo. Por ejemplo, uno podria tratar de calcular y =
e'% como y = (¢)'°. En lugar de una reformulacién, ya que el dnico recurso general es
la precisién extendida.

PROBLEMAS

Productos internos.  De las secciones anteriores debe quedar claro que, algunas series
infinitas son particularmente propensas a errores por redondeo. Por fortuna, el cdlculo
de series no es una de las operaciones mds comunes en métodos numéricos. Una mani-
pulacién mds frecuente es el cdlculo de productos internos, esto es,

zxiyi :xlyl +'x2y2 +'”+xnyn
i=1

Esta operacién es muy comiin, en particular en la solucién de ecuaciones simultdneas
lineales algebraicas. Tales sumatorias son propensas a errores por redondeo. En conse-
cuencia, a menudo es deseable calcular tales sumas con precision extendida.

Aunque en las secciones siguientes se ofrecerdn reglas practicas para reducir el error
de redondeo, no son un medio directo mejor que el método de prueba y error para de-
terminar realmente el efecto de tales errores en los cdlculos. En el préximo capitulo se
presentard la serie de Taylor, la cual proporcionard un enfoque matematico para estimar
esos efectos.

3.1 Convierta los nimeros siguientes en base 2 a nimeros en 3.4 La serie infinita
base 10: a) 1011101. b) 101.101, y ¢) 0.01101. "
3.2 Realice su propio programa con base en la figura 3.9 y tselo f(n)= Z =
para determinar el épsilon de méaquina de su computadora. =1 !

3.3 En forma similar a la de la figura 3.9, escriba un programa
corto para determinar el nimero mds pequeflo, x,,,, que utiliza
la computadora que empleard con este libro. Observe que su
computadora serd incapaz de diferenciar entre cero y una canti-
dad mds pequefia que dicho nimero.

converge a un valor de f(n) = £4/90 conforme n se tiende a infi-
nito. Escriba un programa de precision sencilla para calcular f(n)
para n = 10000 por medio de calcular la suma desde i = 1 hasta
10000. Después repita el cdlculo pero en sentido inverso, es
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decir, desde i = 10000 a 1, con incrementos de —1. En cada caso,
calcule el error relativo porcentual verdadero. Explique los re-
sultados.

3.5 Evalde e~ con el uso de dos métodos

2 3
X

e =l-x+——"—+-
2 3!

1 1

¢ =o=———73 3
T+x+—+"—+--
2 3!

y compdrelo con el valor verdadero de 6.737947 x 1073. Utilice
20 términos para evaluar cada serie y calcule los errores relativos
aproximado y verdadero como términos que se agregaran.

3.6 La derivada de f(x) = 1/(1 — 3x?)? estd dada por

6x
(1-3x%)*

(Esperaria el lector dificultades para evaluar esta funcién para
x =0.577? Inténtelo con aritmética de 3 y 4 digitos con corte.
3.7 a) Evalde el polinomio

y=x3-T7x>+8x+0.35

en x = 1.37. Utilice aritmética de 3 digitos con corte. Evalte el
error relativo porcentual.

b) Repita el inciso a) pero exprese a y como
y=[(x=7)x+ 8]x+0.35

Evalde el error y comparelo con el inciso a).

3.8 Calcule la memoria de acceso al azar (RAM) en megabytes,
que es necesaria para almacenar un arreglo multidimensional de
20 x 40 x 120. Este arreglo es de doble precision, y cada valor
requiere una palabra de 64 bits. Recuerde que una palabra de 64
bits = 8 bytes, y un kilobyte = 2'° bytes. Suponga que el indice
comienza en 1.

3.9 Determine el nimero de términos necesarios para aproximar
cos x a 8 cifras significativas con el uso de la serie de McLaurin.

2 x4 x6 xS
cosx=1—-—+———+
2 4! 6! 8!
Calcule la aproximacién con el empleo del valor de x = 0.37.
Escriba un programa para determinar el resultado.
3.10 Utilice aritmética de 5 digitos con corte para determinar las
raices de la ecuacion siguiente, por medio de las ecuaciones (3.12)
y (3.13).

x?—5000.002x + 10

Calcule los errores relativos porcentuales de sus resultados.
3.11 ;Cémo puede emplearse el épsilon de la maquina para
formular un criterio de detencion & para sus programas? Dé un
ejemplo.
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CAPITULO 4

Errores de truncamiento
y la serie de Taylor

Los errores de truncamiento son aquellos que resultan al usar una aproximacién en
lugar de un procedimiento matemético exacto. Por ejemplo, en el capitulo 1 aproximamos
la derivada de la velocidad de caida de un paracaidista mediante una ecuacién en dife-
rencia finita dividida de la forma [ecuacién (1.11)]

dv _Av _v(t,)-v(,)
dr — At s

i+l T i

.1)

Se presentd un error de truncamiento en la solucién numérica, ya que la ecuacioén en
diferencia sélo aproxima el valor verdadero de la derivada (véase figura 1.4). Para obte-
ner un conocimiento sobre las caracteristicas de estos errores, debe considerar una
formulacién matematica que se utiliza ampliamente en los métodos numéricos para
expresar funciones de manera aproximada: la serie de Taylor.

LA SERIE DE TAYLOR

El teorema de Taylor (véase cuadro 4.1) y su férmula, la serie de Taylor, es de gran valor
en el estudio de los métodos numéricos. En esencia, la serie de Taylor proporciona un
medio para predecir el valor de una funcién en un punto en términos del valor de la
funcién y sus derivadas en otro punto. En particular, el teorema establece que cual-
quier funcién suave puede aproximarse por un polinomio.

Una buena manera de comprender la serie de Taylor consiste en construirla término
por término. Por ejemplo, el primer término de la serie es:

Jxipn) = flx) (4.2)

Esta relacion, llamada la aproximacion de orden cero, indica que el valor de f en el
nuevo punto es el mismo que su valor en el punto anterior. Tal resultado tiene un sentido
intuitivo, ya que si x; y x;,; estdn muy préximas entre si, entonces es muy probable que
el nuevo valor sea similar al anterior.

La ecuacioén (4.2) ofrece una estimacion perfecta si la funcién que se va a aproximar
es, de hecho, una constante. Sin embargo, si la funcién cambia en el intervalo, entonces
se requieren los términos adicionales de la serie de Taylor, para obtener una mejor
aproximacion. Por ejemplo, la aproximacion de primer orden se obtiene sumando otro
término para obtener:

fxin) = flx) + () (x — x) 4.3)
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Cuadro 4.1

Teorema de Taylor

Si la funcién f'y sus primeras n + 1 derivadas son continuas en
un intervalo que contiene a y x, entonces el valor de la funcién
en x estd dado por

fx)= f(a)Jrf'(a)(x—tl)Jr%(X—a)2
f(”(a) @
+%(x—a)"+Rn (C4.1.1)
donde el residuo R, se define como
f (" =0 gy gy (C4.12)

donde ¢ = a es una variable muda. La ecuacién (C4.1.1) se llama
serie de Taylor o formula de Taylor. Si se omite el residuo, el lado
derecho de la ecuacion (C4.1.1) es la aproximacién del polinomio
de Taylor para f{x). En esencia, el teorema establece que cualquier
funcién suave puede aproximarse mediante un polinomio.

La ecuacion (C4.1.2) es s6lo una manera, denominada la
forma integral, mediante la cual puede expresarse el residuo. Se
obtiene una formulacién alternativa basdndose en el teorema del
valor medio para integrales.

Primer teorema del valor medio para integrales
Si la funcién g es continua e integrable en un intervalo que con-
tenga a y x, entonces existe un punto £ entre a y x tal que

J. g(ndt = g(&)(x —a) (C4.1.3)

Teorema de Taylor

En otras palabras, el teorema establece que la integral pue-
de representarse por un valor promedio de la funcién g(&) mul-
tiplicado por la longitud del intervalo x — a. Como el promedio
debe encontrarse entre los valores minimo y maximo del inter-
valo, existe un punto x = £ en el cual la funcién toma el valor
promedio.

El primer teorema es, de hecho, un caso especial del segundo
teorema del valor medio para integrales.

Segundo teorema del valor medio para integrales
Si las funciones g y & son continuas e integrables en un interva-
lo que contiene a y x, y h no cambia de signo en el intervalo,
entonces existe un punto & entre a y x tal que

_[ g(Oh(t)dt = g(g)J h(t)dt (C4.1.4)

La ecuacion (C4.1.3) es equivalente a la ecuacion (C4.1.4) con
h(t)=1.
El segundo teorema se aplica a la ecuacion (C4.1.2) con

(x—1)"

go=f"""w b=
n

Conforme ¢ varia de a a x, h(f) es continua y no cambia de signo.
Por lo tanto, si f”*)() es continua, entonces se satisface el teo-
rema del valor medio para integrales y

(n+1)
= f (g) (.X— a)rH—l
(n+1)!

Esta ecuacién es conocida como la forma de Lagrange del re-
siduo.

El término adicional de primer orden consiste en una pendiente f”(x;) multiplicada por
la distancia entre x; y x;,;. Por lo tanto, la expresion representa ahora una linea recta y es
posible predecir un incremento o un decremento de la funcién entre x; y x;,;.

Aunque la ecuacion (4.3) puede predecir un cambio, sélo es exacta para una linea
recta o una tendencia lineal. Por lo tanto, se le agrega a la serie un término de segundo
orden para obtener algo de la curvatura, que pudiera presentar la funcién:

fx) = fOe)+ 1 (x)(xy,

f(x)

—-Xx;)+ o

(x4 x) (4.4)
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EJEMPLO 4.1

De manera similar, se agregan términos adicionales para desarrollar la expansién com-
pleta de la serie de Taylor:

S = FO)+ () — )+ L ;xi) Oty =)
3) (n)
+ S 3('xi) (x,-+1 —)cl.)3 +eet f n(‘Xi) (xm _xi)n +R, (4-3)

Observe que debido a que la ecuacidn (4.5) es una serie infinita, el signo igual reempla-
za al signo de aproximacion que se utiliza en las ecuaciones (4.2) a (4.4). Se incluye un
término residual para considerar todos los términos desde el n + 1 hasta infinito:

e I

n+l
" )] (X —x;) (4.6)

donde el subindice n indica que éste es el residuo de la aproximacién de n-ésimo orden
y & es un valor de x que se encuentra en algln punto entre x; y x;,;. La & es tan importan-
te que se dedica una seccién completa (seccion 4.1.1) para su estudio. Por ahora es sufi-
ciente darse cuenta de que existe este valor que da una estimacién exacta del error.
Con frecuencia es conveniente simplificar la serie de Taylor definiendo un tamafo
de paso o incremento & = x;,; — x; y expresando la ecuacién (4.5) como:
f(n) ( X, )

” 3)
Aﬂxm)=fug+fﬁx)h+f;fﬂh2+f ;%)hﬁwu+-——r—h"+xj @.7)

donde el término residual es ahora

(n+1)
R _ f (5) hn+l

" (n+1)! “8)

Aproximaciones de un polinomio mediante la serie de Taylor
Planteamiento del problema. Use expansiones de la serie de Taylor de los 6rdenes
cero hasta cuatro para aproximar la funcién

fx) =-0.1x* - 0.15x* = 0.5x> = 0.25x + 1.2

desde x; = 0 con i = 1. Esto es, prediga el valor de la funcién en x;,, = 1.

Solucién.  Ya que se trata de una funcién conocida, es posible calcular valores de f(x)
entre 0 y 1. Los resultados (véase figura 4.1) indican que la funcién empieza en f(0) =
1.2 y hace una curva hacia abajo hasta f(1) = 0.2. Por lo tanto, el valor verdadero que se
trata de predecir es 0.2.

La aproximacién de la serie de Taylor con n = 0 es [ecuacidn (4.2)]

fixi) =12

Como se muestra en la figura 4.1, la aproximacion de orden cero es una constante. Usan-
do esta formulacion resulta un error de truncamiento [recuerde la ecuacion (3.2)] de

E=02-12=-10

enx=1.
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fx)

fx) Orden cero Flx L q) = flx)

i+ 1 i
'Mer ory, n
1.0 — Sy ) = flx) + )
0.5 - S q) = ) + £ e + % Ey
f(xi+ 'I)
0 : |
5= (0) fier= :
h
FIGURA 4.1

Aproximaciéon de fix) = 0. 1x* = 0.15x* = 0.5x? = 0.25x + 1.2 en x = 1 mediante

expansiones de la serie de Taylor de érdenes cero, primero y segundo.

Para n = 1, se debe determinar y evaluar la primer derivada en x = 0:
F(0) =-0.4(0.0)* - 0.45(0.0)> - 1.0(0.0) — 0.25 = -0.25

La aproximacién de primer orden es entonces [véase ecuacion (4.3)]
fxi) =1.2-0.25h

que se emplea para calcular f(1) = 0.95. La aproximacion empieza a coincidir con la
trayectoria hacia abajo de la funcién en forma de una linea recta inclinada (véase figura
4.1). De esta manera, el error de truncamiento se reduce a

E, =02-0.95=-0.75
Para n = 2, se evalia la segunda derivada en x = 0:
F(0)=-1.2(0.0>-0.9(0.0) - 1.0=-1.0
Entonces, de acuerdo con la ecuacion (4.4)
fxi) =1.2-0.250 - 0.517

y sustituyendo i = 1, f(1) = 0.45. Al incluirse la segunda derivada se afiade una curvatu-
ra descendente que proporciona una mejor estimacion, como se muestra en la figura 4.1.
Ademas, el error de truncamiento se reduce a 0.2 — 0.45 = -0.25.

Los términos adicionales mejoran atin mas la aproximacion. En efecto, la inclusién
de la tercera y de la cuarta derivadas da como resultado exactamente la misma ecuacién
del principio:

fix)=1.2-0.25h - 0.51* - 0.15k* - 0.1h*
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donde el término residual es

(5)
R, = f—©h5 =0
5!

ya que la quinta derivada de un polinomio de cuarto orden es cero. Por consiguiente,
la expansion de la serie de Taylor hasta la cuarta derivada da una estimacion exacta para
X =1t

f1)=1.2-0.25(1) = 0.5(1)> = 0.15(1)* = 0.1(1)* = 0.2

En general, la expansion de la serie de Taylor de n-ésimo orden serd exacta para un
polinomio de n-ésimo orden. Para otras funciones continuas y diferenciables, como las
exponenciales y las senoidales, no se obtiene una estimacién exacta con un nimero fi-
nito de términos. Cada uno de los términos adicionales contribuye, aunque sea con poco,
al mejoramiento de la aproximacién. Esto se muestra en el ejemplo 4.2, donde se obten-
dria un resultado exacto tinicamente si se le agrega un nimero infinito de términos.

Aunque lo anterior es cierto, el valor practico de las expansiones de la serie de Taylor
estriba, en la mayoria de los casos, en el uso de pocos términos que dardn una aproxi-
macion lo suficientemente cercana a la solucién verdadera para propdsitos practicos. La
determinacion de cudntos términos se requieren para obtener una “aproximacion razo-
nable” se basa en el término residual de la expansion. Recuerde que el término residual
es de la forma general de la ecuacion (4.8). Dicha férmula tiene dos grandes inconve-
nientes. Primero, & no se conoce con exactitud, sino que s6lo se sabe que estd entre x; y
X;.1- Segundo, para la evaluacién de la ecuacién (4.8) se requiere determinar la (n +
1)ésima derivada de f(x). Para hacerlo, se necesita conocer f(x). Pero si ya se conoce f{(x),
entonces no hay razén para realizar la expansion de la serie de Taylor.

A pesar de este dilema, la ecuacion (4.8) aun resulta 1til para la evaluacién de erro-
res de truncamiento. Esto se debe a que se tiene control sobre el término /4 de la ecuacién.
En otras palabras, es posible decidir qué tan lejos de x se desea evaluar f(x) y controlar
el nimero de términos que queremos tener en la expansion. Por esto, la ecuacion (4.8)
se expresa usualmente como

Rn - O(hn+l)

donde la nomenclatura O(h"*") significa que el error de truncamiento es de orden /™!,
Es decir, el error es proporcional al incremento % elevado a la (n + 1)ésima potencia.
Aunque esta aproximacién no implica nada en relacién con la magnitud de las derivadas
que multiplican /"*!, es extremadamente util para evaluar el error comparativo de los
métodos numéricos que se basan en expansiones de la serie de Taylor. Por ejemplo, si el
error es O(h) y el incremento se reduce a la mitad, entonces el error también se reduci-
rd a la mitad. Por otro lado, si el error es O(h?) y el incremento se reduce a la mitad,
entonces el error se reducird a una cuarta parte.

En general, se considera que el error de truncamiento disminuye agregando térmi-
nos a la serie de Taylor. En muchos casos, si 4 es suficientemente pequefio, entonces el
término de primer orden y otros términos de orden inferior causan un porcentaje des-
proporcionadamente alto del error. Esta propiedad se ilustra en el ejemplo siguiente.

www.FreelLibros.me



4.1 LA SERIE DE TAYLOR 83

EJEMPLO 4.2

Uso de la expansién de la serie de Taylor para aproximar una funcién
con un nimero infinito de derivadas

Planteamiento del problema.  Utilice expansiones de la serie de Taylor con n desde
0 hasta 6 para aproximar f(x) = cos x en x;,; = /3 con base en el valor de f(x) y sus
derivadas en x; = /4. Observe que esto significa que h = 7/3 — /4 = n/12.

Solucién.  Como en el ejemplo 4.1, el conocimiento de la funcién original implica que
se puede determinar el valor exacto de f(7/3) = 0.5.
La aproximacion de orden cero es [ecuacién (4.3)]

f(ﬁ) = cos (Z) =0.707106781
3 4

que representa un error relativo porcentual de

e = 0.5-0.707106781

: 100% = —41.4%
0.5

Para la aproximacién de primer orden, se agrega el término de la primera derivada
donde f’(x) = —sen x:

f(ﬁ) - cos (EJ _sen (E)(l) =0.521986659
3 4 2 \12

que tiene &, = —4.40 por ciento.
Para la aproximacion de segundo orden, se agrega el término de la segunda deriva-
da donde f”(x) = —cos x:

(ﬂ)~ (n) (n)(n) cos(7r/4)(7r)2
fl = |=cos| —|-sen|— || — |-———=| — | =0.497754491
3 4 4 \12 2 12

con g, = 0.449 por ciento. Entonces, al agregar mds términos a la serie se obtiene una
mejor aproximacion.

Este proceso contintda y sus resultados se enlistan, como en la tabla 4.1. Observe que
las derivadas nunca se aproximan a cero, como es el caso con el polinomio del ejemplo
4.1. Por lo tanto, cada término que se le agrega a la serie genera una mejor aproximacion.

TABLA 4.1 Aproximaciones mediante la serie de Taylor de f(x) = cos x en x;,; =
7/3 usando como punto base /4. Los valores se presentan para varios
6rdenes (n) de aproximacién.

Orden n f(n)(x) f(1t/3) &,
0 cos x 0.707106781 -41.4
1 —sen x 0.521986659 -4.4
2 —COs X 0.497754491 0.449
3 sen x 0.499869147 2.62x 1072
4 cos x 0.500007551 -1.51x10°
5 —sen x 0.500000304 -6.08 x 107
6 —COos X 0.499999988 2.40x 10
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Sin embargo, observe también que la mejor aproximacion se consigue con los primeros
términos. En este caso, al agregar el tercer término, el error se redujo al 2.62 X 102%, lo
cual significa que se alcanzé el 99.9738% del valor exacto. Por consiguiente, aunque se
le agreguen mds términos a la serie el error decrece, aunque la mejorfa serd minima.

4.1.1 El residuo en la expansion de la serie de Taylor

Antes de mostrar como se utiliza la serie de Taylor en la estimacion de errores numéri-
cos, se debe explicar por qué se incluye el argumento £ en la ecuacion (4.8). Un desarro-
llo matemadtico se presenta en el cuadro 4.1. Ahora se expondrd una interpretaciéon mas
visual. Después se extiende este caso especifico a una formulacién mds general.

Suponga que se trunca la expansion de la serie de Taylor [ecuacion (4.7)] después
del término de orden cero para obtener:

S = fix)

En la figura 4.2 se muestra una representacion grafica de esta prediccién de orden cero.
El residuo o error de esta prediccion, que se indica también en la figura, consiste de la
serie infinita de términos que fueron truncados:

” (3)
R, =f'(x,-)h+f Z(fci)h2+f 3('xi)h3+---

Obviamente no resulta conveniente manipular el residuo en este formato de serie infini-
ta. Se obtiene una simplificacion truncando el residuo mismo de la siguiente manera

Ry = f'(x)h 4.9)

FIGURA 4.2

Representacion grafica de una prediccion de orden cero con la serie de Taylor y del residuo.

flx)

Prediccion de orden cero
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Aunque como se menciond en la seccion previa, por lo comun las derivadas de orden
inferior cuentan mucho mds en el residuo que los términos de las derivadas de or-
den superior; este resultado todavia es inexacto, ya que se han despreciado los términos
de segundo orden y de 6rdenes superiores. Esta “inexactitud” se denota mediante el
simbolo de aproximacién a la igualdad (=) empleado en la ecuacién (4.9).

Una simplificacion alternativa que transforma la aproximacién en una equivalencia
estd basada en un esquema grafico. Como se muestra en la figura 4.3 el teorema del
valor medio para la derivada establece que si una funcién f(x) y su primera derivada
son continuas en el intervalo de x; a x;,, entonces existe al menos un punto en la funcién
que tiene una pendiente, denotada por f(£), que es paralela a la linea que une f(x;) y
f(x;41). El parametro £ marca el valor x donde se presenta la pendiente (figura 4.3). Una
ilustracion fisica de este teorema es la siguiente: si usted viaja entre dos puntos a una
velocidad promedio, habrd al menos un momento durante el curso del viaje en que usted
se mueve a esa velocidad promedio.

Al utilizar este teorema resulta facil darse cuenta, como se muestra en la figura (4.3),
de que la pendiente f(£) es igual al cociente de la elevacion R, entre el recorrido h, 0

ey Bo
f&=-
que se puede reordenar para obtener

Ry=f(©h (4.10)

Por lo tanto, se ha obtenido la version de orden cero de la ecuacion (4.8). Las versiones
de orden superior son tan s6lo una extension 1égica del razonamiento usado para encon-
trar la ecuacion (4.10). La version de primer orden es

_ 17 ,»
R = > h @.11)
FIGURA 4.3

Representacion grafica del teorema del valor medio para la derivada.

f(x)
Pendiente = ’( )

Pendiente = %
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En este caso, el valor de £ sera el valor de x que corresponde a la derivada de segundo
orden que hace exacta a la ecuacién (4.11). Es posible obtener versiones similares
de orden superior a partir de la ecuacion (4.8).

4.1.2 Uso de la serie de Taylor para estimar los errores
de truncamiento

Aunque la serie de Taylor serd muy util en la estimacién de los errores de truncamiento
a lo largo de este libro, quiza no resulte claro cémo la expansion se aplica a los métodos
numéricos. De hecho, esto ya se hizo en el ejemplo de la caida del paracaidista. Recuer-
de que el objetivo de los ejemplos 1.1 y 1.2 fue predecir la velocidad como una funcién
del tiempo. Es decir, se deseaba determinar v(r). Como se especificé en la ecuacion (4.5),
v(f) se puede expandir en una serie de Taylor del siguiente modo:

v(t,) =o(t) +v' ()1, — 1)+ v 2('ti) (ty ) ++R, (4.12)

Ahora, truncando la serie después del término con la primera derivada, se obtiene:
v(ty) = v(t) + V' ()t — 1) + R, (4.13)

En la ecuacion (4.13) se despeja obteniendo

_ut,)-v@) R

v'(t,) (4.14)
lin =1 L =1
—
Aproximacién Error de
de primer orden truncamiento

La primera parte de la ecuacidn (4.14) es exactamente la misma relacion que se usé para
aproximar la derivada del ejemplo 1.2 [ecuacién (1.11)]. Sin embargo, con el método de
la serie de Taylor se ha obtenido una estimacion del error de truncamiento asociado con
esta aproximacion de la derivada. Utilizando las ecuaciones (4.6) y (4.14) se tiene

R v,(g)
—_—= t.,—1t 4.15
ti+l —ti 2' ( i+1 l) ( )
(6]
R _ o, ~1) (4.16)

i1~
Por lo tanto, la estimacion de la derivada [ecuacioén (1.11) o la primera parte de la ecua-
cién (4.14)] tiene un error de truncamiento de orden 7;,, — ;. En otras palabras, el error
en nuestra aproximacién de la derivada deberia ser proporcional al tamafio del incre-
mento. Entonces, si éste se divide a la mitad, se esperaria que el error de la derivada se
reduzca a la mitad.
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EJEMPLO 4.3

El efecto de no linealidad y del tamafio del incremento en la aproximacién
de la serie de Taylor

Planteamiento del problema.  En la figura 4.4 se grafica la funcién
fx)=xm (E4.3.1)

param=1,2,3y4enelrangode x=1a2. Observe que param = 1 la funcidn es lineal,
y conforme m se incrementa, se presenta mayor curvatura o no linealidad dentro de la
funcioén.

flx)

15 —

10 —

FIGURA 4.4
Gréfica de la funcion fix) = x" para m = 1, 2, 3 y 4. Note que la funcién tiende a ser més
no lineal cuando aumenta m.

Utilizar la serie de Taylor de primer orden para aproximar la funcién con diversos valo-
res del exponente m y del tamafio de incremento /.
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Solucién.  La ecuacién (E4.3.1) se aproxima por una expansion de la serie de Taylor
de primer orden:

Sir) = flx) + mx/"'h (E4.3.2)
la cual tiene un residuo de

” 3) “4)
f (xi)h2+f (xi)h3+f 4(‘xi)h4+...

k=" 3

Primero, puede examinarse como se comporta la aproximacién conforme m aumenta;
es decir, conforme la funcion se vuelve mas no lineal. Para m = 1, el valor verdadero de
la funcién en x = 2 es 2. La serie de Taylor nos da

f2)=1+1(1)=2

RIZO

El residuo es cero porque la segunda derivada y las derivadas de orden superior de una
funcién lineal son cero. Entonces, como es de esperarse, la expansion de la serie de
Taylor de primer orden es perfecta cuando la funcién de que se trata es lineal.

Para m = 2, el valor real es f(2) = 2> = 4. La aproximacion de la serie de Taylor de
primer orden es

f2)=1+2(1)=3

R =2(1+0+0+---=1

Debido a que la funcién es una pardbola, la aproximaciéon mediante una linea recta da
por resultado una discrepancia. Observe que el residuo se determina en forma exacta.
Para m =3, el valor real es f(2) = 2° = 8. La aproximacién con la serie de Taylor es

f2)=1+3(1%1)=4

R=51)+¢1)’+0+0+---=4

Otra vez, hay una discrepancia que se puede determinar exactamente a partir de la serie
de Taylor.

Para m = 4, el valor real es f(2) = 2* = 16. La aproximacion con la serie de Taylor
es

f)=1+41Y1)=5

R=2(1)"+20’+Z1)*+0+0+---=11
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4.1 LA SERIE DE TAYLOR 89

Considerando estos cuatro casos, se observa que R, se incrementa conforme la
funcién empieza a ser cada vez mds no lineal. Ademds, R, da cuenta exacta de la discre-
pancia, porque la ecuacién (E4.3.1) es un simple monomio con un nimero finito de
derivadas. Esto permite una completa determinacion del residuo de la serie de Taylor.

Ahora examinemos la ecuacion (E4.3.2) para el caso en que m =4 y observe como
R, cambia cuando el tamaifio del incremento /4 varia. Para m = 4, la ecuacion (E4.3.2) es

fx+h)=f(x)+4xh

Six =1, f(1) =1y esta ecuacion se expresa como
fA+h)y=1+4h

con un residuo de
R, =6h* +4h* + h*

Lo cual nos lleva a la conclusién de que la discrepancia disminuird conforme /4 se re-
duzca. Entonces, para valores suficientemente pequefios de /4, el error deberia ser pro-
porcional a k2. Es decir, conforme 4 se reduce a la mitad, el error se reduce a la cuarta
parte. Este comportamiento se confirma en la tabla 4.2 y en la figura 4.5.

0.1

|Pendiente| = 2

0.01 —

0.001 ' '
1 0.1 0.01 &

FIGURA 4.5

rética en escala log-log del residuo ara la aproximacion ae la funcion fix) = x* me-
Craf la loglog del residuo R, para la ap delaf x4
diante la serie de Taylor de primer orden confra el tamafio del incremento h. La linea con la
pendiente 2 también se muestra para indicar que conforme h disminuye, el error se vuelve
proporcional a h?.
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TABLA 4.2 Comparacién del valor exacto de la funcién fix) = x* con la aproximacién
de la serie de Taylor de primer orden. Ambos, la funcién y la
aproximacién, se evalian en x + h, donde x = 1.

Aproximacion
h Verdadero de primer orden R,

1 16 5 11

0.5 5.0625 3 2.0625
0.25 2.441406 2 0.441406
0.125 1.601807 1.5 0.101807
0.0625 1.274429 1.25 0.024429
0.03125 1.130982 1.125 0.005982
0.015625 1.063980 1.0625 0.001480

De esta forma, se concluye que el error de la aproximacién por serie de Taylor de
primer orden disminuye conforme m se aproxima a 1 y conforme /4 disminuye. Intui-
tivamente, esto significa que la serie de Taylor adquiere mds exactitud cuando la funcién
que se estd aproximando se vuelve mas semejante a una linea recta sobre el intervalo de
interés. Esto se logra reduciendo el tamafio del intervalo o “enderezando” la funcién por
reduccién de m. Es obvio que dicha opcién usualmente no estd disponible en el mundo
real porque las funciones para analizar son, en forma general, dictadas en el contexto
del problema fisico. En consecuencia, no se tiene control sobre la falta de linealidad y
el tnico recurso consiste en reducir el tamafio del incremento o incluir términos adicio-
nales de la expansién de la serie de Taylor.

4.1.3 Diferenciacion numeérica

A la ecuacion (4.14) se le conoce con un nombre especial en el andlisis numérico: dife-
rencia finita dividida y generalmente se representa como

f’(xi) — f(xiﬂ)_f(xi) +O(-x,'+1 _-x,‘)
i1 X 4.17)
o
o= om
h (4.18)

donde a Af; se le conoce como la primera diferencia hacia adelante y a h se le llama el
tamaiio del paso o incremento; esto es, la longitud del intervalo sobre el cual se realiza
la aproximacion. Se le llama diferencia “hacia delante”, porque usa los datosenie i +
1 para estimar la derivada (figura 4.6a). Al término completo Af/h se le conoce como
primer diferencia finita dividida.

Esta diferencia dividida hacia adelante es s6lo una de tantas que pueden desarro-
llarse a partir de la serie de Taylor para la aproximacién de derivadas numéricas. Por
ejemplo, las aproximaciones de la primera derivada utilizando diferencias hacia atrds
o diferencias centradas se pueden desarrollar de una manera similar a la de la ecuacién
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(4.14). Las primeras usan valores en x;_; y x; (figura 4.6b); mientras que las segundas
utilizan valores igualmente espaciados alrededor del punto donde la derivada esta esti-
mada (figura 4.6¢). Es posible desarrollar aproximaciones mas exactas de la primera
derivada incluyendo términos de orden mds alto de la serie de Taylor. Finalmente, todas
las versiones anteriores se pueden desarrollar para derivadas de segundo orden, de tercer
orden y de 6rdenes superiores. En las siguientes secciones se dan resimenes breves que
ilustran cémo se obtienen algunos de estos casos.

Aproximacién a la primera derivada con diferencia hacia atrés.  La serie de Tay-
lor se expande hacia atrds para calcular un valor anterior sobre la base del valor actual,

flx)= f(%)—f’(&-)m%hz . 4.19)

Truncando la ecuacién después de la primera derivada y reordenando los términos se
obtiene

Sx)—f(x) :E
h h

donde el error es O(h), y a Vf; se le conoce como primera diferencia dividida hacia atrds.
Véase la figura 4.6b para una representacion grafica.

flx)= (4.20)

Aproximacién a la primera derivada con diferencias centradas. Una tercera
forma de aproximar la primera derivada consiste en restar la ecuacién (4.19) de la ex-
pansion de la serie de Taylor hacia adelante:

PO = £+ e+ 0 @an)
para obtener

(3)
FO) = o)+ 2f’(x,)h+%h3 e

de donde se despeja

S o) = f(x) _ f(3)(xi)h2 ...

S(x)= 2 6
(6]
fy= L) S00) )z_hf G o) (4.22)

La ecuacién (4.22) es una representacion de las diferencias centradas de la primera
derivada. Observe que el error de truncamiento es del orden de /4? en contraste con las
aproximaciones hacia adelante y hacia atras, que fueron del orden de 4. Por lo tanto, el
andlisis de la serie de Taylor ofrece la informacién practica de que la diferencia centra-
da es una representacién mds exacta de la derivada (figura 4.6¢). Por ejemplo, si dismi-
nuimos el tamafo del incremento a la mitad, usando diferencias hacia atrds o hacia
adelante, el error de truncamiento se reducird aproximadamente a la mitad; mientras
que con diferencias centradas el error se reduciria a la cuarta parte.
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flx) o de('b

e(
6’6\%.
'\\]'b Apro)(\m

0t

flx)

flx)

FIGURA 4.6
Gréfica de aproximaciones con diferencias finitas divididas de la primera derivada:
a) hacia delante, b} hacia atrds, ¢) centrales.
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EJEMPLO 4.4 Aproximacién de derivadas por diferencias finitas divididas

Planteamiento del problema.  Use aproximaciones con diferencias finitas hacia ade-
lante y hacia atrds de O(h) y una aproximacion de diferencia centrada de O(h?) para
estimar la primera derivada de

Fx) =-0.1x* - 0.15x* = 0.5x> = 0.25x + 1.2

en x = 0.5 utilizando un incremento de / = 0.5. Repita el cédlculo con i = 0.25. Observe
que la derivada se calcula directamente como

F(x) = —0.4x° — 0.45x2 — 1.0x — 0.25

y se puede utilizar para calcular el valor verdadero como f7(0.5) = —0.9125.

Solucién.  Para h = 0.5, 1a funcién se emplea para determinar

X1 =0 fxi) =12

x; =05 Sl =0.925

X = 1.0 fxi) = 0.2
Esos valores sirven para calcular las diferencias divididas hacia adelante [ecuacién
(4.17)],

£0.5) = % =145 |e|=58.9%

la diferencia dividida hacia atrds [ecuacion (4.20)],
0.925-1.2

£7(0.5) = 05 - -0.55  |e|=39.7%

y la diferencia dividida centrada [ecuacion (4.22)],

Fo5=22"12_ 1o le,| =9.6%
1.0
Para h =0.25,
.xl'_l = 0.25 f(xi_l) = 1.10351563
x =05 fix) =0.925
X =0.75 fix,,) = 0.63632813

que se utilizan para calcular la diferencia dividida hacia adelante,
0.63632813-0.925

0.5) = 1155 |e|=265%
£ 0.25 e ’

la diferencia dividida hacia atras,

0925-1.10351563 _ ., le,| =21.7%
0.25

£10.5) =

y la diferencia dividida centrada,

£7(0.5) = 0.636328130—51.10351563 —0.934 |8r| —2.49
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Para ambos tamanos de paso, la aproximacion en diferencias centrales es mds exac-
ta que las diferencias hacia adelante y hacia atrds. También, como se pronosticé con el
andlisis de la serie de Taylor, dividiendo a la mitad el incremento, se tiene aproximada-
mente la mitad del error en las diferencias hacia atrds y hacia adelante y una cuarta
parte de error en la diferencia centrada.

Aproximaciones por diferencias finitas para derivadas de orden superior.  Ade-
mads de las primeras derivadas, la expansién en serie de Taylor sirve para obtener esti-
maciones numéricas de las derivadas de orden superior. Para esto, se escribe la expansion
en serie de Taylor hacia adelante para f(x,,,) en términos de f(x;):

f"( )

F(xi) = FO)+ f/(x)2h) + === (2h)" +- (4.23)

La ecuacion (4.21) se multiplica por 2 y se resta de la ecuacion (4.23) para obtener
Jxi2) = 2 flxiy) = ~fx) + 7 (xph® +
de donde se despeja

S(x) =2 f () + f(x)
02

f7(x)= +O0(h) (4.24)

Esta relacion se llama la segunda diferencia finita dividida hacia adelante. Manipula-
ciones similares se emplean para obtener la version hacia atras

S =2f(x )+ f(x,,)

f7(x)= e +0(h)
y la versién centrada
F(x) = SO =2f(x) + fx)) +0(h%)

hZ

Como fue el caso con las aproximaciones de la primer derivada, el caso centrado es mas
exacto. Observe también que la version centrada puede ser expresada en forma alterna-
tiva como

Sx) = F(x) _ S = f(x)

” ~ h h
fr(x)= P

Asfi, como la segunda derivada es una derivada de la derivada, la aproximacién de la se-
gunda diferencia finita dividida es una diferencia de dos primeras diferencias divididas.

Se volverd al tema de la diferenciaciéon numérica en el capitulo 23. Aqui hemos
presentado este tema porque es un muy buen ejemplo de por qué la serie de Taylor es
importante en los métodos numéricos. Ademas, varias de las férmulas vistas en esta
seccién se empleardn antes del capitulo 23.
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4.2

PROPAGACION DEL ERROR

El propésito de esta seccion consiste en estudiar cémo los errores en los nimeros pueden
propagarse a través de las funciones matematicas. Por ejemplo, si se multiplican dos
ndmeros que tienen errores, nos gustaria estimar el error de este producto.

4.2.1 Funciones de una sola variable

Suponga que se tiene la funcién f(x) que es dependiente de una sola variable independien-
te x. Considere que X es una aproximacién de x. Por lo tanto, se desearia evaluar el efec-
to de la discrepancia entre x y X en el valor de la funcién. Esto es, se desearia estimar

AfE) = [fix) -3
El problema para evaluar Af(X) es que se desconoce f(x) porque se desconoce x. Se su-
pera esta dificultad si X estd cercana a x y f(¥) es continua y diferenciable. Si se satisfa-
cen estas condiciones se utiliza una serie de Taylor para calcular f(x) cerca de f(X),
J7(X)

T(x_;cf_,_...

JO) =)+ (D)x-x)+

Quitando el segundo término, los de orden superior, y reordenando, se obtiene

F) - f(X)= f/()(x-X)

FIGURA 4.7

Representacion gréfica de la propagacion del error de primer orden.

flx)

Error verdadero
|F()Ax
Error estimado

Hipmmmsmsmsmdessssss====
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
o e o
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EJEMPLO 4.5

Af(x)=

fO|x-%) (4.25)

donde Af(¥) = |f(x) — f(X)| representa una estimacién del error de la funcién y AX = |x — X|
representa una estimacion del error de x. La ecuacion (4.25) proporciona la capacidad de
aproximar el error en f(x) dando la derivada de una funcién y una estimacién del error en
la variable independiente. La figura 4.7 es una gréfica que representa esta operacion.

Propagacién del error en una funcién de una variable

Planteamiento del problema.  Dado un valor de ¥ = 2.5 con un error AT = 0.01, esti-
me el error resultante en la funcién f(x) = x>.
Solucién.  Con la ecuacién (4.25),
Af(%) = 3(2.5)%0.01) = 0.1875
Ya que f(2.5) = 15.625, se pronostica que
f(2.5)=15.625 £ 0.1875

o que el valor verdadero se encuentra entre 15.4375 y 15.8125. De hecho, si x fuera real-
mente 2.49, la funcién se evaluaria como 15.4382, y si x fuera 2.51, el valor de la funcién
seria 15.8132. Para este caso, el andlisis del error de primer orden proporciona una esti-
macién adecuada del error verdadero.

4.2.2 Funciones de mas de una variable

El enfoque anterior puede generalizarse a funciones que sean dependientes de mds de
una variable independiente, lo cual se realiza con una version para varias variables de la
serie de Taylor. Por ejemplo, si se tiene una funcién de dos variables independientes, u
y v, la serie de Taylor se escribe como

9 J
S vi) = fQu,v) + _f(um - ui)+_f(vi+1 -v,;)
du v
1 82 82
+E[ﬁ (u[+l - ui)z +2 auéfv (lth_1 - ui)(viﬂ _ vi)

9’f 2
+ V., =) [+
gy Vi V) (4.26)
donde todas las derivadas parciales se evalian en el punto base i. Si no se consideran
todos los términos de segundo orden y de orden superior, de la ecuacién (4.26) puede
despejarse
Av

Af (@1, 0) = ‘g—i‘ Ail + %

donde Al y AU son estimaciones del error en u y v, respectivamente.

www.FreelLibros.me



4.2 PROPAGACION DEL ERROR 97

EJEMPLO 4.6

Para n variables independientes X, X,...., X,, teniendo errores AX;, AX,,..., Ax,, se
satisface la siguiente relacion general:

AL

AX
ox, 0x,

AF Gy i) = 12| AR, + M2+...+aa_f :
X

n

4.27)

Propagacién del error en una funcién con varias variables

Planteamiento del problema.  La deflexién y de la punta de un mastil en un bote de
vela es

_FL'
8EI

y

donde F = una carga lateral uniforme (Ib/ft), L = altura (ft), E = el médulo de elasticidad
(Ib/ft?), e I = el momento de inercia (ft*). Estime el error en y, dados los siguientes datos:

F =50 Ib/ft AF =2 Ib/ft

L =30ft AL =0.1 ft

E = 1.5 x 108 Ib/ft2 AE =0.01 x 108 Ib/ft2
T =0.06 ft* AT =0.0006 ft*

Solucién.  Empleando la ecuacion (4.27) se tiene

Ay(F B B Ty = | 2] A7+ 2] A+ |22 a2 AT
oF oL oE ol
o
-, - . .
Ay(F,L,E,1)= L oAre T Af o FE Ay TE Aj

== —= +—= +—=
8EI 2El 8E’I 8EI®
Al sustituir los valores apropiados se tiene
Ay =0.0225 + 0.0075 + 0.00375 + 0.005625 = 0.039375

Por lo tanto, y = 0.5625 + 0.039375. En otras palabras y estd entre 0.523125 y 0.601875
ft. La validez de estas estimaciones se verifica sustituyendo los valores extremos para
las variables dentro de la ecuacidn que genera un minimo exacto de

4
Vinin = 48(29'89) =0.52407
8(1.51x10*)0.0606
y
4
52(30.1) =0.60285

Ymix = Q149 % 10°)0.0594

Asf, las estimaciones de primer orden estdn razonablemente cercanas de los valores
exactos.
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La ecuacién (4.27) se utiliza para definir relaciones en la propagacién de errores
con las operaciones matematicas comunes. Los resultados se resumen en la tabla 4.3. Se
deja el desarrollo de estas formulas como un ejercicio de tarea.

4.2.3 Estabilidad y condicion

La condicion de un problema matematico relaciona su sensibilidad con los cambios en
los datos de entrada. Se dice que un cdlculo es numéricamente inestable si la inexactitud
de los valores de entrada se aumenta considerablemente por el método numérico.

Estas ideas pueden estudiarse usando una serie de Taylor de primer orden

fx) =fi) + f(@)(x - %)
Esta relacion se emplea para estimar el error relativo de f(x) como en

SO - f(¥) _ f/G)x—%)

fo  f®

El error relativo de x esta dado por

xX—X

=

TABLA 4.3 El error estimado relacionado con las
operaciones matematicas comunes
usando nimeros inexactos T y V.

Operacion Error estimado
Adicion AT + V) AT + AV
Sustraccion AT -V) AU + AV
Multiplicaciéon AlT % V) [TIAV + VTIAT

B lolav +[7jag
Divisién Al= =

’ 1

Un niimero de condicion puede definirse como la razén entre estos errores relativos

x f1(x)
f(X)
El nimero de condicién proporciona una medida de qué tanto una inexactitud de x se
aumenta por f(x). Un valor de 1 nos indica que el error relativo de la funcién es idéntico
al error relativo de x. Un valor mayor que 1 nos sefiala que el error relativo se amplifica;
mientras que para un valor menor que 1 nos dice que se atenda. En funciones con valo-
res muy grandes se dice que estan mal condicionadas. Cualquier combinacion de los
factores en la ecuacién (4.28), que aumente el valor numérico del nimero de condicion,

tenderia a aumentar inexactitudes al calcular f(x).

Numero de condicién = (4.28)
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EJEMPLO 4.7 NUmero de condicién

4.3

Planteamiento del problema.  Calcule e interprete el nimero de condicién para

. T b4
X)=tan x arax =—+0.1f —
Jf(x) p > (2)

f(x)=tanx para X = %.’. 0_01(§)

Solucién.  El ndmero de condicién se calcula como

~ 2
. .., x(I/cos™ x)
Numero de condicion = ———=
tan x

Parax =7m/2 + 0.1(7/2)

Numero de condicién = w =-11.2

-6.314

Asi, la funcién estd mal condicionada. Para X = /2 + 0.01 (7/2), esta situacion es ain
peor:

Numero de condicién = M =-101

—63.66

En este caso, la causa principal del mal condicionamiento parece ser la derivada. Esto
tiene sentido, ya que en la vecindad de /2, la tangente tiende tanto a infinito positivo
como a infinito negativo.

ERROR NUMERICO TOTAL

El error numérico total es la suma de los errores de truncamiento y de redondeo. En
general, la tnica forma para minimizar los errores de redondeo consiste en incrementar
el nimero de cifras significativas en la computadora. Adicionalmente, hemos notado
que el error de redondeo aumentard debido a la cancelacién por resta o debido a que en
el andlisis aumente el nimero de cdlculos. En contraste, el ejemplo 4.4 demuestra que el
error de truncamiento se reduce disminuyendo el tamafo del incremento. Como una
disminucién al tamafio del incremento puede llevar a una cancelacién por resta o a un
incremento de los cdlculos, los errores de truncamiento disminuyen conforme los errores
de redondeo se incrementan. En consecuencia, se debe afrontar el siguiente dilema: la
estrategia para disminuir un componente del error total conduce a un incremento en el
otro componente. En un cdlculo, se podria disminuir el tamafio del incremento para
minimizar los errores de truncamiento tnicamente para descubrir que el error de redon-
deo empieza a dominar la solucién y jel error total crece! Asi, el remedio empieza a ser
un problema (figura 4.8). Es un reto determinar el tamafo del incremento apropiado para
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FIGURA 4.8

Representacion gréfica de las relaciones entre el error de redondeo y el error de fruncamien-
fo que juegan un papel importante en el curso de métodos numéricos. Se presenta el punto
de regreso disminuido, donde el error de redondeo no muestra los beneficios de la reduc-
cién del tamario del incremento.

un cdlculo en particular. Se deberd seleccionar un tamafio de incremento grande con la
finalidad de disminuir la cantidad de célculos y errores de redondeo para no tener como
consecuencia grandes errores de truncamiento. Si el error total es como se muestra en la
figura 4.8, el reto es identificar un punto llamado de regreso disminuido donde los erro-
res de redondeo no muestran los beneficios de la reduccion del tamaiio del incremento.
En casos reales, sin embargo, tales situaciones son relativamente poco comunes,
porque muchas computadoras utilizan suficientes cifras significativas para que los erro-
res de redondeo no predominen. Aunque, algunas veces estos errores ocurren y surge
una clase de “principio numérico de incertidumbre” que da un limite absoluto sobre la
exactitud que puede obtenerse usando ciertos métodos numéricos computarizados.

4.3.1 Control de errores numéricos

En la mayoria de los casos practicos, no se conoce el error exacto asociado con el mé-
todo numérico. Con excepciodn, claro estd, de cuando obtenemos la solucién exacta que
vuelve innecesaria la aproximacién numérica. Por lo tanto, en la mayoria de las aplica-
ciones en ingenieria debe tenerse algtin estimado del error en los calculos.

No hay una forma sistematica ni general para evaluar el error numérico en todos los
problemas. En muchos casos, la estimacién del error se basa en la experiencia y en el
buen juicio del ingeniero.

Aunque el andlisis de error es hasta cierto punto un arte, se sugieren varios linea-
mientos practicos de calculo: lo primero, y principal, implica tratar de evitar la resta de
dos nimeros casi iguales. Cuando esto ocurre, casi siempre se pierden cifras significa-
tivas. Algunas veces puede reordenarse o reformularse el problema para evitar la can-
celacidn por resta. Y si esto no es posible, se utiliza la aritmética de precision extendida.
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4.4

Ademds, cuando se suman o se restan nimeros, es mejor ordenarlos y trabajar primero
con los nimeros mds pequefios, lo cual evita perder cifras significativas.

Mas alla de estas sugerencias de cdlculo, se puede intentar predecir el error numé-
rico total usando formulaciones tedricas. La serie de Taylor es la primera herramienta
de andlisis tanto para el error de truncamiento como para el error de redondeo. Varios
ejemplos se han presentado en este capitulo. La prediccion del error numérico total es
muy complicada para, incluso, un problema de tamafio moderado, y tiende a resultar
pesimista. Por lo tanto, inicamente se utiliza para tareas a pequefia escala.

La tendencia es avanzar con los cdlculos numéricos e intentar estimar la exactitud
de sus resultados. Esto algunas veces se puede hacer observando si los resultados satis-
facen alguna condicién o ecuacién de prueba. O se pueden sustituir los resultados en la
ecuacion original para verificar si se satisface dicha ecuacion.

Por dltimo, usted deberia estar preparado para realizar experimentos numéricos que
aumenten su conocimiento de los errores de cdlculo y de posibles problemas mal condi-
cionados. Tales experimentos pueden consistir en repetir los cdlculos con diferentes ta-
mafios de incremento o método, y comparar los resultados. Llega a emplearse un andlisis
sensitivo para observar como la solucién cambia cuando se modifican los pardmetros del
modelo o los valores de entrada. Es factible probar distintos algoritmos numéricos que
tengan diferente fundamento matemadtico, que se basan en distintas estrategias de cdlcu-
lo o que tengan diferentes caracteristicas de convergencia y de estabilidad.

Cuando los resultados del cdlculo numérico son extremadamente criticos y pueden
implicar la pérdida de vidas humanas o tener severas repercusiones econdmicas, es
apropiado tomar precauciones especiales. Esto implicaria el uso de dos o mas técnicas
independientes para resolver el mismo problema y luego comparar los resultados.

El papel de los errores serd un tépico de preocupacion y andlisis en todas las sec-
ciones de este libro. Se dejan estas investigaciones en secciones especificas.

EQUIVOCACIONES, ERRORES DE FORMULACION
E INCERTIDUMBRE EN LOS DATOS

Aunque las siguientes fuentes de error no estin directamente relacionadas con la mayor
parte de los métodos numéricos de este libro, en algunas ocasiones llegan a tener un gran
impacto en el éxito al realizar un modelado. Por lo tanto, se deben tener siempre en cuenta
cuando se apliquen técnicas numeéricas en el contexto de los problemas del mundo real.

4.4.1 Errores por equivocacion

A todos nos son familiares los errores por negligencia o por equivocacién. En los pri-
meros afios de las computadoras, los resultados numéricos erréneos algunas veces se
atribuian a las fallas de la propia computadora. En la actualidad esta fuente de error es
muy improbable y la mayor parte de las equivocaciones se atribuyen a fallas humanas.

Las equivocaciones llegan a ocurrir a cualquier nivel del proceso de modelacion
matematica y pueden contribuir con todas las otras componentes del error. Es posible
evitarlos tnicamente con un sélido conocimiento de los principios fundamentales y
mediante el cuidado con el que se enfoque y disefie la solucién del problema.

Las equivocaciones por lo general se pasan por alto en el estudio de un método
numérico. Esto se debe sin duda al hecho de que los errores son, hasta cierto punto,
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inevitables. No obstante, recuerde que hay varias formas con las cuales se puede mini-
mizar su aparicién. En particular, los buenos hébitos de programacion que se esbozaron
en el capitulo 2 son muy utiles para disminuir las equivocaciones. Ademds, hay formas
simples de verificar si un método numérico funciona correctamente. A lo largo del
texto, se estudian algunas formas de verificar los resultados de un célculo numérico.

4.4.2 Errores de formulaciéon

Los errores de formulacion o de modelo pueden atribuirse al sesgo que implica un mode-
lo matematico incompleto. Un ejemplo de un error de formulacién insignificante es el
hecho de que la segunda ley de Newton no toma en cuenta los efectos relativisticos. Esto
no desvirtda la validez de la solucién del ejemplo 1.1, ya que estos errores son minimos en
las escalas de tiempo y espacio asociadas con el problema de la caida del paracaidista.
Sin embargo, suponga que la resistencia del aire no es linealmente proporcional a la
velocidad de caida, como en la ecuacién (1.7), sino que estd en funcién del cuadrado de
la velocidad. Si éste fuera el caso, las soluciones analiticas y numéricas obtenidas en el
primer capitulo serian falsas debido al error en la formulacién. En algunas aplicaciones
de ingenieria del libro se presentan consideraciones adicionales a los errores de formu-
lacién. Se debe estar consciente de estos problemas y darse cuenta de que, si se estd usan-
do un modelo deficiente, ningin método numérico generara los resultados adecuados.

4.4.3 Incertidumbre en los datos

Algunas veces se introducen errores en un andlisis debido a la incertidumbre en los
datos fisicos obtenidos, sobre los que se basa el modelo. Por ejemplo, suponga que se
desea probar el modelo de la caida del paracaidista, haciendo que un individuo salte
repetidas veces, midiendo su velocidad después de un intervalo de tiempo especifico.
Sin duda, se asociarfa cada medicién con una incertidumbre, ya que el paracaidista
caerd con mds rapidez en unos saltos que en otros. Estos errores pueden mostrar inexac-
titud e imprecision. Si los instrumentos constantemente subevalian o sobrevaldan las
mediciones de la velocidad, se estara tratando con un instrumento inexacto o desviado.
Por otro lado, si las medidas son aleatoriamente grandes y pequefias, entonces se trata
de una cuestién de precision.

Los errores de medicién se pueden cuantificar resumiendo los datos con uno o mas
estadisticos, que den tanta informacién como sea posible, respecto a caracteristicas es-
pecificas de los datos. Tales estadisticos descriptivos a menudo se seleccionan para
obtener 1. la posicion del centro de la distribucion de los datos y 2. el grado de dispersion
de los datos. Como tales, estos estadisticos ofrecen una medida de la desviacion e im-
precision, respectivamente. En la parte cinco se regresa el tema de caracterizacién de
incertidumbre de datos.

Aunque se debe estar consciente de los errores por equivocacion, de los errores de
formulacién y de la incertidumbre en los datos, los métodos numéricos utilizados para
construir modelos pueden estudiarse, en la mayoria de los casos, en forma independien-
te de estos errores. Por consiguiente, en la mayor parte de este libro se supondra que no
hay errores por equivocaciones, que el modelo es adecuado y que se esta trabajando sin
errores en las mediciones de los datos. En estas condiciones es posible estudiar los mé-
todos numéricos sin complicaciones.
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PROBLEMAS

4.1 La serie infinita
2 3 n
e =l et e
2 3 n!
se utiliza para aproximar e*.

a) Muestre que la expansion en serie de Maclaurin es un caso
especial de la expansion en la serie de Taylor [ecuacidn
4. 7]conx;=0yh=x.

b) Use la serie de Taylor para estimar f{x) = e *en x;,; = 1 para
x; = 0.25. Emplee versiones de cero, primero, segundo y
tercer orden, y calcule [¢,| para cada caso.

4.2 La expansion en serie de Maclaurin para cos x es

Iniciando con el primer término cos x = 1, agregue los términos
uno a uno para estimar cos (/4). Después de que agregue cada
uno de los términos, calcule los errores relativos porcentuales
exactos y aproximados. Use una calculadora para determinar el
valor exacto. Agregue términos hasta que el valor absoluto del
error aproximado se encuentre dentro de cierto criterio de error,
considerando dos cifras significativas.

4.3 Repita los cdlculos del problema 4.2, pero ahora usando la
expansion de la serie de Maclaurin para sen x,

X XX

senx=x——-+
357

para evaluar el sen (7/4).
4.4 Emplee la expansioén de la serie de Taylor de cero hasta
tercer orden para predecir f(2) si

Sfx) =25x% — 6x% + Tx - 88

usando como punto base x = 1. Calcule el error relativo porcen-
tual verdadero g, para cada aproximacion.

4.5 Use la expansion de la serie de Taylor de cero al cuarto orden
para estimar f(3) si f(x) = In x utilizando x = 1 como punto base.
Calcule el error relativo porcentual €, para cada aproximacion.
Analice los resultados.

4.6 Utilice aproximaciones en diferencias de O(h) hacia atrds y
hacia adelante y una aproximacion de diferencia central de O(h?)
para estimar la primera derivada de la funcién mencionada en el
problema 4.4. Evalie la derivada en x = 2 usando un tamafio del
incremento 0.2. Compare los resultados con el valor exacto de
las derivadas. Interprete los resultados considerando el término
residual de la expansion en la serie de Taylor.

4.7 Con la aproximacién en diferencias centrales de O(h?) esti-
me la segunda derivada de la funcién examinada en el problema
4.4. Realice la evaluacion para x = 2 usando un tamafio de incre-
mento 0.25 y 0.125. Compare lo estimado con el valor exacto de

la segunda derivada. Interprete sus resultados considerando el
término residual de la expansién en la serie de Taylor.

4.8 Recuerde que la velocidad de caida del paracaidista puede
calcularse con [ecuacién (1.10)]

U(t) — ﬂ(] _ e—(c/m)l)
C

Use un andlisis de error de primer orden para estimar el error de
vparat=6,si g=9.8ym=50, peroc=12.5+2.

4.9 Repitael problema4.8cong=9.8,r=6,c=125x1.5ym
=50+2.

4.10 La ley de Stefan-Boltzmann se utiliza para estimar la ve-
locidad de cambio de la energia H para una superficie, esto es,

H=AecT*

donde H estd en watts, A = drea de la superficie (m?), ¢ = la
emisividad que caracteriza la propiedad de emision de la super-
ficie (adimensional), G = una constante universal llamada cons-
tante de Stefan-Boltzmann (= 5.67 x 108 W m2 K* y T' =
temperatura absoluta (K). Determine el error de H para una
placa de acero con A = 0.15 m?, ¢ =0.90 y T'= 650 + 20. Com-
pare los resultados con el error exacto. Repita los cdlculos pero
con T = 650 =+ 40. Interprete los resultados.

4.11 Repita el problema 4.10, pero para una esfera de cobre con
radio=0.15+0.01 m,e=0.90 £ 0.05 y T =550 = 20.

4.12 Evalte e interprete los nimeros de condicion para

a)  fx)=ylx-1+1 para x = 1.0001
b) fixy=e* parax=9
) fx)=+x*+1-x para x = 300
d) e -1 _
flx)= para x = 0.001
X
e) f(x):ﬂ para x = 1.00017
1+ cosx

4.13 Empleando las ideas de la seccién 4.2, muestre las relacio-
nes de la tabla 4.3.

4.14 Muestre que la ecuacién (4.4) es exacta para todos los
valores de x, si f(x) = ax? + bx + c.

4.15 Laférmula de Manning para un canal rectangular se escri-
be como

_1_BH”
n (B+2H)*"

donde Q = flujo (m?/s), n = coeficiente de rugosidad, B = ancho
(m), H = profundidad (m) y S = pendiente. Aplique la férmula
para un arroyo donde se conoce que el ancho = 20 m y la profun-
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didad = 0.3 m. Por desgracia conocemos el coeficiente de rugo-
sidad y la pendiente con una precision de s6lo +10%. Es decir, la
rugosidad tiene un valor de 0.03 con un rango de 0.027 a 0.033,
y la pendiente es 0.0003 con un rango de 0.00027 a 0.00033. Use
un andlisis de error de primer orden para determinar la sensibili-
dad en la prediccion del flujo para cada uno de esos dos factores.
(Cudl se deberia intentar medir para una mejor precision?

4.16 Si|x| < 1, se sabe que

1 2,3
——=l+x+x +x +--
I-x

Repita el problema 4.2 para esta serie con x = 0.1.
4.17 Un misil sale de la Tierra con una velocidad inicial v, for-
mando con la vertical un dngulo ¢, como se muestra en la figura

%o

Yo

Figura P4.17

P4.17. La altitud maxima deseada es &R donde R es el radio de
la Tierra. Usando las leyes de la mecédnica se demuestra que

sen ¢, =(1+0) 1-%(”&)

\ +o\ v,

donde v, es la velocidad de escape del misil. Se quiere disparar el
misil y alcanzar la velocidad méxima proyectada con una exactitud
de £1%. Determine el rango de valores de f, si v/v, =2y
a=0.2.

4.18 Para calcular las coordenadas espaciales de un planeta te-
nemos que resolver la funcién

fix)y=x—-1-0.5senx

Sea a = x; = /2 en el intervalo [0, 7] el punto base. Determine
la expansion de la serie de Taylor de orden superior que da un
error maximo de 0.015 en el intervalo dado. El error es igual al
valor absoluto de la diferencia entre la funcién dada y la expan-
si6n de la serie de Taylor especificada. (Sugerencia: Resuelva
graficamente.)

4.19 Considere la funcién fix) = x* — 2x + 4 en el intervalo
[-2, 2] con h = 0.25. Use las aproximaciones en diferencias fi-
nitas hacia adelante, hacia atrds y centrada para la primera y
segunda derivadas, e ilustre graficamente qué aproximacion es
mds exacta. Grafique las tres aproximaciones a la primera deri-
vada por diferencias finitas, junto con los valores exactos, y haga
lo mismo con la segunda derivada.
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EPILOGO: PARTE UNO

ALTERNATIVAS

Los métodos numéricos son cientificos en el sentido de que representan técnicas siste-
madticas para resolver problemas matematicos. Sin embargo, hay cierto grado de arte,
juicios subjetivos y conveniencias, relacionadas con su uso efectivo en la ingenieria
practica. Para cada problema, se enfrenta uno con varios métodos numéricos alternativos
y con muchos tipos diferentes de computadoras. Asi, la elegancia y la eficiencia de las
diferentes maneras de abordar los problemas varian de una persona a otra y se correla-
cionan con la habilidad de hacer una eleccién prudente. Por desgracia, como sucede con
cualquier proceso intuitivo, los factores que influyen en dicha eleccién son dificiles de
comunicar. Estas habilidades pueden descubrirse y desarrollarse s6lo mediante la expe-
riencia. Como tales habilidades desempefian un papel muy importante en el uso efectivo
de los métodos, se presenta esta secciéon como una introduccion a algunas de las alter-
nativas que se deben considerar cuando se seleccione un método numérico y las herra-
mientas para su realizacion. Se espera que el siguiente analisis influencie su orientacion
cuando estudie el material subsecuente. También, que usted consulte nuevamente el
material cuando enfrente distintas alternativas en el resto del libro.

1. Tipo de problema matemdtico. Como se defini6 previamente en la figura PT.1.2, en
este libro se analizan varios tipos de problemas matemaéticos.

a) Raices de ecuaciones

b) Sistemas de ecuaciones algebraicas lineales simultdneas
¢) Optimizacion

d) Ajuste de curvas

e) Integracién numérica

/) Ecuaciones diferenciales ordinarias

g) Ecuaciones diferenciales parciales

Probablemente el lector se encontrard con algunos aspectos basicos sobre la aplicacién
de los métodos numéricos al enfrentarse con problemas especificos en algunas de esas
areas. Los métodos numéricos son necesarios, ya que los problemas planteados no se
pueden resolver en su totalidad usando técnicas analiticas. Debera estar consciente de
que en las actividades profesionales se encontraran problemas en las dreas ya mencio-
nadas. Por lo que el estudio de los métodos numéricos y la seleccién de un equipo de
cémputo deben, al menos, considerar esos tipos de problemas basicos. Problemas mas
avanzados quiza requieran de capacidades en otras dreas como la aproximacién funcio-
nal, las ecuaciones integrales, etc. Estas dreas requieren de una gran potencia compu-
tacional o de métodos avanzados que no se cubren en este texto. Se recomienda
consultar algunas referencias tales como Carnahan, Luther y Wilkes (1969); Hamming
(1973); Ralston y Rabinowitz (1978), y Burden y Faires (1993) para problemas que van
mas alla del contenido de este libro. Ademads, al final de cada parte de este texto se
ofrece un resumen y las referencias para los métodos numéricos avanzados con la fina-
lidad de encauzar al lector en el estudio de este tipo de métodos numéricos.
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2.

Tipo, disponibilidad, precision, costo y velocidad de una computadora. Se puede
tener la oportunidad de trabajar con varias herramientas de cémputo, que van des-
de una calculadora de bolsillo hasta una supercomputadora. Cualquiera de estas
herramientas se puede usar para implementar un método numérico (incluyendo
simple papel y l4piz). En general, no se trata de extremar la capacidad, sino mds
bien evaluar costo, conveniencia, velocidad, seguridad, exactitud y precisién. Aun-
que cada una de las herramientas seguirdn teniendo utilidad, los grandes avances
recientes en el funcionamiento de las computadoras personales han tenido un gran
impacto en la profesion del ingeniero. Se espera que esta revolucidn siga exten-
diéndose conforme continden los avances tecnolégicos, ya que las computadoras
personales ofrecen una excelente combinacién de conveniencia, costo, precision,
velocidad y capacidad de almacenamiento. Mds atin, se pueden usar ficilmente en
la mayoria de los problemas practicos de ingenieria.

Costo de desarrollo de programas contra costo de software contra costo de tiempo
de ejecucion. Una vez que los tipos de problemas matematicos que deberdn resol-
verse se hayan identificado y el sistema de cémputo se haya seleccionado, se con-
siderardn los costos del software y del tiempo de ejecucion. El desarrollo de software
llega a representar un trabajo adicional en muchos proyectos de ingenieria y, por lo
tanto, tener un costo sustancial. A este respecto, es importante que conozca bien los
aspectos tedricos y practicos de los métodos numéricos relevantes. Ademas, debe
familiarizarse con el desarrollo del software profesional. Existe software de bajo
costo disponible para implementar métodos numéricos, el cual es facilmente adap-
tado a una amplia variedad de problemas.

Caracteristicas de los métodos numéricos. Si el costo de una computadora y de sus
programas es alto, o si la disponibilidad de la computadora es limitada (por ejemplo,
en sistemas de tiempo compartido), la manera de escoger cuidadosamente el méto-
do numérico ayudard a adaptarse a tal situacion. Por otro lado, si el problema atn
se encuentra en una etapa experimental, donde el acceso y el costo de una compu-
tadora no presenta problemas, entonces es posible seleccionar un método numérico
que siempre trabaje, aunque quizd no sea, computacionalmente hablando, el mas
eficiente. Los métodos numéricos disponibles para resolver un tipo particular de
problema implican todos los factores mencionados, ademads de:

a) Niimero de condiciones iniciales o de puntos de partida. Algunos de los métodos
numéricos para encontrar raices de ecuaciones, o para la solucién de ecuaciones
diferenciales, requieren que el usuario especifique las condiciones iniciales
o puntos de partida. Los métodos simples requieren en general de un valor,
mientras que los métodos complicados tal vez requieran mds de un valor. Las
ventajas de los métodos complicados, que son computacionalmente eficientes,
llegan a compensar requerimientos de puntos de partida multiples. Debe echar
mano de su experiencia y buen juicio para estimar las alternativas que tomara
en cada problema en particular.

b) Velocidad de convergencia. Ciertos métodos numéricos convergen mas rapido
que otros. No obstante, la convergencia rapida puede requerir de puntos inicia-
les mas adecuados y de programacién mas compleja, que un método donde la
convergencia es lenta. De nueva cuenta debera usar su propio criterio y la ex-
periencia para seleccionar el método. jLo mas rapido no siempre es lo mejor!
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)

e)

)

Estabilidad. Algunos métodos numéricos usados para encontrar raices de
ecuaciones o para resolver sistemas de ecuaciones lineales llegan a diverger
en vez de converger a la respuesta correcta. ;Por qué existe esta posibilidad al
enfrentarse con problemas de disefio o de planeacidén? La respuesta es que tales
métodos pueden ser altamente eficientes para determinados problemas; por lo
tanto, surgen de nuevo las alternativas. Se debe decidir si las condiciones del
problema justifican el empleo de un método que quiza no siempre converge.
Exactitud y precision. Algunos de los métodos numéricos son mds exactos y
precisos que otros. Como ejemplo se tienen las diferentes ecuaciones usadas
en la integracién numérica. En general, es posible mejorar el funcionamiento
de un método de poca exactitud disminuyendo el tamafio del incremento o
aumentando el nimero de aplicaciones en un intervalo dado. ;Resultard mejor
usar un método poco exacto con un tamafio de incremento pequefio o un método
de gran exactitud con un tamafio de incremento grande? La pregunta se debe
analizar en cada caso especifico, tomando en cuenta factores adicionales como el
costo y la facilidad de programacién. Ademads, se deben tomar en consideracién
los errores de redondeo cuando se utilizan métodos de baja exactitud en forma
repetida, y cuando la cantidad de cédlculos es grande. Aqui, el nimero de cifras
significativas empleadas por la computadora llega a ser el factor decisivo.
Gama de aplicaciones. Algunos métodos numéricos se aplican sélo a ciertas
clases de problemas o a problemas que satisfacen ciertas restricciones mate-
maticas. Otros métodos no se ven afectados por estas restricciones. Entonces,
deberd evaluar si vale la pena desarrollar programas que emplean técnicas
apropiadas Unicamente para un nimero limitado de problemas. El hecho de que
tales técnicas sean ampliamente usadas indica que tienen ventajas que a menudo
superan a las desventajas. De hecho es necesario evaluar las alternativas.
Requisitos especiales. Algunas técnicas numéricas tratan de incrementar la
exactitud y la velocidad de convergencia usando informacién especial o adi-
cional. Un ejemplo seria el uso de valores estimados o tedricos de errores que
permiten mejorar la exactitud. Sin embargo, estas mejorias, en general, no se
logran sin algunos inconvenientes, tales como mayores costos computacionales
o el incremento en la complejidad del programa.

Esfuerzo de programacion necesario. Los esfuerzos para mejorar la velocidad
de convergencia, estabilidad y exactitud pueden ser creativos e ingeniosos.
Cuando se realizan mejoras sin aumentar la complejidad de la programacion,
entonces se considera que estas mejoras son excelentes y quizd encuentren un
uso inmediato en la ingenieria. No obstante, si éstas requieren de programas
mds complejos, se enfrentarian a situaciones alternativas que pueden favorecer
o no el nuevo método.

Resulta claro que el andlisis anterior relacionado con la eleccién de un mé-

todo numérico se reduce s6lo a costo y exactitud. Los costos son los del tiempo
de computo y el desarrollo de programas. La exactitud apropiada es una cuestion de
ética y de juicio profesional.

Comportamiento matemdtico de la funcion, la ecuacion o los datos. Al seleccionar

un método numérico en particular, un tipo de computadora y un tipo de programas,
se debe tomar en cuenta la complejidad de las funciones, las ecuaciones o los datos.
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PT1.5

PT1.6

Las ecuaciones simples y los datos uniformes se tratan apropiadamente mediante
algoritmos numéricos simples y con computadoras de bajo costo. Sucede lo contra-
rio con las ecuaciones complicadas y los datos que presentan discontinuidades.

6. Facilidad de aplicacion (;amigable para el usuario?). Algunos métodos numéricos
son faciles de aplicar; otros son dificiles. Esto es una consideracién cuando se tenga
que elegir un método sobre otro. La misma idea se aplica a las decisiones que
tienen que ver con los costos de desarrollar un programa versus el software desarro-
llado profesionalmente. Podria requerirse un esfuerzo considerable para convertir un
programa dificil en otro que sea amigable para el usuario. En el capitulo 2 se intro-
dujeron formas de hacer esto, y se emplean a lo largo del libro.

7. Mantenimiento. Los programas para resolver problemas de ingenieria requieren de
mantenimiento, porque durante las aplicaciones ocurren, en forma invariable, difi-
cultades. El mantenimiento puede requerir un cambio en el cédigo del programa o
la expansion de la documentacion. Los programas y los algoritmos numéricos sim-
ples son mds faciles de mantener.

Los siguientes capitulos muestran el desarrollo de varios tipos de métodos numéricos
para una variedad de problemas matemadticos. Se ofrecen, en cada capitulo, varios mé-
todos alternativos. Se presentan estos métodos (en vez de un método escogido por los
autores), ya que no existe uno que sea “el mejor” de todos. No hay métodos “mejores”,
existen alternativas con ventajas y desventajas que se deben tomar en consideracién
cuando se aplica un método a un problema practico. En cada parte del libro se presentan
las ventajas y desventajas de cada método. Dicha informacion debe ayudar a seleccionar
un procedimiento numérico apropiado para cada problema en un contexto especifico.

RELACIONES Y FORMULAS IMPORTANTES

En la tabla PT1.2 se resume informacién importante que se present6 en la parte uno. La
tabla es util para tener un acceso rapido a las relaciones y formulas mds importantes. El
epilogo de cada parte del libro contiene un resumen como éste.

METODOS AVANZADOS
Y REFERENCIAS ADICIONALES

El epilogo de cada parte del libro también incluye una seccién disefiada para facilitar y
fomentar el estudio de métodos numéricos adicionales. Dicha seccién proporciona al-
gunas referencias de otros libros sobre el tema, asi como de material relacionado con
métodos mas avanzados.!

Para ampliar los antecedentes mencionados en la parte uno, existen diversos ma-
nuales sobre programacion. Serfa dificil mencionar todos los excelentes libros y manua-
les que corresponden a lenguajes y computadoras especificos. Ademds quiza ya se tenga
material sobre estudios previos de la programacién. No obstante, si €sta es su primera
experiencia con computadoras, Chapra y Canale (1994) ofrecen una introduccién gene-
ral a BASIC y Fortran. El profesor o sus compafieros de semestre avanzados le darfan

'Aqui, los libros se referencian sélo por autor. Al final del texto se incluye una bibliografia completa.
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al usuario recomendaciones acerca de las bibliografias para las maquinas y los lenguajes
disponibles en su escuela.

Para el andlisis de errores, cualquier buen libro a la introduccién al célculo incluird
material complementario relacionado, tal como las series de Taylor. Las obras de
Swokowski (1979), Thomas y Finney (1979), y Simmons (1985) ofrecen una teoria
comprensible de estos temas. Taylor (1982), ademds, presenta una excelente introduccién
al andlisis del error.

TABLA PT1.2 Resumen de informacién importante presentada en la parte uno.

Definiciones de error

Error verdadero E, = valor verdadero — valor aproximado

) valor verdadero — valor aproximado
Error relativo porcentual verdadero ¢, = P 100%
valor verdadero

aproximacion presente — aproximacion anterior

100%

Error relafivo porcentual aproximado

‘ aproximacion presente

Criterio de paro Terminar los célculos cuando
g, < &
donde ¢, es el error relativo porcentual deseado

Serie de Taylor
Expansion de la serie de Taylor Flx,,) = Flx)+ Fx Jh+ %hz

+Mh3+...+Mh” +R
3! nl !

donde
(n+1)
Residuo R = e h™!
(n+1)!
o
Rn — O(hnﬂ)

Diferenciaciéon numérica

Primera diferencia finita dividida hacia delante f/(x) = M+O(h]

(Otras diferencias divididas se resumen en los capitulos

4y23)

Propagacién del error

Para n variables independientes x;, x,, ..., X, con errores AR, AX,,... A%, el error en la funcién f se

estima mediante

_ |of

A%+ |2
x5

of

of AXy + -+
)

Af =|—
ox

i

A%,

n
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EPILOGO: PARTE UNO

Por dltimo, aunque se espera que este libro sea de su utilidad, siempre es bueno con-
sultar otras fuentes cuando se intenta dominar un nuevo tema. Burden y Faires (1993);
Ralston y Rabinowitz (1978); Hoffman (1992), y Carnahan, Luther y Wilkes (1969) ofre-
cen andlisis extensos sobre diversos métodos numéricos, incluyendo algunos métodos
avanzados que van mds alla del alcance de nuestro libro. Otras obras ttiles sobre el tema
son Gerald y Wheatley (1989); Rice (1983), y Cheney y Kincaid (1985). Ademas, Press et
al. (1992) incluyen cédigos de computadora para implementar una variedad de métodos.
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PT2.1

MOTIVACION

Desde hace afios usted aprendié a usar la férmula cuadratica:

—b+b* —4ac
X=——

PT2.1
20 ( )

para resolver
fxX)=ax*+bx+c=0 (PT2.2)

A los valores calculados con la ecuacion (PT2.1) se les llama las “raices” de la ecuacién
(PT2.2), que representan los valores de x que hacen a la ecuacion (PT2.2) igual a cero.
Por lo tanto, se define la raiz de una ecuacién como el valor de x que hace f(x) = 0. De-
bido a esto, algunas veces a las raices se les conoce como ceros de la ecuacion.

Aunque la férmula cuadratica es util para resolver la ecuacién (PT2.2), existen
muchas funciones donde las raices no se pueden determinar tan facilmente. En estos
casos, los métodos numéricos descritos en los capitulos 5, 6 y 7 proporcionan medios
eficientes para obtener la respuesta.

PT2.1.1 Métodos para la determinacion de raices
sin emplear computadoras

Antes de la llegada de las computadoras digitales se disponia de una serie de métodos
para encontrar las raices de ecuaciones algebraicas y trascendentes. En algunos casos,
las raices se obtenian con métodos directos, como se hace con la ecuacién (PT2.1). Sin
embargo existen ecuaciones como ésta que se resuelven directamente y aparecen muchas
mads en las que no es posible encontrar su solucién. Por ejemplo, incluso una funcién tan
simple como f(x) = e* — x no se puede resolver en forma analitica. En tales casos, la
Unica alternativa es una técnica con solucién aproximada.

Un método para obtener una solucién aproximada consiste en graficar la funcién y de-
terminar dénde cruza el eje de las x. Este punto, que representa el valor de x para el cual f(x)
=0, es laraiz. Las técnicas graficas se exponen al principio de los capitulos 5 y 6.

Aunque los métodos graficos son ttiles en la obtencién de estimaciones de las raices,
tienen el inconveniente de que son poco precisos. Un método alternativo es el de prueba y
error. Esta “técnica” consiste en elegir un valor de x y evaluar si f(x) es cero. Si no es asi
(como sucederd en la mayoria de los casos) se hace otra eleccién y se evalia nuevamente f{(x)
para determinar si el nuevo valor ofrece una mejor aproximacion de la raiz. El proceso se
repite hasta que se obtenga un valor que proporcione una f{x) cercana a cero.

Estos métodos fortuitos, evidentemente, son ineficientes e inadecuados para las
exigencias de la ingenieria. Las técnicas descritas en la parte dos representan alternati-
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vas que no sélo aproximan sino que emplean estrategias sistemdticas para dirigirse a la
raiz verdadera. Tal como se presenta en las paginas siguientes, la combinacion de estos
métodos sistemdticos con la computadora hacen que la solucién de la mayoria de los
problemas de raices de ecuaciones sea una tarea sencilla y eficiente.

PT2.1.2 Raices de ecuaciones y la practica en ingenieria

Aunque las raices de ecuaciones aparecen en el contexto de diversos problemas, son
frecuentes en el drea de disefio en ingenieria. En la tabla PT2.1 se muestra un conjunto
de principios fundamentales que se utilizan comtinmente en trabajos de disefio. Como
se expuso en el capitulo 1, las ecuaciones matemadticas o modelos provenientes de estos
principios se utilizan para predecir los valores de variables dependientes en funcién de
variables independientes y los valores de parametros. Observe que en cada caso las va-
riables dependientes representan el estado o desempefio del sistema; mientras que los
parametros representan sus propiedades o su composicion.

Un ejemplo de tales modelos es la ecuacidn obtenida a partir de la segunda ley de
Newton, usada en el capitulo 1 para la velocidad del paracaidista:

v=80 (1) (PT2.3)
C

TABLA PT2.1 Principios fundamentales usados en los problemas de ingenieria.

Principio Variable Variable
fundamental dependiente independiente Parametros
Balance de calor Temperatura Tiempo vy posicion Propiedades

Balance de masa

Balance de fuerzas

Balance de energia

leyes de Newlion
del movimiento

leyes de Kirchhoff

Concentraciéon
o cantidad de masa

Magnitud y direccion
de fuerzas

Cambios en los
esfados de energia
cinética y pofencial

de un sistema
Aceleracion, velocidad
y posicion

Corriente y voliaje
en circuitos eléctricos

Tiempo y posicién

Tiempo vy posicion

Tiempo vy posicion

Tiempo y posicién

Tiempo

térmicas del material

y geometria del sistema
El comportamiento quimico
del material: coeficientes
de transferencia de masa
y geometria del sistema
Resistencia del material,
propiedades esfructurales
y geometria del sistema
Propiedades térmicas,
masa del material y
geometria del sistema

Masa del material,
geometria del sistema

y parémetros disipadores,
tales como friccién y
rozamiento

Propiedades eléctricas del
sistema, tales como
resistencia, capacitancia e
inductancia
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PT2.2

donde la velocidad v = la variable dependiente, el tiempo ¢ = la variable independiente,
la constante de gravitacién g = una funcién de fuerza y el coeficiente de arrastre c y la
masa m son los pardmetros. Si se conocen los pardmetros, la ecuacion (PT2.3) se utiliza
para predecir la velocidad del paracaidista como una funcién del tiempo. Estos cdlculos
se pueden llevar a cabo de manera directa, ya que v se expresa explicitamente como una
funcion del tiempo. Es decir, queda despejada en el lado izquierdo del signo igual.

No obstante, suponga que se tiene que determinar el coeficiente de arrastre de un
paracaidista con una masa dada, para alcanzar una velocidad determinada en un periodo
preestablecido. Aunque la ecuacién (PT2.3) ofrece una representaciéon matematica de la
interrelacion entre las variables del modelo y los parametros, no es posible obtener expli-
citamente el coeficiente de arrastre. Trate de hacerlo. No hay forma de reordenar la ecua-
cién para despejar el pardmetro c. En tales casos, se dice que c estd en forma implicita.

Esto representa un verdadero dilema, ya que en muchos de los problemas de disefio
en ingenieria hay que especificar las propiedades o la composicién de un sistema (repre-
sentado por sus pardmetros) para asegurar que esté funcionando de la manera deseada
(representado por las variables). Asi, a menudo dichos problemas requieren la determi-
nacioén de pardmetros implicitos.

La solucién del dilema es proporcionada por los métodos numéricos para raices de
ecuaciones. Para resolver el problema con métodos numéricos es conveniente reexpresar
la ecuacién (PT2.3), esto se logra restando la variable dependiente v de ambos lados
de la ecuacion,

fo)=5" (1= ™)y (PT2.4)
C

Por lo tanto, el valor de ¢ que hace f(c) = 0 es la raiz de la ecuacion. Este valor también
representa el coeficiente de arrastre que resuelve el problema de disefio.

En la parte dos de este libro se analiza una gran variedad de métodos numéricos y
graficos para determinar raices de relaciones tales como en la ecuacién (PT2.4). Dichas
técnicas se pueden aplicar a problemas de disefio en ingenieria con base en los principios
fundamentales dados en la tabla PT2.1, asi como a muchos problemas que se encuentran
de manera rutinaria en la prictica de la ingenieria.

ANTECEDENTES MATEMATICOS

En la mayoria de las dreas mencionadas en este libro existen algunos prerrequisitos ma-
tematicos necesarios para dominar el tema. Por ejemplo, los conceptos de estimacion del
error y expansion de la serie de Taylor, analizados en los capitulos 3 y 4, tienen relevancia
directa en nuestro estudio de las raices de ecuaciones. Ademds, anteriormente ya se
mencionaron los términos: ecuaciones “algebraicas” y “trascendentes”. Resulta ttil defi-
nir formalmente dichos términos y estudiar como se relacionan en esta parte del libro.
Por definicién, una funcién dada por y = f(x) es algebraica si se expresa de la forma:

LY +fy ™+ L+ fiy+fo=0 (PT2.5)

donde f; es un polinomio de i-ésimo orden en x. Los polinomios son un tipo de funciones
algebraicas que generalmente se representan como:

fl@) =ag+ax+ax’+ ... +ax" (PT2.6)
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PT2.3

donde n es el orden del polinomio y las a son constantes. Algunos ejemplos especificos
son:

f(x)=1-2.37x+7.5x* (PT2.7)

o) =5x% =23 + Tx® (PT2.8)

Las funciones trascendentes son funciones que no son algebraicas. Comprenden las
funciones trigonométricas, las funciones exponenciales, las funciones logaritmicas y
otras menos familiares. Algunos ejemplos son:

fx)=Inx*-1 (PT2.9)

fx) = e %> sen (3x—0.5) (PT2.10)

Las raices de las ecuaciones pueden ser reales o complejas. Aunque hay algunos casos
en que las raices complejas de funciones no polinomiales son de interés, esta situacion
es menos comun que en polinomios. En consecuencia, los métodos numéricos estanda-
res para encontrar raices se encuentran en dos dreas de problemas relacionados, pero
fundamentalmente distintos:

1. Ladeterminacion de raices reales de ecuaciones algebraicas y trascendentes. Dichas
técnicas se disefiaron para determinar el valor de una sola raiz real basandose en un
conocimiento previo de su posicién aproximada.

2. Ladeterminacion de todas las raices reales y complejas de polinomios. Estos métodos
estan disefiados especialmente para polinomios; determinan sistematicamente todas las
raices del polinomio en lugar de sélo una raiz real dada una posicién aproximada.

En este libro se estudian ambas, los capitulos 5 y 6 se dedican a la primera drea y
el capitulo 7 se ocupa de los polinomios.

ORIENTACION

Antes de proceder con los métodos numéricos para determinar raices de ecuaciones,
serd util dar alguna orientacion. El siguiente material intenta dar una vision general de
los temas de la parte dos. Ademads, se han incluido algunos objetivos que orientaran al
lector en su estudio del material.

PT2.3.1 Alcance y presentacion preliminar

La figura PT2.1 es una representacion esquematica de la organizacién de la parte dos.
Examine esta figura cuidadosamente, iniciando en la parte de arriba y avanzando en el
sentido de las manecillas del reloj.

Después de la presente introduccion, el capitulo 5 se dedica a los métodos cerrados,
que usan intervalos, para encontrar raices. Estos métodos empiezan con intervalos que
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PT2.2
Antecedentes
matematicos

PT2.1
Motivacion

PT2.3
Orientacion

5.1
Métodos

PARTE 2

gréaficos

PT2.6 . 5.2
Métodos Raices Biseccion
avanzados de
ecuaciones

5.3
Falsa

PT2.5
Férmulas

. posicion
importantes

CAPITULO 5
Métodos
cerrados

5.4
Busquedas
por
incrementos

PT2.4
Alternativas

6.1
Iteracion simple
de punto fijo

8.4
Ingenieria

o 6.2
mecanica

Newton-
Raphson

8.3
Ingenieria

CAPITULO 8 CAPITULO 6

eléctrica Estudio de casos: . 6.3
raices de Métodos Secante
- abiertos
ecuaciones

8.2
Ingenieria
civil

6.4
Raices

CAPITULO 7 multiples
7.7 Raices
8.1 Bibliotecas 7.1 6.5
Ingenieria y paquetes de Polinomios Sistemas
quimica polinomios &0 INEEICIE no lineales

7.6
Otros
meétodos

7.2
Calculos
con polinomios,

7.5
Método
de Bairstow

7.3
Métodos
convencionales,

7.4
Método
de Miiller

FIGURA PT2.1
Esquema de la organizacién del material de la parte dos: Raices de ecuaciones.

encierran o contienen a la raiz, y después reducen sistemdticamente el tamafo del inter-
valo. Se estudian dos métodos especificos: el de biseccion y el de la falsa posicion. Los
métodos graficos sirven para dar una comprension visual de las técnicas. Se desarrollan
formulaciones del error para ayudar a determinar el trabajo computacional que se re-
quiere para estimar la raiz con un nivel de precision especificado previamente.
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En el capitulo 6 se tratan los métodos abiertos, estos métodos también emplean
iteraciones sistematicas de prueba y error; pero no requieren que el intervalo inicial
encierre a laraiz. Se descubrird que estos métodos, en general, son mds eficientes compu-
tacionalmente que los métodos cerrados, aunque no siempre funcionan. Se analizan los
métodos de iteracion de un punto fijo, de Newton-Raphson y de la secante. Los métodos
gréaficos sirven para dar una idea geométrica en los casos donde los métodos abiertos no
funcionan. Se desarrollan las férmulas que proporcionan una idea de qué tan rapido los
métodos abiertos convergen ala raiz. Ademads, se explica la forma de extender el méto-
do de Newton-Raphson para sistemas de ecuaciones no-lineales.

El capitulo 7 esta dedicado a encontrar las raices de polinomios. Después de las
secciones anteriores sobre polinomios, se estudian los métodos convencionales (en
particular los métodos abiertos del capitulo 6). Se describen dos métodos especiales para
localizar raices de polinomios: los métodos de Miiller y Bairstow. Al final del capitulo
se da informacion relacionada con la biisqueda de las raices a través de programas de
biblioteca y paquetes de software.

En el capitulo 8 se extienden los conceptos anteriores a los problemas reales de
ingenieria. Se emplean aplicaciones a la ingenieria para ilustrar las ventajas y desventa-
jas de cada uno de los métodos, proporcionando una visién de cémo se aplican las téc-
nicas en la practica profesional. Las aplicaciones también destacan las alternativas
(estudiadas en la parte uno) asociadas con cada uno de los métodos.

Se incluye un epilogo al final de la parte dos. Este contiene una detallada compa-
racion de los métodos analizados en los capitulos 5, 6 y 7. Esta comparacién comprende
una descripcion de las alternativas relacionadas con el uso apropiado de cada técnica.
Esta seccién proporciona también un resumen de las férmulas importantes, junto con
referencias para algunos de los métodos que van mds alld del alcance de este texto.

PT2.3.2 Metas y objetivos

Obijetivos de estudio.  Después de terminar la parte dos se debe tener la suficiente
informacién para abordar con éxito una amplia variedad de problemas de ingenieria,
relacionados con las raices de ecuaciones. En general, se dominardn las técnicas, se
habra aprendido a determinar su confiabilidad y se tendra la capacidad de elegir el me-
jor método (o métodos) para cualquier problema particular. Ademds de estas metas
generales, deberd haber asimilado los conceptos especificos de la tabla PT2.2 para
comprender mejor el material de la parte dos.

Obijetivos de computo.  El libro proporciona software y algoritmos sencillos para
implementar las técnicas analizadas en la parte dos. Todos tienen utilidad como herra-
mientas del aprendizaje.

Se presentan directamente seudocddigos para varios métodos en el texto. Esta in-
formacion le permitird ampliar su biblioteca de software para contar con programas que
son mas eficientes que el método de biseccion. Por ejemplo, tal vez usted desee tener sus
propios programas para las técnicas de la falsa posicién, de Newton-Raphson y de se-
cante, las cuales a menudo son mds eficientes que el método de biseccion.

Finalmente, los paquetes de software como Excel, MATLAB y programas de bi-
bliotecas tienen poderosas capacidades para localizar raices. Puede usar esta parte del
libro para empezar a familiarizarse con estas posibilidades.
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TABLA PT2.2 Objetivos especificos de estudio de la parte dos.

. Comprender la inferprefacién gréfica de una raiz
. Conocer la inferprefacion grafica del método de la falsa posicion y por qué, en general, es mejor

que el método de biseccién

. Entender la diferencia entre los métodos cerrados y los métodos abiertos para la localizacién de las

raices

. Entender los conceptos de convergencia y de divergencia; usar el método gréfico de las dos curvas

para fener una idea visual de los conceptos

. Saber por qué los métodos cerrados siempre convergen, mientras que los métodos abiertos algunas

veces pueden diverger

. Observar que la convergencia en los métodos abierfos es més segura si el valor inicial esta

cercano a la raiz verdadera

. Entender los conceptos de convergencia lineal y cuadrética, asf como sus implicaciones en la

eficiencia de los métodos de iteracion de punto fijo y de Newton-Raphson

. Conocer las diferencias fundamentales entre el método de la falsa posicion v el método de la

secante, y como se relacionan con la convergencia

. Comprender los problemas que presentan raices miltiples y las modificaciones que se pueden

hacer para reducir dichos problemas

. Saber cémo extender el método de Newton-Raphson de una sola ecuacién no lineal con el

propdsito de resolver sistemas de ecuaciones no lineales
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EJEMPLO 5.1

CAPITULO 5

Métodos cerrados

Este capitulo sobre raices de ecuaciones se ocupa de métodos que aprovechan el hecho
de que una funcién cambia de signo en la vecindad de una raiz. A estas técnicas se les
llama métodos cerrados, o de intervalos, porque se necesita de dos valores iniciales para
la raiz. Como su nombre lo indica, dichos valores iniciales deben “encerrar”, o estar a
ambos lados de la raiz. Los métodos particulares descritos aqui emplean diferentes es-
trategias para reducir sistemdticamente el tamafio del intervalo y asi converger a la
respuesta correcta.

Como preambulo de estas técnicas se analizardn los métodos gréficos para repre-
sentar tanto las funciones como sus raices. Ademads de la utilidad de los métodos grafi-
cos para determinar valores iniciales, también son dtiles para visualizar las propiedades
de las funciones y el comportamiento de los diversos métodos numéricos.

METODOS GRAFICOS

Un método simple para obtener una aproximacioén a la raiz de la ecuacién f(x) = 0 con-
siste en graficar la funcién y observar dénde cruza el eje x. Este punto, que representa
el valor de x para el cual f(x) = 0, ofrece una aproximacién inicial de la raiz.

El método gréfico

Planteamiento del problema.  Utilice el método gréfico para determinar el coeficien-
te de arrastre ¢ necesario para que un paracaidista de masa m = 68.1 kg tenga una velo-
cidad de 40 m/s después de una caida libre de r = 10 s. Nota: La aceleracién de la

gravedad es 9.8 m/s?.

Solucién.  Este problema se resuelve determinando la raiz de la ecuacién (PT2.4)
usando los pardmetros t = 10, g =9.8, v=40y m = 68.1:

f(c) = M(l _ e—(f/6&1)10) —40
C

f(c)zm(l_e—(llém&ﬁc)_‘lo (E511)
c

Diversos valores de ¢ pueden sustituirse en el lado derecho de esta ecuacién para
calcular
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c f(c)

4 34.115
8 17.653
12 6.067
6
0

-2.269
-8.401

Estos puntos se grafican en la figura 5.1. La curva resultante cruza el eje c entre 12 y 16.
Un vistazo a la grafica proporciona una aproximacion a la raiz de 14.75. La validez de
la aproximacién visual se verifica sustituyendo su valor en la ecuacién (ES.1.1) para
obtener

667.38
14.75

que estd cercano a cero. También se verifica por sustitucién en la ecuacién (PT2.4)
junto con el valor de los pardmetros de este ejemplo para dar

f(14.75) = (101880479 ) _ 40 = 0.059

9.8(68.1)
v= —(1 —e
14.75

que es muy cercano a la velocidad de caida deseada de 40 m/s.

—(14.75/68.1)10 ) — 40‘059

FIGURA 5.1

El método gréfico para determinar las raices de una ecuacion.

o)

40 —
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S )

a)

S

)

S

FIGURA 5.2

llustracién de las formas
generales en que puede
ocurrir una raiz en un infer-
valo preescrito por los limiftes
inferior x; y superior x,. Las
figuras a) y c) muestran que
si fix) y fix,) tienen el mismo
signo, enfonces no habrd
raices dentro del infervalo

o habrd un nimero par de
ellas. Las figuras b) y d)
muestran que si la funcién
tiene signos diferentes en los
punfos extremos, entonces
habré un nimero impar de
raices dentro del infervalo.

Las técnicas graficas tienen un valor practico limitado, ya que no son precisas. Sin
embargo, los métodos gréficos se utilizan para obtener aproximaciones de la raiz. Dichas
aproximaciones se pueden usar como valores iniciales en los métodos numéricos anali-
zados en este capitulo y en el siguiente.

Las interpretaciones graficas, ademds de proporcionar estimaciones de la raiz, son
herramientas importantes en la comprension de las propiedades de las funciones y en la
prevencion de las fallas de los métodos numeéricos. Por ejemplo, la figura 5.2 muestra
algunas de las formas en las que la raiz puede encontrarse (0 no encontrarse) en un in-
tervalo definido por un limite inferior x; y un limite superior x,. La figura 5.2b repre-
senta el caso en que una sola raiz estd acotada por los valores positivo y negativo de f(x).
Sin embargo, la figura 5.2d, donde f(x;) y f(x,) estdn también en lados opuestos del eje
X, muestra tres raices que se presentan en ese intervalo. En general, si f(x;) y f(x,) tienen
signos opuestos, existe un nimero impar de raices en el intervalo. Como se indica en las
figuras 5.2ay c, si f(x;) y f(x,) tienen el mismo signo, no hay raices o hay un ndmero par
de ellas entre los valores.

Aunque dichas generalizaciones son usualmente verdaderas, existen casos en que
no se cumplen. Por ejemplo, las funciones tangenciales al eje x (figura 5.3a) y las fun-
ciones discontinuas (figura 5.3b) pueden violar estos principios. Un ejemplo de una
funcioén que es tangencial al eje x es la ecuacidn cibica f(x) = (x — 2)(x — 2)(x — 4). Ob-
serve que cuando x = 2, dos términos en este polinomio son iguales a cero. Matemati-
camente, x = 2 se llama una raiz miiltiple. Al final del capitulo 6 se presentan técnicas
que estdn disenadas expresamente para localizar raices multiples.

La existencia de casos del tipo mostrado en la figura 5.3 dificulta el desarrollo de
algoritmos generales para computadoras que garanticen la ubicacién de todas las raices
en el intervalo. Sin embargo, cuando se usan los métodos expuestos en las siguientes

FIGURA 5.3

llustracion de algunas excepciones a los casos generales S}
mostrados en la figura 5.2. a) Pueden ocurrir raices maltiples |
cuando la funcién es tangencial el eje x. En este caso, aun- !
que los puntos extremos son de signos opuestos, hay un nime- '
ro par de infersecciones con el eje x en el infervalo.

b} Funcion discontinua donde los puntos extremos de signo
opuesto contienen un nimero par de raices. Se requiere de
esfrategias especiales para deferminar las raices en estos
casos.

fx)

www.FreelLibros.me



5.1 METODOS GRAFICOS 123

EJEMPLO 5.2

secciones en conjuncion con los métodos graficos, resultan de gran utilidad para buscar
muchas raices en problemas de ecuaciones que se presentan rutinariamente en la inge-
nierfa y en las matematicas aplicadas.

Uso de gréficas por computadora para localizar raices

Planteamiento del problema. Las graficas por computadora facilitan y mejoran la
localizacion de las raices de una ecuacion. La funcién

fix) = sen 10x + cos 3x

tiene varias raices en el rango que va de x = 0 a x = 5. Utilice graficas por computadora
para comprender mejor el comportamiento de esta funcion.

FIGURA 5.4

Amplificacion progresiva de fix) = sen 10x + cos 3x mediante la computadora. Estas gréficas interactivas
le permiten al analista deferminar que existen dos raices distintas enfre x = 4.2 y x = 4.3.

Yoﬁ\,\/\/\/\ )

A

5 4 5
X
b)
15
Y O\v
S A T T T O
4.2 4.25 43
X
)
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5.2

Solucién.  Para generar gréficas se usan paquetes como Excel y MATLAB. En la fi-
gura 5.4a se presenta la grafica de f(x) desde x = 0 hasta x = 5. La gréfica muestra la
existencia de varias raices, incluyendo quizas una doble raiz alrededor de x = 4.2, donde
f(x) parece ser tangente al eje x. Se obtiene una descripcién mds detallada del compor-
tamiento de f(x) cambiando el rango de graficacién, desde x = 3 hasta x = 5, como se
muestra en la figura 5.4b. Finalmente, en la figura 5.4c, se reduce la escala vertical, de
f(x) ==0.15 a f(x) = 0.15, y la escala horizontal se reduce, de x =4.2 a x = 4.3. Esta gra-
fica muestra claramente que no existe una doble raiz en esta regioén y que, en efecto, hay
dos raices diferentes entre x = 4.23 y x = 4.26.

Las gréficas por computadora tienen gran utilidad en el estudio de los métodos
numéricos. Esta posibilidad también puede tener muchas aplicaciones en otras materias
de la escuela, asi como en las actividades profesionales.

EL METODO DE BISECCION

Cuando se aplicaron las técnicas graficas en el ejemplo 5.1, se observo (figura 5.1) que
f(x) cambié de signo a ambos lados de la raiz. En general, si f(x) es real y contintia en el
intervalo que va desde x; hasta x,, y f(x;) y f(x,) tienen signos opuestos, es decir,

Sfoo) fix,) <0 5.1

entonces hay al menos una raiz real entre x; y x,,.

Los métodos de biisqueda incremental aprovechan esta caracteristica localizando
un intervalo en el que la funcién cambie de signo. Entonces, la localizacién del cambio
de signo (y, en consecuencia, de la raiz) se logra con mds exactitud al dividir el interva-
lo en varios subintervalos. Se investiga cada uno de estos subintervalos para encontrar
el cambio de signo. El proceso se repite y la aproximacion a la raiz mejora cada vez mas
en la medida que los subintervalos se dividen en intervalos cada vez mds pequefios.
Volveremos al tema de biisquedas incrementales en la seccién 5.4.

FIGURA 5.5

Paso 1: Elija valores iniciales inferior, x,, y superior, x,, que encierren la raiz, de forma
tal que la funcién cambie de signo en el infervalo. Esto se verifica comprobando
que fix) fix,) < O.

Paso 2: Una aproximacién de la raiz x, se defermina mediante:

X+ X,

2

Paso 3: Redlice las siguientes evaluaciones para determinar en qué subintervalo esta
la raiz:
a) Sifix)fix) < O, enfonces la raiz se encuentra dentro del subintervalo inferior
o izquierdo. Por lo fanto, haga x, = x, y vuelva al paso 2.
b Sifix)fix) > O, enfonces la raiz se encuentra dentro del subintervalo superior
o derecho. Por lo fanfo, haga x = x, y vuelva al paso 2.
d  Sifix)fix) = O, la raiz es igual a x;; termina el caleulo.

X, =
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EJEMPLO 5.3

El método de biseccion, conocido también como de corte binario, de particiéon de
intervalos o de Bolzano, es un tipo de busqueda incremental en el que el intervalo se
divide siempre a la mitad. Si la funcién cambia de signo sobre un intervalo, se evaltia el
valor de la funcion en el punto medio. La posicion de la raiz se determina situdndola en
el punto medio del subintervalo, dentro del cual ocurre un cambio de signo. El proceso
se repite hasta obtener una mejor aproximacion. En la figura 5.5 se presenta un algorit-
mo sencillo para los cdlculos de la biseccion. En la figura 5.6 se muestra una represen-
tacion grafica del método. Los siguientes ejemplos se hardn a través de cédlculos reales
involucrados en el método.

Biseccidn

Planteamiento del problema.  Emplee el método de biseccién para resolver el mismo
problema que se resolvié usando el método grafico del ejemplo 5.1.

Solucién.  El primer paso del método de biseccion consiste en asignar dos valores ini-
ciales a la incognita (en este problema, c¢) que den valores de f(c) con diferentes signos.
En la figura 5.1 se observa que la funcién cambia de signo entre los valores 12 y 16. Por
lo tanto, la estimacion inicial de la raiz x, se encontrara en el punto medio del intervalo

12+16
‘xr = =
2
Dicha aproximacion representa un error relativo porcentual verdadero de €, = 5.3% (note
que el valor verdadero de la raiz es 14.7802). A continuacién calculamos el producto de
los valores en la funcién en un limite inferior y en el punto medio:

f12)f(14) = 6.067(1.569) = 9.517

14

que es mayor a cero y, por lo tanto, no ocurre cambio de signo entre el limite inferior y
el punto medio. En consecuencia, la raiz debe estar localizada entre 14 y 16. Entonces,

FIGURA 5.6

Una representacion grafica
del método de biseccion. La
gréfica presenta las primeras
fres iteraciones del ejemplo

5.3.
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se crea un nuevo intervalo redefiniendo el limite inferior como 14 y determinando una
nueva aproximacion corregida de la raiz

p <1416
2

la cual representa un error porcentual verdadero €, = 1.5%. Este proceso se repite para
obtener una mejor aproximacion. Por ejemplo,

FADA1S) = 1.569(~0.425) = —0.666

Por lo tanto, la raiz estd entre 14 y 15. El limite superior se redefine como 15 y la raiz
estimada para la tercera iteracion se calcula asi:

14+15
X =

r

=145

que representa un error relativo porcentual &, = 1.9%. Este método se repite hasta que el
resultado sea suficientemente exacto para satisfacer sus necesidades.

En el ejemplo anterior, se observa que el error verdadero no disminuye con cada
iteracion. Sin embargo, el intervalo donde se localiza la raiz se divide a la mitad en cada
paso del proceso. Como se estudiard en la siguiente seccién, el ancho del intervalo pro-
porciona una estimacion exacta del limite superior del error en el método de biseccion.

5.2.1 Criterios de paro y estimaciones de errores

Terminamos el ejemplo 5.3 diciendo que el método se repite para obtener una aproxi-
macién mas exacta de la raiz. Ahora se debe desarrollar un criterio objetivo para decidir
cudndo debe terminar el método.

Una sugerencia inicial serfa finalizar el cdlculo cuando el error verdadero se en-
cuentre por debajo de algun nivel prefijado. En el ejemplo 5.3 se observa que el error
relativo baja de 5.3 a 1.9% durante el procedimiento de cdlculo. Puede decidirse que el
método termina cuando se alcance un error mas bajo, por ejemplo, al 0.1%. Dicha estra-
tegia es inconveniente, ya que la estimacién del error en el ejemplo anterior se basé en
el conocimiento del valor verdadero de la raiz de la funcién. Este no es el caso de una
situacion real, ya que no habria motivo para utilizar el método si se conoce la raiz.

Por lo tanto, se requiere estimar el error de forma tal que no se necesite el conoci-
miento previo de la raiz. Como se vio previamente en la seccién 3.3, se puede calcular
el error relativo porcentual €, de la siguiente manera (recuerde la ecuacion 3.5):

nuevo anterior
r r
nuevo

r

£, = 100% (5.2)

a

donde x,"°° es la raiz en la iteracion actual y x,2"" es el valor de la raiz en la iteracion
anterior. Se utiliza el valor absoluto, ya que por lo general importa s6lo la magnitud de
£, sin considerar su signo. Cuando &, es menor que un valor previamente fijado &, ter-
mina el cdlculo.
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EJEMPLO 5.4

Estimacién del error en la biseccién

Planteamiento del problema.  Continde con el ejemplo 5.3 hasta que el error aproxi-
mado sea menor que el criterio de terminacion de £, = 0.5%. Use la ecuacion (5.2) para
calcular los errores.

Solucién.  Los resultados de las primeras dos iteraciones en el ejemplo 5.3 fueron 14
y 15. Sustituyendo estos valores en la ecuacion (5.2) se obtiene

=‘15_14‘100%=6.67%

a

Recuerde que el error relativo porcentual para la raiz estimada de 15 fue 1.5%. Por lo
tanto, €, es mayor a &,. Este comportamiento se manifiesta en las otras iteraciones:

Iteracion x| X, X, £q (%) & (%)
] 12 16 14 5279
2 14 16 15 6.667 1.487
3 14 15 14.5 3.448 1.896
4 14.5 15 14.75 1.695 0.204
5 14.75 15 14.875 0.840 0.641
6 14.75 14.875 14.8125 0.422 0.219

Asf, después de seis iteraciones €, finalmente estd por debajo de £, = 0.5%, y el
célculo puede terminar.

Estos resultados se resumen en la figura 5.7. La naturaleza “desigual” del error
verdadero se debe a que, en el método de la biseccion, la raiz exacta se encuentra en
cualquier lugar dentro del intervalo cerrado. Los errores verdadero y aproximado quedan
distantes cuando el intervalo estd centrado sobre la raiz verdadera. Ellos estan cercanos
cuando la raiz verdadera se halla en cualquier extremo del intervalo.

Aunque el error aproximado no proporciona una estimacion exacta del error verda-
dero, la figura 5.7 sugiere que €, toma la tendencia general descendente de &,. Ademas,
la grafica muestra una caracteristica muy interesante: que £, siempre es mayor que &,.
Por lo tanto, cuando €, es menor que &, los calculos se pueden terminar, con la confian-
za de saber que la raiz es al menos tan exacta como el nivel aceptable predeterminado.

Aunque no es conveniente aventurar conclusiones generales a partir de un solo
ejemplo, es posible demostrar que £, siempre serd mayor que &, en el método de bisec-
cion. Esto se debe a que cada vez que se encuentra una aproximacion a la raiz cuando
se usan bisecciones como x, = (x; + x,)/2, se sabe que la raiz verdadera se halla en algtin
lugar dentro del intervalo de (x, —x;)/2 = Ax/2. Por lo tanto, la raiz debe situarse dentro
de +Ax/2 de la aproximacion (figura 5.8). Asi, cuando se terminé el ejemplo 5.3 se pudo
afirmar definitivamente que

x,=145%05

Debido a que Ax/2 = x,™eV° — x,2nerior (fioyra 5.9), la ecuacién (5.2) proporciona un
limite superior exacto del error verdadero. Para que se rebase este limite, la raiz verda-
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FIGURA 5.7
Errores en el método de
biseccion. Los errores ver- 0.1 | | | | |
"0 3 6

dadero y aproximado se
grafican contra el nimero de
iferaciones.

Iteraciones

dera tendria que estar fuera del intervalo que la contiene, lo cual, por definicién, jamas
ocurrird en el método de biseccion. El ejemplo 5.7 muestra otras técnicas de localizacién
de raices que no siempre resultan tan eficientes. Aunque el método de biseccién por lo
general es mds lento que otros métodos, la claridad del andlisis de error ciertamente es
un aspecto positivo que puede volverlo atractivo para ciertas aplicaciones en ingenieria.

FIGURA 5.8

Tres formas en que un inter-
valo puede encerrar a la
raiz. En a) el valor verdade-
ro esté en el centro del inter-
valo, mienfras que en b}y

c) el valor verdadero estd
cerca de los extremos. Ob-
serve que la diferencia entre
el valor verdadero y el punto
medio del infervalo jamas
sobrepasa la longitud media
del intervalo, o Ax/2.

&
=
3
&=

a) I »* I

) ®

Ax/2 Ax/2

Raiz verdadera

www.FreelLibros.me



5.2 EL METODO DE BISECCION 129

FIGURA 5.9
Representacion gréfica de
por qué la estimacion del
error para el método de
biseccién (Ax/2) es equiva-
lente a la raiz estimada en
la iteracion actual (x1vev0)
menos la raiz aproximada

en la iteracion anterior
(Xontenor)
A .

nuevo _ ..anterior

xr 'x/
I_A_\
I I
I I
I I
Iteracién anterior I ® : I
anteri |
xr or |
| |
: x;luevo
Iteracion actual i @ I
I I
I I
I I
_v_l
Ax/2

Antes de utilizar el programa de computadora para la biseccién, debemos observar
que las siguientes relaciones (figura 5.9)

nuevo anterior __ )Cu - xl

X r r 2

nuevo __ xl +X u

' 2
puede sustituirse en la ecuacidn (5.2) para desarrollar una formulacién alternativa en la
aproximacion del error relativo porcentual

€, =" 11100% (5.3)
X, +xl

Esta ecuacidn resulta idéntica a la ecuacién (5.2) para la biseccion. Ademads, permite
calcular el error basandose en nuestros valores iniciales; es decir, en la primera iteracion.
Por ejemplo, en la primera iteracién del ejemplo 5.2, el error aproximado se calcula
como

16-12

= ‘—‘ 100% =14.29%
16+12

a

Otro beneficio del método de biseccion es que el nimero de iteraciones requerido
para obtener un error absoluto se calcula a priori; esto es, antes de empezar las iteracio-
nes, donde se observa que antes de empezar esta técnica, el error absoluto es

0= 0_ 0 A0
E)=x"—x=Ax
donde los superindices definen la iteracion. Por lo tanto, antes de empezar el método se
tiene la “iteracion cero”. Después de la primera iteracion el error sera
0
Ax
1
E, =
2
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Debido a que en cada iteracion se reduce el error a la mitad, la férmula general que re-
laciona el error y el nimero de iteraciones, 1, es
Ax’

B - 5.4
« = o (5.4

Si E, , es el error deseado, en esta ecuacion se despeja

log(Ax"/E 0
n:M:logz(m J (5.5)

log?2 E,,

Probemos la férmula. En el ejemplo 5.4, el intervalo inicial fue Ax, =16 — 12 = 4.
Después de seis iteraciones, el error absoluto era

E

a

_ |14.8752—14.75| 0.0625

Si se sustituyen esos valores en la ecuacion (5.5) resulta

e log(4/0.0625) -6
log2

Entonces, si se sabe de antemano que un error menor a 0.0625 es aceptable, la férmula
indica que con seis iteraciones se consigue el resultado deseado.

Aunque se ha puesto énfasis en el uso del error relativo por obvias razones, habra
casos (usualmente a través del conocimiento del contexto del problema) donde se podra
especificar el error absoluto. En esos casos, la biseccidon junto con la ecuacién (5.5)
ofrece un util algoritmo de localizacién de raices. Se explorardn tales aplicaciones con
los problemas al final del capitulo.

5.2.2 Algoritmo de biseccion

El algoritmo en la figura 5.5 se extiende para incluir verificacion del error (figura 5.10). El
algoritmo emplea funciones definidas por el usuario para volver més eficientes la loca-
lizacién de las raices y la evaluacién de las funciones. Ademads, se le pone un limite
superior al nimero de iteraciones. Por ultimo, se incluye la verificacién de errores para
evitar la divisién entre cero durante la evaluacién del error. Este podria ser el caso cuan-
do el intervalo esta centrado en cero. En dicha situacién la ecuacion (5.2) tiende al infi-
nito. Si esto ocurre, el programa saltard la evaluacion de error en esa iteracion.

El algoritmo en la figura 5.10 no es amigable al usuario; mas bien estd disefiado
estrictamente para dar la respuesta. En el problema 5.14 al final del capitulo, se tendra
una tarea para volverlo facil de usar y de entender.

5.2.3 Minimizacién de las evaluaciones de una funciéon

El algoritmo de biseccion de la figura 5.10 es adecuado si se quiere realizar la evalua-
cién de una sola raiz de una funcién que es fécil de evaluar. Sin embargo, hay muchos
casos en ingenierfa que no son asi. Por ejemplo, suponga que se quiere desarrollar un
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FIGURA 5.10

Seudocédigo para la fun-

cién que implementa el
método de biseccion.

FUNCTION Bisect(xl, xu, es, imax, xr, iter, ea)
iter = 0
DO
xrold = xr
xr = (x1 + xu)/2
iter = iter + 1
IF xr # 0 THEN
ea = ABS((xr - xrold) / xr) * 100
END ITF
test = f(x1) * f(xr)
IF test < 0 THEN

XU = Xr
ELSE IF test > 0 THEN
xI = xr
ELSE
ea = 0
END IF
IF ea < es OR iter 2 imax EXIT
END DO
Bisect = xr
END Bisect

5.3

programa computacional que localice varias raices. En tales casos, se tendria que llamar
al algoritmo de la figura 5.10 miles o aun millones de veces en el transcurso de una sola
ejecucion.

Ademads, en un sentido mds general, la funcién de una variable es tan s6lo una en-
tidad que regresa un solo valor para un solo valor que se le da. Visto de esta manera, las
funciones no son simples férmulas como las ecuaciones de una sola linea de cédigo
resueltas en los ejemplos anteriores de este capitulo. Por ejemplo, una funcién puede
consistir de muchas lineas de c6digo y su evaluacién llega a tomar un tiempo importan-
te de ejecucioén. En algunos casos, esta funcién incluso representaria un programa de
computadora independiente.

Debido a ambos factores es imperativo que los algoritmos numéricos minimicen las
evaluaciones de una funcién. A la luz de estas consideraciones, el algoritmo de la figu-
ra 5.10 es deficiente. En particular, observe que al hacer dos evaluaciones de una funcién
por iteracién, vuelve a calcular una de las funciones que se determiné en la iteracién
anterior.

La figura 5.11 proporciona un algoritmo modificado que no tiene esta deficiencia.
Se han resaltado las lineas que difieren de la figura 5.10. En este caso, inicamente se
calcula el valor de la nueva funcién para aproximar la raiz. Los valores calculados pre-
viamente son guardados y simplemente reasignados conforme el intervalo se reduce.
Asi, las 2n evaluaciones de la funcién se reducen an + 1.

METODO DE LA FALSA POSICION

Aun cuando la biseccién es una técnica perfectamente valida para determinar raices, su
método de aproximacion por “fuerza bruta” es relativamente ineficiente. La falsa posicién
es una alternativa basada en una visualizacion grafica.
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FIGURA 5.11
Seudocodigo para el
subprograma de biseccion

que minimiza las evaluacio-

nes de la funcion.

FUNCTION Bisect(xl, xu, es, imax, xr, iter, ea)

iter = 0
fl = f(xl)
Do

xrold = xr
xr = (xI + xu) / 2
fr f(xr)
iter = iter + 1
IF xr = 0 THEN
ea = ABS((xr - xrold) / xr) * 100
END IF
test = fl * fr
IF test < 0 THEN

XU = Xr
ELSE IF test > 0 THEN
X1 = xr
fl = fr
ELSE
ea = 0
END IF
IF ea < es OR iter 2 imax EXIT
END DO
Bisect = xr

END Bisect

Un inconveniente del método de biseccion es que al dividir el intervalo de x; a x, en
mitades iguales, no se toman en consideracion las magnitudes de f(x,) y f(x,). Por ejem-
plo, si f(x;) estd mucho mas cercana a cero que f(x,), es 16gico que la raiz se encuentre
mads cerca de x; que de x, (figura 5.12). Un método alternativo que aprovecha esta visua-
lizacién grafica consiste en unir f(x;) y f(x,) con una linea recta. La interseccién de esta
linea con el eje de las x representa una mejor aproximacion de la raiz. El hecho de que
se reemplace la curva por una linea recta da una “falsa posicién” de la raiz; de aqui el
nombre de método de la falsa posicion, o en latin, regula falsi. También se le conoce
como método de interpolacion lineal.

Usando tridngulos semejantes (figura 5.12), la interseccion de la linea recta con el
eje de las x se estima mediante

fx) _ fx,) 56
X, —X, X, —x,
en la cual se despeja x, (véase cuadro 5.1 para los detalles)
%, = x, - L4~ %) (5.7)

G- fx)

Esta es la formula de la falsa posicion. El valor de x, calculado con la ecuacion (5.7), re-
emplazard, después, a cualquiera de los dos valores iniciales, x; 0 x,,, y da un valor de la
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fx)

fx,)

FIGURA 5.12
Representacion gréfica del
método de la falsa posicion.
Con los trigngulos semejan-
fes sombreados se obtiene
la formula para el método.

funcién con el mismo signo de f(x,). De esta manera, los valores x; y x, siempre encierran
la verdadera raiz. El proceso se repite hasta que la aproximacion a la raiz sea adecuada. El
algoritmo es idéntico al de la biseccién (figura 5.5), excepto en que la ecuacion (5.7)

Cuadro 5.1
Multiplicando en cruz la ecuacién (5.6) obtenemos

f(xl)(xr - xu) =f(-xu)(xr - x[)

Agrupando términos y reordenando:

x, [f(x) = flx)] = x,fx) = x, fix,)

Dividiendo entre f(x;) — f(x,):

S xS
SETEIEIE

Esta es una de las formas del método de la falsa posicién. Ob-
serve que permite el cdlculo de la raiz x, como una funcién de
los valores iniciales inferior x; y superior x,. Esta puede ponerse
en una forma alternativa al separar los términos:

X = xuf(xl) _ xlf(x“)
DG [ fG) = fx)

(C5.1.1)

Desarrollo del método de la falsa posicién

sumando y restando x, en el lado derecho:

_ &) xf®)
- fx) T fG) = f(x)
Agrupando términos se obtiene
x,f(x,) xf(x,)

r u

FO)=fx)  fx)=f(x,)

S =x)
F) - f(x,)

r u

la cual es la misma ecuacién (5.7). Se utiliza esta forma porque
implica una evaluacién de la funcién y una multiplicaciéon menos
que la ecuacién (C5.1.1). Ademds ésta es directamente compa-
rable con el método de la secante, el cual se estudia en el capi-
tulo 6.
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EJEMPLO 5.5

se usa en el paso 2. Ademds, se usa el mismo criterio de terminacién [ecuacion (5.2)]
para concluir los cdlculos.

Falsa posicién

Planteamiento del problema.  Con el método de la falsa posicién determine la raiz
de la misma ecuacién analizada en el ejemplo 5.1 [ecuacion (ES.1.1)].

Solucién. Como en el ejemplo 5.3 se empieza el célculo con los valores iniciales x; =
12y x,=16.
Primera iteracion:

x=12  f(x) =6.0699
x,=16  f(x,) =-2.2688

—2.2688(12-16)
x, =1

=16 — =14.9113
6.0669 — (—2.2688)

que tiene un error relativo verdadero de 0.89 por ciento.
Segunda iteracion:

JOo) flx,) = -1.5426

Por lo tanto, la raiz se encuentra en el primer subintervalo y x, se vuelve ahora el limite
superior para la siguiente iteracion, x, = 14.9113:

x=12 f(x) = 6.0699
x,= 149113 f(x,) =-0.2543

x = 149113 — —0.2543(12-14.9113) 147942
6.0669 — (—0.2543)

el cual tiene errores relativos y verdadero y aproximado de 0.09 y 0.79 por ciento. Es po-
sible realizar iteraciones adicionales para hacer una mejor aproximacion de las raices.

Se obtiene una idea mas completa de la eficiencia de los métodos de biseccion y de
falsa posicion al observar la figura 5.13, donde se muestra el error relativo porcentual
verdadero de los ejemplos 5.4 y 5.5. Observe cémo el error decrece mucho més rdpida-
mente en el método de la falsa posicién que en el de la biseccién, debido a un esquema
m4s eficiente en el método de la falsa posicion para la localizacion de raices.

Recuerde que en el método de biseccion el intervalo entre x; y x,, se va haciendo mas
pequefio durante los cdlculos. Por lo tanto, el intervalo, como se defini6 por Ax/2 =
|x, — x,|/2 para la primera iteracién, proporciona una medida del error en este método.
Este no es el caso con el método de la falsa posicién, ya que uno de los valores iniciales
puede permanecer fijo durante los cdlculos, mientras que el otro converge hacia la raiz.
Como en el caso del ejemplo 5.6, el extremo inferior x; permanece en 12, mientras que
x, converge a la raiz. En tales casos, el intervalo no se acorta, sino que se aproxima a un
valor constante.
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FIGURA 5.13
Comparacién de los errores
relativos de los métodos

de biseccion y de la falsa
posicion.
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Iteraciones

El ejemplo 5.6 sugiere que la ecuacién (5.2) representa un criterio de error muy
conservador. De hecho, la ecuacion (5.2) constituye una aproximacion de la discrepancia
en la iteracion previa. Esto se debe a que para un caso, tal como el del ejemplo 5.6,
donde el método converge rdpidamente (por ejemplo, el error se va reduciendo casi un
100% de magnitud por cada iteracion), la raiz para la iteracion actual x,""**° es una me-
jor aproximacion al valor real de la raiz, que el resultado de la iteracion previa x,"terior,
Asi, el numerador de la ecuacion (5.2) representa la discrepancia de la iteracion previa.
En consecuencia, se nos asegura que al satisfacer la ecuacion (5.2), la raiz se conocera
con mayor exactitud que la tolerancia preestablecida. Sin embargo, como se ve en la
siguiente seccidn, existen casos donde el método de la falsa posicién converge lentamen-
te. En tales casos la ecuacién (5.2) no es confiable y se debe desarrollar un criterio di-
ferente de terminacion.

5.3.1 Desventajas del método de la falsa posicion

Aunque el método de la falsa posicion pareceria ser siempre la mejor opcién entre los
métodos cerrados, hay casos donde funciona de manera deficiente. En efecto, como en
el ejemplo siguiente, hay ciertos casos donde el método de biseccidn ofrece mejores
resultados.
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EJEMPLO 5.6 Un caso en el que la biseccion es preferible a la falsa posicion

Planteamiento del problema. Con los métodos de biseccién y de falsa posicién loca-
lice la raiz de

fx)=x2-1

entrex=0y 1.3.

Solucién.  Usando biseccién, los resultados se resumen como sigue

Iteracién x| X, X, £q(%) £(%)
1 0 1.3 0.65 100.0 35
2 0.65 1.3 0.975 33.3 2.5
3 0.975 1.3 1.1375 14.3 13.8
4 0.975 1.1375 1.05625 7.7 5.6
5 0.975 1.05625 1.015625 4.0 1.6
FIGURA 5.14
Gréfica de la funcién fix) = x'9 = 1, ilustrando la lentitud de convergencia del méfodo

de la falsa posicion.

J)

10
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De esta manera, después de cinco iteraciones, el error verdadero se reduce a menos del
2%. Con la falsa posicion se obtienen resultados muy diferentes:

lteracion b 4] X, X, £q(%) £4(%)
1 0 1.3 0.09430 %0.6
2 0.09430 1.3 0.18176 48.1 81.8
3 0.18176 1.3 0.26287 30.9 73.7
4 0.26287 1.3 0.33811 22.3 66.2
5 0.33811 1.3 0.40788 17.1 59.2

Después de cinco iteraciones, el error verdadero sélo se ha reducido al 59%. Ademas,
observe que €, < &,. Entonces, el error aproximado es engafoso. Se obtiene mayor cla-
ridad sobre estos resultados examinando una gréfica de la funcién. En la figura 5.14, la
curva viola la premisa sobre la cual se basa la falsa posicidn; es decir, si f(x;) se encuen-
tra mucho mds cerca de cero que f(x,), la raiz se encuentra mds cerca de x; que de x,
(recuerde la figura 5.12). Sin embargo, debido a la forma de esta funcién ocurre lo con-
trario.

El ejemplo anterior ilustra que, por lo comtin, no es posible realizar generalizaciones
con los métodos de obtencion de raices. Aunque un método como el de la falsa posicién
casi siempre es superior al de biseccion, hay algunos casos que violan esta conclusion
general. Por lo tanto, ademds de usar la ecuacion (5.2), los resultados se deben verificar
sustituyendo la raiz aproximada en la ecuacién original y determinar si el resultado se
acerca a cero. Esta prueba se debe incorporar en todos los programas que localizan
raices.

El ejemplo ilustra también una importante desventaja del método de la falsa posicion:
su unilateralidad. Es decir, conforme se avanza en las iteraciones, uno de los puntos
limitantes del intervalo tiende a permanecer fijo. Esto puede llevar a una mala conver-
gencia, especialmente en funciones con una curvatura importante. La seccién siguiente
ofrece una solucion.

5.3.2 Falsa posicion modificada

Una forma de disminuir la naturaleza unilateral de la falsa posicién consiste en obtener
un algoritmo que detecte cuando se “‘estanca” uno de los limites del intervalo. Si ocurre
esto, se divide a la mitad el valor de la funcién en el punto de “estancamiento”. A este
método se le llama método de la falsa posicion modificado.

El algoritmo dado en la figura 5.15 lleva a cabo dicha estrategia. Observe c6mo se
han usado contadores para determinar si uno de los limites del intervalo permanece fijo
“estancado” durante dos iteraciones. Si ocurre asi, el valor de la funcién en este valor de
“estancamiento” se divide a la mitad.

La efectividad de este algoritmo se demuestra aplicandolo al ejemplo 5.6. Si se uti-
liza un criterio de terminacién de 0.01% el método de biseccion y el método estandar de

www.FreelLibros.me



138

METODOS CERRADOS

FIGURA 5.15
Seudocédigo para el mé-
todo de la falsa posicién
modificado.

FUNCTION ModFalsePos(x1, xu, es, imax, xr, iter, ea)
iter = 0
fl= f(xI)
fu = fixu)
DO
xrold = xr
Xr = xu - fu * (x1 - xu) / (1 - fu)
fr = f(xr)
iter = iter + 1

IF xr <> 0 THEN
ea = Abs((xr - xrold) / xr) * 100
END IF
test = fl * fr
IF test < 0 THEN
XU = Xr
fu = fixu)
iu= 20
il il +1
If il > 2 THEN fi=f1/ 2
ELSE IF test > 0 THEN
xl = xr
fl= 1 (x1)
il =20
iu=1u+ 1
IF iu > 2 THEN fu =
ELSE
ea = 0
END IF
IF ea < es OR iter 2
END DO
ModFalsePos = xr
END ModFalsePos

fu / 2

imax THEN EXIT

5.4

falsa posicién convergerdn, respectivamente, después de 14 y 39 iteraciones. En cambio
el método de la falsa posiciéon modificado convergera después de 12 iteraciones. De ma-
nera que para este ejemplo el método de la falsa posicién modificado es mds eficiente que
el de biseccién y muchisimo mejor que el método de la falsa posicién no modificado.

BUSQUEDAS POR INCREMENTOS Y DETERMINACION
DE VALORES INICIALES

Ademas de verificar una respuesta individual, se debe determinar si se han localizado
todas las raices posibles. Como se mencioné anteriormente, por lo general una grafica
de la funcién ayudara a realizar dicha tarea. Otra opcién es incorporar una bisqueda
incremental al inicio del programa. Esto consiste en empezar en un extremo del inter-
valo de interés y realizar evaluaciones de la funcién con pequefios incrementos a lo
largo del intervalo. Si la funcién cambia de signo, se supone que la raiz esta dentro del
incremento. Los valores de x, al principio y al final del incremento, pueden servir como
valores iniciales para una de las técnicas descritas en este capitulo.
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FIGURA 5.16

Casos donde las raices
pueden pasar inadvertidas
debido a que la longitud
del incremento en el método
de bisqueda incremental

es demasiado grande. Ob-
serve que la Oliima raiz a la
derecha es miltiple y podria
dejar de considerarse inde-
pendientemente de la longi-
tud del incremento.

fx)

PROBLEMAS

Un problema potencial en los métodos de buisqueda por incremento es el de escoger
la longitud del incremento. Si la longitud es muy pequeiia, la busqueda llega a consumir
demasiado tiempo. Por otro lado, si la longitud es demasiado grande, existe la posibilidad
de que raices muy cercanas entre si pasen inadvertidas (figura 5.16). El problema se
complica con la posible existencia de raices multiples. Un remedio parcial para estos
casos consiste en calcular la primera derivada de la funcion f”(x) al inicio y al final de
cada intervalo. Cuando la derivada cambia de signo, puede existir un maximo o un
minimo en ese intervalo, lo que sugiere una biisqueda mds minuciosa para detectar la
posibilidad de una raiz.

Aunque estas modificaciones o el empleo de un incremento muy fino ayudan a
resolver el problema, se debe aclarar que métodos tales como el de la bisqueda incre-
mental no siempre resultan sencillos. Serd prudente complementar dichas técnicas au-
tomadticas con cualquier otra informacion que dé idea de la localizacién de las raices.
Esta informacién se puede encontrar graficando la funcién y entendiendo el problema
fisico de donde proviene la ecuacion.

5.1 Determine las raices reales de f(x) = —0.5x% + 2.5x + 4.5:

a) Graficamente

b) Empleando la férmula cuadratica
¢) Usando el método de biseccién con tres iteraciones para

hasta que el error estimado €, se encuentre debajo de & =
10%.

5.3 Determine las raices reales de f{x) = —25 1 82x — 90x? + 44x°
—8x* +0.7x>:

determinar la raiz mas grande. Emplee como valores inicia-

les x; =5y x, = 10. Calcule el error estimado &, y el error
verdadero g, para cada iteracion.

5.2 Determine las raices reales de f{x) = 5x3 — 5x% + 6x — 2:

a) Graficamente

a) Graficamente

b) Usando el método de biseccion para localizar la raiz mas
grande con &, = 10%. Utilice como valores iniciales x; = 0.5
y x, = 1.0.

¢) Realice el mismo célculo que en b), pero con el método de
la falsa posicioén y £, = 0.2%.

b) Utilizando el método de biseccién para localizar la raiz mas

pequeiia. Use los valores iniciales x; = 0 y x, = 1 iterando

5.4 Calcule las raices reales de fix) = —12 — 21x + 18x> — 2.75x%:
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a) Graficamente

b) Empleando el método de la falsa posicién con un valor &
correspondiente a tres cifras significativas para determinar
la raiz mds pequeifia.

5.5 Localice la primera raiz no trivial de sen x = x?, donde x estd
en radianes. Use una técnica gréafica y biseccién con un interva-
lo inicial de 0.5 a 1. Haga el célculo hasta que &, sea menor que
&, = 2%. Realice también una prueba de error sustituyendo la
respuesta final en la ecuacién original.

5.6 Determine la raiz real de In x> = 0.7:

a) Graficamente

b) Empleando tres iteraciones en el método de biseccién con
los valores iniciales x,= 0.5y x, = 2.

¢) Usando tres iteraciones del método de la falsa posicién, con
los mismos valores iniciales de b).

5.7 Determine la raiz real de f{x) = (0.8 — 0.3x)/x:

a) Analiticamente

b) Graficamente

¢) Empleando tres iteraciones en el método de la falsa posicion,
con valores iniciales de 1 a 3. Calcule el error aproximado
£,y el error verdadero g, en cada iteracion.

5.8 Calcule la raiz cuadrada positiva de 18 usando el método de
la falsa posicién con € = 0.5%. Emplee como valores iniciales
x=4yx,=5.

5.9 Encuentre la raiz positiva mas pequeiia de la funcién (x estd
en radianes) x? cos x| =5 usando el método de la falsa posicion.
Para localizar el intervalo en donde se encuentra la raiz, grafique
primero esta funcién para valores de x entre O y 5. Realice el
calculo hasta que £, sea menor que & = 1%. Compruebe su res-
puesta final sustituyéndola en la funcién original.

5.10 Encuentre la raiz positiva de f(x) = x* — 8x* — 35x? + 450x
—1001, utilizando el método de la falsa posiciéon. Tome como
valores iniciales a x; = 4.5 y x,, = 6, y ejecute cinco iteraciones.
Calcule los errores tanto aproximado como verdadero, con base
en el hecho de que la raiz es 5.60979. Emplee una gréfica para
explicar sus resultados y hacer el cdlculo dentro de un &, = 1.0%.
5.11 Determine la raiz real de x*3 = 80:

a) En forma analitica.
b) Con el método de la falsa posicién dentro de & = 2.5%.
Haga elecciones iniciales de 2.0 a 5.0.

5.12 Dada
fla) = —2x8 — 1.5x* + 10x + 2

Use el método de la biseccion para determinar el mdximo de
esta funcion. Haga elecciones iniciales de x;,=0y x, =1, y rea-

lice iteraciones hasta que el error relativo aproximado sea menor
que 5%.
5.13 La velocidad v de un paracaidista que cae estd dada por

_8m —(clm)t
V= : (1 e )

donde g = 9.8 m/s?. Para un paracaidista con coeficiente de
arrastre de ¢ = 15 kg/s, calcule 1la masa m de modo que la velo-
cidad sea v = 35 m/s en ¢ = 9s. Utilice el método de la falsa po-
sicion para determinar 7 a un nivel de & = 0.1%.

5.14 Se carga una viga de la manera que se aprecia en la figura
P5.14. Emplee el método de biseccion para resolver la posicién
dentro de la viga donde no hay momento.

100 lb/ft 100 Ib

Figura P5.14

5.15 Por un canal trapezoidal fluye agua a una tasa de Q = 20
m3/s. La profundidad critica y para dicho canal satisface la
ecuacion
2
0=1-2
A,

donde g = 9.81m/s?, A, = drea de la seccion transversal (m?), y
B =ancho del canal en la superficie (m). Para este caso, el ancho
y el area de la seccién transversal se relacionan con la profundi-
dad y por medio de

2

y
A =3y+ B
Resuelva para la profundidad critica con el uso de los métodos a)
grafico, b) biseccion, y c) falsa posicion. En los incisos b) y c¢),
haga elecciones iniciales de x; = 0.5 y x,, = 2.5, y ejecute iteracio-
nes hasta que el error aproximado caiga por debajo del 1% o el
ndmero de interaciones supere a 10. Analice sus resultados.
5.16 Suponga el lector que estd disefiando un tanque esférico
(véase la figura P5.16) para almacenar agua para un poblado
pequeilo en un pais en desarrollo. El volumen de liquido que
puede contener se calcula con

B=3+y y

v = g2 BRZ1
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donde V = volumen [m?], i = profundidad del agua en el tanque
[m], y R = radio del tanque [m].

Figura P5.16

Si R = 3m, ;a qué profundidad debe llenarse el tanque de modo
que contenga 30 m3? Haga tres iteraciones con el método de la
falsa posicidn a fin de obtener la respuesta. Determine el error
relativo aproximado después de cada iteracion.
5.17 Laconcentracion de saturacion de oxigeno disuelto en agua
dulce se calcula con la ecuacion (APHA, 1992)

1.575701x 10° 6642308 x 10’
T2

a a

Ino, =-139.34411+

1.243800x 10"  8.621949x10"
+ 7 — 74

a

donde o, = concentracion de saturacion de oxigeno disuelto en
agua dulce a 1 atm (mg/L) y 7, = temperatura absoluta (K).
Recuerde el lector que 7, = T + 273.15, donde T = temperatura
(°C). De acuerdo con esta ecuacion, la saturacion disminuye con
el incremento de la temperatura. Para aguas naturales comunes
en climas templados, la ecuacién se usa para determinar que la
concentracion de oxigeno varia de 14.621 mg/L a 0°C a 6.413
mg/L a40°C. Dado un valor de concentracion de oxigeno, puede
emplearse esta formula y el método de biseccidn para resolver
para la termperatura en °C.

a) Si los valores iniciales son de 0 y 40°C, con el método de
la biseccion, ;jcudntas iteraciones se requeririan para deter-
minar la temperatura con un error absoluto de 0.05°C.

b) Desarrolle y pruebe un programa para el método de bisec-
cién a fin de determinar T como funcién de una concen-
tracién dada de oxigeno, con un error absoluto preespecifi-
cado como en el inciso @). Dadas elecciones iniciales de 0 y
40°C, pruebe su programa para un error absoluto de 0.05°C
para los casos siguientes: o,=8, 10y 12 mg/L. Compruebe
sus resultados.

5.18 Integre el algoritmo que se bosquejé en la figura 5.10, en
forma de subprograma completo para el método de biseccién
amigable para el usuario. Entre otras cosas:

a) Construya enunciados de documentacion en el subprograma
a fin de identificar lo que se pretende que realice cada sec-
cién.

b) Etiquete la entrada y la salida.

¢) Agregue una comprobacién de la respuesta, en la que se
sustituya la estimacién de la raiz en la funcién original para
verificar si el resultado final se acerca a cero.

d) Pruebe el subprograma por medio de repetir los cdlculos de
los ejemplos 5.3y 5.4.

5.19 Desarrolle un subprograma para el método de biseccién
que minimice las evaluaciones de la funcién, con base en el seu-
docddigo que se presenta en la figura 5.11. Determine el nime-
ro de evaluaciones de la funcidn () para el total de iteraciones.
Pruebe el programa con la repeticion del ejemplo 5.6.

5.20 Desarrolle un programa amigable para el usuario para el
método de la falsa posicién. La estructura del programa debe ser
similar al algoritmo de la biseccién que se bosquejé en la figura
5.10. Pruebe el programa con la repeticion del ejemplo 5.5.

5.21 Desarrolle un subprograma para el método de la falsa po-
sicion que minimice las evaluaciones de la funcién en forma
similar ala figura 5.11. Determine el nimero de evaluaciones de
la funcién (n) para el total de iteraciones. Pruebe el programa por
medio de la duplicacion del ejemplo 5.6.

5.22 Desarrolle un subprograma amigable para el usuario para
el método de la falsa posicién modificado, con base en la figura
5.15. Pruebe el programa con la determinacién de la raiz de la
funcién del ejemplo 5.6. Ejecute corridas hasta que el error re-
lativo porcentual verdadero esté por debajo de 0.01%. Elabore
una grafica en papel semilogaritmico de los errores relativo,
porcentual, aproximado y verdadero, versus el nimero de itera-
ciones. Interprete los resultados.
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CAPITULO 6

Métodos abiertos

En los métodos cerrados del capitulo anterior la raiz se encuentra dentro de un interva-
lo predeterminado por un limite inferior y otro superior. La aplicacién repetida de estos
métodos siempre genera aproximaciones cada vez mds cercanas a la raiz. Se dice que
tales métodos son convergentes porque se acercan progresivamente a la raiz a medida
que se avanza en el cdlculo (figura 6.1a).

En contraste, los métodos abiertos descritos en este capitulo se basan en férmulas
que requieren tnicamente de un solo valor de inicio x o que empiecen con un par de
ellos, pero que no necesariamente encierran la raiz. Estos, algunas veces divergen o se
alejan de la raiz verdadera a medida que se avanza en el cdlculo (figura 6.1b). Sin em-
bargo, cuando los métodos abiertos convergen (figura 6.1c), en general lo hacen mucho
mas rdpido que los métodos cerrados. Empecemos el andlisis de los métodos abiertos
con una version simple que es ttil para ilustrar su forma general y también para demos-
trar el concepto de convergencia.

FIGURA 6.1
Representacion gréfica de
las diferencias fundamen-
tales entre los métodos a)
cerrados, by ¢ los méto-
dos abiertos para el cdleulo
de raices. En a) se ilustra el
método de biseccion, donde
la raiz estd contenida dentro
del infervalo dado por x;, y
x,. En contraste, en los mé-
todos abiertos, ilustrados en
bl y ¢, se utiliza una formula
para dirigirse de x; a x.,1,
con un esquema iterativo.
Asi, el método puede b)
diverger o c) converger
rdpidamente, dependiendo
de los valores iniciales.

fx) flx)

flx)
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6.1

EJEMPLO 6.1

ITERACION SIMPLE DE PUNTO FIJO

Como se dijo antes, los métodos abiertos emplean una férmula para predecir la raiz. Esta
formula puede desarrollarse como una iteracion simple de punto fijo (también llamada
iteracion de un punto o sustitucion sucesiva o método de punto fijo), al arreglar la ecua-
cién f(x) = 0 de tal modo que x esté del lado izquierdo de la ecuacién:

x=gx) 6.1)

Esta transformacion se realiza mediante operaciones algebraicas o simplemente suman-
do x a cada lado de la ecuacién original. Por ejemplo,

X*-2x+3=0
se arregla para obtener

y= X243
2

mientras que sen x = 0 puede transformarse en la forma de la ecuacién (6.1) sumando x
a ambos lados para obtener

xX=senx+x

La utilidad de la ecuacion (6.1) es que proporciona una férmula para predecir un
nuevo valor de x en funcidn del valor anterior de x. De esta manera, dado un valor inicial
para la raiz x;, la ecuacién (6.1) se utiliza para obtener una nueva aproximacion x,,
expresada por la férmula iterativa

X1 = 8(X;) (6.2)

Como en otras formulas iterativas de este libro, el error aproximado de esta ecuacién se
calcula usando el error normalizado [ecuacién (3.5)]:

e =M100%

a

xi+1

lteracién simple de punto fijo

Planteamiento del problema.  Use una iteracién simple de punto fijo para localizar
laraiz de f(x) = e —x.

Solucién.  La funcién se puede separar directamente y expresarse en la forma de la
ecuacion (6.2) como

—_ pXi
Xiy1=€™
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Empezando con un valor inicial x, = 0, se aplica esta ecuacion iterativa para calcular

i X; £a (%) & (%)
0 0 100.0

1 1.000000 100.0 76.3

2 0.36787/9 171.8 35.1

3 0.692201 46.9 22.1

4 0.500473 38.3 11.8

5 0.606244 17.4 6.89
6 0.545396 11.2 3.83
7 0.579612 5.90 2.20
8 0.560115 3.48 1.24
Q 0.571143 1.93 0.705
10 0.564879 1.11 0.399

De esta manera, se puede observar que cada iteracién se acerca cada vez mads al valor
aproximado al valor verdadero de la raiz: 0.56714329.

EJEMPLO 6.2

6.1.1 Convergencia

Note que el error relativo porcentual verdadero en cada iteracion del ejemplo 6.1 es pro-
porcional (por un factor de 0.5 a 0.6) al error de la iteracion anterior. Esta propiedad, co-
nocida como convergencia lineal, es caracteristica de la iteracién simple de punto fijo.

Ademds de la “velocidad” de convergencia, en este momento debemos enfatizar la
“posibilidad” de convergencia. Los conceptos de convergencia y divergencia se pueden
ilustrar graficamente. Recuerde que en la seccion 5.1 se graficé una funcion para visua-
lizar su estructura y comportamiento (ejemplo 5.1). Ese método se emplea en la figura
6.2a para la funcién f(x) = e — x. Un método graifico alternativo consiste en separar la
ecuacion en dos partes, de esta manera

Si(x) = fo(x)
Entonces las dos ecuaciones

1 =fix) (6.3)

Y2 =/(%) (6.4)

se grafican por separado (figura 6.2b ). Asi, los valores de x correspondientes a las in-
tersecciones de estas dos funciones representan las raices de f(x) = 0.

El método gréfico de las dos curvas

Planteamiento del problema.  Separe la ecuacién e — x = 0 en dos partes y deter-
mine su raiz en forma grafica.

Solucién.  Reformule la ecuacién como y; = x y y, = e™*. Al tabular las funciones se
obtienen los siguientes valores:
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x b4 Y2

0.0 0.0 1.000
0.2 0.2 0.819
0.4 0.4 0.670
0.6 0.6 0.549
0.8 0.8 0.449
1.0 1.0 0.368

Estos puntos se grafican en la figura 6.2b. La interseccién de las dos curvas indica una
raiz estimada de aproximadamente x = 0.57, que corresponde al valor donde la curva de
la figura 6.2a cruza el eje x.

FIGURA 6.2
Dos métodos graficos para determinar la raiz de flx) = e — x. a) La rafz como un punto donde
la funcion cruza el eje x; b) la raiz como la interseccion de las dos funciones componentes.

fx)
X

|
:
|
:
|
| @)
|

fx) :
|
i 1) =x
|
|
| folx) = e*
|
|
|
|
: Raiz
Y

X
b)
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El método de las dos curvas también se utiliza para ilustrar la convergencia y diver-
gencia de la iteracion de punto fijo. En primer lugar, la ecuacién (6.1) se reexpresa como
un par de ecuaciones y, = x y y, = g(x). Estas dos ecuaciones se grafican por separado.
Entonces, las raices de f(x) = 0 corresponden al valor de la abscisa para la interseccién
de las dos curvas. En la figura 6.3 se grafican la funcién y, = x y cuatro formas diferen-
tes de la funcién y, = g(x).
En el primer caso (figura 6.3a), el valor inicial x, sirve para determinar el punto
[x0, g(x()] correspondiente a la curva y,. El punto (x,, x,) se encuentra moviéndose ho-
rizontalmente a la izquierda hasta la curva y,;. Estos movimientos son el equivalente a
la primera iteracién en el método de punto fijo:
x; = g(xo)
De esta manera, tanto en la ecuacién como en la gréafica se usa un valor inicial x, para
obtener una aproximacioén de x;. La siguiente iteracién consiste en moverse al punto
[x;, g(x))] y después a (x5, x,). Esta iteracion es equivalente a la ecuacion:
Xy = g(xy)
FIGURA 6.3
Representacion grafica en y y
a) y b) de la convergencia.
En o) y d) de la divergencia ~ v =x
del método de punfo fijo. J=x
Las grdficas a) y ¢ tienen un
comportamiento mondéfono; ¥, = g(x)
mientras que b) y d) tienen \
un.comportom-lenTo osalo{- =~ ¥, = g00)
forio o en espiral. Debera Lo
nofar que la convergencia -
se obtiene cuando b
gl < 1. L1
X X Xy X Xo X
a) b)
y y
¥, = 8(x) ¥, = 8(x)
y=x
N1=x
Xo X Xo X
c) d)
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Cuadro 6.1

Al analizar la figura 6.3, se debe notar que la iteracién de punto
fijo converge si, en la regién de interés, |g’(x) | < 1. En otras
palabras, la convergencia ocurre si la magnitud de la pendiente
de g(x) es menor que la pendiente de la recta f(x) = x. Esta ob-
servacion puede demostrarse tedricamente. Recuerde que la
ecuacion iterativa es

Xip1=8(x)
Suponga que la solucién verdadera es
x, = g(x,)
Restando estas dos ecuaciones se obtiene

X = Xy = 8(X,) — g(xy) (Ce.1.1)
El teorema del valor medio de la derivada (recuerde la seccion
4.1.1) establece que si una funcién g(x) y su primer derivada son
continuas en un intervalo a < x < b, entonces existe al menos un
valor de x = & dentro del intervalo para el que

g(b) - gla)

g = P

(C6.1.2)

El lado derecho de esta ecuacion es la pendiente de la recta que
une a g(a) y g(b). Asi, el teorema del valor medio establece que
existe al menos un punto entre a y b que tiene una pendiente,
denotada por g'(£), que es paralela a la linea que une g(a) con
g(b) (recuerde la figura 4.3).

Convergencia del méftodo de punto fijo

Abhora, si se hace a =x;y b =x,, el lado derecho de la ecuacién
(C6.1.1) se expresa como

g(xr) - g(xi) = (xr - xi)g,(é)

donde £ se encuentra en alguna parte entre x; y x,.. Este resultado
se sustituye en la ecuacién (C6.1.1) para obtener

X, = Xy = (6, = x)g"(6) (C6.1.3)

Si el error verdadero en la iteracion i se define como
E;=x-x

entonces la ecuacion (C6.1.3) se convierte en
E = g,(é)Eu

En consecuencia, si | g | < 1, entonces los errores disminuyen
con cada iteracion. Si |g’(x)| > 1, los errores crecen. Observe
también que si la derivada es positiva, los errores seran positivos
y, por lo tanto, la solucién iterativa serd mondtona (figuras 6.3a
y 6.3¢). Si la derivada es negativa, entonces los errores oscilardn
(figuras 6.3b 'y 6.3d).

Un corolario de este andlisis establece que cuando el método
converge, el error es proporcional y menor que el error en la
iteracion anterior. Por tal razén se dice que la iteracién simple
de punto fijo es linealmente convergente.

La solucién en la figura 6.3a es convergente, ya que la aproximacion de x se acerca mas
a la raiz con cada iteracién. Lo mismo ocurre en la figura 6.3b. Sin embargo, éste no
es el caso en las figuras 6.3c y 6.3d, donde las iteraciones divergen de la raiz. Observe
que la convergencia ocurre Unicamente cuando el valor absoluto de la pendiente de
¥, = g(x) es menor al valor de la pendiente de y, = x, es decir, cuando |g’(x)| < 1. En el
cuadro 6.1 se presenta un desarrollo tedrico de este resultado.

6.1.2 Algoritmo para el método de punto fijo

El algoritmo para la iteracion de punto fijo es simple en extremo. Consta de un loop o
ciclo que calcula en forma iterativa nuevas aproximaciones hasta satisfacer el criterio de
terminacion. En la figura 6.4 se muestra el seudocddigo para el algoritmo. Se pueden
programar de manera similar otros métodos abiertos, la modificacién principal consis-
te en cambiar la férmula iterativa que se utiliza para calcular la nueva raiz.
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FUNCTION Fixpt(x0, es, imax iter, ea)
xr = x0
iter = 0
DO
xrold = xr
xr = g(xrold)
iter = iter + 1
IF xr = 0 THEN

xr-xrold
ea= 100
FIGURA 6.4 X
Seudocédigo para el mé- END IF
todo de punto fijo. Note IF ea < es OR iter > imax EXIT
que ofros métodos abiertos END DO
pueden disefiarse en este Fixpt = xr
formato general. END Fixpt
)
Pendiente = f'(x))
) [p=================
FIGURA 6.5 eyt
Representacion gréfica del
método de Newton-Raph- 0
son. Se extrapola una tan- .
gente a la funcién en x: [esto
es, fx)] hasta el eje x para
obfener una estimacion de

la raizen x;, ;.

6.2 METODO DE NEWTON-RAPHSON

Tal vez, de las férmulas para localizar raices, la formula de Newton-Raphson (figura
6.5) sea la mas ampliamente utilizada. Si el valor inicial para la raiz es x;, entonces se
puede trazar una tangente desde el punto [x; f(x;)] de la curva. Por lo comun, el punto
donde esta tangente cruza al eje x representa una aproximaciéon mejorada de la raiz.

El método de Newton-Raphson se deduce a partir de esta interpretaciéon geométri-
ca (un método alternativo basado en la serie de Taylor se describe en el cuadro 6.2). De
la figura 6.5, se tiene que la primera derivada en x es equivalente a la pendiente:
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EJEMPLO 6.3

fix) -0 (6.5)

Xi—=Xiv1

fx)=

que se arregla para obtener

f(x)

TP (00

i+l
la cual se conoce como formula de Newton-Raphson.

Método de Newton-Raphson

Planteamiento del problema.  Utilice el método de Newton-Raphson para calcular la
raiz de f(x) = e™ — x empleando como valor inicial x, = 0.

Solucién.  La primera derivada de la funcién es
fx)=-"~1

que se sustituye, junto con la funcién original en la ecuacién (6.6), para tener

e —x;
Xig1 =X —

—ei—1

Empezando con un valor inicial x, = 0, se aplica esta ecuacion iterativa para calcular

i xi £1(%)
0 0 100

1 0.500000000 11.8

2 0.566311003 0.147

3 0.567143165 0.0000220
4 0.5671432%90 <10¢

Asi, el método converge rdpidamente a la raiz verdadera. Observe que el error relativo
porcentual verdadero en cada iteracién disminuye mucho mas rapido que con la iteracién
simple de punto fijo (compare con el ejemplo 6.1).

6.2.1 Criterio de terminacion y estimacion de errores

Como en los otros métodos para localizar raices, la ecuacién (3.5) se utiliza como un
criterio de terminacion. No obstante, el desarrollo del método con base en la serie
de Taylor (cuadro 6.2), proporciona una comprension tedrica respecto a la velocidad de
convergencia expresada por E;,; = O(E?). De esta forma, el error debe ser proporcional
al cuadrado del error anterior. En otras palabras, el nimero de cifras significativas de
precisién aproximadamente se duplica en cada iteracién. Dicho comportamiento se
examina en el siguiente ejemplo.
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Cuadro 6.2 Deduccion y andlisis del error del método de Newton-Raphson

Ademas de la deduccién geométrica [ecuaciones (6.5) y (6.6)],
el método de Newton-Raphson también se desarrolla a partir de
la expansion de la serie de Taylor. Esta deduccion alternativa es
muy util en el sentido de que provee cierta comprension sobre la
velocidad de convergencia del método.

Recuerde del capitulo 4 que la expansion de la serie de Taylor
se puede representar como

S D) =) + ) —x)

£
+ —_—

o (Co6.2.1)

CES xi)2

donde ¢ se encuentra en alguna parte del intervalo desde x; hasta
X;,1- Truncando la serie de Taylor después del término de la pri-
mera derivada, se obtiene una versién aproximada:

SCen) =f00) + /)X — x)
En la interseccion con el eje x, f(x;,;) debe ser igual a cero, o

0 =fx) + f(x)(xipy — X)) (C6.2.2)

de donde se puede despejar a x;,, asi

B Six)
f(x)

Xiv1 =X

que es idéntica a la ecuacion (6.6). De esta forma, se ha deduci-
do la férmula de Newton-Raphson usando una serie de Taylor.
Ademds de este desarrollo, la serie de Taylor sirve para esti-
mar el error de la férmula. Esto se logra observando que si se
utilizan todos los términos de la serie de Taylor se obtendra un
resultado exacto. En tal situacion x;,; = x,, donde x es el valor

EJEMPLO 6.4

drado del error anterior:

fi+ 1 EﬂEtzi
’ 2f'(x,)

Solucion.

fx)=—"-1

Planteamiento del problema.
Raphson es convergente en forma cuadrdtica. Es decir, el error es proporcional al cua-

verdadero de la raiz. Sustituyendo este valor junto con f(x,) = 0

en la ecuacién (C6.2.1)se obtiene

J(3)
21

(xr - xi)z

0 =fx) + f'(x)(x, — x;) +

(C6.2.3)

La ecuacién (C6.2.2) se resta de la ecuacion (C6.2.3) para
obtener

£1€) i

0= f ), =X, 1) + 2 (x,—x;)

(C6.2.4)
Ahora, observe que el error es igual a la diferencia entre x; , | y
el valor verdadero x,, como en

E iv1=% X4

y la ecuacién (C6.2.4) se expresa como

0=f()E, ;+1+ f,z(?) E3;

(C6.2.5)

Si se supone que hay convergencia, entonces tanto x; como & se
deberan aproximar a la raiz x, y la ecuacion (C6.2.5) se reordena
para obtener

_f”(xr)
ti+1 =7E%,i

(C6.2.6)
2f"(x,)

De acuerdo con la ecuacién (C6.2.6), el error es proporcional al
cuadrado del error anterior. Esto significa que el nimero de cifras
decimales correctas aproximadamente se duplica en cada itera-
cién. A este comportamiento se le llama convergencia cuadrdti-
ca. El ejemplo 6.4 ilustra esta propiedad.

Andlisis de error en el método de Newton-Raphson

Como se dedujo del cuadro 6.2, el método de Newton-

(E6.4.1)

Examine esta formula y observe si concuerda con los resultados del ejemplo 6.3.

La primera derivada de f(x) = e —x es
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que se evalda en x, = 0.56714329 para dar f'(0.56714329) = —1.56714329. La segunda
derivada es:
f(x)=e

la cual se evalda como f7(0.56714329) = 0.56714329. Estos resultados se sustituyen
en la ecuacion (E6.4.1):

E,=- 20T g 15005E7,

2(-1.56714329)

En el ejemplo 6.3, el error inicial fue E, , = 0.56714329, el cual se sustituye en la ecuacion
de error que predice

E,; =0.18095(0.56714329)* = 0.0582
que es cercano al error verdadero de 0.06714329. En la siguiente iteracion,

E,, =0.18095(0.06714329)* = 0.0008158

que también se compara de manera favorable con el error verdadero 0.0008323. Para la
tercera iteracion,

E, 3 =0.18095(0.0008323)* = 0.000000125

que es el error obtenido en el ejemplo 6.3. Asi, la estimacion del error mejora, ya que
conforme nos acercamos a la raiz, x y £ se aproximan mejor mediante x, [recuerde nues-
tra suposicion al ir de la ecuacién (C6.2.5) a la ecuacién (C6.2.6) en el cuadro 6.2]. Fi-
nalmente:

E, ;= 0.18095(0.000000125)* = 2.83 x 1071

Asi, este ejemplo ilustra que el error en el método de Newton-Raphson para este caso
es, de hecho, proporcional (por un factor de 0.18095) al cuadrado del error en la iteracién
anterior.

EJEMPLO 6.5

6.2.2 Desventajas del método de Newton-Raphson

Aunque en general el método de Newton-Raphson es muy eficiente, hay situaciones
donde se comporta de manera deficiente. Por ejemplo en el caso especial de raices mdl-
tiples que se analizard mds adelante en este capitulo. Sin embargo, también cuando se
trata de raices simples, se encuentran dificultades, como en el siguiente ejemplo.

Ejemplo de una funcién que converge lentamente con el método
de Newton-Raphson

Planteamiento del problema. Determine la raiz positiva de f(x) = x'° — 1 usando el
método de Newton-Raphson y un valor inicial x = 0.5.

Solucién.  La férmula de Newton-Raphson en este caso es:
X -1

L

10x;

Xig1 =X —
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que se utiliza para calcular:

Iteracién x

0.5
51.65
46.485
41.8365
37.65285
33.887565

N wWN — O

oo 1.0000000

De esta forma, después de la primera prediccién deficiente, la técnica converge a la raiz
verdadera, 1, pero muy lentamente.

Ademis de la convergencia lenta debido a la naturaleza de la funcion, es posible que
se presenten otras dificultades, como se ilustra en la figura 6.6. Por ejemplo, la figura
6.6a muestra el caso donde un punto de inflexion [esto es, f”(x) = 0] ocurre en la vecin-
dad de una raiz. Observe que las iteraciones que empiezan con x, divergen progresiva-
mente de laraiz. En la figura 6.6 se ilustra la tendencia del método de Newton-Raphson
a oscilar alrededor de un minimo o maximo local. Tales oscilaciones pueden persistir
0, como en la figura 6.6b, alcanzar una pendiente cercana a cero, después de lo cual la
solucidn se aleja del drea de interés. En la figura 6.6¢ se muestra cémo un valor inicial
cercano a una raiz salta a una posicion varias raices mds lejos. Esta tendencia a alejarse
del 4rea de interés se debe a que se encuentran pendientes cercanas a cero. En efecto,
una pendiente cero [f’(x) = 0] es un verdadero desastre, ya que causa una divisién entre
cero en la formula de Newton-Raphson [ecuacion (6.6)]. En forma gréfica (figura 6.6d),
esto significa que la solucién se dispara horizontalmente y jamads toca al eje x.

De manera que no hay un criterio general de convergencia para el método de Newton-
Raphson. Su convergencia depende de la naturaleza de la funcién y de la exactitud del
valor inicial. La tnica solucién en estos casos es tener un valor inicial que sea “suficien-
temente” cercano a la raiz. ;Y para algunas funciones ningtin valor inicial funcionar4!
Los buenos valores iniciales por lo comun se predicen con un conocimiento del proble-
ma fisico o mediante el uso de recursos alternativos, tales como las grificas, que pro-
porcionan mayor claridad en el comportamiento de la solucién. Ante la falta de un
criterio general de convergencia se sugiere el disefio de programas computacionales
eficientes que reconozcan la convergencia lenta o la divergencia. La siguiente seccién
estd enfocada hacia dichos temas.

6.2.3 Algoritmo para el método de Newton-Raphson

Un algoritmo para el método de Newton-Raphson se obtiene ficilmente al sustituir la
ecuacion (6.6) por la férmula predictiva [ecuacién (6.2)] en la figura 6.4. Observe, sin
embargo, que el programa también debe modificarse para calcular la primera derivada.
Esto se logra incluyendo simplemente una funcién definida por el usuario.
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Ademds, a la luz del andlisis anterior sobre los problemas potenciales del método
de Newton-Raphson, el programa se podria mejorar incorporando algunas considera-

ciones adicionales:

FIGURA 6.6

Cuafro casos donde el méfodo de Newton-Raphson exhibe una convergencia deficiente.

f®

%o X2
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fx)
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6.3

=

Se debe incluir una rutina de graficacién en el programa.

2. Al final de los célculos, se necesitara sustituir siempre la raiz final calculada en la
funcioén original, para determinar si el resultado se acerca a cero. Esta prueba protege
el desarrollo del programa contra aquellos casos en los que se presenta convergencia
lenta u oscilatoria, la cual puede llevar a valores pequefios de €,, mientras que la
solucién aun estd muy lejos de una raiz.

3. El programa deberd incluir siempre un limite maximo permitido del nimero de ite-
raciones para estar prevenidos contra soluciones oscilantes, de lenta convergencia
o divergentes que podrian persistir en forma interminable.

4. El programa deberd alertar al usuario para que tome en cuenta la posibilidad de que

f'(x) sea igual a cero en cualquier momento durante el célculo.

EL METODO DE LA SECANTE

Un problema potencial en la implementacién del método de Newton-Raphson es la
evaluacion de la derivada. Aunque esto no es un inconveniente para los polinomios ni
para muchas otras funciones, existen algunas funciones cuyas derivadas en ocasiones
resultan muy dificiles de calcular. En dichos casos, la derivada se puede aproximar
mediante una diferencia finita dividida hacia atrds, como en (figura 6.7)

S o) = f(x)

X —X

i

fxp)=

FIGURA 6.7

Representacion gréfica del méfodo de la secante. Esta técnica es similar a la del método de
Newton-Raphson (figura 6.5) en el senfido de que una aproximacién de la raiz se predice
extrapolando una fangente de la funcién hasta el eje x. Sin embargo, el método de la se-
cante usa una diferencia dividida en lugar de una derivada para estimar la pendiente.

fx)

f(xi)

flei_y)
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EJEMPLO 6.6

Esta aproximacion se sustituye en la ecuacion (6.6) para obtener la siguiente ecuacién
iterativa:

5 Sx)(x;_ —x;)

=X 6.7
S (&) ©7

La ecuacién (6.7) es la férmula para el método de la secante. Observe que el método
requiere de dos valores iniciales de x. Sin embargo, debido a que no se necesita que f(x)
cambie de signo entre los valores dados, este método no se clasifica como un método
cerrado.

El método de la secante

Planteamiento del problema.  Con el método de la secante calcule la raiz de f(x) =
e —x. Comience con los valores iniciales x_; =0y x, = 1.0.

Solucién.  Recuerde que la raiz real es 0.56714329...

Primera iteracion:

x,=0  f(x) = 1.00000
xo=1  flxy)=-0.63212

=1 - 00321201 _ 61599 €,=8.0%

1-(-0.63212)

Segunda iteracién:
Xp=1 Sf(xg) =-0.63212
x;=0.61270 f(x;) =-0.07081
(Note que ambas aproximaciones se encuentran del mismo lado de la raiz.)

~0.07081 (1 - 0.61270)
~0.63212 — (0.07081)

x,=0.61270 — =0.56384 £=0.58%

Tercera iteracion:
x,=0.61270 fix;) =-0.07081
x, =0.56384 flx,) =0.00518

0.00518(0.61270 — 0.56384)
~0.07081—(~0.00518)

x3=0.56384 — =0.56717 £,=0.0048%

6.3.1 Diferencia entre los métodos de la secante y de la falsa posicion

Observe la similitud entre los métodos de la secante y de la falsa posicién. Por ejemplo,
las ecuaciones (6.7) y (5.7) son idénticas en todos los términos. Ambas usan dos valores
iniciales para calcular una aproximacién de la pendiente de la funcién que se utiliza para
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proyectar hacia el eje x una nueva aproximacion de la raiz. Sin embargo, existe una di-
ferencia critica entre ambos métodos. Tal diferencia estriba en la forma en que uno de
los valores iniciales se reemplaza por la nueva aproximacion. Recuerde que en el méto-
do de la falsa posicidn, la dltima aproximacion de la raiz reemplaza cualquiera de los
valores iniciales que dé un valor de la funcién con el mismo signo que f(x,). En conse-
cuencia, las dos aproximaciones siempre encierran a la raiz. Por lo tanto, para todos los
casos, el método siempre converge, pues la raiz se encuentra dentro del intervalo. En
contraste, el método de la secante reemplaza los valores en secuencia estricta: con el
nuevo valor x;, | se reemplaza a x; y x;, reemplaza a x;_;. En consecuencia, algunas veces
los dos valores estdn en el mismo lado de la raiz. En ciertos casos esto puede llevar a
divergencias.

Comparacién de la convergencia en los métodos de la secante y de la falsa posicién

Planteamiento del problema.  Utilice los métodos de la secante y de la falsa posicién
para calcular la raiz de f(x) = In x. Empiece los cdlculos con los valores iniciales x; = x;_;
=05yx,=x;=5.0.

FIGURA 6.8

Compoaracion entre los métodos de la falsa posicion y de la secante. Las primeras iteracio-
nes a) y b) de ambos métodos son idénticas. No obstante, en las segundas iteraciones ¢ y
d), los puntos usados son diferentes. En consecuencia, el método de la secante llega a diver
ger, como se indica en d.

Falsa posicion Secante
fx) fx,) S S
X, X x
flx)
a) b)
f&x)
Fx)
X, X
SCxp)
9] d)
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Solucién.  En el método de la falsa posicion, con el uso de la ecuacién (5.7) y los cri-
terios del intervalo para el reemplazo de las aproximaciones, se obtienen las siguientes
iteraciones:

Iteracién x| X, X,
1 0.5 5.0 1.8546
2 0.5 1.8546 1.2163
3 0.5 1.2163 1.0585

Como se observa (figuras 6.8a y ¢), las aproximaciones van convergiendo a la raiz real
que es igual a 1.

En el método de la secante, con el uso de la ecuacién (6.7) y el criterio secuencial
para el reemplazo de las aproximaciones, se obtiene:

Iteraciéon X;_1q X; X1
1 0.5 5.0 1.8546
2 5.0 1.8546 -0.10438

Como se muestra en la figura 6.8d, el método es divergente.

Aunque el método de la secante sea divergente, cuando converge lo hace mas réapi-
do que el método de la falsa posicion. Por ejemplo, en la figura 6.9 se muestra la supe-
rioridad del método de la secante. La inferioridad del método de la falsa posicion se debe
a que un extremo permanece fijo, para mantener a la raiz dentro del intervalo. Esta
propiedad, que es una ventaja porque previene la divergencia, tiene una desventaja en
relacion con la velocidad de convergencia; esto hace de la diferencia finita estimada una
aproximacion menos exacta que la derivada.

6.3.2 Algoritmo para el método de la secante

Como con los otros métodos abiertos, el algoritmo del método de la secante se obtiene
simplemente modificando la figura 6.4, de tal forma que se puedan introducir dos valo-
res iniciales, y usando la ecuacion (6.7) se calcule la raiz. Ademas, las opciones sugeri-
das en la seccidén 6.2.3 para el método de Newton-Raphson, también se pueden aplicar
para obtener ventajas al programa de la secante.

6.3.3 Método de la secante modificado

En lugar de usar dos valores arbitrarios para aproximar la derivada, un método alterna-
tivo considera un cambio fraccionario de la variable independiente para estimar f"(x),

f,(xi) = f(xz + 5xi) - f(xi)
ox,

i
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Iteraciones

FIGURA 6.9
Comparacién de los errores relativos porcentuales verdaderos €, para los métodos que de-
terminan las raices de flx) = e — x.

donde & es un pequefio cambio fraccionario. Esta aproximacion se sustituye en la ecua-
cién (6.6) que da la siguiente ecuacion iterativa:

ox; f(x,)
Xig1 =X —
f(x,' +6xi)_f(xi)

(6.8)

Método de la secante modificado

Planteamiento del problema.  Con el método de la secante modificado estime la raiz
de f(x) = e — x. Use un valor de 0.01 para § y comience con x, = 1.0. Recuerde que la
raiz verdadera es 0.56714329...

Solucion.

Primera iteracion:
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6.4

X=1 fxg) = —0.63212
Xo + SXO =1.01 ﬂxO + 5)50) =-0.64578

_001(-0.63212)
~0.64578 — (-0.63212)

=0.537263 el =53%

Segunda iteracién:

Xo = 0.537263 fixy) = 0.047083
Xy + O0xp = 0.542635  flxy + Oxp) = 0.038579
x; = 0.537263 — 0.003373(0.047083)  _ 50 le,| =0.0236%

0.038579 - 0.0047083

Tercera iteracidn:

X, = 0.56701 f(xy) = 0.000209
Xo + 8%y = 0.567143 f(x, + 8x,) = ~0.00867
%, = 0.56701 — 200507000209 _ 567145 |4 | 22365 x 105%

—0.00867 — 0.000209

La eleccién de un valor adecuado para 8 no es automética. Si § es muy pequefio, el
método puede no tener éxito por el error de redondeo, causado por la cancelacién por
resta en el denominador de la ecuacidon (6.8). Si ésta es muy grande, la técnica puede
llegar a ser ineficiente y hasta divergente. No obstante, si se selecciona correctamente,
proporciona una adecuada alternativa en los casos donde la evaluacién de la derivada se
dificulta y el desarrollo de dos valores iniciales es inconveniente.

RAICES MULTIPLES

Una raiz miiltiple corresponde a un punto donde una funcién es tangencial al eje x. Por
ejemplo, una raiz doble resulta de

fO=x=-3)x-Dx-1 (6.9)

o, multiplicando términos, f(x) = x> — 5x* + 7x — 3. La ecuacién tiene una raiz doble porque
un valor de x hace que dos términos de la ecuacidn (6.9) sean iguales a cero. Graficamen-
te, esto significa que la curva toca en forma tangencial al eje x en la raiz doble. Observe la
figura 6.10a en x = 1. Note que la funcidn toca al eje pero no la cruza en la raiz.

Una raiz triple corresponde al caso en que un valor de x hace que tres términos en
una ecuacion sean iguales a cero, como en

J) = (x=3)x-Dx - Dx—1)
o, multiplicando los términos, f(x) = x* — 6x* + 12x? — 10x + 3. Advierta que la represen-

tacion grafica (figura 6.10b) indica otra vez que la funcién es tangente al eje en la raiz,
pero que en este caso si cruza el eje. En general, la multiplicidad impar de raices cruza
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—4
b)
f)
4 — Raiz
cuadruple

FIGURA 6.10

Eiemplos de raices mulfiples
que son tangenciales al eje
x. Observe que la funcién no
cruza el eje en los casos de
raices mltiples pares a] y ¢,
mientras que con mu|ﬁ|o|ici-
dad impoar sf lo hace en b).

el eje, mientras que la multiplicidad par no lo cruza. Por ejemplo, la raiz cuddruple en
la figura 6.10¢ no cruza el eje.

Las raices miiltiples ofrecen algunas dificultades a muchos de los métodos numé-
ricos expuestos en la parte dos:

1. Elhecho de que la funcién no cambie de signo en raices multiples pares impide con-
fiarse de los métodos cerrados, que se analizan en el capitulo 5. Asi, en los métodos
incluidos en este texto, se estd limitando a los abiertos que pueden ser divergentes.

2. Otro posible problema se relaciona con el hecho de que no sélo f(x), sino también
f(x) se aproxima a cero en la raiz. Tales problemas afectan los métodos de Newton-
Raphson y de la secante, los cuales contienen derivadas (o su aproximacién) en el
denominador de sus férmulas respectivas. Esto provocard una divisién entre cero
cuando la solucién converge muy cerca de la raiz. Una forma simple de evitar dichos
problemas, que se ha demostrado tedricamente (Ralston y Rabinowitz, 1978), se
basa en el hecho de que f(x) siempre alcanzard un valor cero antes que f’(x). Por lo
tanto, si se compara f{x) contra cero, dentro del programa, entonces los célculos se
pueden terminar antes de que f’(x) llegue a cero.

3. Es posible demostrar que el método de Newton-Raphson y el método de la secante
convergen en forma lineal, en vez de cuadratica, cuando hay raices multiples (Ralston
y Rabinowitz, 1978). Se han propuesto algunas modificaciones para atenuar este
problema. Ralston y Rabinowitz (1978) proponen que se realice un pequefio cambio
en la formulacién para que se regrese a la convergencia cuadratica, como en

Sx)
f(x)
donde m es la multiplicidad de la raiz (es decir, m = 2 para una raiz doble, m = 3 para

una raiz triple, etc.). Se trata de una alternativa poco satisfactoria, porque depende
del conocimiento de la multiplicidad de la raiz.

X1 =X, —m (6.9a)

Otra alternativa, también sugerida por Ralston y Rabinowitz (1978), consiste en de-

finir una nueva funcién u(x), que es el cociente de la funcién original entre su derivada:
X
u(x) = f,(—) (6.10)
f)

Se puede demostrar que esta funcién tiene raices en las mismas posiciones que la funcién
original. Por lo tanto, la ecuacién (6.10) se sustituye en la ecuacion (6.6) para desarrollar
una forma alternativa del método de Newton-Raphson:

u(x;)

()

Xiv1 =X (6.11)

Se deriva con respecto a x la ecuacién (6.10) para obtener
_ FOF) —f0f"(x)
Lo

Se sustituyen las ecuaciones (6.10) y (6.12) en la ecuacién (6.11) y se simplifica el resul-
tado:

u’(x) (6.12)
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EJEMPLO 6.9

f ('xi ) f ’('xi)
[ = o) f”(x) (6.13)

i+1 i

Método de Newton-Raphson modificado para el célculo de raices miltiples

Planteamiento del problema.  Conlos dos métodos, el estdndar y el modificado, de New-
ton-Raphson evalde la raiz multiple de la ecuacién (6.9), use un valor inicial de x, = 0.

Solucién.  La primera derivada de la ecuacién (6.9) es f'(x) = 3x2 — 10x + 7, y por lo
tanto, el método de Newton-Raphson estdndar para este problema es [ecuacién (6.6)]

x) —5x7 +7x, -3
3x; —10x, +7

Xig1 =X —

que se resuelve iterativamente para obtener

i X; £(%)
0 0 100
] 0.4285714 57
2 0.6857143 31
3 0.8328654 17
4 0.9133290 8.7
5 0.9557833 4.4
6 0.9776551 2.2

Como ya se habia anticipado, el método converge en forma lineal hacia el valor verda-
dero 1.0.

Para el caso del método modificado, la segunda derivada es f”(x) = 6x — 10, y en
consecuencia la ecuacion iterativa serd [ecuacion (6.13)]

~ (x] =5x7 +7x, =3)(3x} —10x, +7)
(3xi2 —10x, + 7)2 - (xl.3 - 5xi2 +7x; —3)(6x; —10)

Xiy] = X

que se resuelve para obtener

i X; £(%)

0 0 100

] 1.105263 11

2 1.003082 0.31

3 1.000002 0.00024

De esta manera, la férmula modificada converge en forma cuadrética. Se pueden
usar ambos métodos para buscar la raiz simple en x = 3. Con un valor inicial x, =4 se
obtienen los siguientes resultados:
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6.5

i Estandar £ (%) Modificado £4(%)

0 4 33 4 33

1 3.4 13 2.636364 12

2 3.1 3.3 2.820225 6.0

3 3.008696 0.29 2.961728 1.3

4 3.000075 0.0025 2.998479 0.051

5 3.000000 2x 107 2.999908 7.7 x 107

De esta forma, deberd notar que, ambos métodos convergen con rapidez, aunque el
método estdndar es el més eficiente.

En el ejemplo anterior se ilustran los factores de mayor importancia involucrados
al elegir el método de Newton-Raphson modificado. Aunque es preferible para raices
multiples, es menos eficiente y requiere mds trabajo computacional que el método es-
tandar para raices simples.

Se debe notar que hay manera de desarrollar una versién modificada del método de
la secante para raices multiples, sustituyendo la ecuacién (6.10) en la ecuacién (6.7). La
férmula resultante es (Ralston y Rabinowitz, 1978)

u(xi)(‘xi -1 ‘xi)

Xig1 =X —
u(x; ;)—u(x;)

SISTEMAS DE ECUACIONES NO LINEALES

Hasta aqui nos hemos ocupado de determinar las raices de una sola ecuacion no lineal.
Un problema relacionado con éste consiste en obtener las raices de un conjunto de ecua-
ciones simultdneas,

.fl(xh X025
.f2(x17 X025

. xn) =
. xn) =
(6.14)

f;’l(—xl, X9geees xn) = 0

La solucién de este sistema consta de un conjunto de valores x; que simultineamente
hacen que todas las ecuaciones sean iguales a cero.

En la parte tres, presentaremos los métodos, para el caso en que las ecuaciones si-
multdneas son lineales, es decir, que se puedan expresar en la forma general

fx)=ax, +ax, ++ax,—b=0 (6.15)

donde la b y las a son constantes. A las ecuaciones algebraicas y trascendentes que no
se pueden expresar de esta forma se les llama ecuaciones no lineales. Por ejemplo,

X +xy=10
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EJEMPLO 6.10

y + 3xy? =57

son dos ecuaciones simultdneas no lineales con dos incégnitas, x y y, las cuales se ex-
presan en la forma de la ecuacién (6.14) como

ux,y)=x*+xy—-10=0 (6.16a)
v(x, y) =y +3xy*=57=0 (6.16b)

Ast, la solucién serian los valores de x y de y que hacen a las funciones u(x, y) y v(x, y)
iguales a cero. La mayoria de los métodos para determinar tales soluciones son exten-
siones de los métodos abiertos para resolver ecuaciones simples. En esta seccion presen-
taremos dos de ellos: iteracién de punto fijo y Newton-Raphson.

6.5.1 lteracion de punto fijo

El método de iteracion de punto fijo (seccién 6.1) puede modificarse para resolver dos
ecuaciones simultdneas no lineales. Este método se ilustra en el siguiente ejemplo.

lteracién de punto fijo para un sistema no lineal
Planteamiento del problema.  Con el método de iteracién de punto fijo determine las
raices de la ecuacion (6.16). Observe que un par correcto de raices esx =2y y = 3.

Inicie el célculo con el valor inicial x = 1.5y y = 3.5.

Solucién.  En la ecuacion (6.16a) se despeja x

a1 = - (E6.10.1)
Vi
y en la ecuacién (6.16D) se despeja y
Yis1=57 = 3xy? (E6.10.2)

Observe que dejaremos los subindices en el resto del ejemplo.
Con base en los valores iniciales, la ecuacion (E6.10.1) se utiliza para determinar
un nuevo valor de x:

2
w2 0037 551409

Este resultado y el valor inicial de y = 3.5 se sustituye en la ecuacién (E6.10.2) para
determinar un nuevo valor de y:

y =57 -3(2.21429)(3.5)* = -24.37516

Asi, parece que el método diverge. Este comportamiento es ain mas pronunciado en la
segunda iteracion:

e 10 —(2.21429)°
T 2437516

=-0.20910
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¥y =57 -3(-0.20910)(-24.37516)* = 429.709

En efecto, la aproximacion se estd descomponiendo.
Abhora repita el cdlculo, pero con la ecuacion original puesta en una forma diferen-
te. Por ejemplo, un despeje alternativo de la ecuacién (6.16a) es

x=410-xy

y de la ecuacién (6.16D) es
_ 3=y
y_V 3x

Ahora los resultados son mas satisfactorios:

x =4/10-1.5(3.5) =2.17945

y= ﬁ =2.86051
\ 3(2.17945)

x= \/10 —2.17945(2.86051) =1.94053

157-2.86051

y= 22000 304955
\ 3(1.940553)

Asf, la aproximacion converge hacia la solucién correctax =2y y =3.

El ejemplo anterior ilustra la mds seria desventaja de la iteracién simple de punto
fijo, ésta es que, la convergencia depende de la manera en que se formula la ecuacién.
Ademds, aun cuando la convergencia es posible, la divergencia puede ocurrir si los va-
lores iniciales no son suficientemente cercanos a la solucién verdadera. Usando un ra-
zonamiento similar al del cuadro 6.1, se demuestra que las condiciones suficientes para
la convergencia en el caso de dos ecuaciones son

du| |dv

Kl Il
ax+8x <

Ju| |dv

—+|— < 1
dy| |dy

Estos criterios son tan restringidos que el método de punto fijo tiene una utilidad limi-
tada para resolver sistemas no lineales. Sin embargo, como se describird mas adelante
en el libro, serd muy util para resolver sistemas de ecuaciones lineales.

6.5.2 Newton-Raphson

Recuerde que el método de Newton-Raphson se utilizé empleando la derivada (al evaluar,
es la pendiente de la recta tangente) de una funcion, para calcular su interseccién con el
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eje de la variable independiente; esto es, la raiz (figura 6.5). Dicho cdlculo se basé en la
expansion de la serie de Taylor de primer orden (recuerde el cuadro 6.2),

S D) =) + (e — x) f/(x) 6.17)

donde x; es el valor inicial de la raiz y x;,, es el valor en el cual la recta tangente inter-
secta el eje x. En esta interseccion, f(x;, ) es, por definicidn, igual a cero y la ecuacién
(6.17) se reordena para tener

PR (C) (6.18)

)

que es la forma del método de Newton-Raphson para una sola ecuacion.

La forma para multiples ecuaciones se obtiene en forma idéntica. Sin embargo, se
debe usar una serie de Taylor de multiples variables para tomar en cuenta el hecho de
que mds de una variable independiente contribuye a la determinacion de la raiz. En el
caso de dos variables, una serie de Taylor de primer orden se escribe [recuerde la ecua-
cion (4.26)] para cada ecuacion no lineal como

Ju. ou.
Uiy =+ (X —X) a_xl + Viv1=2) 8_yl (6.19a)

av, v,
Vip1 =0+ (X — X)) o + Vie1 — ) g (6.19b)

De la misma manera como en la version para una sola ecuacién, la raiz aproximada
corresponde a los valores de x y y, donde u;,, y v;,; son iguales a cero. En tal situacion,
se reordena la ecuacion (6.19) como:

Ju ou. ou, du,

P) S Xy a_ytym =-u; t+x; a_xl+yi a_yl (6.20a)
v Jv. ov. Jv.

a‘ i+1+a—y‘yi+1=—vi+xfa—x‘+y,»a—y’ (6.20b)

Debido a que se conocen todos los valores con subindice i (corresponden al dltimo valor
estimado), las tinicas incdgnitas son x;,; y y;,;. Entonces, la ecuacién (6.20) es un con-
junto de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas [compare con la ecuacién (6.15)].
En consecuencia, se pueden usar manipulaciones algebraicas (por ejemplo, la regla de
Cramer) para resolverlo:

; dv, Iy
_ ‘dy 'y
Xita _xi_%%_%% (6.21a)
ox dy dy dx
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’ ou; v,
_ T9x ' ox
Vi1 _yi_%%_%% (6.21b)
dx dy dy ox

El denominador de cada una de esas ecuaciones se conoce formalmente como el deter-
minante Jacobiano del sistema.

La ecuacién (6.21) es la version para dos ecuaciones del método de Newton-Raph-
son. Como en el siguiente ejemplo, se puede emplear en forma iterativa para determinar
las raices de dos ecuaciones simultdneas.

Newton-Raphson para un sistema no lineal
Planteamiento del problema. Con el método de Newton-Raphson para miiltiples
ecuaciones determine las raices de la ecuacién (6.16). Observe que un par correcto de

raices es x =2y y = 3. Use como valores iniciales x = 1.5y y =3.5.

Solucién.  Primero calcule las derivadas parciales y evaldelas con los valores iniciales
dexyy:

ou, ou,

L =2x+y=2(1.5)+3.5=6.5 =x=15

o Y (1.5) P

aUo 2 2 avo_ 6xv = _
—% =3y* =3(3.5)> =36.75 =1+6xy=1+6(1.5)(3.5)=32.5
o0x dy

Asi, el determinante jacobiano para la primera iteracion es
6.5(32.5) — 1.5(36.75) = 156.125

Los valores de las funciones se evaldan con los valores iniciales como
uy= (1.5 +1.5(3.5)-10=-2.5
vy =3.5 +3(1.5)(3.5> - 57 = 1.625

Estos valores se sustituyen en la ecuacion (6.21):

-2.5(32.5)-1.625(1.5)
156.125

x=15 =2.03603

1.625(6.5) — (=2.5)(36.75)
156.125

y=35- = 2.84388

Ast, los resultados estdn convergiendo a los valores verdaderos x =2y y = 3. Los célcu-
los se repiten hasta que se obtenga una precision aceptable.

Como con el método de iteracién de punto fijo, la aproximacién de Newton-Raphson
puede diverger si los valores iniciales no estdn lo suficientemente cercanos a la raiz
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verdadera. Mientras que para el caso de una sola ecuacion los métodos graficos son
utiles para obtener un buen valor inicial, ningtin procedimiento tan simple esta disponi-
ble para el caso de multiples ecuaciones. Aunque existen algunos métodos avanzados
para obtener una primer aproximacion aceptable, los valores iniciales a menudo deben
obtenerse mediante prueba y error, con el conocimiento del sistema fisico que se estd
modelando.

El método de Newton-Raphson para dos ecuaciones puede generalizarse para re-
solver n ecuaciones simultdneas. Debido a que el camino mds eficiente para esto impli-
ca el dlgebra matricial y la solucidn de ecuaciones lineales simultdneas, se pospondra su

estudio para la parte tres.

PROBLEMAS

6.1 Utilice la iteracién simple de punto fijo para localizar la raiz
de

fix) =2 sen (&) —x

Haga una eleccién inicial de x, = 0.5 e itere hasta que £, <0.001%.
Compruebe que el proceso converge en forma lineal segin se
describi6 en el recuadro 6.1.

6.2 Determine la raiz real mds grande de

flx)y=2x>-11.7x>+ 17.7x - 5

a) En forma gréfica.

b) Con el método de iteracion simple de punto fijo (tres itera-
ciones, x, = 3). Nota: asegtrese de haber desarrollado una
solucién que converja a la raiz.

¢) Conel método de Newton-Raphson (tres iteraciones, x, = 3,
6 =0.001).

d) Con el método de la secante (tres iteraciones x_; = 3,
Xo=4).

e) Con el método de la secante modificado (tres iteraciones,
xo =13, 6 =0.01). Calcule el porcentaje aproximado de
errores relativos para sus soluciones.

6.3 Utilice los métodos de a) iteracion de punto fijo, y b) Newton-
Raphson, para determinar una raiz de f(x) = -x*> + 1.8x + 2.5 con
el uso de x, = 5. Haga el cdlculo hasta que &, sea menor que
&, =0.05%. Asimismo, realice una comprobacién del error de su
respuesta final.

6.4 Determine las raices reales de f{x) = —1 + 5.5x — 4x? + 0.5x%
a) en forma gréfica, y b) con el método de Newton-Raphson
dentro de &, = 0.01%.

6.5 Emplee el método de Newton-Raphson para determinar una
raiz real de f{x) = -1 + 5.5x — 4x> + 0.5x3 con el uso de eleccio-

nes iniciales de a) 4.52, y b) 4.54. Estudie y use métodos grafi-
cos y analiticos para explicar cualquier peculiaridad en sus
resultados.

6.6 Determine la raiz real mds pequefia de fix) = —12 — 21x +
18x2 — 2.4x%: a) en forma grafica, y b) con el empleo del método
de la secante para un valor de & que corresponda a tres cifras
significativas.

6.7 Localice la primera raiz positiva de
fix) =senx + cos(l +x?) — 1

donde x esta en radianes. Para localizar la raiz, use cuatro itera-
ciones del método de la secante con valores iniciales de a) x; ;
=10yx,=30;yb)x;,_;, =15yx,=25yc)x,;, =15y
x;=12.25.

6.8 Determine la raiz real de x> = 80, con el método de la se-
cante modificado dentro de £, =0.1%, con el uso de una eleccién
inicial de x,=3.5y d =0.01.

6.9 Determine la raiz real més grande de f(x) = 0.95x3 - 5.9x% +
10.9x - 6:

a) En forma grafica.

b) Con el uso del método de Newton-Raphson (tres iteraciones,
x;=3.5).

¢) Con el método de la secante (tres iteraciones, x;,_; = 2.5y
x;=3.5).

d) Por medio del método de la secante modificado (tres itera-
ciones, x; = 3.5, 6 = 0.01).

6.10 Determine la menor raiz positiva de f{x) = 8 sen(x)e™ — 1:

a) En forma gréfica.
b) Con el uso del método de Newton-Raphson (tres iteraciones,
x;=0.3).
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¢) Con el método de la secante (tres iteraciones, x;_; = 0.5y
x;=0.3).

d) Por medio del método de la secante modificado (cinco
iteraciones x; = 0.3, 6 = 0.01).

6.11 La funcién x* + 2x? — 4x + 8 tiene una raiz doble en x = 2.
Emplee a) el método estandar de Newton-Raphson [ec. (6.6)],
b) el método de Newton-Raphson modificado [ec. (6.9a)], y ¢)
el método de Newton-Raphson modificado [ec. (6.13)] para re-
solver para la raiz en x = 2. Compare y analice la tasa de conver-
gencia con un valor inicial x, = 1.2.

6.12 Determine las raices de las siguientes ecuaciones no linea-
les simultdneas, por medio de los métodos de a) iteracién de
punto fijo, y b) Newton-Raphson:

y=—x>+x+0.75
v+ 5xy = x?

Utilice valores iniciales de x =y = 1.2, y analice los resultados.

6.13 Encuentre las raices de las ecuaciones simultdneas que
siguen:

(=42 +(y—4)2=5
xX>+y*=16

Use un enfoque gréfico para obtener los valores iniciales. En-
cuentre estimaciones refinadas con el método de Newton-Raph-
son para dos ecuaciones, que se describe en la seccién 6.5.2.

6.14 Repita el problema 6.13, excepto que
y=x>+1
y=2cosx

6.15 El balance de masa de un contaminante en un lago bien
mezclado se expresa asi:

d.
V;‘:W—Qc—kvﬁ
t

Dados los valores de pardmetros V=1 x 10° m?, Q =1 x 10°
m?/afio y W = 1 x 10° g/afio, y k = 0.25 m®>/afio, use el método
de la secante modificado para resolver para la concentracion de
estado estable. Emplee un valor inicial ¢ = 4 g/m® y § = 0.5.
Realice tres iteraciones y determine el error relativo porcentual
después de la tercera iteracion.

6.16 Parael problema 6.15, la raiz puede localizarse con iteracién
de punto fijo como

(%)
C =

kV
o bien como

C_W—kvﬁ
0

De las que solo una convergera para valores iniciales de 2 < ¢ < 6.
Seleccione la que sea correcta y demuestre por qué siempre lo serd.
6.17 Desarrolle un programa amigable para el usuario para el
método de Newton-Raphson, con base en la figura 6.4 y la
seccion 6.2.3. Pruébelo por medio de repetir el cdlculo del
ejemplo 6.3.

6.18 Desarrolle un programa amigable para el usuario para el
método de la secante, con base en la figura 6.4 y la seccién 6.3.2.
Pruébelo con la repeticion de los cdlculos del ejemplo 6.6.

6.19 Haga un programa amigable para el usuario para el método
de la secante modificado, con base en la figura 6.4 y la seccién
6.3.2. Pruébelo con la repeticién del cdlculo del ejemplo 6.8.

6.20 Desarrolle un programa amigable para el usuario para el
método de Newton-Raphson para dos ecuaciones, con base en
la seccion 6.5. Pruébelo con la solucién del ejemplo 6.10.

6.21 Use el programa que desarroll6 en el problema 6.20 para
resolver los problemas 6.12 y 6.13, con una tolerancia de
£,=0.01%.

6.22 El antiguo método de dividir y promediar, para obtener una
apoximacioén de la raiz cuadrada de cualquier nimero positivo,
a, se formula del modo siguiente:

x+alx
X=
2

Demuestre que éste es equivalente al algoritmo de Newton-Ra-
phson.

6.23 a) Aplique el método de Newton-Raphson a la funcién f{x)
= tanh (x> - 9) para evaluar su raiz real conocida en x = 3. Use
un valor inicial de x, = 3.2 y haga un minimo de cuatro iteracio-
nes. b) ;Converge el método a su raiz real? Bosqueja la grafica
con los resultados para cada iteracién que obtenga.

6.24 El polinomio f(x) = 0.0074x* — 0.284x> + 3.355x%> - 12.183x
+ 5 tiene una raiz real entre 15 y 20. Aplique el método de
Newton-Raphson a dicha funcién con valor inicial x, = 16.15.
Explique sus resultados.

6.25 Emplee el método de la secante con la funcién del circulo
(x+ 1)?+ (y — 2)> = 16, a fin de encontrar una raiz real positiva.
Haga que el valor inicial sea x; =3 y x;_; = 0.5. Aproximese a la
solucion del primer y cuarto cuadrantes. Cuando resuelva para
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f(x) en el cuarto cuadrante, asegtirese de tomar el valor negativo
de la raiz cuadrada. ;Por qué diverge la solucion?

6.26 Suponga el lector que estd disefiando un tanque esférico
(véase la figura P6.26) de almacenamiento de agua para un po-
blado pequefio de un pais en desarrollo. El volumen del liquido
que puede contener se calcula con

v = BR=A

donde V = volumen [pie?], & = profundidad del agua en el tanque
[pies], y R = radio del tanque [pies].

Si R =3m, ;a qué profundidad debe llenarse el tanque de modo
que contenga 30 m*? Haga tres iteraciones del método de Newton-
Raphson para determinar la respuesta. Encuentre el error relati-
vo aproximado después de cada iteracion. Observe que el valor
inicial de R convergera siempre.

Figura P6.26
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CAPITULO 7

Raices de polinomios

En este capitulo estudiaremos los métodos para encontrar las raices de ecuaciones poli-
nomiales de la forma general

f.xX) = ag+ ayx + a3 +... + a,x" (7.1)

donde 7 es el grado del polinomio y las a son los coeficientes del polinomio. Aunque
los coeficientes pueden ser nimeros reales o complejos, este estudio se limitara
a los casos en que son reales. Entonces las raices del polinomio pueden ser rea-
les y/o complejas.

Las raices de los polinomios cumplen estas reglas:

1. Enunaecuacién de grado n, hay n raices reales o complejas. Se debe notar que esas
raices no necesariamente son distintas.

2. Sines impar, hay al menos una raiz real.

3. Siexisten raices complejas, éstas se encuentran por pares conjugados (es decir, 4 +
iy A — i), donde i = ~'—1.

Antes de describir las técnicas para localizar las raices de polinomios, se proporcionaran
algunos antecedentes. La primera seccion da una motivacion para estudiar dichas téc-
nicas; la segunda trata de algunas manipulaciones computacionales fundamentales con
polinomios.

POLINOMIOS EN LA CIENCIA Y EN LA INGENIERIA

Los polinomios tienen muchas aplicaciones en la ciencia y en la ingenieria. Por ejemplo,
se usan mucho en el ajuste de curvas. Aunque se considera que una de las aplicaciones
mds interesantes y potentes es la caracterizacion de sistemas dindmicos y, en particular,
de sistemas lineales. Algunos ejemplos son los dispositivos mecdnicos, las estructuras
y los circuitos eléctricos. Se analizardn ejemplos especificos en el resto del texto. Estos,
en particular, se enfocardn a varias aplicaciones en la ingenieria.

Por ahora se mantendrd una discusion simple y general estudiando un sistema fisi-
co de segundo orden modelado con la siguiente ecuacion diferencial ordinaria (EDO)
lineal:

d’y dy
azﬁ+alz+aoy=F(t) (7.2)

donde y y ¢ son las variables dependiente e independiente, respectivamente, las a son
coeficientes constantes y F(7) es la funcién de fuerza. Si el saber cémo se obtiene esta
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ecuacion a partir de un sistema fisico ayuda a motivarlo en el estudio de las matematicas,
puede leer con atencién la seccidon 8.4 antes de continuar.

Ademds, se debe observar que la ecuacién (7.2) puede expresarse en forma alterna-
tiva transformdndola en un par de EDO de primer orden, mediante la definicién de una
nueva variable z,

_&

= 7.3
z it (7.3)

La ecuacién (7.3) se sustituye con su derivada en la ecuacién (7.2) para eliminar el tér-
mino de la segunda derivada. Esto reduce el problema a resolver

dz _ F()—aiz—a,y

0 0, (7.4)
dy

= = 7.5
7 z (7.5)

En forma similar, una EDO lineal de orden n-ésimo siempre puede transformarse en un
sistema de n EDO de primer orden.

Ahora veamos la solucién. La funcién de fuerza representa el efecto del mundo
exterior sobre el sistema. La solucion general de la ecuacién homogénea trata el caso
donde la funcién de fuerza es igual a cero,

2
azd—z+a1ﬂ+a0y=0 (7.6)
dt dt
Entonces, como su nombre lo indica, la solucion general describe algo muy general
acerca del sistema que estd simulando; es decir, como responde el sistema en ausencia
de un estimulo externo.

Ahora bien, como la solucién general de todos los sistemas lineales no forzados es
de la forma y = ¢”. Si esta funcion se deriva y se sustituye en la ecuacién (7.6), el resul-
tado es

ar’e’ + ayre™ + age’ = 0
cancelando los términos exponenciales, ya que ¢’ # 0
ar’ +ar+ay=0 (7.7)

Observe que el resultado es un polinomio, que al igualar a cero, se obtiene una
ecuacion, llamada ecuacion auxiliar o caracteristica. Las raices de este polinomio son
los valores de r que satisfacen la ecuacién (7.7). Las r se conocen como los valores ca-
racteristicos, o eigenvalores, del sistema.

Se tiene aqui la relacion entre las raices de polinomios con la ciencia y la ingenieria.
Los eigenvalores nos dicen algo fundamental acerca del sistema que se estd modelando,
asf encontrar los eigenvalores implica encontrar las raices de los polinomios. Y mientras
encontrar las raices de una ecuacién de segundo orden es facil con la férmula cua-
drética, encontrar las raices de una EDO de orden superior, relacionado con un sistema
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de orden superior (y, por lo tanto, de un polinomio de grado superior) es arduo desde el
punto de vista analitico. Entonces, se requiere usar métodos numéricos del tipo descrito
en este capitulo.

Antes de proceder con dichos métodos, investigaremos mds profundamente
qué valores especificos de los eigenvalores estdn implicados en el comportamiento de
sistemas fisicos. Primero se evaluaran las raices de la ecuacién (7.7) con la férmula
cuadrética

[ 2
h —a tya; —4a,a,

r, a,

Se obtienen dos raices. Si el discriminante (af — 4a,a,) es positivo, las raices son reales
y la solucién general se representa como

y=cie' + ce™ (7.8)

donde las ¢ son constantes que se determinan a partir de las condiciones iniciales. Este
caso se llama sobreamortiguado.

Si el discriminante es cero, resulta una sola raiz real y la solucion general se escri-
be como

y=(c; + cone (7.9)

Este caso se llama de amortiguamiento critico.
Si el discriminante es negativo, las raices son nimeros complejos conjugados

r .
=A+ui
r

y la solucién general se formula como
y=¢ At 4 cze(’l — i)t

El comportamiento de esta solucion se aclara mediante la formula de Euler de un niime-
ro complejo

et = cos ut + i sen ut

para obtener la solucién general como (véase Boyce y DiPrima, 1992, para detalles de
la demostracion)

At At

y = cet cos ut + c,e sen ut (7.10)

Este caso se llama subamortiguado.

Las ecuaciones (7.8), (7.9) y (7.10) expresan las maneras posibles en que los sistemas
lineales responden dindmicamente. El término exponencial indica que la solucién del
sistema es capaz de decaer (parte real del nliimero complejo negativa) o crecer (parte real
del nimero complejo positiva) exponencialmente con el tiempo (figura 7.1a). El término
senosoidal (parte imaginaria) significa que la solucién puede oscilar (figura 7.15). Si el
eigenvalor tiene tanto parte real como imaginaria, se combinan la forma exponencial y
senosoidal (figura 7.1c). Debido a que este conocimiento es el elemento clave para enten-
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7.2

a) ! b)

FIGURA 7.1

La solucién general de las EDO lineales puede esfar determinada por componentes

a) exponenciales y b senosoidales. la combinacion de las dos formas es una senosoidal
amortiguada como se muestra en ¢J.

der, disefiar y controlar el comportamiento de sistemas fisicos, los polinomios caracteristicos
son muy importantes en ingenieria y en muchas ramas de la ciencia. Se analizard la dinami-
ca de varios sistemas en las aplicaciones que se estudian en el capitulo 8.

CALCULOS CON POLINOMIOS

Antes de describir los métodos para localizar raices, se examinardn algunas operaciones
fundamentales con polinomios. Dichas operaciones tendrédn utilidad en si mismas, ade-
mads de proporcionar apoyo para localizar las raices.

7.2.1 Evaluacion y derivacion de polinomios

Aunque la forma de la ecuacidn (7.1) es la mas comtin, no resulta la mejor para determi-
nar el valor de un polinomio para un valor especifico de x. Por ejemplo, evaluar el poli-

nomio de tercer grado como
() = a3 + ax® + ax + a (7.11)

implica seis multiplicaciones y tres sumas. En general, para un polinomio de n-ésimo
orden, se requieren n(n + 1)/2 multiplicaciones y n sumas.
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La forma anidada, en cambio
(%) = ((azx + a)x + a)x + ay (7.12)

implica tres multiplicaciones y tres sumas. Para un polinomio de n-ésimo grado, esta
forma requiere n multiplicaciones y n sumas. Ya que la forma anidada minimiza el
nimero de operaciones, también tiende a minimizar los errores de redondeo. Observe
que, seglin sea la preferencia, el orden de anidamiento puede invertirse:

f3(x) = ag + x(a; + x(a, + xa3)) (7.13)

Un seudocédigo adecuado para implementar la forma anidada se escribe simple-
mente como

DOFOR j = n, 0, -1
p=p * xta(j)
END DO

donde p tiene el valor del polinomio (definido por los coeficientes de las a) evaluado en x.

Existen casos (como el método de Newton-Raphson) donde se requiere evaluar
tanto la funcién como su derivada. Esta evaluacion se puede también incluir al agre-
gar una linea en el seudocddigo anterior,

DOFOR j = n, 0, -1
df = df * x+p

p=p * xtalj)
END DO

donde df es la primera derivada del polinomio.

7.2.2 Deflacién polinomial

Suponga que se determina la raiz de un polinomio de n-ésimo grado. Si se repite el
procedimiento para localizar la raiz, puede encontrarse la misma raiz. Por lo tanto, seria
adecuado eliminar la raiz encontrada antes de continuar. A este proceso de eliminar la
raiz se le llama deflacion polinomial.

Antes de mostrar como se hace esto, veamos algunos antecedentes utiles. Los po-
linomios son tipicamente representados en la forma de la ecuacién (7.1). Por ejemplo,
un polinomio de quinto grado puede escribirse como

f5(x) = =120 — 46x + 79x% — 3x3 — Tx* + ¥ (7.14)

Aunque ésta es la forma mds comun, no necesariamente es la mejor expresion para en-
tender el comportamiento matematico de los polinomios. Por ejemplo, este polinomio
de quinto grado se expresa de manera alternativa como

)=+ Dx-—4Hx-5x+3)(x-2) (7.15)
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EJEMPLO 7.1

Esta se conoce como la forma factorizada de un polinomio. Si se efectda la multi-
plicacién y se agrupan los términos semejantes, se obtendra la ecuacion (7.14). Sin
embargo, la forma de la ecuacién (7.15) tiene la ventaja de que indica claramente las
raices de la funcion. Asi, resulta claro que x =—1, 4, 5, -3 y 2 son todas las raices, porque
cada una hace que uno de los términos de la ecuacion (7.15) sea igual a cero.

Ahora, suponga que se divide este polinomio de quinto grado entre cualquiera de sus
factores; por ejemplo, x + 3. En este caso, el resultado serd un polinomio de cuarto grado

Fiux) =@+ D(x—4)(x=5)(x—2) =—40 — 2x + 27x* — 10x> + x* (7.16)

con un residuo igual a cero.

En el pasado, quizds usted aprendié que los polinomios se dividen usando un pro-
cedimiento llamado division sintética. Varios algoritmos de computadora (basados
tanto en la division sintética como en otros métodos) estdn disponibles para realizar la
operacion. Un esquema simple se proporciona en el siguiente seudocddigo, el cual divi-
de un polinomio de n-ésimo grado entre un factor monomial x — 7.

r=aln)

a(n) =20
DOFOR i = n-1, 0, -1

s =a(i)

a(i) =r

r=str *t
END DO

Si el monomio es un factor del polinomio, el residuo r serd cero, y los coeficientes del
cociente se guardaran en a, al final del loop.

Deflacién polinomial

Planteamiento del problema.  Divida el polinomio de segundo grado
FfO)=x-4)(x+6)=x>+2x-24

entre el factor x — 4.

Solucién.  Usando el método propuesto en el seudocédigo anterior, los pardmetros son
n=2,ay=-24,a,=2,a,=1yt=4. Estos valores se usan para calcular

r=a,=1

a, =
El loop o ciclo se itera después desde i =2 — 1 = 1 hasta 0. Parai =1,

s=a; =2
a1=r=1
r=s+rt=2+14)=6

www.FreelLibros.me



176

RAICES DE POLINOMIOS

Parai=0,
s=a,=24
ay=r=06

r=-24+6(4)=0

Ast, el resultado, como se esperaba, es el cociente a, + a;x = 6 + x, con un residuo de
cero.

También es posible dividir entre polinomios de grado superior. Como se verd mas
adelante en este capitulo, la tarea mds comun es dividir entre un polinomio de segundo
grado o pardbola. La subrutina de la figura 7.2 resuelve el problema mds general de di-
vidir un polinomio a de grado n entre un polinomio d de grado m. EI resultado es un
polinomio g de grado (n — m), con un polinomio de grado (m — 1) como el residuo.

Ya que cada raiz calculada se conoce tinicamente en forma aproximada, se observa
que la deflacion es sensible al error de redondeo. En algunos casos puede crecer a tal
punto que los resultados lleguen a no tener sentido.

Algunas estrategias generales pueden aplicarse para minimizar el problema. Por
ejemplo, el error de redondeo estd afectado por el orden en que se evalian los términos.
Ladeflacion hacia adelante se refiere al caso donde los coeficientes del nuevo polinomio
estin en orden de potencias descendentes de x (es decir, del término de mayor grado al

FIGURA 7.2
Algoritmo que divide un polinomio (definido por sus coeficientes a) entre un polinomio de
grado menor d.

SUB poldiv(a, n, d, m, q, r)
DOFOR j = 0, n

r(j) = alj)
q(j) =20
END DO

DOFOR k = n-m, 0, -1
q(k+1) = r(mtk) / d(m)
DOFOR j = m+k-1, k, -1

r(j) = r(j)-q(k+t1) * b(j-k)
END DO

END DO

DOFOR j = m, n
r(j) =10

END DO

n=n-m

DOFOR i = 0, n
a(i) = q(i+l)

END DO

END SUB
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7.3

7.4

de grado cero). En tal caso, es preferible dividir primero entre las raices con el valor
absoluto mds pequefo. En forma inversa, en la deflacion hacia atrds (esto es, del térmi-
no de grado cero al de mayor grado) es preferible dividir primero entre las raices con
mayor valor absoluto.

Otra manera de reducir los errores de redondeo es considerar que cada raiz sucesi-
va estimada, obtenida durante la deflacion es un buen primer valor inicial. Al utilizarse
como un valor inicial, y determinar las raices otra vez con el polinomio original sin
deflacion, se obtiene raices que se conocen como raices pulidas.

Por ultimo, se presenta un problema cuando dos raices deflacionadas son suficien-
temente inexactas, de tal manera que ambas converjen a la misma raiz no deflacionada.
En tal caso, se podria creer en forma errénea que un polinomio tiene una raiz miltiple
(recuerde la seccion 6.4). Una forma para detectar este problema consiste en comparar
cadaraiz pulida con las que se han calculado anteriormente. Press y colaboradores (1992)
analizan el problema con mayor detalle.

METODOS CONVENCIONALES

Ahora que se ha visto algin material de apoyo sobre polinomios, empezaremos a des-
cribir los métodos para localizar sus raices. Es obvio que el primer paso seria investigar
la posibilidad de usar los métodos cerrados y abiertos, descritos en los capitulos 5y 6.

La eficacia de dichos métodos depende de que el problema a resolver tenga raices
complejas. Si sélo existen raices reales, cualquiera de los métodos descritos anterior-
mente puede utilizarse. Sin embargo, el problema de encontrar un buen valor inicial
complica tanto los métodos cerrados como los abiertos; ademas que los métodos abier-
tos podrian ser susceptibles a problemas de divergencia.

Cuando existen raices complejas, los métodos cerrados obviamente no se pueden
usar, ya que el criterio para definir el intervalo (que es el cambio de signo) no puede
trasladarse a valores complejos.

De los métodos abiertos, el método convencional de Newton-Raphson llega a ofre-
cer una aproximacion viable. En particular, es posible desarrollar un cédigo conciso que
comprenda deflacion. Si se usa un lenguaje que permite manipular variables complejas
(como Fortran), entonces el algoritmo localizara tanto raices reales como complejas. Sin
embargo, como es de esperarse, podria ser susceptible a tener problemas de convergen-
cia. Por tal razén, se han desarrollado métodos especiales para encontrar raices reales y
complejas de polinomios. Se describen dos de estos métodos, el método de Miiller y el
de Bairstow, en las siguientes secciones. Como se verd, ambos estdn relacionados con
los métodos abiertos convencionales descritos en el capitulo 6.

METODO DE MULLER

Recuerde que el método de la secante obtiene una aproximacion de la raiz dirigiendo
una linea recta hasta el eje x con dos valores de la funcién (figura 7.3a). El método de
Miiller es similar; pero se construye una parabola con tres puntos (figura 7.3b).

El método consiste en obtener los coeficientes de la pardbola que pasa por los tres
puntos. Dichos coeficientes se sustituyen en la férmula cuadratica para obtener el valor
donde la parabola interseca al eje x; es decir, la raiz estimada. La aproximacién se faci-
lita al escribir la ecuacién de la pardbola en una forma conveniente,
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pAC)) Linea yiCY)
recta

Raiz Parabola

estimada

Raiz Raiz Raiz
estimada

a) b)

FIGURA 7.3
Una comparacién de dos métodos relacionados para encontrar raices a) el método de la
secante y b] el método de Miller.

H(x) =a(x —x))*+ b(x —x,) + ¢ (7.17)

Queremos que esta pardbola pase por tres puntos [x, f(xo)], [x;, f(x)] y [x,, f(x,)]. Los
coeficientes de la ecuacion (7.17) se evaldan sustituyendo cada uno de esos tres puntos
para dar

fxg) = alxg — x)* + b(xy — x,) + ¢ (7.18)
fxy) = alx; = x)* + b(x; —x)) + ¢ (7.19)
) = alx, — x,)* + b(x, — x) + ¢ (7.20)

Observe que se ha eliminado el subindice “2” de la funcién por brevedad. Debido a que
se tienen tres ecuaciones, es posible encontrar los tres coeficientes desconocidos a, b 'y
c. Debido a que dos términos de la ecuacion (7.20) son cero, se encuentra inmediata-
mente que ¢ = f(x,). Asi, el coeficiente c es igual al valor de la funcién evaluada en el
tercer valor inicial, x,. Este resultado se sustituye en las ecuaciones (7.18) y (7.19) para
tener dos ecuaciones con dos incdgnitas:

Sxo) = flxy) = alxg — x2)* + b(xy — x,) (7.21)
Sflx) = flxy) = alx; — x2)* + b(x; — xy) (7.22)

Una manipulacién algebraica permite encontrar los coeficientes restantes a y b. La
manera de hacer esto consiste en definir las diferencias:

h0=x1—x0 h]=x2—x]
5, = LTS 5 SO6)= f00) (7.23)
X, =X, Xy =X
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Estas se sustituyen en las ecuaciones (7.21 ) y (7.22) para dar
(ho + hl)b — (l’lo + hl)za = h050 + h151

h] b — h% a= h151

de donde se despejan a y b. El resultado se resume como

a=979% (7.24)
hl - ho

b = ahl + 51 (725)

c =f(x,) (7.26)

Para encontrar la raiz se aplica la férmula cuadratica a la ecuacién (7.17). Sin em-
bargo, debido al error de redondeo potencial, en lugar de usar la forma convencional, se
usara la formula alternativa [ecuacion (3.13)], es decir,

—2c

XXy = (7.27a)

bt \/ b~ —4dac

o despejando la incognita x;
(7.27b)

oy 4 T2
S hAb? —dac

Observe que al usar la férmula cuadratica, es posible localizar tanto las raices reales
como las complejas. Esta es la mayor ventaja del método.

Ademas, la ecuacion (7.27a) proporciona una forma directa para determinar el error
de aproximacién. Debido a que el lado izquierdo representa la diferencia entre la raiz
estimada actual (x;) y la raiz estimada anterior (x,), el error se calcula como

X3 — X,

A3

g, = 100%

a

Ahora, un problema de la ecuacién (7.27a) es que produce dos raices, correspon-
dientes a los términos * del denominador. En el método de Miiller, se escoge el signo
que coincida con el signo de b. Esta eleccién proporciona como resultado el denomina-
dor mds grande y, por lo tanto, dard la raiz estimada mds cercana a x.

Una vez que se determind x3, el proceso se repite. Esto trae el problema de que un
valor es descartado. En general, dos estrategias son cominmente usadas.

1. Si sélo se localizan raices reales, elegimos los dos valores originales mas cercanos
a la nueva raiz estimada, x;.

2. Sise localizan raices reales y complejas, se emplea un método secuencial. Es decir,
como en el método de la secante, x;, x, y x; toman el lugar de x, x; y x,.
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EJEMPLO 7.2

Método de Miiller

Planteamiento del problema.  Utilice el método de Miiller con valores iniciales x,
X,y x,=4.5,5.5y 5, respectivamente, para determinar la raiz de la ecuacion

fxo)=x3-13x-12

Observe que las raices de la ecuacién son -3, —1 y 4.

Solucién.  Primero se evaluard la funcién con los valores iniciales

f(4.5) =20.625 f(5.5) =82.875 f(5) =48

que se emplean para calcular

hy=55-45=1 hy=5-55=-05
5, = 82.875-20.625 — 6225 5, = 48 —82.875 —69.75
5.5-45 5-5.5
Estos valores, a su vez, se sustituyen con las ecuaciones (7.24) a (7.26) para calcular
= M =15 b =15(-0.5) + 69.75 = 62.25 c=48
-0.5+1

La raiz cuadrada del discriminante se evaliia como
62.25% —4(15)48 =31.54461
Luego, como [62.25 + 31.54451| > [62.25 — 31.54451|, se emplea un signo positivo en el
denominador de la ecuacién (7.27b), y la nueva raiz estimada se determina como
.= —2(48)
’ 62.25+31.54451
y desarrollando el error estimado

‘—1 023513
3.976487

Debido a que el error es grande, se asignan nuevos valores: x, se reemplaza por x;, x; se
reemplaza por x, y x, se reemplaza por x;. Por lo tanto, para la nueva iteracion,

X%=55 x=5  x,=3.976487

=3.976487

a

100% = 25.74%

y se repite el cdlculo. Los resultados, tabulados a continuacién, muestran que el método
converge rdpidamente a la raiz x, = 4:

i X, £a (%)

0 5

1 3.976487 25.74

2 4.00105 0.6139

3 4 0.0262

4 4 0.0000119Q
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El seudocddigo del método de Miiller para raices reales se presenta en la figura 7.4.
Observe que esta rutina toma un valor inicial nico diferente de cero, que después se
altera por el factor & para generar los otros dos valores iniciales. Por supuesto, el algo-
ritmo puede programarse para considerarse tres valores iniciales. Con lenguajes pareci-
dos a Fortran, el programa encontrard raices complejas si las variables adecuadas se
declaran como complejas.

METODO DE BAIRSTOW

El método de Bairstow es un método iterativo relacionado de alguna manera con los
métodos de Miiller y de Newton-Raphson. Antes de hacer la descripciéon matemadtica de
éste, recuerde la forma factorizada de un polinomio, por ejemplo

fs() =@+ Dx—-4)x-5x+3)(x-2) (7.28)

FIGURA 7.4
Seudocédigo para el método de Miller.

SUB Muller(xr, h, eps, maxit)
X;= X,

X; = X, + h*x,

Xo= X, = h*x,

Do
iter = iter + 1
ho = X; - XU

h; = x, - X5
do = (f(x;) - f(xg)) / hy
d; = (f(x,) - f(x;)) / h;
a= (d; - dy) /(h; + hy)
b = a*h, + d,
c = f(x,)
rad = SQRT(b*b - 4*a*c)
If |btrad| > |b-rad| THEN
den = b + rad
ELSE
den = b - rad
END IF
dx, = -2*c /den
X, = X, + dx,
PRINT iter, X,
IF (|dx.| < eps*x. OR iter > maxit) EXIT
Xp = X;
X; = X,
X, = X,
END DO
END Muller
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Si se divide entre un factor que no es una raiz (por ejemplo, x + 6), el cociente es un
polinomio de cuarto grado. Aunque, en este caso, habrd un residuo diferente de cero.

Con estas consideraciones se puede elaborar un algoritmo para determinar la raiz
de un polinomio: 1. dé un valor inicial para la raiz x = t; 2. divida el polinomio entre el
factor x — ¢, y 3. determine si hay un residuo diferente de cero. Si no, el valor inicial es
perfecto y la raiz es igual a ¢. Si existe un residuo, se ajusta el valor inicial en forma
sistemdtica y se repite el procedimiento hasta que el residuo desaparezca y se localice
laraiz. Una vez hecho esto, se repite el procedimiento totalmente, ahora con el cociente
para localizar otra raiz.

Por lo general, el método de Bairstow se basa en esta manera de proceder. Por con-
siguiente, depende del proceso matematico de dividir un polinomio entre un factor.
Recuerde (seccidn 7.2.2) de nuestro estudio de la deflacion de polinomios que la divisién
sintética implica la divisién del polinomio entre un factor x — . Por ejemplo, el polinomio
general [ecuacion (7.1)]

f, (@) = ag+ ax + ax® ++ ax" (7.29)
se divide entre el factor x — ¢ para dar un segundo polinomio que es de un grado menor:

Foot () = by + byx + byx®> + -+ + bx! (7.30)
con un residuo R = b, donde los coeficientes se calculan por la relacién de recurrencia

bn = an
bi=a;+ bt parai=n—-1a0

Observe que si ¢ es una raiz del polinomio original, el residuo b, seria igual a cero.
Para permitir la evaluacion de raices complejas, el método de Bairstow divide el

polinomio entre un factor cuadratico x> — rx — 5. Si esto se hace con la ecuacién (7.29),
el resultado es un nuevo polinomio

Frua(X) = by + byx 44 b, X" + bx"
con un residuo
R=b](.x—r)+b0 (731)

Como con la divisién sintética normal, se utiliza una relacién de recurrencia simple para
realizar la division entre el factor cuadritico:

b,=a, (7.32q)
b,y =a,, +rb, (7.32b)
bj=a;+ by, +sb,, parai=n-2a0 (7.32¢)

El factor cuadrético se introduce para permitir la determinacién de las raices com-
plejas. Esto se relaciona con el hecho de que, si los coeficientes del polinomio original
son reales, las raices complejas se presentan en pares conjugados. Si x> — rx — s €s un
divisor exacto del polinomio, las raices complejas pueden determinarse con la férmula
cuadratica. Asi, el método se reduce a determinar los valores de r y s que hacen que el
factor cuadratico sea un divisor exacto. En otras palabras, se buscan los valores que
hacen que el residuo sea igual a cero.
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La inspeccidn de la ecuacion (7.31) nos lleva a concluir que para que el residuo sea
cero, by y b, deben ser cero. Como es improbable que los valores iniciales para evaluar
ry s conduzcan a este resultado, debemos determinar una forma sistematica para mo-
dificar los valores iniciales, de tal forma que b, y b, tiendan a cero. Para lograrlo, el
método de Bairstow usa una estrategia similar a la del método de Newton-Raphson.
Como tanto b, como b, son funciones de ry s, se pueden expandir usando una serie de
Taylor, asi [recuerde la ecuacién (4.26)]:

by(r+Ar, s +As)=b, + %Ar+%As
or s
bo(r + Ar, s + As) = by + aﬂAr+aﬁAs (7.33)
r s

donde los valores del lado derecho se evaldan en r y s. Observe que se han despreciado
los términos de segundo orden y de orden superior. Esto representa una suposicion im-
plicita de que —r y —s son suficientemente pequefios para que los términos de orden
superior puedan despreciarse. Otra manera de expresar esta suposicion es que los valo-
res iniciales son adecuadamente cercanos a los valores de r y s en las raices.

Los incrementos, Ar y As, necesarios para mejorar nuestros valores iniciales, se
estiman igualando a cero la ecuacién (7.33) para dar

%Ar+%As =-b, (7.34)
or ds
Iy p O o b, (7.35)
or ds

Si las derivadas parciales de las b, pueden determinarse, hay un sistema de dos ecuacio-
nes que se resuelve simultdneamente para las dos incognitas, Ar y As. Bairstow demos-
tr6 que las derivadas parciales se obtienen por division sintética de las b en forma
similar a como las b mismas fueron obtenidas:

c,=b, (7.36a)
Cr1=b, .y +rc, (7.36b)
c;i=b;+rciy + SCiyn parai=n-2al (7.36¢)

donde 0by/dr = ¢, dby/ds = 0b,/dr = ¢, y db,/ds = c5. Asi, las derivadas parciales se
obtienen por la division sintética de las b. Entonces, las derivadas parciales se sustituyen
en las ecuaciones (7.34) y (7.35) junto con las b para dar

CHATY + c3As = —b,

C1Ar + c,As = —b,

Estas ecuaciones se resuelven para Ary As, las cuales, a su vez, se emplean para mejorar
los valores iniciales de ry s. En cada paso, se estima un error aproximado en ry s:

le..| = 100% (7.37)

r
r
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As

le.| = 100% (7.38)

Cuando ambos errores estimados caen por debajo de un criterio especificado de termi-
nacion &, los valores de las raices se determinan mediante

ri\/r2+4s
X=——
2

En este punto, existen tres posibilidades:

(7.39)

1. El cociente es un polinomio de tercer grado o mayor. En tal caso, el método de
Bairstow se aplica al cociente para evaluar un nuevo valor de r y s. Los valores
anteriores de r y s pueden servir como valores iniciales en esta aplicacion.

2. El cociente es cuadrdtico. Aqui es posible evaluar directamente las dos raices res-
tantes con la ecuacion (7.39).

3. Elcociente es un polinomio de primer grado. En este caso, la raiz restante se evalia
simplemente como

r=_2 (7.40)
r

Método de Bairstow

Planteamiento del problema. Emplee el método de Bairstow para determinar las
raices del polinomio

Fs(x) =x° = 3.5x* + 2.75x% + 2.125x> — 3.875x + 1.25

Utilice como valores iniciales r = s = —1 e itere hasta un nivel de &, = 1%.

Solucién.  Se aplican las ecuaciones (7.32) y (7.36) para calcular

bs=1 b,=—45  by=625  b,=0375 b =-105
bo = 11375
Cs = 1 Cy = —5.5 C3 = 10.75 Cr = —4.875 c| = —16.375

Asf, las ecuaciones simultdneas para encontrar Ar'y As son

—4.875Ar + 10.75As = 10.5
—16.375Ar —4.875As = -11.375

al ser resueltas se encuentra que Ar = 0.3558 y As = 1.1381. Por lo tanto, nuestros valores
iniciales se corrigen a

r=-1+0.3558 =-0.6442
s=-1+1.1381=0.1381

y se evalda el error aproximado con las ecuaciones (7.37) y (7.38),
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0.3558
—-0.6442

1.1381
0.1381

e, = ‘ ‘ 100% =55.23% e, | = ‘ ‘ 100% = 824.1%

A continuacion, se repiten los cdlculos usando los valores revisados para ry s. Aplican-
do las ecuaciones (7.32) y (7.36) se obtiene

bs=1  by=-4.1442 by=55578 b,=-2.0276 b, =-1.8013
by =2.1304
cs=1 ¢, =-4.7884 ¢,=8.7806 c,=-8.3454 ¢, =4.7874

Por lo tanto, se debe resolver el sistema de ecuacion
—8.3454Ar + 8.7806As = 1.8013
4.7874Ar — 8.3454As = -2.1304

al tener la solucién Ar = 0.1331 y As = 0.3316, ésta se utiliza para corregir la raiz esti-
mada:

r=-0.6442 +0.1331 =-0.5111 le.,| = 26.0%
s =0.1381 +0.3316 = 0.4697 le,. .| =70.6%

El célculo continda, resultando que después de cuatro iteraciones el método conver-
ge alos valores r=-0.5 (|e,,| = 0.063%) y s = 0.5 (|&,,| = 0.040%). La ecuacién (7.39)
puede emplearse para evaluar las raices:

i E: \(=0.5)* +4(0.5)
2
Entonces, se tiene que, el cociente es la ecuacion cuibica

=0.5,-1.0

fx)=x3—4x>+5.25x-2.5

El método de Bairstow puede aplicarse a este polinomio usando los resultados del paso
anterior, » =—0.5 y s = 0.5, como valores iniciales. Cinco iteraciones dan las aproxima-
ciones r =2y s = —1.249, las cuales se usan para calcular

2442 +4(-1.249)
- 2

Ahora, el cociente es un polinomio de primer grado que puede ser directamente
evaluado mediante la ecuacién (7.40) para determinar la quinta raiz: 2.

=1%+0.499i

X

Observe que la esencia del método de Bairstow es la evaluacién de las b y de las ¢ por
medio de las ecuaciones (7.32) y (7.36). Una de las ventajas principales de este método
radica en la forma concisa en la cual tales férmulas de recurrencia pueden programarse.

En la figura 7.5 se muestra el seudocédigo que ejecuta el método de Bairstow. La
parte principal de este algoritmo es el ciclo que evalda las b y ¢. También observe que
el seudocddigo para resolver las ecuaciones simultdneas revisa para evitar la division
entre cero. Si éste es el caso, los valores de ry s se alteran ligeramente y el procedimien-
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a) Algoritmo de Bairstow

SUB Bairstow (a,nn,es,rr,ss,maxit,re,im,ier)
DIMENSION b(nn), c(nn)
r=rr; s=5Ss; n=nn

ier = 0; eal = 1; ea?2 = 1
DO
IF n < 3 0R iter 2 maxit EXIT
iter = 0
Do
iter = iter + 1
b(n) = a(n)
b(n - 1) =a(n - 1)+ r * b(n)
c(n) = b(n)

c(n - 1) =>b(n -1)+ r *c(n)
poi=n-2,0, -1
b(i)=a(i)+r *b(i+ 1)+ s *b(i+2)
c(i)=»b(i)+r *c(i+1)+s *c(i+2)
END DO
det = c(2) * c(2)-c(3) *c(1)
IF det # 0 THEN
dr = (-b(1) * c(2) + b(0) * c(3))/det
ds = (-b(0) * c(2) + b(1) * c(1))/det
r=r+dr
s =5+ ds
IF r#0 THEN eal
IF s#0 THEN ea?
ELSE
r=r+1
s =5+ 1
iter = 0
END IF
IF eal < es AND ea? < es OR iter > maxitEXIT
END DO
CALL Quadroot(r,s,rl,il,r2,i2)
re(n) = rl
im(n) = 11
re(n - 1)
im(n - 1)
n=n-2
DO i =0, n
a(i) = b(i + 2)
END DO
END DO

FIGURA 7.5

* 100
* 100

ABS(dr/r)
ABS(ds/s)

r2
i2

IF iter < maxit THEN
IF n = 2 THEN
r -a(l)/a(2)
s = -a(0)/a(2)
CALL Quadroot(r,s,rl,il,r2,i2)
re(n) = rl

im(n) = 711
re(n - 1) = r2
im(n - 1) = 12
ELSE
re(n) = -a(0)/a(l)
im(n) = 0
END IF
ELSE
jer = 1
END IF

END Bairstow

b) Algoritmo para raices de una cuadratica

SUB Quadroot(r,s,rl,il,r2,i2)
disc=r "2+ 4 *5
IF disc > 0 THEN

rl = (r + SQRT(disc))/2
rZ2 = (r - SQRT(disc))/2
il =20
i2=20

ELSE
rl = r/2
r2 = rl
il = SQRT(ABS(disc))/2?
i2= -7l

END IF

END QuadRoot

a) Algoritmo para el método de Bairstow junto con b) un algoritmo para deferminar las raices de una ecuaciéon cuadrdtica.
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7.6

7.7

EJEMPLO 7.4

to comienza de nuevo. Ademds, en el algoritmo hay un lugar donde el usuario puede
definir el nimero maximo de iteraciones (MAXIT) y estd disefiado para evitar una di-
visién entre cero cuando se calcula el error estimado. Finalmente, el algoritmo requiere
valores iniciales para ry s (rry ss en el c6digo). Si no se tiene conocimiento a priori de
que existan las raices, se tendrd un conjunto de ceros al llamar el programa.

OTROS METODOS

Otros métodos estdn disponibles para localizar las raices de los polinomios. El método
de Jenkins-Traub (Jenkins y Traub, 1970) es cominmente usado en bibliotecas como
IMSL. Es relativamente complicado y un punto de partida aceptable para entenderlo se
encuentra en Ralston y Rabinowitz (1978).

El método de Laguerre, que aproxima las raices reales y complejas, tiene una con-
vergencia ctibica, se encuentra entre los mejores métodos. Un andlisis completo se en-
cuentra en Householder (1970). Ademds, Press y colaboradores (1992) ofrecen un buen
algoritmo para implementar este método.

LOCALIZACION DE RAICES CON BIBLIOTECAS
Y PAQUETES DE SOFTWARE

Las bibliotecas y los paquetes de computo tienen gran capacidad para localizar raices.
En esta seccion, se ofrece una muestra de los mas utiles.

7.7.1 Excel

Una hoja de célculo como Excel se utiliza para localizar la raiz mediante prueba y error.
Por ejemplo, si se quiere encontrar una raiz de

f(x)=x—cosx

primero se introduce un valor de x en una celda. Después se destina otra celda para f(x)
donde se obtendra el valor de la funcién para la x de la primera celda. Se puede variar
el valor de la celda en x hasta que la celda de f(x) se aproxime a cero. Este proceso se
mejora usando la capacidad de graficacién de Excel para obtener un buen valor inicial
(figura 7.6).

Aunque Excel facilita el método de prueba y error, también posee dos herramientas
estandar que sirven para la localizacion de raices: Goal Seek (buscar objetivo) y Solver.
Ambas son utiles para ajustar sistemdticamente los valores iniciales. Goal Seek (buscar
objetivo) se utiliza expresamente para llevar la ecuacién a un valor (en este caso, cero)
mediante la variacién de un solo parametro.

Use la herramienta Goal Seek (buscar objetivo) de Excel para localizar
una raiz simple.

Planteamiento del problema. Emplee “buscar objetivo” para determinar la raiz de
la funcién trascendente

f(x)=x—cosx
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B11 | = | =A11-COS(A11)
| | | |
valores para la gréfica:
2 | x f(x) 3 -
3 0 —1
4 0.5 -0.37758 2
5 1 0.459698 1i
6 1.5 1.429263
7 2 2.416147 0
8 —1
9 | valores para prueba y error:
10 | x f(x) -2t
11 0.739125 6.64E-0I.
12

FIGURA 7.6
Una hoja de célculo para determinar la raiz de f(x) = x — cos x por prueba y error. la gréfica se usa para obtener un buen
valor inicial.

Solucién.  Como en la figura 7.6, la clave para resolver una sola ecuacién con Excel es
crear una celda que tenga el valor de la funcién en cuestion y hacer, después, el valor
dependiente de otra celda. Una vez hecho esto del mend herramientas se selecciona
“buscar objetivo”. Ahora aparece una ventana de didlogo pidiendo se especifique una
celda para un valor al modificar otra celda. Por ejemplo, suponga que, como en la figu-
ra 7.6, el valor propuesto se escribe en la celda All y la funcién resultante en la celda
B11. La ventana de didlogo para Goal Seek (buscar objetivo) serd

Buscarovjetvo:—___HIE|

Definir la celda: |B11 jﬂ

Con el valor: IO

Para cambiar la celda: |A11 ]
Aceptar Cancelar |

Cuando se selecciona el botén de OK (aceptar) una ventana de mensaje presenta los
resultados
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Estado de la busqueda de objetivo EH |

La busqueda con la celda B11 puede
no haber encontrado una solucion

Cancelar
Valor del objetivo: 0

Valor actual: 6.63648E-05 e 6l et

Pausa

il

Las celdas de 1a hoja de cdlculo se modificaran con los nuevos valores, como se muestra
en la figura 7.6.

EJEMPLO 7.5

La herramienta Solver es mds sofisticada que Goal Seek porque 1. puede variar
simultdneamente varias celdas y 2. ademds de llevar la celda destino a un valor, éste
puede minimizarse o maximizarse. En el siguiente ejemplo se ilustra cémo se utiliza
para resolver un sistema de ecuaciones no lineales.

Uso de Excel para resolver un sistema no lineal

Planteamiento del problema.  En la seccién 6.5 obtuvimos la solucién del siguiente
sistema de ecuaciones simultdneas:

u(x,y)=x>+xy—-10=0
v(x, y) =y +3xy*=57=0

Observe que un par de raices es x =2 y y = 3. Utilice Solver para determinar las raices
usando como valores iniciales x =1y y =3.5.

Solucién.  Como se muestra mds adelante, dos celdas (B1 y B2) pueden crearse para
los valores o iniciales x y y. Los valores de la funcién, u(x, y) y v(x, y), pueden entrar en
otras celdas (B3 y B4). Como se observa, los valores iniciales dan como resultado va-
lores de la funcién que son lejanos a cero.

B6 hd = | =B3/2+B4"2
A B [ ¢ |

1 [x 1
2y 3.5
3 u(x,y) -5.5
4 v(x,y) -16.75
5)

6 Sumadecuadrados@!
7
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Después, se crea otra celda que contenga un valor que refleje qué tan cercanas de
cero estdn ambas funciones. Una forma de hacerlo consiste en sumar los cuadrados de los
valores de las funciones. Este resultado se introduce en la celda B6. Si ambas funciones
son cero, esta funcion debera también ser cero. Ademas, usando los cuadrados de las
funciones se evita la posibilidad de que ambas funciones puedan tener el mismo valor
diferente de cero, pero con signos contrarios. En tal caso, la celda de apoyo (B6) podria
ser cero, aunque las raices podrian ser incorrectas.

Una vez que la hoja de célculo ha sido creada, se elige la opcion Solver en el mend
de herramientas. Entonces, una ventana de didlogo se presentara en pantalla, pidién-
dole la informacion pertinente. Las celdas solicitadas en la ventana de didlogo de Solver
se llenardn como

Parametros de Solver

Celda objetivo: B6 =
Valor de la
celda objetivo: ¢~ Méximo {~ Minimo (& Valores de: |0

— Cambiando celdas:

B1:B2 =% Estimar |

—Suijetas a las siguientes restricciones: Opciones

ﬂ Agregar |
Cambiar |
Reestablecer
L - todo
;I Eliminar |

Ayuda

I

Resolver

Cerrar

digl

Cuando el botén de OK (aceptar) se selecciona, se abrird una ventana de didlogo con un
reporte de las operaciones efectuadas. En el presente caso, Solver obtiene la solucién
correcta:

A B | cC D
X 2.00003
y 2.999984
u(x, y) 0.000176
v(x, ) 0.000202

Suma de cuadradosl 7.19E-08.|

N|o o~ N =
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Se debe observar que Solver puede fallar. Su éxito depende de 1. la condicion del
sistema de ecuaciones y/o 2. la calidad de los valores iniciales. El resultado satisfactorio
del ejemplo anterior no estd garantizado. A pesar de esto, se puede encontrar a Solver
bastante ttil para hacer de €l una buena opcién en la obtencion rapida de raices para un
amplio rango de aplicaciones a la ingenieria.

7.7.2 MATLAB

MATLAB es capaz de localizar raices en ecuaciones algebraicas y trascendentes, como
se muestra en la tabla 7.1. Siendo excelente para la manipulacién y localizacion de raices
en los polinomios.

La funcién fzero estd disefiada para localizar la raiz de una funcién. Una represen-
tacion simplificada de su sintaxis es

fzero (£, X,, opciones)

donde f'es la tensién que se va a analizar, x, es el valor inicial y opciones son los paréa-
metros de optimizacion (éstos pueden cambiarse al usar la funcién optimset). Si no se
anotan las opciones se emplean los valores por omisién. Observe que se pueden emplear
uno o dos valores iniciales, asumiendo que la raiz estd dentro del intervalo. El siguiente
ejemplo ilustra como se usa la funcién fzero.

EJEMPLO 7.6 Uso de MATLAB para localizar raices

Planteamiento del problema.  Utilice la funcién fzero de MATLAB para encontrar
las raices de

f)=xY-1

dentro del intervalo x; = 0 y x, = 4, obviamente se tiene dos raices —1 y 1. Recuerde que
para determinar la raiz positiva en el ejemplo 5.6 se us6 el método de la falsa posicién
con valores iniciales 0 y 1.3.

TABLA 7.1 Funciones comunes de MATLAB relacionadas
con la manipulacién de polinomios
y la localizacién de raices.

Funcién Descripcion

fzero Raiz de una sola funcién

roofs Encuentra raices de polinomios

poly Construye polinomios con raices especificas
polival Evaloa un polinomio

polivalm Evalta un polinomio con argumento matricial
residue Expansion de la fraccién-parcial (residuos)
polyder Diferenciacién polinomial

conv Multiplicacién de polinomios

deconv Divisién de polinomios
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Solucién.  Bajo las mismas condiciones iniciales del ejemplo 5.6, se usa MATLAB
para determinar la raiz positiva.

>> x0=[0 1.3];
>> x=fzero(inline (‘*x"10-1"),x0)

X =
1

De manera semejante, se emplean los valores iniciales —1.3 y O para determinar la
raiz negativa

>> x0=[-1.3 0];
>> x=fzero(inline ('x"10-1"),x0)

-1
Se puede usar un valor Unico; resulta un caso interesante cuando se usa el valor
inicial 0

>> x0=0;
>> x=fzero(inline (‘'x"10-1"),x0)

-1

Se tiene que para ese valor el algoritmo llevard a la raiz a su valor negativo.
El uso de optimset se ilustra al mostrar en pantalla la forma en que las iteraciones
conducen a la solucién

>> x0=0;
>> option=optimset (‘DISP’,’'ITER’') ;
>> x=fzero(inline ('x"10-1"),x0,option)

Func-count b4 £ (x) Procedure
1 0 -1 initial
2 -0.0282843 -1 search
3 0.0282843 -1 search
4 -0.04 -1 search
°
o
[ ]

21 0.64 -0.988471 search
22 -0.905097 -0.631065 search
23 0.905097 -0.631065 search
24 -1.28 10.8059 search

Looking for a zero in the interval [-1.28], 0.9051]

25 0.784528 -0.911674 interpolation
26 -0.247736 -0.999999 bisection
27 -0.763868 -0.932363 bisection
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28 -1.02193 0.242305 bisection

29 -0.968701 -0.27239 interpolation
30 -0.996873 -0.0308299 interpolation
31 -0.999702 -0.00297526 interpolation
32 -1 5.53132e-006 interpolation
33 -1 -7.41965e-009 interpolation
34 -1 -1.88738e-014 interpolation
35 -1 0 interpolation

Zero found in the interval: [-1.28, 0.9051].

-1

Estos resultados ilustran la estrategia empleada por fzero cuando se tiene un valor
unico. Primero busca en la vecindad del valor inicial hasta detectar un cambio de signo.
Después usa una combinacién del método de biseccion e interpolacién para dirigirse a
la raiz. La interpolacién considera tanto el método de la secante como la interpolacién
cuadrética inversa (recuerde la seccién 7.4). Deberd notar que el algoritmo de fzero
puede implicar mds cosas a partir de esta descripcion bédsica. Puede consultar a Press y
colaboradores (1992) para mayores detalles.

EJEMPLO 7.7

Uso de MATLAB para manipular y determinar las raices de polinomios

Planteamiento del problema.  Analicemos c6mo se emplea MATLAB para manipu-
lar y determinar las raices de polinomios. Use la siguiente ecuacion del ejemplo 7.3,

Fo(x) =x° = 3.5x + 2.75x% + 2.125x% — 3.875x + 1.25 (E7.7.1)

que tiene tres raices reales: 0.5, 1.0, 2 y un par de raices complejas: —1 = 0.5i.

Solucién.  Elpolinomio se introduce en MATLAB almacenando los coeficientes como
un vector. Por ejemplo después de (>>) teclee los coeficientes del polinomio en el vector
a

>> a=[1 -3.5 2.75 2.125 -3.875 1.25];

Después se procede a manipular el polinomio. Por ejemplo, podemos evaluarloen x = 1,
tecleando

>> polival (a,1)
que resultard 1(1)° —3.5(1)* + 2.75(1)% + 2.125(1)> - 3.875(1) + 1.25 = -0.25,

ans =
-0.2500

Para evaluar la derivada f’(x) = 5x* — 14x® + 8.25x + 4.25x — 3.875 con
>> polyder (a)

ans =
5.0000 -14.0000 8.2500 4.2500 -3.8750
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A continuacion, se crea un polinomio cuadrético que tiene dos de las raices originales
de la ecuacion (E7.7.1): 0.5 y —1. Esta cuadraticaes (x —0.5)(x + 1) = x> + 0.5x — 0.5 y se
introduce en MATLAB como el vector b

>> b=[1 0.5 -0.5];
Se divide el polinomio original entre este polinomio con
>> [d, e] =deconv (a, b)
El resultado de la division es (un polinomio de tercer grado d) y un residuo (e)

4 =
1.0000 -4.0000 5.2500 -2.5000
e =
0 0 0 0 0 0

Debido a que el polinomio es un divisor perfecto, el residuo polinominal tiene coeficien-
tes iguales a cero. Ahora las raices del cociente polinominal se determinan como

>> roots (d)

Con el resultado esperado para las raices faltantes del polinomio original (E7.7.1)

ans =
2.0000
1.0000 + 0.50001
1.0000 - 0.50001

Abhora al multiplicar d por b se regresa al polinomio original

>> conv (d, b)
ans =
1.0000 -3.5000 2.7500 2.1250 -3.8750 1.2500

Finalmente, podemos determinar todas las raices del polinomio original con

>> r=roots (a)
r =
-1.0000
2.0000
1.0000 + 0.50001
1.0000 - 0.50001
0.5000

7.7.3 IMSL

IMSL tiene varias subrutinas para determinar las raices de ecuaciones (tabla 7.2). En
este analisis nos enfocaremos en la rutina ZREAL, la cual localiza las raices o cero
reales de una funcidn real usando el método de Miiller.

ZREAL se efectiia usando la siguiente instrucciéon CALL:

CALL ZREAL(F, ERABS, ERREL, EPS, ETA, NR, IMAX, X0, X, INFO)
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TABLA 7.2 Rutinas de IMSL para localizar raices.

Categoria Rutina Capacidad
Raices de una funcién
ZREAL Encuentra los ceros reales de una funcién real
con el método de Miller.
ZBREN Encuentra un cero de una funcién real que
cambia de signo en un infervalo dado.
ZANLY Encuentra los ceros de una funcién compleja

univariada usando el método de Miiller.

Raiz de un sistema de ecuaciones

NEQNF Resuelve un sistema de ecuaciones no lineales
usando un algoritmo hibrido de Powell
modificado (una variacién del método de
Newton) y una aproximacion en
diferencias finitas del Jacobiano.

NEQN] Resuelve un sistema de ecuaciones no lineales
usando un algoritmo hibrido de Powell
modificado (una variacion del método de
Newton) con el Jacobiano propuesto por
el usuario.

NEQRF Resuelve un sistema de ecuaciones no lineales
usando la actualizaciéon de la secante
factorizada y una aproximacién en
diferencias finitas del Jacobiano.

NEQBJ Resuelve un sistema de ecuaciones no lineales
usando la actualizaciéon de la secante
factorizada con el Jacobiano propuesto
por el usuario.

Raices de polinomios

ZPORC Encuentra los ceros de polinomios con
coeficientes reales con el algoritmo de
JenkinsTraub.

ZPIRC Encuentra los ceros de polinomios con
coeficientes reales con el méfodo de
Laguerre.

ZPOCC Encuentra los ceros de polinomios con
coeficientes complejos con el algoritmo
de JenkinsTraub.

Donde

F = Una funcién definida por el usuario para la cual van a encontrarse las raices
ERABS = Primer criterio de terminacién, termina si |f(x;)| < ERABS. (Entrada)
ERREL = Segundo criterio de terminacién, termina si |(x;—x;_;)/x/< ERREL. (Entrada)
EPS = Véase ETA. (Entrada)
ETA = Criterio de extension para raices multiples. (Entrada)
Si la raiz x; se ha calculado y |x; — x| < EPS, donde x; es una raiz previamen-
te calculada, se reinicia el calculo con un nuevo valor inicial de x; + ETA.
NR = Numero de raices a ser encontradas. (Entrada)
IMAX = Maximo nimero permitido de iteraciones por raiz. (Entrada)

www.FreelLibros.me



196

RAICES DE POLINOMIOS

EJEMPLO 7.8

X0 = Longitud del vector NROOT que contiene los valores iniciales. (Entrada)
X = Longitud del vector NROOT que contiene las raices calculadas. (Salida)
INFO = Longitud del vector entero NROOT. (Salida)

Contiene el nimero de iteraciones para encontrar cada raiz.

Observe que las iteraciones terminan cuando se satisface cualquiera de los criterios
de terminacién o cuando se excede el nimero mdximo de iteraciones. La funcién F
tiene el formato general

FUNCTION F(X)
REAL F,X

F =

END

donde la linea “F = ...” es donde se escribe la funcién de la variable desconocida X.
Uso de IMSL para localizar una raiz simple

Planteamiento del problema. Use ZREAL para determinar la raiz de la funcién
trascendente

f(x)=x-cosx

Solucién.  Un ejemplo del programa principal en Fortran 90 y del uso de la funcién
ZREAL para resolver este problema se escribe como

PROGRAM RooOt

IMPLICIT NONE

INTEGER: :nroot

PARAMETER (nroot=1)

INTEGER: : itmax=50

REAL: :errabs=0.,errrel=1.E-5,eps=0.,eta=0.
REAL: : f,x0 (nroot) , x (nroot)

EXTERNAL f

INTEGER: :info (nroot)

PRINT *, “Introduzca los valores iniciales”
READ *, xO0

CALL ZREAL(f,errabs,errrel,eps,eta,nroot,itmax,x0,x,info)
PRINT *, “raiz = ", X

PRINT *, “iteraciones = ”, info

END PROGRAM

FUNCTION f (x)
IMPLICIT NONE
REAL::f,x

f = x - cos(x)
END FUNCTION

La salida es:

Introduzca el valor inicial
0.5

raiz = 7.390851E-01
iteraciones = 5
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7.1 Divida el polinomio f(x) = x* — 7.5x° + 14.5x% + 3x — 20
entre el monomio x — 2. (Es x =2 una raiz?

7.2 Haga la divisién del polinomio f(x) = x> =5x* + x* — 6x> — 7x
+ 10 entre el monomio x — 2.

7.3 Use el método de Miiller para determinar la raiz real positi-
va de

a) f)=x*+x>-3x-5
b) f(x)=x>-0.5x+4x-3

7.4 Emplee el método de Miiller o MATLAB para determinar
las raices reales y complejas de

a) f)=x*-x>+3x-2
b) f(x)=2x*+6x>+10
) f(xX)=x*-2xX+6x>-8x+38

7.5 Utilice el método de Bairstow para determinar las raices de

a) f(x)=-2+62x—4x>+0.7x°
b) f(x)=9.34 —21.97x + 16.3x> -3.704x>
¢) f)=x*-3x°+5x2-x-10

7.6 Desarrolle un programa para implementar el método de
Miiller. Pruébelo con la repeticién del ejemplo 7.2.

7.7 Emplee el programa que desarroll6 en el problema 7.6 para
determinar las raices reales del problema 7.4a. Construya una
gréfica (a mano, o con Excel o algin otro paquete de graficacion)
para elegir valores iniciales apropiados.

7.8 Desarrolle un programa para implementar el método de
Bairstow. Pruébelo con la repeticién del ejemplo 7.3.

7.9 Use el programa que desarroll6 en el problema 7.8 para
determinar las raices de las ecuaciones en el problema 7.5.

7.10 Determine la raiz real de x> = 80, con la herramienta Goal
Seek de Excel, o la libreria o paquete de su eleccion.

7.11 La velocidad de un paracaidista que cae estd dada por

V= ﬂ (1 _ e—(c/m)z)
C

donde g = 9.8 m/s%. Para un paracaidista con un coeficiente de
arrastre ¢ = 14 kg/s, calcule la masa m de modo que la velocidad
sea v =35 m/s en t = 8§ s. Use las herramientas Goal Seek de
Excel, o alguna libreria o paquete que elija, con objeto de deter-
minar el valor de m.

7.12 Determine las raices de las ecuaciones no lineales simult-
neas siguientes:

y=-x*+x+0.75
v+ 5xy =x*

Emplee valores iniciales, x = y = 1.2 y emplee la herramienta
Solver de Excel, o la librerfa o paquete que prefiera.

7.13 Determine las raices de las ecuaciones no lineales simult-
neas que siguen:

(=42 + (4P =5
X+y?=16

Use el método grafico para obtener los valores iniciales. Deter-
mine estimaciones refinadas con la herramienta Solver de Excel,
o la libreria o paquete de su preferencia.
7.14 En MATLAB, ejecute operaciones idénticas a las del ejem-
plo 7.7, o utilice la libreria o paquete de su eleccién, a fin de
encontrar todas las raices del polinomio

fO=x-Hx+2)(x-DEx+5x-7)

Obsérvese que es posible usar la funcién poly para convertir
las raices en un polinomio.

7.15 Use MATLAB o la libreria o paquete que prefiera para
determinar las raices de las ecuaciones en el problema 7.5.
7.16 Desarrolle un subprograma para resolver cudles son las
raices de un polinomio, el cual utilice las rutinas IMSL 0 ZREAL,
o la libreria o paquete de su eleccion. Pruébelo con la determi-
nacion de las raices de las ecuaciones de los problemas 7.4 y
7.5.

7.17 Un cilindro circular de dos dimensiones se coloca en un
flujo de velocidad alta y uniforme. Se desprenden vértices del
cilindro a frecuencia constante, la cual detectan sensores de
presion en la superficie posterior del cilindro por medio de calcu-
lar qué tan seguido oscila la presion. Dados tres puntos de los
datos, use el método de Miiller para encontrar el momento en
que la presion fue igual a cero.

Tiempo 0.62 0.64

| 0.60

Presion | 20 50 60

7.18 Al tratar de encontrar la acidez de una solucién de hidréxi-
do de magnesio en dcido clorhidrico, se obtiene la ecuacidn si-
guiente:

A(x) =x3+3.5x2 - 40

donde x es la concentracién del ion hidrégeno. Calcule la con-
centracion del ion de hidrégeno para una solucién saturada
(cuando la acidez es igual a cero) por medio de dos métodos
diferentes en MATLAB (por ejemplo, en forma grafica y raices
de una funcién).

www.FreelLibros.me



198 RAICES DE POLINOMIOS

7.19 Considere el sistema siguiente con tres incognitas a, u 'y v:

u? —2v* = a?
u+v=2
a?-2a-u=0

Encuentre los valores reales de las incégnitas, por medio de a)
Solver de Excel, y b) algin paquete de software de manipulacién
simbdlica.

7.20 En el andlisis de sistemas de control, se desarrollan funcio-
nes de transferencia que relacionan en forma matematica la di-
namica de la entrada de un sistema con su salida. La funcién de
transferencia para un sistema de posicionamiento robotizado estd
dada por:

C(s)  $ +12.55*+50.55+66

G(s): T4 3 2
N(s) s +19s” +1225° +2965+192

donde G(s) = ganancia del sistema, C(s) = salida del sistema,
N(s) = entrada del sistema y s = frecuencia compleja de la trans-
formada de Laplace. Utilice una técnica numérica para obtener
las raices del numerador y el denominador, y factoricelas en la
forma siguiente:

(s+a)(s+a,)(s+ay)
(s+b)(s+b,)(s+by)(s+b,)

G(s) =

donde g; y b; = las raices del numerador y el denominador, res-
pectivamente.

7.21 Desarrolle una funcién de archivo M para el método de
biseccién, en forma similar a la de la figura 5.10. Pruebe la
funcién por medio de repetir los cdlculos de los ejemplos 5.3 y
5.4.

7.22 Desarrolle una funcién de archivo M para el método de la
falsa posicion. La estructura de su funcién debe ser similar al
algoritmo de la biseccién que se ilustra en la figura 5.10. Pruebe
el programa por medio de repetir el ejemplo 5.5.

7.23 Desarrolle una funcién de archivo M para el método de
Newton-Raphson, con base en la figura 6.4 y la seccién 6.2.3.
Junto con el valor inicial, introduzca como argumentos la funcién
y derivada. Pruébelo con la repeticién del calculo del ejemplo
6.3.

7.24 Desarrolle una funcién de archivo M para el método de la
secante, con base en la figura 6.4 y la seccién 6.3.2. Junto con
los dos valores iniciales, introduzca como argumento a la funcion.
Pruébelo con la duplicacién de los célculos del ejemplo 6.6.
7.25 Desarrolle una funcién de archivo M para el método de la
secante modificado, con base en la figura 6.4 y la seccioén 6.3.2.
Junto con el valor inicial y la fraccién de perturbacién, introduz-
ca como argumento a la funcién. Pruébelo con la duplicacién de
los célculos del ejemplo 6.8.
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CAPITULO 8

Estudio de casos:
raices de ecuaciones

La finalidad de este capitulo es utilizar los procedimientos numéricos analizados en los
capitulos 5, 6 y 7 para resolver problemas de ingenieria reales. Las técnicas numéricas
son importantes en aplicaciones practicas, ya que con frecuencia los ingenieros encuen-
tran problemas que no es posible resolver usando técnicas analiticas. Por ejemplo, mo-
delos matematicos simples que se pueden resolver analiticamente quizd no sean
aplicables cuando se trata de problemas reales. Debido a esto, se deben utilizar modelos
mads complicados. En esta situacion, es conveniente implementar una solucién numérica
en una computadora. En otros casos, los problemas de disefio en la ingenieria llegan a
requerir soluciones de variables implicitas en ecuaciones complicadas.

Las siguientes aplicaciones son tipicas de aquellas que en forma rutinaria se encuen-
tran durante los ultimos afios de estudio y en estudios superiores. Mds ain, son pro-
blemas representativos de aquellos que se encontrardn en la vida profesional. Los
problemas provienen de las cuatro grandes ramas de la ingenierfa: quimica, civil, eléc-
trica y mecdnica. Dichas aplicaciones también sirven para ilustrar las ventajas y desven-
tajas de las diversas técnicas numéricas.

La primera aplicacién, tomada de la ingenieria quimica, proporciona un excelente
ejemplo de como los métodos para determinar raices permiten usar férmulas realistas
en la ingenieria prictica; ademds, demuestra de qué manera la eficiencia del método de
Newton-Raphson se emplea cuando se requiere de un gran niimero de cdlculos como
método para la localizacién de raices.

Los siguientes problemas de disefio en ingenieria se toman de las ingenierias civil,
eléctrica y mecdnica. En la seccién 8.2 se usan tanto métodos cerrados como abiertos
para determinar la profundidad y velocidad del agua que fluye en un canal abierto. En
la seccion 8.3 se explica como las raices de ecuaciones trascendentes se usan en el dise-
flo de un circuito eléctrico. En las secciones 8.2 y 8.3 también se muestra de qué forma
los métodos graficos ofrecen un conocimiento del proceso de localizacién de raices. Por
dltimo, la seccién 8.4 usa la localizacion de raices polinominales para analizar las vi-
braciones de un automdvil.

LEYES DE LOS GASES IDEALES Y NO IDEALES
(INGENIERIA QUIMICA Y BIOQUIMICA)

Antecedentes. La ley de los gases ideales est4 dada por
pV =nRT (8.1)
donde p es la presion absoluta, V es el volumen, n es el nimero de moles, R es la constan-

te universal de los gases y 7 es la temperatura absoluta. Aunque esta ecuacion se utiliza
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ampliamente por los ingenieros y cientificos, sélo es exacta en un rango limitado de
presion y temperatura. Ademds, la ecuacion (8.1) es apropiada solamente para algunos
gases.

Una ecuacioén de estado alternativa para los gases estd dada por:

(p+%) (v—b)=RT (8.2)
v

conocida como la ecuacion de van der Waals, donde v = V/n es el volumen molar, a y
b son constantes empiricas que dependen del gas que se analiza.

Un proyecto de disefio en ingenieria quimica requiere que se calcule exactamente
el volumen molar (v) del diéxido de carbono y del oxigeno para diferentes combinacio-
nes de temperatura y presion, de tal forma que los recipientes que contengan dichos
gases se puedan seleccionar apropiadamente. También es importante examinar qué tan
bien se apega cada gas a laley de los gases ideales, comparando el volumen molar calcu-
lado con las ecuaciones (8.1) y (8.2). Se proporcionan los siguientes datos:

R =0.082054 L atm/(mol K)

a=3.592 } bidxido de carbono
b=0.04267

a=1.360 }0 (oeno
b=0.03183 e

Las presiones de disefio de interés son de 1, 10 y 100 atmésferas para combinaciones de
temperatura de 300, 500 y 700 K.

Solucién.  Los volimenes molares de ambos gases se calculan usando la ley de los
gases ideales, con n = 1. Por ejemplo, sip =1 atm y 7= 300 K,

v=L =BT _ggp0s54 L2m S0OK

n p mol K 1 atm

=24.6162 L/mol

Estos cadlculos se repiten para todas las combinaciones de presion y de temperatura que
se presentan en la tabla 8.1.

TABLA 8.1 Cdlculos del volumen molar.

Volumen Volumen molar Volumen molar
molar (ley de los (van der Waals) (van der Waals)
Temperatura, Presion, gases ideales), Diéxido de carbono, Oxigeno,

K atm L/mol L/mol L/mol
300 1 24.6162 24.5126 24.5928
10 2.4616 2.3545 2.4384
100 0.2462 0.0795 0.2264
500 1 41.0270 40.9821 41.0259
10 4.1027 4.0578 41016
100 0.4103 0.3663 0.4116
700 1 57.4378 57.4179 57.4460
10 5.7438 5.7242 57521
100 0.5744 0.5575 0.5842
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Los calculos del volumen molar a partir de la ecuacion de van der Waals se llevan
a cabo usando cualquiera de los métodos numéricos para la determinacion de raices de
ecuaciones analizados en los capitulos 5, 6 y 7, con

fv)= (p + U%)(v —b)-RT 8.3)

En este caso, como la derivada de f(v) se determina facilmente, entonces es convenien-
te y eficiente usar el método de Newton-Raphson. La derivada de f(v) respecto a v estd
dada por

2ab
fwy=p-2+22 (8.4)
v v

El método de Newton-Raphson se describe mediante la ecuacion (6.6):

Vi Ui_M
f',)

la cual se utiliza para estimar la raiz. Por ejemplo, usando como valor inicial 24.6162,
el volumen molar del biéxido de carbono a 300 K 'y 1 atmésfera es 24.5126 L/mol. Este
resultado se obtuvo después de sélo dos iteraciones y tiene un €, menor del 0.001 por
ciento.

En la tabla 8.1 se muestran resultados similares para todas las combinaciones de
presion y de temperatura de ambos gases. Se observa que los resultados obtenidos con
la ecuacion de los gases ideales difieren de aquellos obtenidos usando la ecuacién de
van der Waals, para ambos gases, dependiendo de los valores especificos de p y 7. Ade-
mas, como algunos de dichos resultados son significativamente diferentes, el disefio de
los recipientes que contendran a los gases podria ser muy diferente, dependiendo de qué
ecuacion de estado se haya empleado.

En este problema, se examiné una complicada ecuacién de estado con el método de
Newton-Raphson. En varios casos los resultados variaron de manera significativa res-
pecto a la ley de los gases ideales. Desde un punto de vista practico, el método de
Newton-Raphson fue apropiado aqui, ya que f’(v) resulté sencillo de calcular. De esta
manera, es factible explotar las propiedades de rdpida convergencia del método de
Newton-Raphson.

Ademas de demostrar su poder en un solo célculo, este problema de disefio muestra
como el método de Newton-Raphson es especialmente atractivo cuando se requiere una
gran cantidad de cdlculos. Debido a la velocidad de las computadoras digitales, la efi-
ciencia de varios métodos numéricos en la solucién para la mayoria de las raices de
ecuaciones no se distingue en un calculo tnico. Incluso una diferencia de 1 s entre el
método de biseccion y el eficiente método de Newton-Raphson no significa pérdida de
tiempo cuando se realiza sélo un célculo. Sin embargo, suponga que para resolver un
problema se necesita calcular millones de raices. En tal caso, la eficiencia del método
podria ser un factor decisivo al elegir una técnica.

Por ejemplo, suponga que se requiere disefiar un sistema de control computarizado
automadtico para un proceso de produccién de sustancias quimicas. Dicho sistema re-
quiere una estimacién exacta de volimenes molares sobre una base esencialmente
continua, para fabricar en forma conveniente el producto final. Se instalan medidores
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8.2

que proporcionan lecturas instantdneas de presion y temperatura. Se debe obtener valo-
res de v para diversos gases que se usan en el proceso.

Para una aplicacién como €sta, los métodos cerrados, tales como el de biseccion o
de la regla falsa, posiblemente consumirian mucho tiempo. Ademads, los dos valores
iniciales que se requieren en estos métodos generarfan un retraso critico en el procedi-
miento. Dicho inconveniente afecta de igual forma al método de la secante, que también
necesita dos valores iniciales.

En contraste, el método de Newton-Raphson requiere sélo de un valor inicial para
determinar la raiz. La ley de los gases ideales podria emplearse para obtener un valor
inicial del proceso. Después, suponiendo que el tiempo empleado sea lo bastante corto
como para que la presion y la temperatura no varien mucho entre los cdlculos, la solu-
cion de la raiz anterior se puede usar como un buen valor inicial para la siguiente
aplicacion. De esta forma, se tendria de forma automadtica un valor inicial cercano a la
solucidn, que es requisito indispensable para la convergencia del método de Newton-
Raphson. Todas estas consideraciones favorecerdn de buena manera la técnica de New-
ton-Raphson en estos problemas.

FLUJO EN UN CANAL ABIERTO
(INGENIERIA CIVIL E INGENIERIA AMBIENTAL)

Antecedentes. La ingenieria civil constituye una disciplina amplia que incluye diver-
sas dreas como estructural, geotecnia, transporte, ambiental y abastecimiento del agua.
Las dos ultimas especialidades tienen que ver con la contaminacién y suministro de agua
y, por lo tanto, implican un uso extensivo de la ciencia de mecdnica de fluidos.

Un problema general se relaciona con el flujo de agua en canales abiertos, rios y
canales. La velocidad de flujo, que se mide frecuentemente en la mayoria de los rios
y arroyos, se define como el volumen de agua que pasa por un punto especifico de un
canal por unidad de tiempo, Q (m3/s).

Aunque la velocidad de flujo es una cantidad ttil, una cuestion adicional se relacio-
na con lo que sucede cuando se tiene una velocidad de flujo especifico en un canal con
pendiente (figura 8.1). De hecho, suceden dos cosas: el agua alcanzara una profundidad
especifica H (m) y se moverd a una velocidad especifica U (m/s). Los ingenieros am-
bientales pueden estar interesados en conocer tales cantidades para predecir el transpor-
te y el destino de los contaminantes en un rio. Asi, la pregunta general seria: si se tiene
una velocidad de flujo para un canal, ;cémo se calculan la profundidad y la velocidad?

FIGURA 8.1

PY ;
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Solucién.  Larelacién fundamental entre flujo y profundidad es la ecuacion de conti-
nuidad

0 = UA, (8.5)

donde A, = drea de la seccidn transversal del canal (m?). Dependiendo de la forma del
canal, el drea puede relacionarse con la profundidad por medio de varias expresiones
funcionales. Para el canal rectangular mostrado en la figura 8.1, A, = BH. Al sustituir
esta expresion en la ecuacion (8.5) se obtiene

0 =UBH (8.6)

donde B = ancho (m). Debe observarse que la ecuacion de continuidad se obtiene de la
conservacion de la masa (recuerde la tabla 1.1).

Abhora, aunque la ecuacion (8.6) ciertamente relaciona los parametros del canal, no
es suficiente para responder nuestra pregunta. Suponiendo que se conoce B, se tiene una
ecuacion y dos incognitas (U'y H). Por lo tanto, se requiere una ecuacién adicional. Para
flujo uniforme (significa que el flujo no varia con la distancia ni con el tiempo), el in-
geniero irlandés Robert Manning propuso la siguiente férmula semiempirica (Ilamada
en forma apropiada ecuacion de Manning)

U= 1R2/3S1/2 8.7)
n

donde n = coeficiente de rugosidad de Manning (un nimero adimensional que toma en
cuenta la friccién del canal), S = pendiente del canal (adimensional, metros de caida por
longitud en metros) y R = radio hidraulico (m), el cual se relaciona con los parametros
fundamentales mediante

R=—= 8.8
P (8.8)

donde P = perimetro mojado (m). Como su nombre lo indica, el perimetro mojado es la
longitud de los lados y el fondo del canal que estd bajo el agua. Por ejemplo, para un
canal rectangular, éste se define como

P=B+2H (8.9)

Se debe observar que asi como la ecuacion de continuidad se obtiene de la conservacién
de la masa, la ecuacién de Manning es una expresion de la conservacion del momentum.
En particular, indica como la velocidad depende de la rugosidad, una manifestaciéon de
la friccion.

Aunque el sistema de ecuaciones no lineales (8.6 y 8.7) puede resolverse simultd-
neamente (por ejemplo, usando el método de Newton-Raphson multidimensional que se
describe en la seccion 6.5.2), un método mas simple seria la combinacién de ecuaciones.
La ecuacion (8.7) se sustituye en la ecuacion (8.6) y se obtiene

Q= BH pongie (8.10)
n
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Ast, el radio hidrédulico, ecuacién (8.8), junto con las diferentes relaciones para un
canal rectangular, se sustituye:

B Sl/2 (BH)SH

- 8.11
n (B+2H)*" @.11)

De esta forma, la ecuacién contiene ahora una sola incégnita H junto con el valor dado
de Q y los pardmetros del canal (n, Sy B).

Aunque se tiene una ecuacioén con una incognita, es imposible resolverla en forma
explicita para encontrar H. Sin embargo, la profundidad se determina numéricamente,
al reformular la ecuacién como un problema de raices.

_&/2 (BH)5/3
fH= n (B+2H)*

-0=0 (8.12)

La ecuacién (8.12) se resuelve rdpidamente con cualquiera de los métodos para
localizar raices, descritos en los capitulos 5 y 6. Por ejemplo, si Q =5 m’/s, B =20 m,
n=0.03yS=0.0002, la ecuacién es

(20H)"?

H)=0471405—————
F(H) (20+2H)*"?

=0 (8.13)

Puede resolverse para H = 0.7023 m. El resultado se verifica sustituyéndolo en la ecua-
cion (8.13):

(20x0.7023)*"

~-5=78x10" (8.14)
(20+2x0.7023)

f(H)=0.471405

que se acerca bastante a cero.
La otra incégnita, la velocidad, ahora se determina por sustitucién en la ecuacion

(8.6),

0 5

U=—=——"—=0.356 m/s (8.15)
BH 20(0.7023)

Asf, se tiene una solucidn satisfactoria para la profundidad y la velocidad.

Ahora se buscard analizar un poco mads los aspectos numéricos de este problema.
Una pregunta pertinente seria: ;Como hacer para obtener un buen valor inicial para el
método numérico? La respuesta depende del tipo de método.

Para los métodos cerrados, como el de biseccion y el de la falsa posicion, se deter-
minaria, si es posible, estimar valores iniciales inferiores y superiores que contengan
siempre una sola raiz. Un método conservador podria ser elegir cero como el limite in-
ferior. Y, si se conoce, la profundidad maxima posible que puede presentarse, este valor
servirfa como valor inicial superior. Por ejemplo, todos los rios, con excepcién de los
mds grandes del mundo, tienen menos de 10 metros de profundidad. Por lo tanto,
se toman 0 y 10 como limites del intervalo para H.

SiQ >0y H=0, laecuacién (8.12) siempre serd negativa para el valor inicial in-
ferior. Conforme H se incrementa, la ecuacion (8.12) también se incrementara en forma
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mondtona, y finalmente serd positiva. Por lo tanto, los valores iniciales deberdn conte-
ner una sola raiz en la mayoria de los casos que se estudian con rios y arroyos natu-
rales.

Ahora, una técnica como la de biseccion deberia ser muy confiable en la bisqueda
de unaraiz. ;| Pero qué precio se paga? Al usar tal ancho del intervalo y una técnica como
la de biseccion, el nimero de iteraciones para obtener una precision deseada podria ser
computacionalmente excesivo. Por ejemplo, si se elige una tolerancia de 0.001 m, la
ecuacion (5.5) sirve para calcular

= log(10/0.001)
log 2

=133

Asi, se requieren 14 iteraciones. Aunque esto ciertamente no seria costoso para un solo
célculo, podria ser exorbitante si se efectuaran muchas de estas evaluaciones. Las alter-
nativas serian: estrechar el intervalo inicial (en base a un conocimiento especifico del
sistema), usar un método cerrado mads eficiente (como el de la falsa posicién) o confor-
marse con una menor precision.

Otra forma de tener una mejor eficiencia seria utilizar un método abierto como el
de Newton-Raphson o el de la secante. Por supuesto que en tales casos el problema de
los valores iniciales se complica al considerar la convergencia.

Se obtiene una mayor comprension de este problema examinando al menos eficien-
te de los métodos abiertos: iteracion de punto fijo. Al analizar la ecuacion (8.11), se
observa que hay dos modos sencillos para despejar H; esto es, se resuelve tanto para H
en el numerador,

3/5 2s
n)""(B+2H
=2 15533“0 ) (8.16)
como para H en el denominador,
1 S3 BH 5/2
H= 5 [W _ (8.17)

Ahora, aqui es donde el razonamiento fisico puede ayudar. En la mayoria de los rios
y arroyos, el ancho es mucho mayor que la profundidad. Asi, la cantidad B + 2H no
varfa mucho. De hecho, debe ser aproximadamente igual a B. Por lo contrario, BH es
directamente proporcional a H. En consecuencia, la ecuacién (8.16) deberd converger
mads rapido a la raiz, lo cual se verifica al sustituir los limites del intervalo H =0y 10
en ambas ecuaciones. Con la ecuacion (8.16), los resultados son 0.6834 y 0.9012, que
son cercanos a la raiz verdadera, 0.7023. En contraste, los resultados con la ecuacion
(8.17) son —10 y 8 178, los cuales estan alejados claramente de la raiz.

La superioridad de la ecuacién (8.16) se manifiesta ademads al graficar sus compo-
nentes (recuerde la figura 6.3). Como se observa en la figura 8.2, la componente g(H)
de la ecuacidn (8.16) es casi horizontal. Asi, esta ecuacidén no inicamente converge, Sino
que debe hacerlo con rapidez. En cambio, la componente g(H) de la ecuacién (8.17) es
casi vertical, indicando asi una fuerte y rdpida divergencia.
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FIGURA 8.2

Gréfica de los componentes
para dos casos de iferacién
de punto fijo, uno que
converge [a], ecuacion
(8.16)] y uno que diverge
[b), ecuacién (8.17)].

y y
4 — 4 —
— — ¥, = g(H)
2 |= y=H 2= v =H
— Y, = g(H) —
0 | | 0 [ — |
0 1 2 H 0 1 2 H
a) b)

Hay dos beneficios practicos de este andlisis:

En el caso de que se use un método abierto mas detallado, la ecuacion (8.16) ofrece
un medio para obtener un excelente valor inicial. Por ejemplo, si H se elige como
cero, la ecuacion (8.12) toma la forma

(Qn/B)3/5
H, =T

donde H, serd el valor inicial utilizado en el método de Newton-Raphson o en el de
la secante.

Se ha demostrado que la iteracién de punto fijo ofrece una opcién viable para este
problema especifico. Por ejemplo, usando como valor inicial H = 0, en la ecuacién
(8.16) se obtienen seis digitos de precision en cuatro iteraciones para el caso que se
examina. La férmula de iteracién de punto fijo seria facil de manipular en una hoja
de célculo, ya que las hojas de calculo son ideales para férmulas iterativas conver-
gentes que dependen de una sola celda.

8.3 DISENO DE UN CIRCUITO ELECTRICO
(INGENIERIA ELECTRICA)

Antecedentes. Los ingenieros eléctricos emplean las leyes de Kirchhoff para estudiar
el comportamiento de los circuitos eléctricos en estado estacionario (que no varia con el
tiempo). En la seccién 12.3 se analiza el comportamiento de dichos estados estacionarios.
Otro problema importante tiene que ver con circuitos de naturaleza transitoria, don-
de subitamente ocurren cambios temporales. Esta situacion se presenta cuando se cierra
el interruptor como en la figura 8.3. En tal caso, existe un periodo de ajuste al cerrar el
interruptor hasta que se alcance un nuevo estado estacionario. La longitud de este pe-
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N\ A
Interruptor ¢ ;
Bateria — V, Capacitor % Inductor
+ T+ C
W
Resistor

FIGURA 8.3
Un circuito eléctrico. Cuando se cierra el inferruptor, la corriente experimenta una serie de
oscilaciones hasta que se alcance un nuevo estado estacionario.

riodo de ajuste estd intimamente relacionada con las propiedades de almacenamiento de
energfa, tanto del capacitor como del inductor. La energia almacenada puede oscilar
entre estos dos elementos durante un periodo transitorio. Sin embargo, la resistencia en
el circuito disipard la magnitud de las oscilaciones.

El flujo de corriente a través del resistor provoca una caida de voltaje (V}), dada por

Vp=iR

donde i = la corriente y R = la resistencia del resistor. Si las unidades de R e i son ohms
y amperes, respectivamente, entonces las unidades de Vj son voltios.

De manera semejante, un inductor se opone a cambios de corriente tales que la
caida del voltaje a través del inductor V; es

V, =L—
¢ t
donde L =la inductancia. Si las unidades de L e i son henrios y amperes, respectivamen-

te, entonces las de V; son voltios, y las de 7 son segundos.
La caida del voltaje a través del capacitor (V) depende de la carga (q) sobre éste:

donde C = la capacitancia. Si las unidades de carga se expresan en coulombios, entonces
la unidad de C es el faradio.

La segunda ley de Kirchhoff establece que la suma algebraica de las caidas de
voltaje alrededor de un circuito cerrado es cero. Asi que, después de cerrar el interruptor
se tiene

L4 Risd_g
dt C

Sin embargo, como la corriente se relaciona con la carga de acuerdo con

dq
dt

1=
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FIGURA 8.4

la carga en un capacitor
como funcién del tiempo
después de cerrar el
inferruptor de la figura 8.3.

Por lo tanto,

d’q dg 1
L—+R—+—¢g=0 8.18
dr’ ar (8.18)

Esta es una ecuacion diferencial ordinaria lineal de segundo orden que se resuelve usan-
do los métodos de cdlculo (véase la seccion 8.4). Esta solucion estd dada por

_RH(2L) 1 RY
q(t)=qoe cos E— Z t (8.19)

sient=0,g=gq,=V,Cy V,=el voltaje de la baterfa. La ecuacién (8.19) describe la
variacion de la carga en el capacitor. La solucién ¢(#) se grafica en la figura 8.4.

Un problema de disefio tipico en ingenieria eléctrica consistiria en la determinacién
del resistor apropiado para disipar energia a una razén especificada, con valores cono-
cidos de Ly C. En este problema, suponga que la carga se debe disipar a 1% de su valor
original (¢/q,=0.0) ent=0.05s,conL=5Hy C=10"F.

Solucién.  Es necesario despejar R de la ecuacién (8.19) con valores conocidos para
4, g0, L'y C. Sin embargo, debe emplear una técnica de aproximacién numeérica, ya que
R es una variable implicita en la ecuacion (8.19). Se usara el método de biseccion para
dicho propésito. Los otros métodos estudiados en los capitulos 5 y 6 también son apro-
piados; aunque el método de Newton-Raphson tiene el inconveniente de que la derivada
de la ecuacion (8.19) es un poco complicada. Reordenando la ecuacién (8.19),

I 2
f(R) = e_Rt/(zL) cos “\‘ 1 _ (i) tl- i
\VLc \2L 90

Utilizando los valores numéricos dados,

f(R) = e "% cos [/2 000 —0.01R? (0.05)] - 0.01 (8.20)

Un examen de esta ecuacion sugiere que un rango inicial razonable para R es 0 a 400 €2
(ya que 2000 — 0.01R? debe ser mayor que cero). La figura 8.5 es una grafica de la
ecuacion (8.20), que confirma lo anterior. Al hacer veintitin iteraciones con el método
de biseccion se obtiene una raiz aproximada R = 328.1515 Q, con un error menor al
0.0001 por ciento.

De esta forma, se especifica un resistor con este valor para el circuito mostrado en
la figura 8.6 y se espera tener una disipacion consistente con los requisitos del problema.
Este problema de disefio no se podria resolver eficientemente sin el uso de los métodos
numéricos vistos en los capitulos 5y 6.
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8.4

JF®)

Raiz = 325

FIGURA 8.5
Grdfica de la ecuacién (8.20) usada para obtener los valores iniciales
de R que contienen a lo raiz.

ANALISIS DE VIBRACIONES (INGENIERIA MECANICA
E INGENIERIA AERONAUTICA)

Antecedentes. Las ecuaciones diferenciales sirven para modelar la vibracién de sis-
temas en ingenierfa. Algunos ejemplos (figura 8.6) son el péndulo simple, una masa
sujeta a un resorte y un circuito eléctrico con un inductor y un capacitor (recuerde la
seccion 8.3). La vibracién de estos sistemas puede amortiguarse por medio de algin

FIGURA 8.6

Tres ejemplos de vibraciones arménicas simples. Las flechas dobles indican las vibraciones
en cada sistema.

y NI
% Corriente
[ ] I
P I i
Péndulo Resorte/masa Circuito LC
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—X

+x

FIGURA 8.7

Un carro de masa m.

mecanismo que absorba la energia. Ademads, la vibracién puede ser libre o sujeta a algin
disturbio periédico externo. En este tltimo caso, se dice que el movimiento es forzado.
En esta seccidn se examinard la vibracidn libre y forzada del automévil, que se muestra
en la figura 8.7. El tratamiento general es aplicable a muchos otros problemas de inge-
nierfa.

Como se observa en la figura 8.7, un carro de masa m se soporta por medio de re-
sortes y amortiguadores. Los amortiguadores presentan resistencia al movimiento, que
es proporcional a la velocidad vertical (movimiento ascendente-descendente). La vibra-
cién libre ocurre cuando el automdvil es perturbado de su condicién de equilibrio, como
ocurre cuando se pasa por un bache (agujero en el camino). Un instante después de
pasar por el bache, las fuerzas netas que actian sobre m son la resistencia de los resortes
y la fuerza de los amortiguadores. Tales fuerzas tienden a regresar el carro al estado de
equilibrio original. De acuerdo con la ley de Hooke, la resistencia del resorte es propor-
cional a su constante k y a la distancia de la posicién de equilibrio x. Por lo tanto,

Fuerza del resorte = —kx

donde el signo negativo indica que la fuerza de restauracién actia regresando el auto-
mévil a su posicién de equilibrio (es decir, la direccién x negativa). La fuerza para un
amortiguador estd dada por

. .. dx
Fuerza de amoriguacion = —cd—
t

donde c es el coeficiente de amortiguamiento y dx/dt es la velocidad vertical. El signo ne-
gativo indica que la fuerza de amortiguamiento actia en direccién opuesta a la velocidad.

Las ecuaciones de movimiento para el sistema estan dadas por la segunda ley de
Newton (F = ma), que en este problema se expresa como

d’x dx
- = —c— + (—kx)
dr dt
—— (S | —— S —
Masa X aceleracién = fuerza de amortiguamiento + fuerza del resorte
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o bien

2
d 2fc+cﬂ+kx=0
dt dt

m

Observe la similitud con la ecuacion (8.18) que se desarroll6 en la seccién 8.3 para un
circuito eléctrico.

Si se supone que la solucién toma la forma x(7) = €”’, entonces se escribe la ecuacion
caracteristica

mr*+cr+k=0 (8.21)

La incégnita r es la solucién de la ecuacion caracteristica cuadratica que se puede obte-
ner, ya sea en forma analitica o numérica. En este problema de disefio, primero se utili-
za la solucién analitica para ofrecer una idea general de la forma en que el movimiento
del sistema es afectado por los coeficientes del modelo: m, k y ¢. También se usaran
diferentes métodos numéricos para obtener las soluciones, y se verificard la exactitud
de los resultados con la solucién analitica. Por dltimo, sentaremos las bases para proble-
mas mds complicados que se describiran mas tarde en el texto, donde los resultados
analiticos son dificiles o imposibles de obtener.
La solucién de la ecuacién (8.21) para r estd dada por la férmula cuadratica

o —ct \/cz —4mk (8.22)
7, 2m '

Note el significado de la magnitud de ¢ al compararla con 2Jkm . Sic> 2vkm,
r, y r, son niimeros reales negativos, y la solucion es de la forma
x(t) = Ae"" + Be™' (8.23)

donde A y B son constantes que se deben determinar a partir de las condiciones iniciales
de x y dx/dt. Tales sistemas se denominan sobreamortiguados.
Sic < 2+/km , las raices son complejas,

h .
=1+t u
L)
donde
I .2
sk —4mH
g = e —dmk]
2m

y la solucién es de la forma
x(t) = e* (A cos ut + B sen ur) (8.24)

Tales sistemas se conocen como subamortiguados.
Por dltimo, si ¢ = 2~/'km , la ecuacion caracteristica tiene una raiz doble y la solucién
es de la forma

x(?) = (A + Bt)e (8.25)
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donde
1=
2m
A tales sistemas se les llama criticamente amortiguados.

En los tres casos, x(f) se aproxima a cero cuando ¢ tiende al infinito. Esto significa
que el automdvil siempre regresa a la posicion de equilibrio después de pasar por un
bache (jaunque esto pareceria poco probable en algunas ciudades que hemos visitado!).
Estos casos se ilustran en la figura 8.8.

El coeficiente de amortiguamiento critico c, es el valor de ¢ que hace que el radical
de la ecuacion (8.22) sea igual a cero,

c.= 2Jkm ) c.=2mp (8.26)
donde

Tk
p=.— (8.27)
\'m
Larelacién c/c, se llama factor de amortiguamiento, y a p se le conoce como la frecuen-
cia natural de la vibracién libre no amortiguada.

Abhora, consideremos el caso donde el automévil estd sujeto a una fuerza periddica
dada por

P =P, sen ot o d=d, sen wt
donde d,, = P,,/k = la deflexién estdtica del carro sujeto a una fuerza P,,. La ecuacién
diferencial que rige este caso es

d’x  d
m—f +eE k= P sen wt
dt dt

La solucién general de esta ecuacion se obtiene al sumar una solucién particular a
la solucién por vibracién libre, dada por las ecuaciones (8.23), (8.24) y (8.25). Conside-

FIGURA 8.8

Vibraciones a) sobreamor-

figuadas, b) subamortigua-

das y ¢) amortiguadas
criticamente.

x(1)

Amortiguamiento
critico

Sobreamortiguamiento

Subamortiguamiento
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remos el movimiento en estado estacionario del sistema forzado donde se ha amortigua-
do el movimiento transitorio inicial. Si consideramos que esta solucién en estado
estacionario tiene la forma

xss(t) =X, Sen ((Ot - ¢)

se demuestra que

Ao _ Xm _ 1 8.28
Pk d, \J,"‘[l_(a)/p)]2 +4(clc,)* (ol p)* o

La cantidad x,,/d,, llamada factor de amplificacion de la amplitud depende tan sélo de
la razén del amortiguamiento real con el amortiguamiento critico, y de la razén de la
frecuencia forzada con la frecuencia natural. Observe que cuando la frecuencia forzada
 se aproxima a cero, el factor de amplificacion se aproxima a 1. Si, ademads, el sistema
es ligeramente amortiguado, es decir, si ¢/c, es pequeiio, entonces el factor de amplifica-
cion se hace grande cuando @ es cercano a p. Si el amortiguamiento es cero, entonces el
factor de amplificacion tiende a infinito cuando @ = p, y se dice que la funcién de fuerza
entra en resonancia con el sistema. Por tltimo, conforme @/p se vuelve muy grande, el
factor de amplificacion se aproxima a cero. La figura 8.9 muestra una gréifica del factor
de amplificacion como una funcién de w/p para diversos factores de amortiguamiento.

Observe que el factor de amplificacion se conserva pequefio al seleccionar un factor
de amortiguamiento grande, o manteniendo muy distantes las frecuencias natural y
forzada.

El disefio del sistema de suspension del automdvil comprende una solucion interme-
dia entre comodidad y estabilidad para todas las condiciones de manejo y velocidad. Se
pide determinar la estabilidad del carro para cierto disefio propuesto que ofrezca como-
didad sobre caminos irregulares. Si la masa del carro es m = 1.2 X 10° gramos y tiene un
sistema de amortiguadores con un coeficiente de amortiguamiento ¢ = 1 x 107 g/s.

Suponga que la expectativa del publico en cuanto a la comodidad se satisface si la
vibracion libre del automdvil es subamortiguada y el primer cruce por la posicién de
equilibrio tiene lugar en 0.05 s. Si en 7 = 0, el carro subitamente se desplaza una distan-

FIGURA 8.9

Crdfica del factor de
amplificacion de la
amplitud x,,/ x4 [ecuacion
(8.28]] contra la frecuencia
w entre la frecuencia
natural p para diversos
valores del coeficiente

de amortiguamiento ¢
entre el coeficiente de
amortiguamiento critico c..

X, /X,
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cia x,, desde el equilibrio, y la velocidad es cero (dx/dt = 0), la solucion de la ecuacién
de movimiento esta dada por la ecuacion (8.24), con A = x, y B = xoA/u. Por lo tanto,

x(t) = xoe’l’(cos ut + isen ,utJ
u
Nuestras condiciones de disefio se satisfacen si
A
x(t)=0=cos (0.05u) +—sen (0.05u)
u

o bien

f 2 2

0=cos | 0.05 f—k _ |+ —& sen|0.05 k_ ¢ (8.29)
2 2
\m  4m Ndkm = c? m 4m

Dado que se conocen c y m, el problema de disefio consiste ahora en encontrar valores
apropiados de k que satisfagan la ecuacion (8.29).

Solucién.  Se pueden utilizar los métodos de la biseccidn, de la falsa posicion o de la
secante, ya que esos métodos no requieren la evaluacion de la derivada de la ecuacién
(8.29), la cual podria resultar algo dificil de calcular en este problema. La solucién es
k =1.397 x 10°, con 12 iteraciones, utilizando el método de biseccién con un intervalo
inicial que vade k=1 x10% a2 x 10° (g, = 0.07305%).

Aunque este disefio satisface los requerimientos de vibracion libre (después de caer
en un bache), también debe probarse bajo las condiciones de un camino accidentado. La
superficie del camino se puede aproximar como

d=d, sen (2_7z:x)
D

donde d es la deflexion, d,, es la maxima deflexion de 0.1 m y D es la distancia entre los
picos que es igual a 20 m. Si v es la velocidad horizontal del automévil (m/s), entonces
la ecuacién de movimiento del sistema se escribe como

2
mﬂ+cﬂ+kx= kd, sen (@1)
dt D

donde @ = 27v/D es la frecuencia forzada.

La estabilidad del carro se considera satisfactoria si en estado estacionario la maxi-
ma distancia x,, es inferior a 0.2 m para todas la velocidades de manejo. El factor de
amortiguamiento se calcula de acuerdo con la ecuacién (8.26)

c 10 1x107

== =0.1221
¢ 2Wkm o 2,1.397x10°(1.2x10°%)
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Abhora, se buscan valores @/p que satisfagan la ecuacion (8.28),

1

2= (8.30)
\/[1 —(0/p)* 1 +4(0.1221)* (w/p)*
Si la ecuacién (8.30) se expresa como un problema de raices
flw! p)= 2J[1 —(@/ p)*” +4(0.1221)*(w/ p)* =1=0 (8.31)

Vea que los valores w/p se determinan al encontrar las raices de la ecuacion (8.31).

Una gréfica de la ecuacion (8.31) se presenta en la figura 8.10. En ésta se muestra
que la ecuacion (8.31) tiene dos raices positivas que se pueden determinar con el méto-
do de biseccidn, usando el software TOOLKIT. El valor més pequefio para @ /p es igual
a 0.7300 en 18 iteraciones, con un error estimado de 0.000525% y con valores iniciales
superior e inferior de 0 y 1. El valor mayor que se encuentra para @/p es de 1.1864 en
17 iteraciones, con un error estimado de 0.00064% y con valores iniciales superior e
inferior de 1 y 2.

También es posible expresar la ecuacion (8.30) como un polinomio:

4 2
(9) —1.9404(9) +0.75 (8.32)
p p

y usar MATLAB para determinar las raices como sigue:

>> a=[1 0 -1.9404 0 .75];
>> roots (a)
ans =

1.1864
-1.1864
0.7300
-0.7300

Lo cual confirma el resultado obtenido con el método de biseccion. Esto también sugie-
re que, aunque la ecuacién (8.32) es una ecuacién de cuarto grado en @/p, también es
una ecuacion cuadratica en (@/p)>.

El valor de la frecuencia natural p estd dado por la ecuacion (8.27),

11.397x10° ]
= 2P 0
P=NTTax10°

Las frecuencias forzadas, para las que la maxima deflexién es 0.2 m, entonces se calcu-
lan como

@ =0.7300(34.12) = 2491 57!
o = 1.1864(34.12) = 40.48 57!
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f(wlp)
N
I

wlp

FIGURA 8.10 —
Gréfica de la ecuacion
(8.31) que indica dos raices
positivas.

con lo cual se obtiene

,_ 0D _ 24.9120) _
2 2(3.14159)

,_ @D _ 4048020) _
21 2(3.14159)

7929 3000 _Km ooy vhr (=177 mi/ hr)
S hr 1000 m
128.85 M 36008 KM cr knvhr (= 288 mi / hr)
S hr 1000 m

Asf, con los resultados anteriores y la figura 8.10, se determina que el disefio del
carro propuesto se comportard de forma aceptable para velocidades de manejo aceptables.
Es decir, el diseflador debe estar consciente de que el disefio podria no cumplir los re-
querimientos cuando el automdvil viaje a velocidades extremadamente altas (por ejem-

plo, en carreras).

Este problema de disefio ha presentado un ejemplo extremadamente simple, pero
que nos ha permitido obtener algunos resultados analiticos que se utilizaron para evaluar
la exactitud de nuestros métodos numéricos para encontrar raices. Los casos reales
pueden volverse tan complicados que s6lo se obtendrian las soluciones a éstos emplean-

do métodos numéricos.

PROBLEMAS

Ingenieria quimica/Ingenieria bioquimica

8.1 Realice el mismo cdlculo que en la seccion 8.1, pero ahora
con alcohol etilico (a = 12.02 y b = 0.08407) a una temperatura
de 400 Ky una presién P de 2.5 atm. Compare los resultados con
laley de los gases ideales. Si es posible, utilice el software de su
computadora para determinar el volumen molar. Si no, use cual-

quiera de los métodos numeéricos analizados en los capitulos 5 y
6, y realice los cdlculos. Justifique la eleccion de la técnica.

8.2 En ingenieria quimica, los reactores de flujo tipo tapdn (es
decir, aquellos en que el fluido va de un extremo al otro con una
mezcla minima a lo largo del eje longitudinal) se usan para
convertir reactantes en productos. Se ha determinado que la
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eficiencia de la conversion algunas veces se mejora recirculando
una porcion de la corriente del producto, de tal forma que regre-
se a la entrada para un paso adicional a través del reactor (figura
P8.2). La razén de recirculando se define como

R volumen de fluido que regresa a la entrada

volumen que sale del sistema

Suponga que se estd procesando una sustancia quimica A para
generar un producto B. Para el caso en que A forma a B de acuerdo
con una reaccion autocatalitica (es decir, en la cual uno de los
productos actiia como catalizador o estimulante en la reaccién),
es posible demostrar que una razén éptima de recirculacién
debe satisfacer

n1+R(1_XAf)— R+1
R(1-X,,) RO+R(1-X,,)]

donde X, es la fraccion del reactante A que se convierte en el
producto B. La razén dptima de recirculacién corresponde a
un reactor de tamafio minimo necesario para alcanzar el nivel
deseado de conversion. Utilice un método numérico para deter-
minar la razén de recirculacién necesaria, de manera que se
minimice el tamafio del reactor para una conversion fraccional
de X,;=0.95.

Alimentacion Producto

Reactor de flujo
A tipo tapon

Reciclaje

Figura P8.2
Representacion esquemdtica de un reactor de flujo tipo
fapon con recirculacion.

8.3 Enun proceso de ingenieria quimica el vapor de agua (H,0)
se calienta a temperaturas lo suficientemente altas para que una
porcidn significativa del agua se disocie, o se rompa, para formar
oxigeno (O,) e hidrégeno (H,):

HO=H+ 10,

Si se asume que €sta es la tnica reaccion que se lleva a cabo, la
fraccién molar x de H,O que se disocia se representa por

X ‘;‘2pl

“TV24x (F83)

donde K = la constante de equilibrio de la reaccion y p, = la

presion total de la mezcla. Si p, = 3.5 atm y k = 0.04, determine

el valor de x que satisfaga la ecuacién (P8.3).

8.4 La siguiente ecuacion permite calcular la concentracién de

un quimico en un reactor donde se tiene una mezcla completa:
¢ = Cem(l _ 6—0,04t) + COe—O.OAt

Si la concentracidn inicial es ¢, = 5 y la concentracién de entra-

daes ¢, = 12, calcule el tiempo requerido para que ¢ sea el 85%

de ¢

8.5 Una reaccién quimica reversible

2A+B=C

se caracteriza por la relacion de equilibrio

C
p— C
K= 2
CuCp

donde la nomenclatura c, representa la concentracién del com-
ponente N. Suponga que se define una variable x que representa
el nimero de moles de C producido. La conservacién de la masa
se utiliza para reformular la relacién de equilibrio como

(c.otX)

T (C-20(c, )

donde el subindice 0 indica la concentracion inicial de cada com-
ponente. Si K =0.016, ¢, =42, ¢, =28y c. (=4, calcule x.
8.6 Las siguientes reacciones quimicas se llevan a cabo en un
sistema cerrado

2A+B = C
A+D = C

En equilibrio, éstas pueden caracterizarse por

— c
K, =—
Cacb
C,
— c
K, =
Cacd

donde la nomenclatura c, representa la concentracién del com-
ponente N. Si x; y x, son el nimero de moles de C que se produ-
cen debido a la primera y segunda reacciones, respectivamente,
emplee un método similar al del problema 8.5 para reformular las
relaciones de equilibrio en términos de las concentraciones ini-
ciales de los componentes. Después, use el método de Newton-
Raphson para resolver el par de ecuaciones simultdneas no
lineales para x; y x, si K; =4 x 10, K, =3.7 x 1072, ¢, = 50,
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¢p0=20,c.o=5Yycy0=10. Utilice un método gréfico para pro-
poner los valores iniciales.
8.7 La ecuacién de estado de Redlich-Kwong estd dada por

_RT e

v-b v(v+ b)«/?
donde R = la constante universal de los gases [= 0.518 kJ/(kg
K)], T = temperatura absoluta (K), p = presion absoluta (kPa) y

v = volumen de un kg de gas (m3/kg). Los pardmetros a y b se
calculan mediante

p

225
a=0.427 R b= 0.0866R£

D. P.
donde p. =4580kPay 7, =191 K. Como ingeniero quimico, se
le pide determinar la cantidad de combustible metano que se
puede almacenar en un tanque de 3 m> a una temperatura de
—50°C con una presién de 65000 kPa. Emplee el método de lo-
calizacion de raices de su eleccion para calcular vy luego deter-
mine la masa de metano contenida en el tanque.
8.8 El volumen V de un liquido contenido en un tanque horizon-
tal cilindrico de radio r y longitud L estd relacionado con la
profundidad del liquido & por

V= [ﬂ cos’](ﬂ)—(r— h2rh— i ] L
r

Determine 4 para r=2m, L=5my V=8.5 m? Observe que si
usted utiliza un lenguaje de programacion o herramienta de
software, el arco coseno se puede calcular como

cos'x = r_ tan™' ol

2 N1-x°
8.9 El volumen V del liquido contenido en un tanque esférico
de radio r estd relacionado con la profundidad / del liquido por

k> (3r—h)
3
Determine 2 parar=1my V=0.75 m’.
8.10 Para el tanque esférico del problema 8.9, es posible desa-
rrollar las siguientes férmulas para el método de punto fijo:

V=

Ih* + (Vi)
h=,———
\ 3r

—

h= \3(;1 -2

Sir=1my V=0.75 m? determine si cualquiera de las dos al-
turas es estable, y el rango de valores iniciales para los que s son
estables.

8.11 La ecuacion de Ergun, que se da abajo, sirve para describir
el flujo de un liquido a través de un lecho empacado. AP es la

cafda de presion, p es la densidad del fluido, G, es la velocidad
madsica (el cociente del flujo de masa dividido entre el drea de la
seccion transversal), D, es el didmetro de las particulas dentro
del lecho, u es la viscocidad del fluido, L es la longitud del lecho
y € es la fraccion vacia del lecho.

D 3 —
Ap;D_], € 150 (1-¢)
G L (1-¢)

( DG, )
u

Dados los siguientes valores para los pardmetros encuentre la
fraccion vacia € del lecho.

+1.75

D G,
——2=1000
u

APpD,

= 10
G'L

8.12 En una seccion de tubo, la caida de presion se calcula asi:
LpV?

2D
donde Ap = caida de presion (Pa), f = factor de friccién, L =
longitud del tubo [m], p = densidad (kg/m?), V = velocidad (m/s),

y D = didmetro (m). Para el flujo turbulento, la ecuacion de
Colebrook proporciona un medio para calcular el factor de fric-

Ap=f

cién,
Y L
Jr 37D Re.[f
donde ¢ = rugosidad (m), y Re = niimero de Reynolds,
Re = PYD
u

donde u = viscosidad dindmica (N - s/m?).

a) Determine Ap para un tramo horizontal de tubo liso de
0.2m de longitud, dadas p = 1.23 kg/m?, u = 1.79 x 107
N - s/m?, D=0.005m, V=40 m/s,y £ =0.0015 mm. Utilice
un método numérico para determinar el factor de friccion.
Obsérvese que los tubos lisos tienen Re < 10°, un valor
inicial apropiado se obtiene con el uso de la formula de
Blasius, f= 0.316/Re®?.

b) Repita el cdlculo pero para un tubo de acero comercial mas
rugoso (€ = 0.045 mm).

8.13 El pH del agua tiene gran importancia para los ingenieros
ambientales y quimicos. Se relaciona con procesos que van de
la corrosién de tubos de lluvia dcida. El pH se relaciona con la
concentracion del ion de hidrégeno por medio de la ecuacién
siguiente:

pH =-log,o [H']
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Las cinco ecuaciones que siguen gobiernan las concentraciones
de una mezcla de diéxido de carbono y agua para un sistema
cerrado.

_ [H'J[HCO;]
! [CO,]

_[H)[COY ]
* [HCO;]

K, =[H'][OH]
¢; =[CO,]+[HCO;]+[CO;"]
Alk =[HCO;]+2[CO} ]+ [OH ]-[H"]

donde Alk = alcalinidad, ¢; = total de carbén inorgénico, y las K
son coeficientes de equilibrio. Las cinco incégnitas son [CO,] =
diéxido de carbono, [HCO5 ] = bicarbonato, [CO3~ ] = carbonato,
[H*] =1ion hidrégeno, y [OH] = ion hidroxilo. Resuelva para las
cinco incégnitas dado que Alk = 2 X 1073, ¢; =3 x 1073, K| =
1093, y K, = 107193y K, = 107'%. Asimismo, calcule el pH de
las soluciones.

8.14 La ecuacién que se presenta a continuacién, describe la
operacién de un reactor de flujo por inyeccién de densidad cons-
tante para la produccion de una sustancia por medio de una re-
accién enzimatica, donde Ves el volumen del reactor, F es la tasa
de flujo del reactivo C, C,, y C,, son las concentraciones del
reactivo que entra y sale del reactor, respectivamente, y K'y k4,
son constantes. Para un reactor de 500 L, con una concentracion
en la toma de C,, = 0.5 M, tasa de entrada de flujo de 40 L/s,
ks =35 % 1073571, y K=0.1 M, encuentre la concentracién de C
a la salida del reactor.

Coal
Z = K + L dC
F e k. C k

‘méx

‘méx

Ingenieria civil y ambiental
8.15 El desplazamiento de una estructura estd definido por la
ecuacion siguiente para una oscilaciéon amortiguada:

y =9e* cos wt
donde k=0.7y w =4.

a) Utilice el método grafico para realizar una estimacion ini-
cial del tiempo que se requiere para que el desplazamiento
disminuya a 3.5.

b) Emplee el método de Newton-Raphson para determinar la
raiz con & = 0.01%.

¢) Use el método de la secante para determinar la raiz con &,
=0.01%.

8.16 Eningenieria estructural, la férmula de la secante define la
fuerza por unidad de drea, P/A, que ocasiona la tensién maxima
o,, en una columna que tiene una razén de esbeltez L/k dada
es:

P o

m

A 1+ (eclk?) sec [0.5PIEA)(L/K)]

donde ec/k* = raz6n de excentricidad, y E = médulo de elastici-
dad. Si para una viga de acero, E = 200000 MPa, ec/k* = 0.4 y
0,,= 250 MPa, calcule P/A para L/k = 50. Recuerde que sec x =
1/cos x.

8.17 Un cable en forma catenaria es aquel que cuelga entre dos
puntos que no se encuentran sobre la misma linea vertical. Como
se ilustra en la figura P8.17a, no estd sujeta a mds carga que su
propio peso. Asi, su peso (N/m) actia como una carga uniforme
por unidad de longitud a lo largo del cable. En la figura P8.17b,
se ilustra un diagrama de cuerpo libre de una secciéon AB, donde

Figura P8.17
a) Fuerzas que actian sobre y
una seccion AB de un cable
flexible que cuelga. La
carga es uniforme a lo largo
del cable [pero no uniforme
por la distancia horizonfal
x). b) Diagrama de cuerpo
libre de la seccion AB.

W=ws
Ty

b)
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T,y Ty son las fuerzas de tension en el extremo. Con base en los
balances de fuerzas horizontal y vertical, se obtiene para el cable
el siguiente modelo de ecuacién diferencial:

Puede emplearse el cdlculo para resolver esta ecuacion para la
altura y del cable como funcién de la distancia x.

T, T,
y=—% cosh L +y,— =
w T, w

donde el coseno hiperbdlico se calcula por medio de la ecua-
cién:

coshx = %(e” +e™)

Utilice un método para calcular un valor para el parametro 7
dados los valores de los pardmetros w = 12 y y, = 6, de modo
que el cable tenga una altura de y = 15 en x = 50.

8.18 En la figura P8.18a se muestra una viga uniforme sujeta a
una carga distribuida uniformemente que crece en forma lineal.
La ecuacién para la curva eldstica resultante es la siguiente
(véase la figura P8.18b)

w, 5 2.3 4
= - 2x’ - L P8.18
Y= Top Y TR Y (F518)
Figura P8.18
Wo
I,
a)
(x=L,y=0)
(x=0,y=0) NI
X
b)

Utilice el método de la biseccién para determinar el punto de
maxima deflexién (es decir, el valor de x donde dy/dx = 0). Des-
pués, sustituya este valor en la ecuacién (P8.18) a fin de deter-
minar el valor de la deflexion maxima. En sus cdlculos, utilice
los valores siguientes para los parametros: L =600 cm, E= 50000
kN/cm?, I = 30000 cm* y w, = 2.5 kN/cm.

8.19 En laingenieria ambiental (una especialidad de la ingenie-
ria civil), la ecuacién siguiente se emplea para calcular el nivel
de oxigeno ¢ (mg/L) en un rio aguas abajo de la descarga de un
drenaje:

c=10- 20(6—0.15x _ e—O.Sx)
donde x es la distancia aguas abajo en kildmetros.

a) Determine la distancia aguas abajo de la corriente, a la cual
el nivel de oxigeno cae hasta una lectura de 5 mg/L. (Reco-
mendacion: estd dentro de 2 km de la descarga.) Encuentre
la respuesta con un error de 1%. Obsérvese que los niveles
de oxigeno por debajo de 5 mg/L por lo general son dafiinos
para ciertas especies de pesca deportiva, como la trucha y
el salmon.

b) Calcule la distancia aguas abajo a la cual el oxigeno se
encuentra al minimo. ;Cudl es la concentracién en dicha
ubicacién?

8.20 La concentracién de bacterias contaminantes ¢ en un lago
disminuye de acuerdo con la ecuacién

c= 756—1.51‘ + 206—0.075r

Determine el tiempo que se requiere para que la concentracién
de bacterias se reduzca a 15 con el uso de a) el método gréfico, y
b) el método de Newton-Raphson, con un valor inicial de r =6
y criterio de detencion de 0.5%. Compruebe los resultados que
obtenga.

8.21 En ingenieria oceanografica, la ecuaciéon de una ola esta-
cionaria reflejada en un puerto estd dada por A = 16, t = 12,
v=48:

h=hy| sen (2_7:)5) cos (m) +e*
A A

Resuelva para el valor positivo mds bajo de x, si & = 0.5 h,.
8.22 Suponga el lector que compra una pieza de equipo en
$25000 como pago inicial y $5 500 por afio durante 6 afios. ;,Qué
tasa de interés estaria pagando? La férmula que relaciona el
valor presente P, los pagos anuales A, el nimero de afios n y la
tasa de interés i, es la que sigue:

_ p i)
T A+i)y -1
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20 kips/ft
150 kips-ft 15 kips
o/) |
7777777 f o
; 5’ —

Figura P8.24

8.23 Muchos campos de la ingenierfa requieren estimaciones
exactas de la poblacién. Por ejemplo, los ingenieros de transpor-
te quizas encuentren necesario determinar por separado la ten-
dencia del crecimiento de una ciudad y la de los suburbios. La
poblacion del drea urbana declina con el tiempo de acuerdo con
la ecuacién:

— —ku
Pu(t) - Pu,mzixe "+ Pu,ml’n

en tanto que la poblacién suburbana crece segtin:

s, mdx

/B, —1le™

PO=TT1p

5, mdx

donde P, 1n4x: K Pymax> Poy kg son pardmetros que se obtienen en
forma empirica. Determine el tiempo y los valores correspondien-
tes de P,(¢) y P(#) cuando los suburbios son 20% mds grandes
que la ciudad. Los valores de los pardmetros son: P, 4 = 75000,
K, =0.045/ano, P, s, = 100000 personas, P, .4, = 300000 per-
sonas, P, = 10000 personas, k,= 0.08/afio. Para obtener las so-
luciones utilice los métodos a) gréfico, b) de la falsa posicion, y
¢) de la secante modificada.

8.24 En la figura P8.24 se muestra una viga apoyada en forma
sencilla que estd cargada como se ilustra. Con el empleo de
funciones de singularidad, el esfuerzo cortante a lo largo de la
viga se expresa con la ecuacion:

V(x) = 20[¢x — 0)' — (x — 5)'1 — 15¢x — 8)° — 57

Por definicion, la funcién de singularidad se expresa del modo
que sigue:

(x—a)" = {(x W

cuando x > a
0 cuando x < a

Utilice un método numeérico para encontrar el(los) punto(s) en
los que el esfuerzo cortante sea igual a cero.

8.25 Con el uso de la viga apoyada en forma simple del proble-
ma 8.24, el momento a lo largo de ella, M (x) estd dada por:

M(x) = —10[{x — 0)* — (x — 5)?] + 15(x — 8)!
+150{x — 7)° + 57x

Emplee un método numérico para encontrar el (los) punto(s) en
los que el momento es igual a cero.

8.26 Con el uso de la viga con apoyo simple del problema 8.24,
la pendiente a lo largo de ella esta dada por:

d”y ___10 N3 /e &\3 E _Q\2
E(x)— 3 [(x=0)"—{x 5>]+2<X 8)

+150(x—7)' +%x2 —238.25

Utilice un método numérico para encontrar el(los) punto(s)
donde la pendiente es igual a cero.

8.27 Para la viga con apoyo simple del problema 8.24, el des-
plazamiento a lo largo de ella estd dado por la ecuacién:

uy<x>=‘§[<x—0>4—<x—s>4]+§<x—8>3
L 5T,
+75(x=7) +Zx —238.25x

a) Calcule el (los) punto(s) donde el desplazamiento es igual
a cero.

b) (Cdémo se usaria una técnica de localizacién de raices para
determinar la ubicacion del desplazamiento minimo?

Ingenieria eléctrica

8.28 Ejecute el mismo cdlculo que en la seccién 8.3, pero deter-
mine el valor de C que se requiere para que el circuito disipe 1%
de su valor original en t = 0.05 s, dado R = 280 Q, y L =7.5H.
Emplee a) un enfoque grifico, b) la biseccidn, y ¢) software para
encontrar raices, tales como Solver de Excel o la funcion fzero
de MATLAB.

8.29 Laecuacion i = 9e™ cos (27t), describe una corriente osci-
latoria en un circuito eléctrico, donde 7 se expresa en segundos.
Determine todos los valores de ¢ de modo que i = 3.
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)
=
(©)

0
Figura P8.31

8.30 La resistividad p de un lubricante de silice se basa en la
carga g en un electrén, la densidad del electrén n, y la movilidad
del electrén . La densidad del electrén estd dada en términos de
la densidad del lubricante N, y la densidad intrinseca de acarreo
n;. La movilidad del electrén estd descrita por la temperatura 7,
la temperatura de referencia 7, y la movilidad de referencia .
Las ecuaciones que se requieren para calcular la resistividad son
las siguientes:

1
p=—
qnit
donde
1 T 242
nzg(N+\/Nz+4nf) y uzuo(T)
0

Determine N, dado que T, = 300 K, 7= 1000 K, g, = 1350 cm?
(Vs)',g=17%x10"C, n;=6.21 x 10° cm™, y un valor desea-
ble de p = 6.5 % 10° V s cm/C. Use los métodos a) biseccion, y
b) la secante modificada.

8.31 Una carga total Q se encuentra distribuida en forma uni-
forme alrededor de un conductor en forma de anillo con radio a.
Una carga ¢ se localiza a una distancia x del centro del anillo
(véase la figura P8.31). La fuerza que el anillo ejerce sobre la
carga esta dada por la ecuacién

1 qox
4re, (x*+a*)"”?

donde ¢, = 8.85 x 102 C%(N m?). Encuentre la distancia
x donde la fuerza es de 1.25 N, si g y Q son 2 x 107 C para un
anillo con un radio de 0.9 m.

Figura P8.32

®

8.32 En la figura P8.32 se muestra un circuito con una resisten-
cia, un inductor y un capacitor en paralelo. Para expresar la
impedancia del sistema se emplean las leyes de Kirchhoff, asi:

2

l — Lz + (CUC _ L)

VA R oL
donde Z = impedancia () y @ = frecuencia angular. Encuentre
la w que da como resultado una impedancia de 75 €2, con el uso
tanto del método de la biseccién como el de la falsa posicidn,
con valores iniciales de 1 y 1000 y los parametros siguientes: R
=225Q,C=0.6x10°F,y L=0.5 H. Determine cuéntas itera-
ciones son necesarias con cada técnica a fin de encontrar la
respuesta con & = 0.1%. Utilice el enfoque grafico para explicar
cualesquiera dificultades que surjan.

Ingenieria mecanica y aeroespacial

8.33 Para la circulacion de fluidos en tubos, se describe a la
friccién por medio de un nimero adimensional, que es el factor
de friccion de Fanning f. El factor de friccién de Fanning depen-
de de cierto nimero de pardmetros relacionados con el tamafio
del tubo y el fluido, que pueden representarse con otra cantidad
adimensional, el niimero de Reynolds Re. Una férmula que pro-
nostica el valor de fdado Re es la ecuacion de von Karman.

L =4 loglo(Re\f‘?)—OA

Vf

Valores comunes del nimero de Reynolds para flujo turbulento
son 10000 a 500000, y del factor de friccién de Fanning son
0.001 a 0.01. Desarrolle una funcién que utilice el método de
biseccion con objeto de resolver cudl seria el factor de friccion
de Fanning f, dado un valor de Re proporcionado por el usuario
que esté entre 2500 y 1000000. Disefie la funcién de modo que
se garantice que el error absoluto en el resultado sea de E, ; <
0.000005.

8.34 Los sistemas mecdnicos reales involucran la deflexion de
resortes no lineales. En la figura P8.34 se ilustra una masa m que
se libera por una distancia & sobre un resorte no lineal. La fuerza
de resistencia F del resorte estd dada por la ecuacién

Figura P8.34
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F =—(kyd + kyd®?)

Es posible usar la conservacion de la energia para demostrar
que

2%kd™ 1

0 5 +5k1d2—mgd—mgh

Resuelva cudl serfa el valor de d, dados los valores siguientes de
los pardmetros: k; = 50000 g/s%, k, = 40 g/(s*> m®3), m = 90 g,
g=9.81m/s%, y h=045m.

8.35 Los ingenieros mecdnicos, asi como los de otras especiali-
dades, utilizan mucho la termodindmica para realizar su trabajo.
El siguiente polinomio se emplea para relacionar el calor espe-
cifico a presion cero del aire seco, ¢, kJ/(kg K), a temperatura
(K):

¢, =0.99403 + 1.671 x 10*T + 9.7215 x 1072
-9.5838 x 107173 + 1.9520 x 10~147*

Determine la temperatura que corresponda a un calor especifico
de 1.1 klJ/(kg K).

8.36 En ciertas ocasiones, los ingenieros aerospaciales deben
calcular las trayectorias de proyectiles, como cohetes. Un pro-
blema parecido tiene que ver con la trayectoria de una pelota que
se lanza. Dicha trayectoria estd definida por las coordenadas (x,
¥), como se ilustra en la figura P8.36. La trayectoria se modela
con la ecuacion

8

———5—x"+1.8
2v;, cos” 6,

y=(tan 6,)x —

Calcule el angulo inicial 6, apropiado si la velocidad inicial
vy = 20 m/s y la distancia x al catcher es de 35 m. Obsérvese que
la pelota sale de la mano del lanzador con una elevacion y,=2m,
y el catcherlarecibe a 1 m. Exprese el resultado final en grados.

Figura P8.36

Para g, utilice un valor de 9.81 m/s?, y emplee el método grafico
para elegir valores iniciales.

8.37 Lavelocidad vertical de un cohete se calcula con la férmu-
la que sigue:

my
my —qt

v=uln —gt

donde v = velocidad vertical, u = velocidad con la que se expele
el combustible, en relacién con el cohete, m, = masa inicial del
cohete en el momento 7 =0, g = tasa de consumo de combustible,
y g = aceleracion de la gravedad hacia abajo (se supone constan-
te e igual a 9.81 m/s?). Si u = 2000 m/s, m, = 150000 kg, y g =
2700 kg/s, calcule el momento en que v = a 750 m/s. (Sugeren-
cia: El valor de ¢ se encuentra entre 10 y 50 s.) Calcule el resul-
tado de modo que esté dentro de 1% del valor verdadero.
Compruebe su respuesta.

8.38 En la seccién 8.4, el dngulo de fase ¢ entre la vibracion
forzada que ocasiona el camino rugoso y el movimiento del carro,
estd dada por la ecuacion:

2(cle,)(@/p)

tan ¢ = I (alp)

Como ingeniero mecdnico, le gustarfa saber si existen casos en
que ¢ = w/3 — 1. Utilice los otros pardmetros de la seccidon con
objeto de plantear la ecuacién como un problema de célculo de
raices, y resuélvala para .

8.39 Se mezclan dos fluidos con temperatura diferente de modo
que alcanzan la misma temperatura. La capacidad calorifica del
fluido A estd dada por:

¢, =3.381 + 1.804 x 10T - 4.300 x 10 T
y la capacidad calorifica del fluido B se obtiene con:
¢, =8.592+1.290 x 107'T - 4.078 x 107> T

donde c, se expresa en unidades de cal/mol K, y T estd en uni-
dades de K. Obsérvese que

AH =" car

El fluido A entra al mezclador a 400°C, y el B a 700°C. Al entrar
al mezclador hay lo doble de fluido A que B. ;A qué temperatu-
ra salen los dos fluidos del mezclador?

8.40 Un compresor opera a una razén de compresién R, de 3.0
(esto significa que la presion del gas en la salida es tres veces
mayor que en la entrada). Los requerimientos de energia del
compresor H, se determinan por medio de la ecuacién que se da
a continuacion. Suponga que los requerimientos de energia del
compresor son exactamente iguales a zRT,/MW, y encuentre la
eficiencia politropica n del compresor. El pardmetro z es la com-
presibilidad del gas en las condiciones de operacion del compre-
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Ty

Figura P8.41

sor, R es la constante de los gases, T es la temperatura del gas
en la entrada del compresor, y MW es el peso molecular del
gas.
HP = ﬂL(Rﬁn—l)/n _1)
MW n-1
8.41 En los envases térmicos que se ilustran en la figura P8.41,
el compartimiento interior estd separado del medio por medio de
vacio. Hay una cubierta exterior alrededor de los envases. Esta
cubierta estd separada de la capa media por una capa delgada de
aire. La superficie de afuera de la cubierta exterior esta en con-
tacto con el aire del ambiente. La transferencia de calor del
compartimiento interior a la capa siguiente g, s6lo ocurre por
radiacion (ya que el espacio se encuentra vacio). La transferencia
de calor entre la capa media y la cubierta exterior ¢, es por con-
veccion en un espacio pequefio. La transferencia de calor de la
cubierta exterior hacia el aire ¢; sucede por conveccion natural.
El flujo de calor desde cada regién de los envases debe ser
igual, es decir, ¢, = ¢, = ¢5. Encuentre las temperaturas 7, y T,
en estado estable. 7, es de 450°C y T3 = 25°C.

q, =10"[(T, +273)* — (T, +273)*]
4, =41 -T,)
¢, =1.3(T, - T))""

8.42 La forma general para un campo tensorial de tres dimen-
siones es la siguiente:

en la que los términos en la diagonal principal representan es-
fuerzos a la tension o a la compresién, y los términos fuera de la
diagonal representan los esfuerzos cortantes. Un campo tensorial
(en MPa) estd dado por la matriz que sigue:

10 14 25
14 7 15
25 15 16

Para resolver cudles son los esfuerzos principales, es necesario
construir la matriz siguiente (de nuevo en MPa):

10-0 14 25

0, 0, y 03 se obtienen con la ecuacién
o’—Ic’+1lc-1=0
donde

I=0,+0,+0,_

II=0_0

o yy

2 2 2
+ Gxx 0-:: + O-\')'O-ZZ - ny - ze - o-vz

— 2 2 2
n=o0,0,0_-0,0,-0,0,.-0.0, +20,0 .0,
L, I1'y Il se conocen como las invariantes de esfuerzos. Encuentre
0, 0, y 03 por medio de una técnica de localizacion de raices.

8.43 La figura P8.43 ilustra tres almacenamientos conectados
por medio de tubos circulares. Los tubos estdn hechos de hierro

Figura P8.43
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fundido recubierto con asfalto (¢ = 0.0012 m), y tienen las ca-
racteristicas siguientes:

Tubo 1 2 3
longitud, m 1800 500 1400
Didmetro, m 04 0.25 0.2
Flujo, m3/s 2 0.1 2

Si las elevaciones de la superficie del agua en los almacenamien-
tos Ay C son de 200 m y 172.5 m, respectivamente, determine
la elevacién que alcanza en el almacenamiento B y los flujos en
los tubos 1y 3. Obsérvese que la viscosidad cinematica del agua
es de 1 X 10 m?/s, y utilice la ecuacion de Colebrook para ob-
tener el factor de friccién (consulte el problema 8.12).

8.44 Un fluido se bombea en la red de tubos que se muestra en
la figura P8.44. En estado estacionario, se cumplen los balances
de flujo siguientes:

Q1 :Q2+Q3
0,=0,+0
0, =0, +0,

donde Q; = flujo en el tubo i [m?/s]. Ademds, la caida de presién
alrededor de los tres lazos en los que el flujo es hacia la derecha
debe ser igual a cero. La caida de presion en cada tramo de tubo
circular se calcula por medio de la ecuacion:

_16 fLp

72D’
donde AP= caida de presion [Pa], f = factor de friccién [adimen-
sional], L = longitud del tubo [m], p = densidad del fluido [kg/m?],
y D = didmetro del tubo [m]. Escriba un programa (o desarrolle
un algoritmo en algiin paquete de software de matematicas) que
permita calcular el flujo en cada tramo de tubo, dado que

QZ

Figura P8.44

—

s s 05
4 o 0 o
o | o | o

0, =1m%s y p = 1.23 kg/m?. Todos los tubos tienen D = 500
mm y f'=0.005. Las longitudes de los tubos son: L; = Ls = Lg =
Ly=2m;L,=L,=L¢=4m;yL,=8m.

8.45 Repita el problema 8.44, pero incorpore el hecho de que el
factor de friccion se calcula con la ecuacion de von Karman, que
es:

1
F:4logm(Re\/?)—0.4

donde Re = nimero de Reynolds

donde V = velocidad del fluido en el tubo [m/s], y ¢ = viscosidad
dindmica (N - s/m?). Obsérvese que para un tubo circular, V = 40/
7D?. Asimismo, suponga que el fluido tiene una viscosidad de
1.79 X 10 N - s/m?.

8.46 Sobre el trasbordador espacial, al despegar de la plataforma,
actdan cuatro fuerzas, las que se muestran en el diagrama de
cuerpo libre (véase la figura P8.46). El peso combinado de los
dos cohetes de combustible sélido y del tanque exterior de este,
es de Wy =1.663 x 10° 1b. El peso del orbitador con carga com-
pleta es de Wy = 0.23 x 10° Ib. El empuje combinado de los dos
cohetes de combustible sélido es T = 5.30 x 10° Ib. El empuje
combinado de los tres motores de combustible liquido del orbi-
tador es de Ty =1.125 x 10 Ib.

Al despegar, el empuje del motor del orbitador se dirige con
un dngulo 6 para hacer que el momento resultante que actia sobre
el conjunto de la nave (tanque exterior, cohetes de combustible
s6lido y orbitador) sea igual a cero. Con el momento resultante
igual a cero, la nave no giraria sobre su centro de gravedad G al
despegar. Con estas fuerzas, la nave experimentard una fuerza
resultante con componentes en direccién vertical y horizontal.
La componente vertical de la fuerza resultante, es la que permite
que la nave despegue de la plataforma y vuele verticalmente. La
componente horizontal de la fuerza resultante hace que la nave
vuele en forma horizontal. El momento resultante que acttia sobre
la nave serd igual a cero cuando 6 se ajusta al valor apropiado.
Si este dngulo no se ajusta en forma adecuada y hubiera algtin
momento que actuara sobre la nave, ésta tenderia a girar alrededor
de su centro de gravedad.

a) Resuelva el empuje del orbitador T en las componentes
horizontal y vertical, y después sume los momentos respecto
del punto G, centro de gravedad de la nave. Iguale a cero
la ecuaciéon del momento resultante. Ahora, ésta puede
resolverse para el valor de 6 que se requiere durante el
despegue.

b) Obtenga una ecuacién para el momento resultante que
actda sobre la nave en términos del dngulo 8. Grafique el
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momento resultante como funcién del angulo 6 en el rango
i._ 28’ _,l de -5 radianes a +5 radianes.
c) Escriba un programa de computadora para resolver para el
! angulo 6 por medio del método de Newton para encontrar la
| | raiz de la ecuacion del momento resultante. Con el empleo
b de la grafica, elija un valor inicial para la raiz de interés.
A Tanque externo Interrumpa las iteraciones cuando el valor de 8 ya no mejore
con cinco cifras significativas.
d) Repita el programa para el peso de la carga minima del
orbitador, que es Wy = 195000 Ib.

|
|
| |
. I
H Cohete de
! <—l——'— combustible
I\ | | sslido
i
| {1
]
|1
G

Orbitador

A
%

Ty

Figura P8.46
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PT2.4 ALTERNATIVAS

La tabla PT2.3 proporciona un resumen de las alternativas para la solucién de las raices
de ecuaciones algebraicas y trascendentes. Aunque los métodos graficos consumen
tiempo, ofrecen cierto conocimiento sobre el comportamiento de la funcién y son ttiles
paraidentificar valores iniciales y problemas potenciales como el de las raices multiples.
Por lo tanto, si el tiempo lo permite, un bosquejo rapido (o mejor atin, una grafica compu-
tarizada) brindara informacién valiosa sobre el comportamiento de la funcién.

Los métodos numéricos se dividen en dos grandes categorias: métodos cerrados y
abiertos. Los primeros requieren dos valores iniciales que estén a ambos lados de laraiz,
para acotarla. Este “acotamiento” se mantiene en tanto se aproxima a la solucion, asi,
dichas técnicas son siempre convergentes. Sin embargo, se debe pagar un precio por esta
propiedad, la velocidad de convergencia es relativamente lenta.

TABLA PT2.3 Comparacién de las caracteristicas de los métodos alternativos para encontrar raices de ecuaciones
algebraicas y trascendentes. Las comparaciones se basan en la experiencia general y no toman en
cuenta el comportamiento de funciones especificas.

Valores Velocidad de Amplitud de Complejidad de
Método iniciales convergencia Estabilidad Exactitud aplicaciéon programacién Comentarios
Directo — — — — Limitada
Grdfico — — — Pobre Raices reales — Puede tomar mas
tiempo que el
método numérico
Biseccion 2 lenta Siempre Buena Raices reales Facil
Falsa posicion 2 Lenta/media Siempre Buena Raices reales Faclil
FP modificado 2 Media Siempre Buena Raices reales Faclil
lteraciéon de
punto fijo 1 Lenta Posiblemente Buena General Facil
divergente
Newton-Raphson 1 Répida Posiblemente Buena Ceneral Facil Requiere la
divergente evaluacion de f(x)
NewtonRaphson 1 Rapida para raices  Posiblemente Buena General Facil Requiere la
modificado moliples; media divergente evaluaciéon de
para una sola Xy ¥
Secante 2 Media a réapida Posiblemente Buena Ceneral Faclil Los valores iniciales
divergente no ftiene que
acofar la rafz
Secante 1 Media a réapida Posiblemente Buena Ceneral Facll
modificada divergente
Miller 2 Media a répida Posiblemente Buena Polinomios Moderada
divergente
Bairstow 2 Répida Posiblemente
divergente Buena Polinomios Moderada
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PT2.5

PT2.6

Las técnicas abiertas difieren de los métodos cerrados inicialmente en que usan la
informacién de un solo punto (o dos valores que no necesitan acotar a la raiz para ex-
trapolar a una nueva aproximacién de la misma). Esta propiedad es una espada de dos
filos. Aunque llevan a una rpida convergencia, también existe la posibilidad de que la
solucidn diverja. En general, la convergencia con técnicas abiertas es parcialmente de-
pendiente de la calidad del valor inicial y de la naturaleza de la funcién. Cuanto mds
cerca esté el valor inicial de la raiz verdadera, los métodos convergerdn mas rapido.

De las técnicas abiertas, el método estindar de Newton-Raphson se utiliza con
frecuencia por su propiedad de convergencia cuadratica. Sin embargo, su mayor defi-
ciencia es que requiere que la derivada de la funcién se obtenga en forma analitica. Con
algunas funciones se vuelve impractico. En dichos casos, el método de la secante, que
emplea una representacion en diferencias finitas de la derivada, proporciona una alter-
nativa viable. Debido a la aproximacion en diferencias finitas, la velocidad de conver-
gencia del método de la secante es al principio més lento que el método de
Newton-Raphson. Sin embargo, conforme se refina la estimacion de la raiz, la aproxi-
macién por diferencias se vuelve una mejor representacion de la derivada verdadera vy,
en consecuencia, se acelera rdpidamente la convergencia. Se puede usar la técnica mo-
dificada de Newton-Raphson y asi obtener una rdpida convergencia para raices multiples.
Sin embargo, dicha técnica requiere una expresion analitica tanto para la primera como
para la segunda derivada.

Todos los métodos numéricos son faciles de programar en computadoras y requie-
ren de un tiempo minimo para determinar una sola raiz. Sobre esta base, usted podria
concluir que los métodos simples como el de biseccidn resultarian suficientemente bue-
nos para fines pricticos. Lo anterior serd cierto si usted se interesa exclusivamente en
determinar sélo una vez la raiz de una ecuacién. Pero hay muchos casos en ingenieria
donde se requiere la localizacién de muchas raices y donde la rapidez se vuelve impor-
tante. En tales casos, los métodos lentos consumen mucho tiempo y son por lo tanto
costosos. Por otro lado, la rapidez de los métodos abiertos llega a diverger, y los retardos
que los acompaian pueden también ser costosos. Algunos algoritmos de cémputo inten-
tan conjugar las ventajas de ambas técnicas, al emplear inicialmente un método cerrado
para aproximar la raiz, y después cambiar a un método abierto que mejore la estimacion
con rapidez. Ya sea que se utilice un solo procedimiento o una combinacién, la bisque-
da de convergencia y velocidad es fundamental para la eleccién de una técnica de loca-
lizacién de raices.

RELACIONES Y FORMULAS IMPORTANTES

La tabla PT2.4 resume la informacién importante que se presentd en la parte dos. Dicha
tabla se puede consultar para un acceso rapido de relaciones y férmulas importantes.

METODOS AVANZADOS Y REFERENCIAS
ADICIONALES

En el presente texto los métodos se han concentrado en determinar una sola raiz real de
una ecuacion algebraica o trascendente, considerando un conocimiento previo de su
localizacién aproximada. Ademas, se han descrito también métodos que se hallan ex-
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TABLA PT2.4 Resumen de informacién importante presentada en la parte dos.

Interpretacion Errores y criterios
Método Formulacién grafica de terminacién
Métodos cerrados:
= XX Fx) ’
Biseccion ' 2 ‘ Raiz ‘ Criterio de ferminacioén:
. @
Si f(X/er) < O/ Xy =X X Xy X nuevo anterior
— L X _ o,
fixifx) > 0, x = x; ® ‘ ————1100% <,
L/2 !
L/4
s, = x, - b = ) e

Falsa posicion

Newton-Raphson

Secante

T ) =1k,
Si fix)fix) < 0,x, = x,

Criterio de terminacién:

ﬂx/)ﬂX,) >0, x=x X:Uevo I:U;fmemr 100% < €.
X
fx) Criterio de terminacién:
f(x,) Tangente _
Xl = X PIx] \ ‘—X"” X1100% < €,
! Xyl
Error: E,; = OE?)
X
Criterio de ferminacién:
oy b = x) i
T P )~ fix) ‘u 100% < e,
Xyl
X

presamente disefiados para determinar las raices reales y complejas de polinomios.
Referencias adicionales sobre el tema son Ralston y Rabinowitz (1978) y Carnahan,
Luther y Wilkes (1969).

Ademas de los métodos de Miiller y de Bairstow, existen varias técnicas disponibles
para determinar todas las raices de polinomios. En particular, el algoritmo de diferencia
del cociente (OD) (Henrici, 1964, y Gerald y Wheatley, 1989) determina todas las raices
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sin tener valores iniciales. Ralston y Rabinowitz (1978) y Carnahan, Luther y Wilkes
(1969) contienen un andlisis de este método, asi como de otras técnicas para la locali-
zacion de raices de polinomios. Como se analiza en el texto, los métodos de Jenkins-Traub
y de Laguerre son de uso frecuente.

En resumen, lo anterior lleva la intencidén de proporcionarle nuevos caminos para
una exploracién mds profunda del tema. Ademads, todas las referencias anteriores ofrecen
descripciones de las técnicas bdsicas cubiertas en la parte dos. Le recomendamos que
consulte esas fuentes alternativas con el objetivo de ampliar su comprension de los mé-
todos numéricos para la localizacién de rafces.!

'Aqui sélo se menciona el autor de los libros citados. Se puede encontrar una bibliografia completa al final
de este texto.
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ECUACIONES ALGEBRAICAS
LINEALES

PT3.1

MOTIVACION

En la parte dos, determinamos el valor de x que satisface una dnica ecuacion, f(x) = 0.
Ahora, nos ocuparemos de determinar los valores x,, x,, ..., X, que en forma simultdnea
satisfacen un sistema de ecuaciones

fi Gy X o x,) =0
f2 ()Cl, X2, ""xn) =0

fn (xl, X9y ey xn) =0

Tales sistemas pueden ser lineales o no lineales. En la parte tres, trataremos con ecua-
ciones algebraicas lineales, que tienen la forma general

ap Xy + arXy + -+ apX, = bl
ar Xy + Ay Xy + -+ Ay X, = b2
(PT3.1)

A X) + ApXy + -+ a,,x, = b,

donde las a son los coeficientes constantes, las » son los términos independientes cons-
tantes y n es el nimero de ecuaciones. Todas las demds ecuaciones son no lineales. Los
sistemas no lineales se analizaron en el capitulo 6, aunque se volveradn a estudiar breve-
mente en el capitulo 9.

PT3.1.1 Métodos sin computadora para resolver
sistemas de ecuaciones

Si son pocas ecuaciones (n < 3), las ecuaciones lineales (y algunas veces las no lineales)
pueden resolverse con rapidez mediante técnicas simples. Algunos de estos métodos se
revisaran al inicio del capitulo 9. Sin embargo, con cuatro o mas ecuaciones, la solucién
se vuelve laboriosa y debe usarse una computadora. Histéricamente, la incapacidad para
resolver a mano los sistemas de ecuaciones mas grandes ha limitado el alcance de pro-
blemas por resolver en muchas aplicaciones de ingenierfia.

Antes de las computadoras, las técnicas para resolver ecuaciones algebraicas linea-
les consumian mucho tiempo y eran poco précticas. Esos procedimientos restringieron
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la creatividad debido a que con frecuencia los métodos eran dificiles de implementar y
entender. Como resultado, las técnicas se sobreenfatizaron, a expensas de otros aspectos
del proceso de resolucioén de problemas tales como la formulacién y la interpretacion
(recuerde la figura PT1.1 y el andlisis respectivo).

El surgimiento de las computadoras hizo posible resolver grandes sistemas de ecua-
ciones algebraicas lineales simultdneas. Asi, se pueden enfrentar ejemplos y problemas
mads complicados. Ademds, se cuenta con mds tiempo para usar sus habilidades creativas,
ya que se pondrd mayor énfasis en la formulacién del problema y en la interpretacion de
la solucién.

PT3.1.2 Ecuaciones algebraicas lineales y la practica
en ingenieria

Muchas de las ecuaciones fundamentales en ingenieria se basan en las leyes de conser-
vacion (recuerde la tabla 1.1). Entre algunas cantidades conocidas que se someten a tales
leyes estdn la masa, la energia y el momentum. En términos mateméticos, estos princi-
pios nos conducen a ecuaciones de balance o de continuidad que relacionan el compor-
tamiento del sistema, al representarlo por los niveles o respuesta de la cantidad sujeta a
modelamiento con las propiedades o caracteristicas del sistema, y por los estimulos
externos o funciones forzadas que actiian sobre el sistema.

Por ejemplo, el principio de conservacién de la masa se utiliza para formular un
modelo de una serie de reactores quimicos (figura PT3.1a). En este caso, la cantidad que
habrad de modelarse es la masa de las sustancias quimicas en cada reactor. Las propie-
dades del sistema son la reaccidn caracteristica de la sustancia quimica, los tamafios de
los reactores y las velocidades de flujo. Las funciones forzadas son las velocidades
de suministro de las sustancias quimicas hacia el sistema.

FIGURA PT3.1

Dos fipos de sistemas que
se modelan mediante
ecuaciones algebraicas
lineales. a) sistemas de
variables agrupadas que
involucran componentes
finitos relacionadas vy b)
sistemas de variables
distribuidas que involucran
un confinuo.

Alimentacién% Xg

Alimentacion —— x; +— ... —:»x,-,1—l—>x1—:->xi+1-l—> e — X,
1
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En la parte dos, usted observé como sistemas de un solo componente dan por re-
sultado una sola ecuacién que puede resolverse mediante técnicas de localizaciéon de
raices. Los sistemas con multicomponentes resultan en un sistema de ecuaciones mate-
maticas que deben resolverse de manera simultdnea. Las ecuaciones estdn relacionadas,
ya que las distintas partes del sistema estdn influenciadas por otras partes. Por ejemplo,
en la figura PT3.1qa, el reactor 4 recibe sustancias quimicas de los reactores 2 y 3. En
consecuencia, su respuesta depende de la cantidad de sustancias quimicas en esos reac-
tores.

Cuando esas dependencias se expresan matematicamente, las ecuaciones resultantes
amenudo son de forma algebraica y lineal, como la ecuacién (PT3.1). Las x son medidas
de las magnitudes de las respuestas de los componentes individuales. Al usar la figura
PT3.1a como ejemplo, x; podria cuantificar la cantidad de masa en el primer reactor, x,
cuantificaria la cantidad en el segundo, y asi sucesivamente. Las a representan comun-
mente las propiedades y caracteristicas relacionadas con las interacciones entre los
componentes. Por ejemplo, las a en la figura PT3.1a reflejarfan las velocidades de masa
entre los reactores. Por tltimo, las b representan las funciones forzadas que actian sobre
el sistema, como la velocidad de alimentacién en la figura PT3.1a. Las aplicaciones en el
capitulo 12 proporcionan otros ejemplos de tales ecuaciones obtenidas de la practica de
la ingenieria.

Problemas de multicomponentes de los tipos anteriores surgen tanto de modelos
matematicos de variables agrupadas (macro) como distribuidas (micro) (figura PT3.1).
Los problemas de variables agrupadas involucran componentes finitos relacionadas.
Entre los ejemplos se encuentran armaduras (seccién 12.2), reactores (figura PT3.1a y
seccién 12.1) y circuitos eléctricos (seccién 12.3). Estos tipos de problemas utilizan
modelos que ofrecen poco o ningin detalle espacial.

En cambio, los problemas con variables distribuidas intentan describir detalles es-
paciales de los sistemas sobre una base continua o semicontinua. La distribucién de
sustancias quimicas a lo largo de un reactor tabular alargado (figura PT3.10) es un
ejemplo de un modelo de variable continua. Las ecuaciones diferenciales obtenidas a
partir de las leyes de conservacién especifican la distribucién de la variable dependien-
te para tales sistemas. Esas ecuaciones diferenciales pueden resolverse numéricamente
al convertirlas en un sistema equivalente de ecuaciones algebraicas simultdneas. La
solucidn de tales sistemas de ecuaciones representa una importante area de aplicacion a
la ingenieria de los métodos en los siguientes capitulos. Esas ecuaciones estdn relacio-
nadas, ya que las variables en una posicién son dependientes de las variables en regiones
adyacentes. Por ejemplo, la concentracion en la mitad del reactor es una funcién de la
concentracién en regiones adyacentes. Ejemplos similares podrian desarrollarse para
la distribucion espacial de la temperatura o del momentum. Mas adelante, abordaremos
tales problemas cuando analicemos ecuaciones diferenciales.

Ademas de sistemas fisicos, las ecuaciones algebraicas lineales simultdneas surgen
también en diferentes contextos de problemas matematicos. Estos resultan cuando se
requiere de funciones matemadticas que satisfagan varias condiciones en forma simulta-
nea. Cada condicién resulta en una ecuacién que contiene coeficientes conocidos y va-
riables desconocidas. Las técnicas analizadas en esta parte sirven para encontrar las
incégnitas cuando las ecuaciones son lineales y algebraicas. Algunas técnicas numéricas
de uso general que emplean ecuaciones simultdneas son el andlisis de regresion (capitu-
lo 17) y la interpolacién por trazadores (splines) (capitulo 18).
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PT3.2

ANTECEDENTES MATEMATICOS

Todas las partes de este libro requieren de algunos conocimientos matematicos. Para la
parte tres, el dlgebra y la notacién matricial son ttiles, ya que proporcionan una forma
concisa para representar y manejar ecuaciones algebraicas lineales. Si usted ya esta
familiarizado con las matrices, quiza le convenga pasar a la seccién PT3.3. Para quienes
no tengan un conocimiento previo o necesiten un repaso, el siguiente material ofrece
una breve introduccion al tema.

PT3.2.1 Notacion matricial

Una matriz consiste en un arreglo rectangular de elementos representado por un solo
simbolo. Como se ilustra en la figura PT3.2, [A] es la notacién breve para la matriz y a;;
designa un elemento individual de la matriz.

Un conjunto horizontal de elementos se llama un renglon (o fila); y uno vertical,
columna. El primer subindice i siempre designa el nimero del renglén en el cual esté el
elemento. El segundo subindice j designa la columna. Por ejemplo, el elemento a,; esta
en el renglén 2 y la columna 3.

La matriz en la figura PT3.2 tiene n renglones y m columnas, y se dice que tiene una
dimension (o tamafio) de n por m (0 n X m). Esta se conoce como una matriz n por m.

A las matrices con dimensién renglén n = 1, tales como

[B]=[by by - b,]

se les conoce como vectores renglon. Observe que para simplificar se elimina el primer
subindice de cada elemento. También, debe mencionarse que hay ocasiones en las que
se requiere emplear una notacién breve especial para distinguir una matriz renglén de
otros tipos de matrices. Una forma para llevar a cabo esto es mediante el uso de corche-
tes abiertos en la parte superior, as{ [B].

Las matrices con dimension columna m = 1, como

—Cl -
G
[C]=
[ Cn ]
FIGURA PT3.2
Una matriz. Columna 3
a, @, a4y ... @]
a21 a22 a23 ctt aZm Renglén 2
[A]=
_an Ay Gy anm_‘
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se conocen como vectores columna. Para simplificar, se elimina el segundo subindice.
Como en el caso del vector renglon, en ocasiones se desea emplear una notacién breve
especial para distinguir una matriz columna de otros tipos de matrices. Una forma para
realizarlo consiste en emplear paréntesis de llave, asi {C}.

A las matrices en las que n = m se les llama matrices cuadradas. Por ejemplo, una
matriz de 4 por 4 es

[Al=

A la diagonal que contiene los elementos a,;, a,,, a3, ay4 Se le llama diagonal principal
de la matriz.

Las matrices cuadradas resultan particularmente importantes cuando se resuelven
sistemas de ecuaciones lineales simultdneas. En tales sistemas, el nimero de ecuaciones
(que corresponde a los renglones) y el nimero de incégnitas (que corresponde a las
columnas) debe ser igual para que sea posible tener una solucion dnica.* En consecuen-
cia, cuando se trabaja con tales sistemas se tienen matrices cuadradas de coeficientes.
Algunos tipos especiales de matrices cuadradas se describen en el cuadro PT3.1.

PT3.2.2 Reglas de operaciones con matrices

Abhora que ya especificamos el significado de una matriz, podemos definir algunas reglas
de operacion que rigen su uso. (Igualdad de matrices) Dos matrices n por m son iguales
si, y sélo si, cada elemento en la primera matriz es igual a cada elemento en la segunda
matriz; es decir, [A] = [B] sia; = b, paratodo iy j.

La suma de dos matrices, por ejemplo, [A] y [B], se obtiene al sumar los términos
correspondientes de cada matriz. Los elementos de la matriz resultante [C] son:

ci=a;+b;

parai=1,2,...,nyj=1,2,..., m De manera similar, la resta de dos matrices, por
ejemplo, [E] menos [F], se obtiene al restar los términos correspondientes asi:

dij=e;—fj

parai=1,2,..,nyj=1,2, ..., m. Delas definiciones anteriores se concluye directa-
mente que la suma y laresta s6lo pueden realizarse entre matrices que tengan las mismas
dimensiones.

La suma es conmutativa:

[A] + [B] = [B] + [A]
La suma también es asociativa; es decir,

([A]+[BD) + [C] =[A] + ([B] + [C])

* Sin embargo, debe notarse que en este tipo de sistemas puede suceder que no tengan soluciones o exista
una infinidad de éstas.
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Cuadro PT3.1

Hay diferentes formas especiales de matrices cuadradas que son
importantes y que deben mencionarse:

Una matriz simétrica es aquella donde a; = a;; para todo i
y j. Por ejemplo,

51 2
[A]=]1 3 7
2 7 8

es una matriz simétrica de 3 por 3.
Una matriz diagonal es una matriz cuadrada donde todos los
elementos fuera de la diagonal principal son iguales a cero,

al]
a
[A]: 22

Qs

Ay

Observe que donde hay grandes bloques de elementos que son
cero, se dejan en blanco.

Una matriz identidad es una matriz diagonal donde todos los
elementos sobre la diagonal principal son iguales a 1,

1

1=

Tipos especiales de matrices cuadradas

El simbolo [/] se utiliza para denotar la matriz identidad. La
matriz identidad tiene propiedades similares a la unidad.
Una matriz triangular superior es aquella donde todos los
elementos por debajo de la diagonal principal son cero,
al 1 a12 al3 al4
aZZ a23 a24

[Al=

Q33 Gy

Ay

Una matriz triangular inferior es aquella donde todos los
elementos por arriba de la diagonal principal son cero,

[A]: aZ] a22

a3 Ay Ay

Ay Qp Gy Ay

Una matriz bandeada tiene todos los elementos iguales a
cero, con la excepcion de una banda centrada sobre la diagonal
principal:

al 1 a12
a, a, a
21 22 23
[Al=
Ay Gy Ay

a43 a44

La matriz anterior tiene un ancho de banda de 3 y se le da un
nombre especial: matriz tridiagonal.

La multiplicacion de una matriz [A] por un escalar g se obtiene al multiplicar cada ele-

mento de [A] por g,

8ay,

8ay,

[D]=glA]l=

_ganl

84,

80y

8 anZ

ga]m

8 a2m

8 anm a
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El producto de dos matrices se representa como [C] = [A][B], donde los elementos de
[C] estdn definidos como (véase cuadro PT3.2 para tener una forma simple de concep-
tualizar la multiplicaciéon de matrices)

n
¢ = § l,“ikbk.f
k=1

donde n = la dimensién columna de [A] y la dimension renglén de [B]. Es decir, el ele-
mento ¢; se obtiene al sumar el producto de elementos individuales del i-€simo renglén
de la primera matriz, en este caso [A], por la j-ésima columna de la segunda matriz [B].

De acuerdo con esta definicidn, la multiplicacion de dos matrices se puede realizar
s6lo si la primera matriz tiene tantas columnas como el niimero de renglones en la segun-
da matriz. (Conformidad del producto.) Asi, si [A] es una matriz n por m, [B] podria ser
una matriz m por [. En este caso, la matriz resultante [C] tendrd dimensién n por /. Sin

(PT3.2)

Cuadro PT3.2 Un método simple para multiplicar dos matrices

Aunque la ecuacién (PT3.2) es adecuada para implementarse en
una computadora, no es el medio mds simple para visualizar la
mecdnica de multiplicar dos matrices. Lo que sigue es una forma
mas tangible de entender la operacion.
Suponga que queremos multiplicar [X] por [Y] para obtener
[Z], donde
31

Z1-xvi=|s 6> 2
[Z]=[X][Y]= 7 9
0 4

Una forma simple para visualizar el cédlculo de [Z] es subir [Y]
asi:

m
[5 9}%[Y]
72
31

[X]—>|8 6 ?
0 4

«[Z]

Ahora, la matriz [Z] se puede calcular en el espacio dejado por
[Y]. Este formato es ttil, ya que alinea los renglones y columnas
apropiados para que se multipliquen. Por ejemplo, de acuerdo
con la ecuacién (PT3.2), el elemento z;; se obtiene al multiplicar
el primer renglén de [X] por la primera columna de [Y]. Esta
cantidad se obtiene al sumar el producto de x,; por y;; al produc-
to de x;, por y,, asi:

5]

\2
3 1|>|3x5+1x7=22
8 6
0 4

De esta manera, z;; es igual a 22. El elemento z,, se calcula de
manera semejante asi:

5l

s
31 22
8 6|—>|8x5+6x7=82

0 4

Los célculos contindan en esta forma, siguiendo la alinea-
cién de renglones y columnas, para obtener el resultado

22 29
(Z]=|82 84
28 8

Observe como este método simple explica el porqué es imposible
multiplicar dos matrices si el nimero de columnas de la primera
matriz no es igual al nimero de renglones en la segunda matriz.
Note también la importancia del orden en la multiplicacién (es
decir, la multiplicacién de matrices no es conmutativa).
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embargo, si [B] fuera una matriz [ por m, la multiplicacién no podra ser ejecutada. La
figura PT3.3 proporciona una forma fécil para verificar si se pueden multiplicar dos
matrices.

Si las dimensiones de las matrices son adecuadas, la multiplicaciéon matricial es
asociativa,

([A1[BDIC] = [Al([BI[C])
y distributiva,

[AI([B] + [C]) = [A][B] + [A][C]

([A] + [BDICT = [A]lIC] + [B][C]
Sin embargo, la multiplicacién generalmente no es conmutativa:
[A][B] # [B][A]

Esto es, el orden de la multiplicacion es importante.

La figura PT3.4 muestra el seudocddigo para multiplicar una matriz [A] n por m,
por una matriz [B] m por /, y guardar el resultado en una matriz [C] n por I. Observe
que, en lugar de que el producto interno sea directamente acumulado en [C], se recoge
en una variable temporal, sum. Se hace asi por dos razones. Primero, es un poco mas
eficiente, ya que la computadora necesita determinar la localizacién de c;; s6lo
n x [ veces en lugar de n X I X m veces. Segundo, la precisién de la multiplicacién puede
mejorarse mucho al declarar a sum como una variable de doble precisién (recuerde el
andlisis de productos internos en la seccién 3.4.2).

Aunque la multiplicacién es posible, la divisién de matrices no estd definida. No
obstante, si una matriz [A] es cuadrada y no singular, existe otra matriz [A]~, llamada
la inversa de [A], para la cual

[ANAT = [AT'[A] = [1] (PT3.3)

FIGURA PT3.3

[Aln x m [Bln x1 = [Clux1
L |

Las dimensiones interiores
son iguales:
es posible
la multiplicacion

Y
Las dimensiones exteriores
definen las dimensiones
del resultado
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FIGURA PT3.4

SUBROUTINE Mmult (a, b, c, m, n, 1)
DOFOR i =1, n
DOFOR j 1, 1
sum =
DOFOR
sum
END DO
c(i,j) = sum
END DO
END DO

=1, m
sum + a(i,k) - b(k,j)

h'=~o I~

Asi, la multiplicacién de una matriz por la inversa es analoga a la division, en el sentido
de que un nimero dividido por si mismo es igual a 1. Es decir, la multiplicacién de una
matriz por su inversa nos lleva a la matriz identidad (recuerde el cuadro PT3.1).

La inversa de una matriz cuadrada bidimensional se representa en forma simple
mediante*

[A] __ [ I _a“] (PT3.4)

1Ay — Ay |~y a

Para matrices de dimensiones mayores las férmulas son mds complicadas. Algunas
secciones de los capitulos 10 y 11 se dedicardn a técnicas que usen métodos numeéricos
y la computadora para calcular la inversa de tales sistemas.

Otras dos manipulaciones con matrices que serdn utiles para nuestro andlisis son la
transpuesta y la traza de una matriz. La transpuesta de una matriz implica transformar
sus renglones en columnas y viceversa. Por ejemplo, dada la matriz de 4 x 4,

Ay 4y Gz Ay
Ay Gy Gy Ay

[A]=

Ay Ay Ay Ay
Ay Ay Ay Gy

Ay =|*

En otras palabras, el elemento a; de la transpuesta es igual al elemento a; de la matriz
original.

* Siempre que a,, ay, — ay, ay; # 0.
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La transpuesta tiene muchas funciones en dlgebra matricial. Una ventaja es que
permite escribir un vector columna como un renglén. Por ejemplo, si

¢
G
{C}=
G
Cy
entonces

{C}T=L01 Cy C3 C4J

donde el superindice T indica la transpuesta. Por ejemplo, esto puede ahorrar espacio
cuando se escribe un vector columna. Ademas, la transpuesta tiene diversas aplicaciones
matematicas.
La traza de una matriz es la suma de los elementos en su diagonal principal, se
designa como tr [A] y se calcula como
n

tr[A]= Zaﬁ

i=1

La traza se usard en el andlisis de valores propios en el capitulo 27.

La dltima manipulacién de una matriz que resultard de utilidad para nuestro anali-
sis es la aumentacién. Una matriz es aumentada al agregar una columna (o columnas) a
la matriz original. Por ejemplo, suponga que tenemos una matriz de coeficientes:

a4 Ay
[Al=|a, ay ay
a3 4z dy

Por ejemplo, se puede aumentar esta matriz [A] con una matriz identidad (recuerde el
cuadro PT3.1) para obtener una matriz de dimensiones 3 por 6:

a4 Ay

S = O
- o O

o1
[Al=|ay ay ay 0
-0

a3 4y A3y

Tal expresion es util cuando debe ejecutarse un conjunto de operaciones idénticas sobre
dos matrices. Asi, podemos realizar las operaciones sobre una sola matriz aumentada,
en lugar de hacerlo sobre dos matrices individuales.

PT3.2.3 Representacion de ecuaciones algebraicas lineales
en forma matricial

Debe ser claro que las matrices proporcionan una notacion concisa para representar ecua-
ciones lineales simultdneas. Por ejemplo, la ecuacion (PT3.1) puede expresarse como

[A{X} ={B)} (PT3.5)
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donde [A] es la matriz cuadrada n por n de coeficientes,

Ay Gy o a4y,
Ay Ay 0 Uy,
[A]=
_anl anZ o ann _

{B} es el vector columna n por 1 de las constantes,
(BY' =lby by - b,

y {X} es el vector columna n por 1 de las incognitas:
(X} = Lxl Xy oot an

Recuerde la definicién de multiplicacién de matrices [ecuacién (PT3.2) o cuadro PT3.2]
para comprobar que las ecuaciones (PT3.1) y (PT3.5) son equivalentes. También, obser-
ve que la ecuacién (PT3.5) es una multiplicacién matricial valida, ya que el nimero de
columnas, n, de la primera matriz [A], es igual al nimero de renglones, n, de la segunda
matriz {X}.

Esta parte del libro se dedica a encontrar la solucién {X} de la ecuacién (PT3.5). La
manera formal de obtener la solucién usando dlgebra matricial es multiplicando cada
lado de la ecuacioén por la inversa de [A]:*

[A]T'[Al{X} = [A]7'{B}
Como [A]'[A] es igual a la matriz identidad, la ecuacién se convierte en
{X} =[AT"'{B} (PT3.6)

Por lo tanto, se ha encontrado la solucién {X} de la ecuacién. Este es otro ejemplo de
c6mo la inversa desempefia un papel importante en el dlgebra de matrices que es similar
a la division. Debe observarse que ésta no es una forma muy eficiente para resolver un
sistema de ecuaciones. Asi, se emplean otros procedimientos para construir los algorit-
mos numéricos. Sin embargo, como se analizd en el capitulo 10, la matriz inversa tiene
gran valor en los andlisis de ingenieria de tales sistemas.

Por dltimo, algunas veces encontraremos util aumentar [A] con {B}. Por ejemplo,
si n = 3, resultard una matriz de dimensién 3 por 4:

a4y 4y b,
[Al=]ay a5, ay b, (PT3.7)
ay  ay  ay b

Expresar las ecuaciones en esta forma es 1til, ya que varias de las técnicas para
resolver sistemas lineales requieren operaciones idénticas en un renglén de coeficientes

* En el caso de que A sea no singular.
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PT3.3

y en las correspondientes constantes del lado derecho. Como se expresa en la ecuacién
(PT3.7), es posible realizar las manipulaciones de una vez sobre un renglén de la matriz
aumentada, en lugar de hacerlo de manera separada sobre la matriz de coeficientes y en
el vector del lado derecho.

ORIENTACION

Antes de presentar los métodos numéricos, serd ttil una orientacion adicional. Lo si-
guiente pretende ser una vision general del material analizado en la parte tres. Ademds,
se plantean algunos objetivos para ayudarle a enfocar sus esfuerzos al estudiar el mate-
rial.

PT3.3.1 Alcance y presentacion preliminar

La figura PT3.5 proporciona un resumen de la parte tres. El capitulo 9 se dedica a la
técnica fundamental para resolver sistemas algebraicos lineales: la eliminacion de Gauss.
Antes de entrar en un andlisis detallado de dicha técnica, una seccién preliminar trata
de los métodos simples para resolver sistemas pequefios. Esos procedimientos se pre-
sentan para ofrecer cierto conocimiento visual y porque uno de los métodos (la elimi-
nacion de incégnitas) representa la base para la eliminacién de Gauss.

Después del material preliminar, se estudia la eliminacién de Gauss “simple”. Co-
menzamos con esta version “desnuda” debido a que permite elaborar la técnica funda-
mental sin detalles que la compliquen. Después, en las siguientes secciones, analizamos
problemas potenciales del método simple y presentamos diferentes modificaciones para
minimizar y evitar tales problemas. Lo esencial en este andlisis serd el proceso de inter-
cambio de renglones, o pivoteo parcial.

El capitulo 10 empieza ilustrando cémo se puede formular la eliminacién de Gauss
como una solucioén por descomposicion LU. Se trata de técnicas de soluciéon que son
valiosas para los casos donde se necesita evaluar muchos vectores del lado derecho. Se
muestra como este atributo permite hacer eficiente el cdlculo de la matriz inversa, la
cual tiene una tremenda utilidad en la practica de la ingenieria. Por dltimo, el capitulo
termina con un estudio de la condicién matricial. El niimero de condicion se presenta
como una medida de la pérdida de digitos significativos de exactitud que puede resultar
cuando se resuelven matrices mal condicionadas.

El inicio del capitulo 11 se concentra en los tipos especiales de sistemas de ecua-
ciones que tienen una gran aplicacion en ingenieria. En particular, se presentan técnicas
eficientes para resolver sistemas tridiagonales. Después, en el resto del capitulo se cen-
tra la atencién en una alternativa a los métodos de eliminacion llamada el método de
Gauss-Seidel. Esta técnica es similar en esencia a los métodos aproximados para raices
de ecuaciones que se analizaron en el capitulo 6. Es decir, la técnica consiste en suponer
una solucién y después iterar para obtener una aproximacién mejorada. Al final del
capitulo se incluye informacion relacionada con la solucién de ecuaciones algebraicas
lineales con ayuda de paquetes y bibliotecas.

En el capitulo 12 se muestra cdmo se aplican los métodos para la solucién de pro-
blemas. Como en las otras partes del libro, las aplicaciones se toman de todos los campos
de la ingenieria.
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Diagrama esquemdtico de la organizacién del material en la parte fres: Ecuaciones algebraicas lineales.
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Por tltimo, se incluye un epilogo al final de la parte tres. Este repaso comprende un
andlisis de las ventajas y desventajas relevantes para la implementacion de los métodos
en la prictica de la ingenieria. Esta seccidon también resume las féormulas importantes y
los métodos avanzados relacionados con las ecuaciones algebraicas lineales. Como tal,
puede usarse antes de los exdmenes o en la prictica profesional, a manera de actualiza-
cion, cuando se tenga que volver a considerar las ecuaciones algebraicas lineales.

PT3.3.2 Metas y objetivos

Objetivos de estudio. Al terminar la parte tres, usted seré capaz de resolver problemas
con ecuaciones algebraicas lineales y de valorar la aplicacidn de esas ecuaciones en muchos
campos de la ingenieria. Deberd esforzarse en dominar varias técnicas y su confiabilidad,
asi como conocer las ventajas y desventajas para seleccionar el “mejor”” método (o métodos)
para cualquier problema en particular. Ademds de estos objetivos generales, deberdn asi-
milarse y dominarse los conceptos especificos enlistados en la tabla PT3.1.

Objetivos de computo.  Sus objetivos de cémputo fundamentales son ser capaz de
resolver un sistema de ecuaciones algebraicas lineales y evaluar la matriz inversa. Usted
deberd tener subprogramas desarrollados para una descomposiciéon LU, tanto de matri-
ces completas como tridiagonales. Quiz4 desee también tener su propio software para
implementar el método Gauss-Seidel.

Debera saber como usar los paquetes para resolver ecuaciones algebraicas lineales
y encontrar la matriz inversa. También deberd conocer muy bien la manera en que las
mismas evaluaciones se pueden implementar en paquetes de uso comin, como Excel y
MATLAB, asi como con bibliotecas de software.

TABLA PT3.1 Objetivos especificos de estudio de la parte tres.

1. Comprender la interprefacion gréfica de sistemas mal condicionados y cémo se relacionan con el

deferminante.

Conocer la terminologia: eliminacion hacia adelante, sustitucion hacia afras, ecuacion pivote y

coeficiente pivote.

Entender los problemas de division entre cero, errores de redondeo y mal condicionamiento.

Saber como caleular el determinante con la eliminacién de Gauss.

Comprender las ventajas del pivoteo; notar la diferencia entre pivoteos parcial y completo.

Saber la diferencia fundamental entre el méfodo de eliminacion de Gauss y el de Gaussjordan y

cudl es mas eficiente.

Reconocer el modo en que la eliminacién de Gauss se formula como una descomposicién LU.

Saber cémo incorporar el pivoteo v la inversién de matrices en un algoritmo de descomposicién

LU.

Q. Conocer el modo de interprefar los elementos de la matriz inversa al evaluar célculos de respuesta

al esfimulo en ingenieria.

10. Percatarse del modo de usar la inversa y las normas de matrices para evaluar la condicién de un
sistema.

11. Entender como los sisfemas bandeados y simétricos pueden descomponerse vy resolverlos de
manera eficiente.

12. Entender por qué el mélodo de Gauss-Seidel es adecuado para grandes sistemas de ecuaciones
dispersos.

13. Comprender cémo valorar la diagonal dominante de un sistema de ecuaciones y el modo de
relacionarla con el sistema para que pueda resolverse con el método de Gauss-Seidel.

14. Entender la fundamentacién de la relajacion; saber dénde son apropiadas la bajorrelajacion y la
sobrerrelajacion.

N

S

® N

www.FreelLibros.me



9.1

CAPITULO 9

Eliminacién de Gauss

En este capitulo se analizan las ecuaciones algebraicas lineales simultaneas que en ge-
neral se representan como

ayx, +apx, +-+a,x, =b
Ay X, +apX, +-+a,,x, =b,
©.1)

a,x, +a,x, +---+a,x, =b,

donde las a son los coeficientes constantes y las b son los términos independientes
constantes.

La técnica que se describe en este capitulo se conoce como la eliminacion de Gauss,
ya que implica una combinacién de ecuaciones para eliminar las incgnitas. Aunque
éste es uno de los métodos mas antiguos para resolver ecuaciones lineales simultdneas,
continda siendo uno de los algoritmos de mayor importancia, y es la base para resolver
ecuaciones lineales en muchos paquetes de software populares.

SOLUCION DE SISTEMAS PEQUENOS DE ECUACIONES

Antes de analizar a los métodos computacionales, describiremos algunos métodos que
son apropiados en la solucién de pequefios sistemas de ecuaciones simultdneas (n < 3)
que no requieren de una computadora. Estos son el método gréfico, la regla de Cramer
y la eliminacién de incégnitas.

9.1.1 Método grafico

Para dos ecuaciones se puede obtener una solucién al graficarlas en coordenadas carte-
sianas con un eje que corresponda a x; y el otro a x,. Debido a que en estos sistemas
lineales, cada ecuacion se relaciona con una linea recta, lo cual se ilustra facilmente

mediante las ecuaciones generales

anx, + apx, = b
Ay Xy + axnX, = b,
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EJEMPLO 9.1

En ambas ecuaciones se puede despejar x,:
a b
X, = _(J)xl 4+
ap, a,

a b
X, = _(i)xl 42
Ay Ay

De esta manera, las ecuaciones ahora estdn en la forma de lineas rectas; es decir, x, =
(pendiente) x; + interseccion. Tales lineas se grafican en coordenadas cartesianas con
X, como la ordenada y x; como la abscisa. Los valores de x; y x, en la interseccion de
las lineas representa la solucion.

El método gréfico para dos ecuaciones

Planteamiento del problema.  Con el método gréfico resuelva

3x, + 2x, = 18 (E9.1.1)
X +2x,=2 (E9.1.2)

Solucién.  Sea x, la abscisa. Despejando x, de la ecuacién (E9.1.1)
X, =——x;+9
2 2 1

la cual, cuando se grafica como en la figura 9.1, es una linea recta con una intersecciéon
en 9 y una pendiente de —3/2.

FIGURA 9.1
Solucién gréfica de un conjunto de dos ecuaciones algebraicas lineales simultéaneas.
La interseccion de las lineas representa la solucion.

2
8
6
Solucion: x; = 4;x, =3
4
I
2 l
I
I
l
I
0 | | |
0 2 4 6 X

www.FreelLibros.me



9.1 SOLUCION DE SISTEMAS PEQUENOS DE ECUACIONES 249

También de la ecuacion (E9.1.2) se despeja x,:
1

X, :Ex] +1

la cual también se grafica en la figura 9.1. La solucién es la interseccion de las dos lineas
en x; =4y x, = 3. Este resultado se verifica al sustituir los valores en las ecuaciones
originales para obtener

34)+23)=18
-4)+23)=2

De esta manera, los resultados son equivalentes a los valores de la derecha en las ecua-
ciones originales.

Para tres ecuaciones simultdneas, cada ecuacion se representa como un plano en un
sistema de coordenadas tridimensional. El punto en donde se intersecan los tres planos
representa la solucién. Para mds de tres incognitas, los métodos graficos no funcionan vy,
por consiguiente, tienen poco valor practico para resolver ecuaciones simultdneas. No
obstante, resultan dtiles para visualizar propiedades de las soluciones. Por ejemplo, la
figura 9.2 muestra tres casos que pueden ocasionar problemas al resolver sistemas de
ecuaciones lineales. La figura 9.2a presenta el caso en que las dos ecuaciones representan
lineas paralelas. En estos casos no existe solucién, ya que las dos lineas jamds se cruzan.
La figura 9.2b representa el caso en que las dos lineas coinciden. En éste existe un nimero
infinito de soluciones. Se dice que ambos tipos de sistemas son singulares. Ademas, los
sistemas muy préximos a ser singulares (figura 9.2¢) también pueden causar problemas;
aestos sistemas se les llama mal condicionados. Graficamente, esto corresponde al hecho
de que resulta dificil identificar el punto exacto donde las lineas se intersecan. Los siste-
mas mal condicionados presentan problemas cuando se encuentran durante la solucién

FIGURA 9.2

Representacion gréfica de sistemas singulares y mal condicionados: a) no hay solucién, b) hay una infinidad
de soluciones y ¢] sistema mal condicionado donde las pendientes son tan cercanas que es dificil
defectar visualmente el punto de inferseccion.

Xq Xq Xq

b) c)
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numérica de ecuaciones lineales, lo cual se debe a que este tipo de sistemas son extrema-
damente sensibles a los errores de redondeo (recuerde la seccion 4.2.3).

9.1.2 Determinantes y la regla de Cramer

La regla de Cramer es otra técnica de solucién adecuada para un sistema pequefio de
ecuaciones. Antes de hacer una descripcién de tal método, se mencionard en forma
breve el concepto de determinante que se utiliza en la regla de Cramer. Ademds, el de-
terminante tiene relevancia en la evaluacion del mal condicionamiento de una matriz.

Determinantes.  El determinante se puede ilustrar para un sistema de tres ecuaciones
simultdneas:

[Al{X} = {B}
donde [A] es la matriz de coeficientes:

a,  ap 4y
[Al=la, ay, ay

dy Ay Ay

El determinante D de este sistema se forma, a partir de los coeficientes del sistema, de
la siguiente manera:

a4y dp 4
D=la, ay ay 9.2)

Ay Az Ay

Aunque el determinante D y la matriz de coeficientes [A] se componen de los mismos
elementos, son conceptos matematicos completamente diferentes. Por esto, para distin-
guirlos visualmente se emplean corchetes para encerrar la matriz y lineas rectas verti-
cales para el determinante. En contraste con una matriz, el determinante es un simple
ndmero. Por ejemplo, el valor del determinante de segundo orden

se calcula como
D = ayjay — apay 9.3)

En el caso del determinante de tercer orden [ecuacidn (9.2)], el determinante, que es un
simple valor numérico, se calcula asi

a a a a a a
22 23 21 23 21 22
D=a, —a, +a, 9.4)

A3 A as 33 dy Ay

donde a los determinantes de 2 por 2 se les llama menores.
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EJEMPLO 9.2

Determinantes

Planteamiento del problema.  Calcule los valores para los determinantes de los sis-
temas representados en las figuras 9.1 y 9.2.

Solucién.  Para la figura 9.1:

2
D= =32)-2(-)=8
P32
Para la figura 9.2a:
-2 1| - -
D= =_1(1)_1(_1)=()
-2 1 2 2
Para la figura 9.2b:
p=["? 1—_1(2) 1(-1)=0
-t 2 T
Para la figura 9.2¢:
-2 1 - _
D= = —1(1) - l(ﬁ) =-0.04
-2.3/5 1 2 5

EJEMPLO 9.3

En el ejemplo anterior, los sistemas singulares tienen determinante cero. Ademas,
los resultados sugieren que el sistema que sea casi singular (figura 9.2¢) tiene un deter-
minante cercano a cero. Estas ideas se tratardn también en andlisis subsecuentes de mal
condicionamiento (seccién 9.3.3).

Regla de Cramer.  Esta regla establece que cada incégnita de un sistema de ecuacio-
nes lineales algebraicas puede expresarse como una fraccién de dos determinantes con
denominador Dy con el numerador obtenido a partir de D, al reemplazar la columna de
coeficientes de la incégnita en cuestidn por las constantes by, b,, ..., b,. Por ejemplo, x,
se calcula como

b a, a;
b, a, ay
by ay a

5 =t 22 Sl ©5)

Regla de Cramer

Planteamiento del problema.  Utilice la regla de Cramer para resolver
0.3x, + 0.52x, + x3 = 0.0l
0.5x; + x5 + 1.9x;, = 0.67
0.1x, + 0.3x, + 0.5x; = —0.44
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Solucién.  El determinante D se puede escribir como [ecuacion (9.2)]

03 052 1
D=[05 1 19
0.1 03 0.5

Los menores son [ecuacién (9.3)]

A = ‘0%3 (1)2‘ =1(0.5)-1.9(0.3) = —0.07
A = ‘0'5 1'9‘ =0.5(0.5)—1.9(0.1) = 0.06
0.1 0.5
05 1
= ‘ ‘ =0.5(0.3)—1(0.1) = 0.05

0.1 03
Estos se usan para evaluar el determinante, como en [ecuacién (9.4)]
D =0.3(-0.07) — 0.52(0.06) + 1(0.05) =-0.0022

Aplicando la ecuacién (9.5), la solucion es

001 052 1
067 1 19
044 03 035 0.
. _003278 _
~0.0022 ~0.0022
03 -001 1
0.5 067 19
0.1 -0.44 05 o.
o= _ 00649 _ o
~0.0022 -0.0022
03 052 -0.01
05 1 067
0.1 03 -044 -0.
. _ 004356 _ o

-0.0022 —0.0022

Para mds de tres ecuaciones, la regla de Cramer no resulta practica, ya que, confor-
me aumenta el nimero de ecuaciones, los determinantes consumen tiempo al evaluarlos
manualmente (o por computadora). Por consiguiente, se usan otras alternativas mds
eficientes. Algunas de éstas se basan en la dltima técnica, sin el uso de la computadora,
que se analizard en la siguiente seccién: la eliminacién de incégnitas.
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9.1.3 La eliminacion de incognitas

La eliminacién de incégnitas mediante la combinacién de ecuaciones es un método al-
gebraico que se ilustra con un sistema de dos ecuaciones simultdneas:

a Xy +a12x2=b] (96)
Ay Xy + anX, = b, 9.7
La estrategia bédsica consiste en multiplicar las ecuaciones por constantes, de tal forma
que se elimine una de las incégnitas cuando se combinen las dos ecuaciones. El resul-
tado es una sola ecuacion en la que se puede despejar la incognita restante. Este valor

se sustituye en cualquiera de las ecuaciones originales para calcular la otra variable.
Por ejemplo, la ecuacion (9.6) se multiplica por a,, y la ecuacion (9.7) por a,, para dar

a11Ay1X) + A1pa51%, = byay, 9.8)

Ar1G11X) + Apnay1X, = byayy 9.9

Restando la ecuacién (9.8) de la (9.9) se elimina el término x; de las ecuaciones para
obtener

Ap Q11X — A1 Xy = byayy — byay

Despejando x,

a. b, —a,b

_ 011Dy — 450
x, =2 "% (9.10)

a1y — a0y

Sustituyendo (9.10) en (9.6) y despejando

a,,b, —a.,b
X = 20 1205 ©.11)
Ay Ay = apdy,

Observe que las ecuaciones (9.10) y (9.11) se relacionan directamente con la regla de
Cramer, que establece

b a,

X = b, a, _ bay, —ay,b,
Qi G| a0y — A0y,
dy Ay
a, b,

%, = a, b, _ a,b, —ba,,
A Gl ayGy — A0y,
Ay Ay
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EJEMPLO 9.4

Eliminacién de incégnitas

Planteamiento del problema.  Use la eliminacién de incégnitas para resolver (recuer-
de el ejemplo 9.1)

3x1 + 2x2 =18
X + 2x2 =2

Solucién.  Utilizando las ecuaciones (9.11) y (9.10),

_208)-22) _,
b3(2)-2(-1

- 32)-(=D18 _ 3
P3(2)-2(-D

cuyos valores coinciden con la solucién grafica (figura 9.1).

9.2

La eliminacién de incégnitas se puede extender a sistemas con mds de tres ecuacio-
nes. Sin embargo, los multiples cdlculos que se requieren para sistemas mas grandes
hacen que el método sea extremadamente tedioso para realizarse a mano. No obstante,
como se describe en la siguiente seccidn, la técnica llega a formalizarse y programarse
facilmente en la computadora.

ELIMINACION DE GAUSS SIMPLE

En la seccién anterior se utiliz6 la eliminacién de incognitas para resolver un par de
ecuaciones simultdneas. El procedimiento consistié de dos pasos:

1. Lasecuaciones se manipularon para eliminar una de las incégnitas de las ecuaciones.
El resultado de este paso de eliminacion fue el de una sola ecuacién con una incég-
nita.

2. En consecuencia, esta ecuacién se pudo resolver directamente y el resultado susti-
tuirse atrds en una de las ecuaciones originales para encontrar la incognita restante.

Esta técnica bésica puede extenderse a sistemas grandes de ecuaciones desarrollan-
do un esquema sistemadtico o algoritmico para eliminar incégnitas y sustituir hacia atras.
La eliminacion de Gauss es el mas bésico de dichos esquemas.

Esta seccidn presenta las técnicas sistemadticas para la eliminacion hacia adelante y
la sustitucion hacia atras que la eliminacién gaussiana comprende. Aunque tales técnicas
son muy adecuadas para utilizarlas en computadoras, se requiere de algunas modifica-
ciones para obtener un algoritmo confiable. En particular, el programa debe evitar la
division entre cero. Al método siguiente se le llama eliminacion gaussiana “simple”, ya
que no evita este problema. En las siguientes secciones se veran algunas caracteristicas
adicionales necesarias para obtener un programa de cémputo efectivo.
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El método estd ideado para resolver un sistema general de n ecuaciones:

apxy +apXy + apxs + -+ agx, = b (9.12a)
Ay Xy + AppXy + Az + - - - + ayX, = by (9.12b)
Ay Xy + AppXy + Ay3Xz + - - -+ 4y, X, = bn 9.12¢)

Como en el caso de dos ecuaciones, la técnica para resolver n ecuaciones consiste en dos
fases: la eliminacion de las incognitas y su solucién mediante sustitucion hacia atras.

Eliminaciéon hacia adelante de incognitas.  La primera fase consiste en reducir el

conjunto de ecuaciones a un sistema triangular superior (figura 9.3). El paso inicial serd

eliminar la primera incognita, x;, desde la segunda hasta la n-ésima ecuacion. Para ello,

se multiplica la ecuacion (9.12a) por a,,/a,, para obtener
a,,X, +@a12x2 + ---+@alnxn = hb1

1 ay a,

(9.13)
Ahora, esta ecuacion se resta de la ecuacion (9.12b) para dar

a a a
21 21 _ 21
Ay — ap X+t a4y, — a,, |x, =b,— b,

ay 11 ay

’ ’ 1.
ayx, +--+a; x, =b,

donde el superindice prima indica que los elementos han cambiado sus valores originales.

FIGURA 9.3

las dos fases de la
eliminacién de Gauss:
eliminacién hacia adelante
y sustitucion hacia atrds.
Los superindices prima
indican el nimero de veces
que se han modificado los
coeficientes y constantes.

Eliminacién
hacia adelante

L O £ &)
” ”
X3 = C3/ 033

| Susfitucion
hacia atrds
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El procedimiento se repite después con las ecuaciones restantes. Por ejemplo, la
ecuacion (9.12a) se puede multiplicar por as;/a,; y el resultado se resta de la tercera ecua-
cién. Se repite el procedimiento con las ecuaciones restantes y da como resultado el
siguiente sistema modificado:

ap Xy + apXy + a3X3 + e+ apg,Xx, = bl (914&)
aéz.xz + a,23X3 + e+ a,zn.xn = b’z (914b)
a,32x2 + a,33X3 + o+ a'3,,xn = b’3 (914C)
Xy + d'x3+ -+ d)y,x, = b, (9.14d)

En los pasos anteriores, la ecuacion (9.12a) se llama la ecuacion pivote, y a,, se deno-
mina el coeficiente o elemento pivote. Observe que el proceso de multiplicacion del
primer renglén por a,,/a;; es equivalente a dividirla entre a;; y multiplicarla por a,;.
Algunas veces la operacion de division es referida a la normalizacién. Se hace esta
distincion porque un elemento pivote cero llega a interferir con la normalizacién al
causar una division entre cero. Mds adelante se regresard a este punto importante, una
vez que se complete la descripcion de la eliminacién de Gauss simple.

Abhora se repite el procedimiento antes descrito para eliminar la segunda incégnita
en las ecuaciones (9.14¢) hasta (9.14d). Para realizar esto, multiplique la ecuacion (9.14b)
por ai,/a’y, y reste el resultado de la ecuacion (9.14¢). Se realiza la eliminacién en forma
similar en las ecuaciones restantes para obtener

a”xl + a12x2 + a13X3 + -0+ al,,xn = bl
agz.xz + a,23X3 +--+ a,zn.xn = b’z
agxs+ -+ a’,x, =b"

’” ’

’ g
an3x3+"'+annxn_bn

donde el superindice biprima indica que los elementos se han modificado dos veces.

El procedimiento puede continuar usando las ecuaciones pivote restantes. La tltima
manipulacion en esta secuencia es el uso de la (n — 1)ésima ecuacién para eliminar el
término x,_; de la n-ésima ecuacioén. Aqui el sistema se habra transformado en un siste-
ma triangular superior (véase el cuadro PT3.1):

ap Xy + arXy + a3X3 + -0+ apg,X, = bl (915a)
agz.xz + a,23X3 +--+ a,zn.xn = b’z (915[7)
a’axs+ -+ ayx, =b% (9.15¢)

Ay~ V%, = b,V (9.15d)
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El seudocddigo para implementar la eliminacién hacia adelante se presenta en la
figura 9.4a. Observe que tres ciclos anidados proporcionan una representacién concisa
del proceso. El ciclo externo mueve hacia abajo de la matriz el renglén pivote. El siguien-
te ciclo mueve hacia abajo el renglon pivote a cada renglén subsecuente, donde la elimi-
nacion se llevara a cabo. Finalmente, el ciclo mds interno avanza a través de las
columnas para eliminar o transformar los elementos de un renglén determinado.

Sustitucion hacia atrés.  De la ecuacién (9.15d) ahora se despeja x,,:

(n=1)
— bn

n a(n—l)

nn

X (9.16)

Este resultado se puede sustituir hacia atrds en la (n — 1)ésima ecuacion y despegar x,, _ .
El procedimiento, que se repite para evaluar las x restantes, se representa mediante la
férmula:

n
(i-1) (i-1)
b — a; x;
= = arai=n—-1,n-2,...,1 9.17)
X, = ) parai=n-1,n-2,..., .

El seudocédigo para implementar las ecuaciones (9.16) y (9.17) se representa en la
figura 9.4b. Observe la similitud entre este seudocddigo y el mostrado en la figura PT3.4
para la multiplicacién de matrices. De la misma forma que en la figura PT3.4, se utiliza
una variable temporal sum para acumular la sumatoria de la ecuacion (9.17). Esto da por
resultado un tiempo de ejecucién mas rapido que si la sumatoria fuera acumulada en b,.

Mais importante atin es que esto permite una mayor eficiencia en la precision si la varia-
ble, sum, se declara como variable de doble precision.

FIGURA 9.4
Seudocodigo que realiza
a) la eliminaciéon hacia
adelante y b) la sustitucion
hacia afrds.

a) DOFOR k =1, n — 1
DOFOR i = k + 1, n
factor = aj / ag

DOFOR j = k + 1 to n

ar ;= a;; — factor - a;
END DO
b; = b; — factor - by
END DO
END DO
b) X, = b, / a,.,
DOFOR 7 =n —1, 1, —1
sum = b;

DOFOR j =1 + 1, n
sum = sum - a;; * X;
END DO
X; = sum / aj;
END DO
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EJEMPLO 9.5

Eliminacién de Gauss simple

Planteamiento del problema.  Emplee la eliminacién de Gauss para resolver

3x,—0.1x, - 0.2x; =7.85 (E9.5.1)
0.1x; + 7x, — 0.3x3 =-19.3 (E9.5.2)
0.3x; —0.2x, + 10x; =71.4 (E9.5.3)

Efectie los cdlculos con seis cifras significativas.

Solucién.  La primera parte del procedimiento es la eliminacién hacia adelante. Se
multiplica la ecuacién (E9.5.1) por (0.1)/3 y se resta el resultado de la ecuacion (E9.5.2)
para obtener

7.00333x, — 0.293333x; =-19.5617

Después, se multiplica la ecuacién (E9.5.1) por (0.3)/3 y se resta de la ecuacion (E9.5.3)
para eliminar x,. Luego de efectuar estas operaciones, el sistema de ecuaciones es

3x1 —O.IX2 —0.2X3 =7.85 (E954)
7.00333x, — 0.293333x; = —-19.5617 (E9.5.5)
—0.190000x, + 10.0200x; = 70.6150 (E9.5.6)

Para completar la eliminaciéon hacia adelante, x, debe eliminarse de la ecuacién
(E9.5.6). Parallevar a cabo esto, se multiplica la ecuacion (E9.5.5) por —0.190000/7.00333
y se resta el resultado de la ecuacién (E9.5.6). Esto elimina x, de la tercera ecuacioén y
reduce el sistema a una forma triangular superior:

3x1 —O.IX2 —0.2X3 =7.85 (E957)
7.00333x, — 0.293333x; = —-19.5617 (E9.5.8)
10.0200x; = 70.0843 (E9.5.9)

Ahora se pueden resolver estas ecuaciones por sustitucion hacia atrds. En primer lugar,
de la ecuacion (E9.5.9) se despeja x3

- 70.0843
> 10.0200

=7.00003 (E9.5.10)

Este resultado se sustituye en la ecuacién (E9.5.8):
7.00333x, — 0.293333(7.00003) = -19.5617

de la que se despeja

X = —-19.5617+0.293333(7.00003) — 50000 (E9.5.11)
7.00333

Por tltimo, las ecuaciones (E9.5.10) y (E9.5.11) se sustituyen en la (E9.5.4):

3x; —0.1(=2.50000) — 0.2(7.00003) = 7.85
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de la que se despeja x;,

. _ 7:85+0.1(-2.50000) +0.2(7.00003)

1 =3.00000
3

Aunque hay un pequefio error de redondeo en la ecuacién (E9.5.10), los resultados son
muy cercanos a la solucién exacta, x; = 3, x, =-2.5 y x3 = 7. Esto se verifica al sustituir
los resultados en el sistema de ecuaciones original:

3(3) - 0.1(-2.5) — 0.2(7.00003) = 7.84999 = 7.85
0.1(3) + 7(-2.5) — 0.3(7.00003) = —-19.3000 =-19.3
0.3(3) - 0.2(-2.5) + 10(7.00003) = 71.4003 = 71.4

9.2.1 Conteo de las operaciones

El tiempo de ejecucién en la eliminacidn gaussiana depende de la cantidad de operacio-
nes con punto flotante (0 FLOP) usadas en el algoritmo. En general, el tiempo consumi-
do para ejecutar multiplicaciones y divisiones es casi el mismo, y es mayor que para las
sumas y restas.

Antes de analizar la eliminacién de Gauss simple, primero se definirdn algunas
cantidades que facilitan el conteo de operaciones:

m

ZCf(i) = Cif(i) if(i)+g(i) = if(i)+ ig(i) (9.184, b)

i=1

21=1+1+~-+1=m 21:m—k+1 (9.18¢, d)
i=1 i=k

m 2
Zi=1+2+3+~-+m=M=m—+O(m) (9.18¢)
< 2 2

m 3
Ziz=12+22+32+-~+m2:w:%-kO(mz) 9.18)

i=1

donde O(m") significa “términos de orden m" y menores”.

Ahora se examinard en forma detallada el algoritmo de la eliminacién de Gauss
simple. Como en la figura 9.4a, primero se contara la multiplicacién/divisién de FLOP
en la etapa de la eliminacion. En el primer paso durante el ciclo externo, k = 1. Por lo
tanto, los limites del ciclo intermedio son desde i = 2 hasta n. De acuerdo con la ecuacion
(9.18d), esto significa que el nimero de iteraciones en el ciclo intermedio serad

Zl=n—2+l=n—l (9.19)
i=2

Ahora, para cada una de estas iteraciones, hay una divisién para definir el factor =a; y/a, .
El ciclo interno realiza después una sola multiplicacion (factor - a, ;) para cada iteracion
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de j = 2 a n. Por ultimo, hay una multiplicacién més del valor del lado derecho (factor -
b,). Asi, en cada iteracion del ciclo intermedio, el niimero de multiplicaciones es

l+n-2+1]+1=1+n (9.20)

El total en la primera pasada del ciclo externo, por lo tanto, se obtiene al multiplicar la
ecuacion (9.19) por la (9.20) para obtener [n — 1](1 + n).

Un procedimiento similar se emplea para estimar las FLOP de la multiplicacién/
division en las iteraciones subsecuentes del ciclo externo. Esto se resume asi:

Lazo externo Lazo medio Flops de Flops de
k i Suma/Resta Multiplicacién/Divisién
1 2,n (n="1)(n) (n="Tn+ 1)
2 3,n (n=2)n-1) (n=2)(n)
/; /<+l],n (n—kj(n;r]—k) (n=Kln+2-k
n;] n,ln (1).(2) (11(3)

Por tanto, el total de flops de la suma/resta para el proceso de eliminacién se calcu-
la como

n—1

E(n—k)(n+1—k)=2[n(n+1)—k(2n+1)+k2]
k=1

k=1

o bien
n(n+l)§l—(2n+l)§k+§k2
Al aplicar algllna de las rei:cioné; 1de la ecuacion (9.18) se obtiene
[n*+0m)]-[n’ +0n*) + [%rﬁ + O(nz)] = g +0(n) 9.21)
Un andlisis similar para los flops de la multiplicacién/division lleva a lo siguiente
[n*+0n*)]-[n’ +O(n) + [%n2 + O(nz)] = %3 +0(n*) (9.22)
Al sumar el resultado queda
2n’
ES +0(n*)

Asi, el nimero total de flops es igual a 2723/3 mds un componente adicional de pro-
porcionalidad para términos de orden n? y menores. El resultado se escribe de esta
manera porque conforme 7 crece, los términos O(n?) y menores se hacen despreciables.
Por tanto, se justifica concluir que para un valor de n grande, el esfuerzo necesario para
la eliminaci6n hacia adelante converge a 2n%/3.
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9.3

TABLA 9.1 Noémero de FLOP en la eliminacién de Gauss simple.

Porcentaje

Sustitucién Total debido a la

n Eliminacién hacia atras de FLOP 2n%/3 eliminacién
10 375 55 430 333 87.21%
100 338250 5050 343300 333333 98.53%
1000 3.34E+08 500500 3.34 x 108 3.33 x 108 Q9.85%

Debido a que sélo se utiliza un lazo (ciclo), la sustitucion hacia atrds es mucho mas
facil de evaluar. El nimero de flops adicionales para la suma/resta es igual a n(n — 1)/2.
Debido a la divisién adicional anterior al lazo, el nimero de flops para la multiplicacién/
division es n(n + 1)/2. Esto se suma para llegar a un total de

n>+ O(n)

Entonces, el trabajo total en la eliminacién de Gauss simple se representa como

2 3 2 . 2 3
%‘F O(nz) + %_i_ O(f’l) conforme n aumenta % + O(nZ) (923)

Eliminacion Sustitucion
hacia adelante  hacia atrds

En este andlisis destacan dos conclusiones generales utiles:

1. Conforme el sistema se vuelve mds grande, el tiempo de cdlculo aumenta enorme-
mente. Como en la tabla 9.1, la cantidad de FLOP aumenta casi tres ordenes de
magnitud por cada orden de aumento de la dimension.

2. Lamayor parte del trabajo ocurre en el paso de eliminacién. Asi, para hacer el mé-
todo més eficiente, deberia enfocarse a este paso.

DIFICULTADES EN LOS METODOS DE ELIMINACION

Mientras que hay muchos sistemas de ecuaciones que se pueden resolver con la elimi-
nacién de Gauss simple, existen algunas dificultades que se deben analizar, antes de
escribir un programa de cémputo general donde se implemente el método. Aunque el
siguiente material se relaciona en forma directa con la eliminacién de Gauss simple, la
informacién también es relevante para otras técnicas de eliminacion.

9.3.1 Divisidon entre cero

La razén principal por la que se le ha llamado simple al método anterior se debe a que
durante las fases de eliminacion y sustitucion hacia atrds es posible que ocurra una di-
visién entre cero. Por ejemplo, si se utiliza el método de eliminacién de Gauss simple
para resolver

2x2+ 3X3 =8
4x1 + 6x2 + 7X3 =3
2x1 +XZ+6X3 =5

en la normalizacién del primer renglén habrd una divisién entre a;; = 0. También se
pueden presentar problemas cuando un coeficiente estd muy cercano a cero. La técnica
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EJEMPLO 9.6

de pivoteo se ha desarrollado para evitar en forma parcial estos problemas. Esta se des-
cribe en la seccién 9.4.2.

9.3.2 Errores de redondeo

Aun cuando la solucidn del ejemplo 9.5 fue cercana a la solucidn verdadera, existe una
pequeia discrepancia en el resultado de x5 [ecuacion (E9.5.10)]. Esta diferencia, que
corresponde a un error relativo del —0.00043%, se debe al uso de seis cifras significati-
vas durante los cdlculos. Si se hubiesen utilizado mds cifras significativas, el error en
los resultados se habria reducido considerablemente. Si se hubiesen usado fracciones
en lugar de decimales (y en consecuencia evitado los errores de redondeo), los resulta-
dos habrian sido exactos. Sin embargo, como las computadoras manejan s6lo un nime-
ro limitado de cifras significativas (recuerde la seccidén 3.4.1), es posible que ocurran
errores de redondeo y se deben considerar al evaluar los resultados.

El problema de los errores de redondeo llega a volverse particularmente importan-
te cuando se trata de resolver un gran nimero de ecuaciones. Esto se debe al hecho de
que cada resultado depende del anterior. Por consiguiente, un error en los primeros pasos
tiende a propagarse, es decir, a causar errores en los siguientes pasos.

Resulta complicado especificar el tamafio de los sistemas donde los errores de re-
dondeo son significativos, ya que depende del tipo de computadora y de las propieda-
des de las ecuaciones. Una regla generalizada consiste en suponer que los errores de
redondeo son de importancia cuando se trata de sistemas de 100 o mds ecuaciones. En
cualquier caso, siempre se deben sustituir los resultados en las ecuaciones originales y
verificar si ha ocurrido un error sustancial. No obstante, como se vera mas adelante, las
magnitudes de los mismos coeficientes pueden influir en la aceptacién de si una de
estas pruebas de error asegura un resultado confiable.

9.3.3 Sistemas mal condicionados

Lo adecuado de una solucién depende de la condicidn del sistema. En la seccion 9.1.1 se
desarroll6 una representacion grafica de la condicion de un sistema. Como se estudié en
la seccion 4.2.3, los sistemas bien condicionados son aquellos en los que un pequefio
cambio en uno o mds coeficientes provoca un cambio similarmente pequefio en la solu-
cion. Los sistemas mal condicionados son aquellos en donde pequefios cambios en los
coeficientes generan grandes cambios en la solucién. Otra interpretacion del mal condi-
cionamiento es que un amplio rango de resultados puede satisfacer las ecuaciones en
forma aproximada. Debido a que los errores de redondeo llegan a provocar pequefios
cambios en los coeficientes, estos cambios artificiales pueden generar grandes errores
en la solucién de sistemas mal condicionados, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Sistemas mal condicionados
Planteamiento del problema.  Resuelva el siguiente sistema:
X, +2x,=10 (E9.6.1)

Después, resuélvalo de nuevo, pero con el coeficiente x; de la segunda ecuaciéon modi-
ficado ligeramente como 1.05.
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Solucién.  Usando las ecuaciones (9.10) y (9.11), 1a solucién es

L _200-2304) _,
o) -2y
_1104)-1.1010) _,

%2 1(2)-271.1)

Sin embargo, con un ligero cambio al coeficiente a,, de 1.1 a 1.05, el resultado cambia
de forma dréstica a

2(10)—2(10.4)
=g
1(2) - 2(1.05)
_1(104)-1.1010) _
27 12)-2(1.05)

Observe que la razén principal de la discrepancia entre los dos resultados es que el
denominador representa la diferencia de dos nimeros casi iguales. Como se explic
previamente en la seccion 3.4.2, tales diferencias son altamente sensibles a pequefas
variaciones en los nimeros empleados.

En este punto, se podria sugerir que la sustitucion de los resultados en las ecuacio-
nes originales alertaria al lector respecto al problema. Por desgracia, con frecuencia éste
no es el caso en sistemas mal condicionados. La sustitucién de los valores erréneos x; =
8y x, = 1 en las ecuaciones (E9.6.1) y (E9.6.2) resulta en

8+2(1)=10=10
1.1(8) +2(1) = 10.8 = 10.4

Por lo tanto, aunque x; = 8 y x, = 1 no sea la solucién verdadera al problema original, la
prueba de error es lo suficientemente cercana para quiza confundirlo y hacerle creer que
las soluciones son las adecuadas.

Como se hizo antes en la seccion sobre métodos graficos, es posible dar una repre-
sentacion visual del mal condicionamiento al graficar las ecuaciones (E9.6.1) y (E9.6.2)
(recuerde la figura 9.2). Debido a que las pendientes de las lineas son casi iguales, vi-
sualmente es dificil percibir con exactitud dénde se intersecan. Dicha dificultad visual
se refleja en forma cuantitativa en los resultados ambiguos del ejemplo 9.6. Esta situa-
cién se puede caracterizar matematicamente escribiendo las dos ecuaciones en su forma
general:

anx, + apx, = b, (9.24)

Ay X| + GypXy = b,y (9.25)

Dividiendo la ecuacién (9.24) entre a;, y la (9.25) entre a,,, y reordenando términos, se
obtienen las versiones alternativas en el formato de lineas rectas [x, = (pendiente) x; +
interseccion]:
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a b,
X, =——4x +—
ap ap
a b
x, =——2x + 2
Ay Ay

Por consiguiente, si las pendientes son casi iguales

4y G

ap Ay
o, multiplicando en cruz,

Qg dy = ajpdy
lo cual se expresa también como

anay — apdy =0 (9.26)

Ahora, si recordamos que a,,a,, — a,,a,; es el determinante de un sistema bidimen-
sional [ecuacidn (9.3)], se llega a la conclusién general de que un sistema mal condicio-
nado es aquel en el que su determinante es cercano a cero. De hecho, si el determinante
es exactamente igual a cero, las dos pendientes son idénticas, lo cual indica ya sea que
no hay solucién o que hay un nimero infinito de soluciones, como es el caso de los
sistemas singulares ilustrados en las figuras 9.2a y 9.2b.

Es dificil especificar qué tan cerca de cero debe estar el determinante de manera
que indique un mal condicionamiento. Esto se complica por el hecho de que el determi-
nante puede cambiar al multiplicar una o mas ecuaciones por un factor de escalamiento

sin alterar la solucién. Por consiguiente, el determinante es un valor relativo que se ve
influenciado por la magnitud de los coeficientes.

Efecto de escalamiento sobre el determinante
Planteamiento del problema.  Evalte el determinante de los siguientes sistemas:
a) Del ejemplo 9.1:

3x, +2x, = 18 (E9.7.1)
=X + 2.X2 = 2 (E972)

b) Del ejemplo 9.6:

X+ 2x,=10 (E9.7.3)
1.1x, +2x,=10.4 (E9.7.4)

¢) Repita b), pero multiplique las ecuaciones por 10.
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Solucién.

a)

b)

)

El determinante de las ecuaciones (E9.7.1) y (E.9.7.2) que estan bien condicio-
nadas, es

D=32)-2(-1)=8

El determinante de las ecuaciones (E9.7.3) y (E9.7.4), que estdn mal condicio-
nadas, es

D=1(2)-2(1.1)=-02

Los resultados en a) y b) parecen corroborar el argumento de que los sistemas mal
condicionados tienen determinantes cercanos a cero. Sin embargo, suponga que el
sistema mal condicionado en b) se multiplica por 10, para obtener

10x, + 20x, = 100
11x, + 20x, = 104

La multiplicacién de una ecuacién por una constante no tiene efecto en su solu-
cion. Ademds, todavia estd mal condicionada. Esto se verifica por el hecho de que
multiplicar por una constante no tiene efecto en la solucién grafica. No obstante, el
determinante se afecta en forma drastica:

D = 10(20) - 20(11) = —20

No s6lo se han elevado en dos 6rdenes de magnitud, sino que ahora es mds de dos
veces el determinante del sistema bien condicionado a).

EJEMPLO 9.8

Como se ilustré en el ejemplo anterior, la magnitud de los coeficientes interpone un

efecto de escalamiento, que complica la relacion entre la condicién del sistema y el ta-
mafo del determinante. Una manera de evitar parcialmente esta dificultad es escalando
las ecuaciones en forma tal que el elemento maximo en cualquier renglén sea igual a 1.

Escalamiento

Planteamiento del problema.  Escale los sistemas de ecuaciones del ejemplo 9.7 a un

valor maximo de 1 y calcule de nuevo sus determinantes.

Solucioén.

a)

Para el sistema bien condicionado, el escalamiento resulta en

.xl + 0.667XZ = 6
—O.S.XI + )CZ = l

cuyo determinante es

D=1(1) - 0.667(-0.5) = 1.333
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0.5x1 + Xy = 5
0.55x; +x,=5.2

cuyo determinante es

b) Para el sistema mal condicionado, el escalamiento resulta en

D =0.5(1) - 1(0.55) =-0.05

¢) Enelultimo caso, al realizar los cambios del escalamiento, el sistema toma la misma
forma que en b) y el determinante es también —0.05. De esta forma, se remueve el
efecto de la multiplicacion por el escalar.

En una seccion anterior (seccion 9.1.2) se menciond que el determinante es dificil
de evaluar para mds de tres ecuaciones simultdneas. Por lo tanto, podria parecer que no
ofrece un recurso préctico para evaluar la condicién de un sistema. Sin embargo, como
se describe en el cuadro 9.1, existe un algoritmo simple que resulta de la eliminacién de
Gauss y que se puede usar para la evaluacion del determinante.

Cuadro 9.1

En la seccién 9.1.2 se dijo que la evaluacién de los determinan-
tes por expansion de menores no resultaba practico para grandes
sistemas de ecuaciones. De esta forma, se concluyé que la regla
de Cramer sélo es aplicable a sistemas pequefios. Sin embargo,
como se menciono en la seccion 9.3.3, el valor del determinante
permite estimar la condicién de un sistema. Por lo tanto, serd ttil
tener un método préctico para calcular esta cantidad.

Por fortuna, la eliminacién gaussiana proporciona una forma
simple para hacerlo. El método se basa en el hecho de que el
determinante de una matriz triangular se puede calcular de forma
simple, como el producto de los elementos de su diagonal:

(Co.1.1)

D =ayaxas; ... ay,

La validez de esta formulacién se ilustra para un sistema de 3
por 3:
al] a12 al}

D=|0 a, a,

0 0 a,
donde el determinante se evalda como [recuerde la ecuacion (9.4)]
a22 a23 0 aZ} 0 a22
D=a, 0 _aIZO +a;,
a, a, 0 0

o evaluando los menores (es decir, los determinantes 2 por 2)

D=ayay,a,,—a,(0)+a,;,(0) = a,aya,

Evaluacion de determinantes usando la eliminacion de Gauss

Recuerde que el paso de eliminacion hacia adelante de la
eliminaciéon de Gauss genera un sistema triangular superior.
Puesto que el valor del determinante no cambia con el proceso
de eliminacién hacia adelante, simplemente el determinante se
evalia al final de este paso por medio de

D=a,a,al---a’™" (C9.1.2)
donde los superindices indican el nimero de veces que los ele-
mentos han sido modificados en el proceso de eliminacién. Por
lo tanto, es posible aprovechar el esfuerzo que se ha logrado al
reducir el sistema a su forma triangular, y obtener un célculo
simple del determinante.

Hay una ligera modificacién al método anterior cuando el
programa usa pivoteo parcial (la seccién 9.4.2). En este caso,
el determinante cambia de signo cada vez que un renglén es
pivoteado. Una manera de representar esto es modificando la
ecuacion (C9.1.2):

_ r o n (n—1) P
D=a,a,al---a, ' (-1)

nn

(C9.1.3)

donde p representa el nimero de veces en que los renglones se
pivotean. Esta modificacion se puede incorporar de forma simple
en un programa; Uinicamente rastree el nimero de pivoteos que
se llevan a cabo durante el transcurso de los célculos y después
use la ecuacion (C9.1.3) para evaluar el determinante.
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9.4

Ademads del método usado en el ejemplo anterior existen otras formas para evaluar la
condicidn del sistema. Por ejemplo, hay métodos alternativos para normalizar los elemen-
tos (véase Stark, 1970). Ademds, como se verd en el capitulo siguiente (seccién 10.3), la
matriz inversa y la norma de una matriz pueden usarse para evaluar la condicién de un
sistema. Por dltimo, una prueba simple (pero que consume tiempo) consiste en modificar
ligeramente los coeficientes y repetir la solucién. Si tales modificaciones generan resul-
tados drasticamente diferentes, es posible que el sistema esté mal condicionado.

Como se deduce del andlisis anterior, los sistemas mal condicionados resultan pro-
blemadticos. Por fortuna, la mayoria de las ecuaciones algebraicas lineales, obtenidas de
un problema de ingenieria, son por naturaleza bien condicionadas. Ademads, algunas
de las técnicas presentadas en la seccion 9.4 ayudardn a reducir el problema.

9.3.4 Sistemas singulares

En la seccién anterior se aprendié que una forma con la cual un sistema de ecuaciones
puede estar mal condicionado es cuando dos o mds de las ecuaciones son casi idénticas.
Obviamente atin es peor cuando las dos son idénticas. En tales casos, se pierde un grado
de libertad y se daria un caso imposible de n — 1 ecuaciones con n incdgnitas. Tales
casos podrian no ser obvios, en particular cuando se enfrenta con grandes sistemas de
ecuaciones. En consecuencia, serfa util tener una forma de detectar la singularidad
de manera automadtica.

La respuesta a este problema estd claramente dada por el hecho de que el determi-
nante de un sistema singular es cero. Esta idea, a su vez, puede relacionarse con la eli-
minacién gaussiana reconociendo que después del paso de eliminacion, el determinante
se evalda como el producto de los elementos de la diagonal (recuerde el cuadro 9.1). Asi,
un algoritmo de computadora puede efectuar una prueba para discernir si se crea un cero
en la diagonal durante la etapa de la eliminacién. Si se descubre uno, el calculo se pue-
de terminar inmediatamente y en la pantalla aparecerd un mensaje de alerta. Se mostra-
ran mas tarde, en este capitulo, los detalles de como se realiza esto cuando se presente
el algoritmo completo de la eliminacién de Gauss.

TECNICAS PARA MEJORAR LAS SOLUCIONES

Las siguientes técnicas se pueden incorporar al algoritmo de eliminacién de Gauss
simple, para evitar algunos de los problemas analizados en la seccion previa.

9.4.1 Uso de mas cifras significativas

El remedio més simple para el mal condicionamiento consiste en emplear mds cifras
significativas en los cdlculos. Si la computadora tiene la capacidad para usar més cifras,
esta caracteristica reducird enormemente el problema. No obstante, el precio que hay
que pagar en cdlculo y memoria se eleva con el uso de la precisién extendida (recuerde
la seccion 3.4.1).
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9.4.2 Pivoteo

Como se mencioné al inicio de la seccién 9.3, ocurren problemas obvios cuando un
elemento pivote es cero, ya que el paso de normalizacién origina una division entre cero.
También llegan a surgir problemas cuando el elemento pivote es cercano a—o mas ain
que sea exactamente igual a— cero, debido a que si la magnitud del elemento pivote es
pequeiia comparada con los otros elementos, entonces se pueden introducir errores de
redondeo.

Por lo tanto, antes de normalizar cada renglén, resulta conveniente determinar el
coeficiente mds grande disponible en la columna debajo del elemento pivote. Los ren-
glones se pueden intercambiar de manera que el elemento mds grande sea el elemento
pivote; esto se conoce como pivoteo parcial. Al procedimiento, donde tanto en las co-
lumnas como en los renglones se busca el elemento mas grande y luego se intercambian,
se le conoce como pivoteo completo, el cual se usa en muy raras ocasiones debido a que
al intercambiar columnas se cambia el orden de las x y, en consecuencia, se agrega
complejidad significativa y usualmente injustificada al programa de computadora. El
siguiente ejemplo ilustra las ventajas del pivoteo parcial. Ademds de evitar la divisién
entre cero, el pivoteo también minimiza el error de redondeo. Como tal, sirve también
para resolver parcialmente el mal condicionamiento.

EJEMPLO 9.9  Pivoteo parcial

Planteamiento del problema.  Emplee la eliminacién de Gauss para resolver

0.0003x, + 3.0000x, =2.0001
1.0000x, + 1.0000x, = 1.0000

Observe que en esta forma el primer elemento pivote, a;; = 0.0003, es muy cercano a
cero. Entonces haga de nuevo el calculo, pero ahora con pivoteo parcial, invirtiendo el
orden de las ecuaciones. La solucién exacta es x; = 1/3 y x, = 2/3.
Solucién. Multiplicando la primera ecuacién por 1/(0.0003) da como resultado

x; +10000x, = 6667
lo cual se utiliza para eliminar x; de la segunda ecuacion:

—9999x, =—-6666
de donde se despeja

2

X, = E

Este resultado se sustituye en la primera ecuacion para evaluar x;:

~2.0001-3(2/3)

E9.9.1
1 0.0003 (E99-D
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Sin embargo, debido a la cancelacion por resta, el resultado es muy sensible al niimero
de cifras significativas empleadas en el cdlculo:

Valor absoluto
del error relativo

Cifras porcentual
significativas X, X para x,
3 0.667 -3.33 1099
4 0.6667 0.0000 100
5 0.66667 0.30000 10
6 0.666667 0.330000 1
7 0.6666667 0.3330000 0.1

Observe como el valor de x; depende en gran medida del nimero de cifras significativas.
Esto se debe a que en la ecuacion (E9.9.1) se restan dos nimeros casi iguales. Por otro
lado, si se resuelven las ecuaciones en orden inverso, se normaliza el renglén con el
elemento pivote mas grande. Las ecuaciones son

1.0000x; + 1.0000x, = 1.0000
0.0003x, + 3.0000x, = 2.0001

La eliminacion y la sustitucién dan x, = 2/3. Con diferentes nimeros de cifras signifi-
cativas, x, se puede calcular de la primera ecuacion, asi

1-(2/3)
X ="

: : (E9.9.2)

Este caso es mucho menos sensible al nimero de cifras significativas usadas en el cilculo:

Valor absoluto
del error relativo

Cifras porcentual
significativas X, X para x,
3 0.667 0.333 0.1
4 0.6667 0.3333 0.01
5 0.66667 0.33333 0.001
6 0.666667 0.333333 0.0001
7 0.6666667 0.3333333 0.00001

Por lo que la estrategia de pivoteo es mucho mas satisfactoria.

Los programas computacionales de uso general deben tener una estrategia de pivoteo.
En la figura 9.5 se proporciona un algoritmo simple para llevar a cabo dicha estrategia.
Observe que el algoritmo consiste en dos grandes ciclos. Luego de guardar el elemento
pivote actual y su nimero de renglén como las variables big y p, el primer ciclo compa-
ra el elemento pivote con los elementos que se hallan debajo de €l, para verificar si al-
gunos de ellos es mayor que el elemento pivote. Si es asi, el nuevo elemento mds grande
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p =k

big = |ay«|

DOFOR i1 = k+1, n
dummy = |a:; |

IF (dummy > big)
big = dummy
p =17

END IF

END DO
IF (p # k)

DOFOR jj = k, n
dummy = a, ;;
9p.jj = kg
ag, 3; = dummy

END DO

dummy = b,

b, = by

by = dummy

END TF

FIGURA 9.5
Seudocédigo para
implementar el pivoteo
parcial.

EJEMPLO 9.10

y su nimero de renglén se guardan en big y p. Después, el segundo ciclo intercambia el
renglén del pivote original con el del elemento mds grande, de tal forma que el tltimo
sea el nuevo renglén pivote. Este seudocddigo puede agregarse a un programa basado
en los otros elementos de la eliminacién de Gauss mostrados en la figura 9.4. La mejor
forma de hacerlo consiste en emplear un método modular y escribir la figura 9.5 como
una subrutina (o procedimiento), que pueda llamarse directamente después del inicio
del primer ciclo en la figura 9.4a.

Observe que la segunda instruccion IF/THEN de la figura 9.5 intercambia fisica-
mente los renglones. Con grandes matrices, esto llevaria mucho tiempo. En consecuen-
cia, de hecho, la mayoria de los c6digos no intercambian renglones sino llevan un
registro de cudl es el renglon pivote, guardando los subindices apropiados en un vector.
Este vector proporciona luego una base para especificar el orden adecuado de los ren-
glones durante la eliminacion hacia adelante y las operaciones de sustitucion hacia atras.
Asti, se dice que las operaciones se implementan in situ.

9.4.3 Escalamiento

En la seccion 9.3.3 se menciono que el escalamiento podia ser ttil para la estandarizacion
del tamafio determinante. Mds alld de esta aplicacion, tiene utilidad en la minimizacién
de los errores de redondeo, en aquellos casos en los que algunas de las ecuaciones de un
sistema tienen coeficientes mucho mas grandes que otros. Tales situaciones se encuentran
con frecuencia en la prictica de la ingenieria, al usar unidades muy diferentes en el
desarrollo de ecuaciones simultdneas. Por ejemplo, en problemas de circuitos eléctricos,
los voltajes desconocidos se pueden expresar en unidades que varian desde microvoltios
hasta kilovoltios. Existen ejemplos similares en todos los campos de la ingenieria. Mien-
tras cada una de las ecuaciones sea consistente, el sistema serd técnicamente correcto y
susceptible de ser resuelto. Sin embargo, el uso de unidades tan diversas puede llevar a
que los coeficientes difieran ampliamente en magnitud. Esto, a su vez, puede tener un
impacto sobre el error de redondeo, ya que afecta el pivoteo, como se ilustra en el si-
guiente ejemplo.

Efecto del escalamiento sobre el pivoteo y el redondeo
Planteamiento del problema.

a) Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones usando la eliminacién de Gauss y una
estrategia de pivoteo:

2x; + 100000x, = 100000
X1 + Xy = 2

b) Repita el problema después de escalar las ecuaciones de tal forma que el coeficiente
maximo en cada renglén sea 1.

¢) Finalmente, utilice los coeficientes escalados para determinar si el pivoteo es ne-
cesario. No obstante, resuelva las ecuaciones con los valores de los coeficientes
originales. En todos los casos, conserve sdlo tres cifras significativas. Observe que
las respuestas correctas son x; = 1.00002 y x, = 0.99998 o, para tres cifras signifi-
cativas, x; = x, = 1.00.
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Solucion.

a)

b)

)

Sin escalar, se aplica la eliminacién hacia adelante y se obtiene

2x, + 100 000x, = 100 000
50 000x, = —50 000

que se puede resolver por sustitucion hacia atras:

x, = 1.00
x, = 0.00

Aunque x, es correcta, x,; tiene un 100% de error debido al redondeo.
El escalamiento transforma las ecuaciones originales en

0.00002x1 + X, = 1

.xl+.X2=2

Por lo tanto, se deben pivotear los renglones y colocar el valor mds grande sobre
la diagonal.

X1 + Xy = 2
0.00002x, + x, = 1

La eliminacién hacia adelante da como resultado

X1 +x2=2
%= 1.00

de donde se obtiene
X1 =Xy = 1

De esta forma, el escalamiento conduce a la respuesta correcta.
Los coeficientes escalados revelan que es necesario el pivoteo. Por lo tanto, se pivotea
pero se mantienen los coeficientes originales para obtener

X+ X2=2

2x; + 100 000x, = 100 000
La eliminacién hacia adelante da como resultado

X+ .X2=2

100 000x, = 100 000

que al resolverse se obtiene la respuesta correcta: x; = x, = 1. Entonces, el escala-
miento fue ttil para determinar si el pivoteo era necesario; aunque las ecuaciones
por si mismas no requieren escalarse para llegar a un resultado correcto.
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SUB Gauss (a, b, n, x, tol, er)
DIMENSION s (n)
er = (0
DOFOR i =1, n
S; = ABS(af’])
DOFOR j = 2, n
IF ABS(a; ;)>s; THEN s; = ABS(a;. ;)
END DO
END DO
CALL Eliminate(a, s, n, b, tol, er)
IF er # —1 THEN
CALL Substitute(a, n, b, x)
END IF
END Gauss
SUB Eliminate (a, s, n, b, tol, er)
DOFOR k =1, n — 1
CALL Pivot (a, b, s, n, k)
IF ABS (ak_k/sk) < tol THEN
er = —1
EXIT DO
END IF
DOFOR i = k + 1, n
factor = a;  /ay.
DOFOR j = k + 1, n
a;; = a;; — factor*a, ;
END DO
b; = b; - factor * by
END DO
END DO
IF ABS(ay /sy) < tol THEN er = —I

END Eliminate

FIGURA 9.6

SUB Pivot (a,
p =k
big = ABS(ay /Si)
DOFOR 11 k+ 1, n
dummy = ABS(a:; «/S;ii)
IF dummy > big THEN
big = dummy
p =17
END IF
END DO
IF p # k THEN
DOFOR jj = k, n
dummy = a, ;;

b, s, n, k)

ap.j5 = kg
dg, ;; = dummy
END DO
dummy = b,
b, = by
by = dummy
dummy = s,
Sp = Sy
Sy = dummy
END IF
END pivot

SUB Substitute (a,
X, = bp/a,
DOFOR 1 n—1,

sum 0
DOFOR j i+ 1, n
sum = sum + a; ; * Xx;
END DO
X; = (b; — sum) / a;;
END DO
END Substitute

n, b, x)

1, -1

Seudocédigo para insfaurar la eliminacion de Gauss con pivoteo parcial.
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EJEMPLO 9.11

Aligual que en el ejemplo anterior, el escalamiento es util para minimizar los erro-
res de redondeo. Sin embargo, se debe advertir que el propio escalamiento lleva también
a errores de redondeo. Por ejemplo, dada la ecuacion

2x; +300000x, = 1
y usando tres cifras significativas, escalando se obtiene
0.00000667x, + x, = 0.00000333

De esta forma, el escalamiento introduce un error de redondeo en el primer coeficiente
y en la constante del lado derecho. Por esta razdén, algunas veces se sugiere que el esca-
lamiento se emplee Gnicamente como en el inciso ¢) del ejemplo anterior. Esto es, se usa
para calcular valores escalados de los coeficientes s6lo como un criterio de pivoteo; pero
los valores de los coeficientes originales se conservan para los calculos reales de elimi-
nacioén y sustitucion. Esto tiene ventajas y desventajas si el determinante se calcula como
parte del programa. Es decir, el determinante resultante no serd escalado. Sin embargo,
como muchas aplicaciones de la eliminacién de Gauss no requieren la evaluacién del
determinante, es el planteamiento mds comiin y se usard en el algoritmo de la siguiente
seccion.

9.4.4 Algoritmo para la eliminacion gaussiana

Los algoritmos de las figuras 9.4 y 9.5 se combinan ahora en un solo algoritmo para
implementar el algoritmo completo de la eliminacién de Gauss. En la figura 9.6 se
muestra el algoritmo de una subrutina general para realizar la eliminacién de Gauss.

Observe que el programa tiene médulos para las tres operaciones principales del
algoritmo de eliminacion gaussiana: eliminacién hacia adelante, sustitucion hacia atrés
y pivoteo. Ademds, hay varios aspectos del codigo que difieren y representan un mejo-
ramiento de los seudocédigos de las figuras 9.4 y 9.5. Estos son:

* Las ecuaciones no estdn escaladas, pero los valores escalados de los elementos se
usan para determinar si se debe usar el pivoteo.

* El término diagonal se vigila durante la fase del pivoteo para detectar ocurrencias
de valores cercanos a cero y con esto indicar si el sistema es singular. Si devuelve
un valor de er = —1, se ha detectado una matriz singular y el cdlculo debe terminar.
El usuario da a un pardmetro fol un nimero pequefio para detectar ocurrencias cer-
canas a cero.

Solucién de ecuaciones algebraicas lineales por medio de la computadora

Planteamiento del problema.  Un programa de computadora para resolver ecuaciones
algebraicas lineales, como por ejemplo el que se basa la figura 9.6, sirve para resolver
un problema relacionado con el ejemplo de la caida del paracaidista, analizado en el
capitulo 1. Suponga que un equipo de tres paracaidistas estd unido por una cuerda lige-
ra mientras va en caida libre a una velocidad de 5 m/s (figura 9.7). Calcule la tensién en
cada seccién de la cuerda y la aceleracion del equipo, dados los siguientes datos:
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FIGURA 9.7

Tres paracaidistas en caida
libre unidos por cuerdas sin
peso.

FIGURA 9.8

Diagramas de cuerpo libre para cada uno de los fres paracaidistas en caifda.

Masa, Coeficiente
Paracaidista kg de arrastre, kg/s
] 70 10
2 60 14
3 40 17

Solucién.  Los diagramas de cuerpo libre para cada paracaidista se muestran en la
figura 9.8. Sumando las fuerzas en la direccién vertical y utilizando la segunda ley de
Newton se obtiene un sistema de tres ecuaciones lineales simultdneas:

mg—-T-cp =ma

myg+ 7T —cov—R=ma

msg —cv+ R=mza

Estas ecuaciones tienen tres incognitas: a, T'y R. Después de sustituir los valores cono-
cidos, las ecuaciones se pueden expresar en forma matricial como (g = 9.8 m/s?),

70 1 0 ||a 636
60 -1 1 NT;=4518
40 0 -1||R 307

Este sistema se resuelve usando su propio software. El resultado es a = 8.5941 m/s?, T =
344118 Ny R =36.7647 N.
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9.5

9.6

SISTEMAS COMPLEJOS

En algunos problemas es posible obtener un sistema de ecuaciones complejas
[CH{Z} = {W} 9.27)
donde

[C1=[A] +i[B]
{Z} = (X} +i{Y}
{(W}={U}+i{V} (9.28)

donde i=~/-1

El camino mads directo para resolver un sistema como éste consiste en emplear uno
de los algoritmos descritos en esta parte del libro; pero sustituyendo todas las operacio-
nes reales por complejas. Claro que esto s6lo es posible con aquellos lenguajes, como el
Fortran, que permiten el uso de variables complejas.

Para lenguajes que no permiten la declaracién de variables complejas, es posible
escribir un c6digo que convierta operaciones reales en complejas. Sin embargo, esto no
es una tarea trivial. Una alternativa es convertir el sistema complejo en uno equivalente
que trabaje con variables reales. Esto se logra al sustituir la ecuacién (9.28) en la (9.27)
e igualar las partes real y compleja de la ecuacion resultante, para obtener

[Al{X} - [BI{Y} = {U} (9.29)

[BI{X} + [Al{Y} = {V} (9.30)

Asi, el sistema de n ecuaciones complejas se convierte en un conjunto de 2n ecua-
ciones reales. Esto significa que el tiempo de almacenamiento y de ejecucion se incre-
mentard en forma significativa. En consecuencia, habrd que evaluar las ventajas y
desventajas de esta opcidn. Si es poco frecuente que se evalien sistemas complejos, es
preferible usar las ecuaciones (9.29) y (9.30) por su conveniencia. Sin embargo, si se
usan con frecuencia y desea utilizar un lenguaje que no permite el uso de datos de tipo
complejo, quiza valga la pena escribir un programa que convierta operaciones reales en
complejas.

SISTEMAS DE ECUACIONES NO LINEALES

Recuerde que al final del capitulo 6 se expuso un procedimiento para resolver dos ecua-
ciones no lineales con dos incdgnitas. Este se puede extender al caso general para resol-
ver n ecuaciones no lineales simultdneas.

fl(xl’ Xy eney xn) = O
fZ(xl’ KXoy eeny 'xn) = 0

(9.31)

fn(xh -x27 ey xn) = 0
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La solucién de este sistema consiste en un conjunto de valores x que hacen todas las
ecuaciones igual a cero.

Como se describi6 en la seccion 6.5.2, un procedimiento para resolver tales sistemas
se basa en la version multidimensional del método de Newton-Raphson. Asi, se escribe
para cada ecuacién una expansiéon de la serie de Taylor. Por ejemplo, para la
k-ésima ecuacion,

Y. Y.

fk,i+1 = fk,i (X — X, )a_ (X0 — x2,i)a_ et (X0 — X))
X1 Xy

o0x

n

(9.32)

donde el primer subindice, k, representa la ecuacion o la incdgnita, y el segundo subin-
dice denota si el valor de la funcién en cuestion es el presente (i) o el siguiente (i + 1).

Las ecuaciones de la forma (9.32) son escritas para cada una de las ecuaciones no
lineales originales. Después, como se hizo al obtener la ecuacién (6.20) a partir de la
(6.19), todos los términos f} ;,; se igualan a cero, como serfa el caso en laraiz, y la ecua-
cidn (9.32) se escribe como

U i af,,
—f . +tx, . —+ L ) s .
e o, = 0x, Fo ox, (9.33)
Xyt %"'xzm %+”'+X" i+1 afki
T oox, o, o,

Observe que las tinicas incégnitas en la ecuacién (9.33) son los términos x; ;,; del lado
derecho. Todas las otras cantidades tienen su valor presente (i) y, por lo tanto, son cono-
cidas en cualquier iteracién. En consecuencia, el sistema de ecuaciones representado, en
general, por la ecuacién (9.33) (es decir, con k = 1, 2, ..., n) constituye un sistema de
ecuaciones lineales simultdneas que se pueden resolver con los métodos analizados en
esta parte del libro.

Se puede emplear la notacién matricial para expresar la ecuacién (9.33) en forma
concisa. Las derivadas parciales se expresan como

(S Ui ]
ox, ox, ox,
ox, ox, ox,
(z1=| -+ -
(9.34)
Wi Wi Ui
| dx,  ox, ox, |
Los valores inicial y final se expresan en forma vectorial como
{Xi}T=LxI,i X2, e xn,iJ
y
{Xi+1}T=Lxl,i+l Xl oo Xn,mJ
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FIGURA 9.9
Representacion gréfica del
método de Gaussjordan.
Compare con la figura 9.3
para observar la diferencia
enfre esta técnica vy la de
eliminacion de Gauss. El
superindice (n) significa que
los elementos del vector

del lado derecho se han
modificado n veces [en este
caso n = 3).

9.7

EJEMPLO 9.12

Finalmente, los valores de la funcién en i se pueden expresar como
{Fi}T = Lfl,if2,i fnz—l
Usando estas relaciones, la ecuacion (9.33) se representa en forma concisa como
[Z1{ X1 } = —{F;} +[Z21{X;} (9.35)

La ecuacidn (9.35) se resuelve usando una técnica como la eliminacion de Gauss. Este
proceso se repite iterativamente para obtener una aproximacion refinada de forma simi-
lar al caso de dos ecuaciones como en la seccién 6.5.2.

Se debe notar que el procedimiento anterior tiene dos desventajas importantes.
Primero, a menudo no es ficil evaluar la ecuacién (9.34). Por lo que se ha desarrollado
una variacién del método de Newton-Raphson para evitar tal problema. Como podria
esperarse, tal variacion se basa en el uso de aproximaciones por diferencias finitas, para
calcular las derivadas parciales que aparecen en [Z].

La segunda desventaja del método de Newton-Raphson para multiecuaciones es que
usualmente se requiere de excelentes valores iniciales para asegurar la convergencia. Ya
que con frecuencia esto es dificil de obtener, se han desarrollado métodos alternos que,
aunque son mds lentos que el método de Newton-Raphson, dan un mejor comportamien-
to de convergencia. Un método comun es reformular el sistema no lineal como una sola
funcién

F(x)= z [f(x;, XX, (9.36)
i=1

donde f;(x|, x, ..., x,) es el i-ésimo miembro del sistema original de la ecuacién (9.31).
Los valores de x que minimizan esta funcién representan también la solucién del sistema
no lineal. Como se verd en el capitulo 17, esta reformulacién pertenece a una clase de
problemas llamados regresion no lineal. Como tal, se puede abordar con varias técnicas
de optimizacién como las que se describirdn mds adelante en este texto (parte cuatro,
especificamente en el capitulo 14).

GAUSS-JORDAN

El método de Gauss-Jordan es una variacién de la eliminacién de Gauss. La principal
diferencia consiste en que cuando una incégnita se elimina en el método de Gauss-Jordan,
ésta es eliminada de todas las otras ecuaciones, no solo de las subsecuentes. Ademas,
todos los renglones se normalizan al dividirlos entre su elemento pivote. De esta forma,
el paso de eliminacién genera una matriz identidad en vez de una triangular (figura 9.9).
En consecuencia, no es necesario usar la sustitucién hacia atrds para obtener la solucién.
El método se ilustra mejor con un ejemplo.

Método de Gauss-Jordan

Planteamiento del problema.  Con la técnica de Gauss-Jordan resuelva el sistema del
ejemplo 9.5:

3)(1 - O.I.XZ - 02.X3 = 7.85
0.1x, + Tx, — 0.3x; = —19.3
0.3x, — 0.2x, + 10x; = 71.4
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Solucién.  Primero, exprese los coeficientes y el lado derecho como una matriz au-
mentada:

3 -01 -02 785
01 7 -03 -193
03 -0.2 10 714

Luego normalice el primer renglén, dividiéndolo entre el elemento pivote, 3, para obtener

1 -0.0333333 -0.066667 2.61667

0.1 7 -0.3 -19.3

0.3 -0.2 10 71.4
El término x; se elimina del segundo renglén restando 0.1 veces al primer renglon del
segundo. En forma similar, restando 0.3 veces el primer renglén del tercero, se elimina-
ré el término x, del tercer rengldn:
[1 -0.0333333 —0.066667 2.61667
0 7.00333  -0.293333 -19.5617
|0 =0.190000  10.0200  70.6150

En seguida, se normaliza el segundo renglén dividiéndolo entre 7.00333:

[1 -0.0333333  -0.066667 2.61667
0 1 —0.0418848 -2.79320
|10 —0.190000 10.0200 70.6150

Al reducir los términos x, de las ecuaciones primera y tercera se obtiene

[1 0 —0.0680629 2.52356
0 1 -0.0418848 -2.79320
10 0 10.01200 70.0843

El tercer renglén se normaliza después al dividirlo entre 10.0120:

I 0 -0.0680629 2.52356
0 1 -0.0418848 -2.79320
0 0 1 7.00003

Por dltimo, los términos x; se pueden eliminar de la primera y segunda ecuacién para
obtener

1 0 0 3.00000
0 1 0 -2.50001
0 0 1 7.00003

De esta forma, como se muestra en la figura 9.9, la matriz de coeficientes se ha trans-
formado en la matriz identidad, y la solucién se obtiene en el vector del lado derecho.
Observe que no se requiere la sustitucion hacia atrds para llegar a la solucion.
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9.8

PROBLEMAS

Aunque la técnica de Gauss-Jordan y la eliminacién de Gauss podrian parecer casi
idénticas, la primera requiere mds trabajo. Con el empleo de un enfoque similar al de la
seccion 9.2.1, se determina que el nimero de flops que se involucra en la técnica de
Gauss-Jordan simple es

conforme n aumenta

w4 — p—onome n a3 4 (%) 9.37)

Asti, la técnica de Gauss-Jordan involucra aproximadamente 50 por ciento mds opera-
ciones que la eliminacién de Gauss [compdrese con la ecuacion (9.23)]. Por tanto, la
eliminacién de Gauss es el método de eliminacidn sencilla que se prefiere para obtener
las soluciones de ecuaciones algebraicas lineales. Sin embargo, una de las razones prin-
cipales por las que se ha introducido la técnica de Gauss-Jordan, es que atn se utiliza
tanto en la ingenieria como en ciertos algoritmos numéricos.

RESUMEN

En resumen, se ha dedicado la mayor parte de este capitulo a la eliminacién de Gauss:
el método fundamental para resolver ecuaciones algebraicas lineales simultdneas. Aun-
que es una de las técnicas mds antiguas concebidas para este propdsito, sin embargo, es
un algoritmo efectivo en extremo para obtener las soluciones de muchos problemas en
ingenieria. Ademads de esta utilidad préctica, este capitulo proporciona un contexto para
el andlisis de puntos generales, como el redondeo, el escalamiento y el condicionamien-
to. Se presentd también, en forma breve, material sobre el método de Gauss-Jordan, asi
como sobre sistemas complejos y no lineales.

Los resultados obtenidos al usar la eliminacién de Gauss se pueden verificar al
sustituirlos en las ecuaciones originales. No obstante, realizarlo no siempre representa
una prueba confiable para sistemas mal condicionados. Por ello debe efectuarse alguna
medida de la condicion, como el determinante de un sistema escalado, si se tiene idea
de que haya un error de redondeo. Dos opciones para disminuir el error de redondeo son
el pivoteo parcial y el uso de un mayor nimero de cifras significativas en los calculos.
En el siguiente capitulo se regresard al tema de la condicién del sistema cuando se ana-
lice la matriz inversa.

9.1
a)

b)
9.2

Escriba en forma matricial el conjunto siguiente de ecua-

ciones:

50 = 5x3 + 2x,
10 —x; = x3
3x, + 8x;, =20

[Al=|1 2 [B]=

—_ =
S N W
LN RN

9 4 3 -6
Escriba la transpuesta de la matriz de coeficientes. [C]=46 [D]= [ ]

2 -1 7 5

Ciertas matrice estdn definidas como sigue
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1 5 8 9.6 Para el sistema de ecuaciones que sigue
[E]1=[7 2 3 2%, 4 5x3= 9
4 0 6 22X+ x+x3=9
301 3x;+x,=10
[F]=[1 ; 3] LGI=17 6 4]

En relacion con estas matrices responda las preguntas siguientes:

a) (Cuadles son las dimensiones de las matrices?
b) Identifique las matrices cuadrada, columna y renglén.
¢) (Cudles son los valores de los elementos a;,, by3, ds), €5,

Si2y &in?
d) Ejecute las operaciones siguientes:

D) [E] +[B] 7) [B] x [A]
2) [A] +[F] 8) [DI

3) [B] - [E] 9) [Alx{C}
4) 7 x[B] 10) [1] x [B]
5) [E] x [B] 1) [E]" [E]
6) {C}' 12) {C}"{C}

9.3 Se definen tres matrices como sigue

A—215160 s=| ' 3| =t 2
[A]l= [B]= 05 2 [C]= 3
7 4

a) Ejecute todas las multiplicaciones que sea posible calcular
entre parejas de las matrices.
b) Utilice el método del recuadro PT3.2 para justificar por qué
no se puede multiplicar a las demds parejas.
¢) Emplee los resultado del inciso a) para ilustrar por qué es
importante el orden de la multiplicacion.
9.4 Use el método gréfico para resolver el sistema siguiente

4x, — 8x, =-24
X+ 6x, =34

Compruebe el resultado por medio de sustituirlo en las ecuaciones.
9.5 Dado el sistema de ecuaciones siguiente

—1.1x; + 10x, = 120
—2x; 4+ 17.4x, =174

a) Resuélvalo grificamente y compruebe el resultado con la
sustitucién en las ecuaciones.

b) Sobre la base de la solucién grafica, ;qué se espera con
respecto de la condicién del sistema?

¢) Calcule el determinante.

d) Resuelva por medio de la eliminacién de incdgnitas.

a) Calcule el determinante.

b) Use la regla de Cramer para encontrar cudl es el valor de
las x.

¢) Sustituya el resultado en las ecuaciones originales para
efectos de comprobacion.

9.7 Dadas las ecuaciones

0.5x, —x, =-9.5
1.02x; — 2x, =-18.8

a) Resuelva en forma gréfica.
b) Calcule el determinante.
¢) Con base en los incisos a) y b), ;qué es de esperarse con
respecto de la condicion del sistema?
d) Resuelva por medio de la eliminacién de incégnitas.
e) Resuelva otra vez, pero modifique ligeramente el elemento
a;; 2 0.52. Interprete sus resultados.
9.8 Dadas las ecuaciones siguientes

10x; + 2x, —x3 =27
=3x; — 6x, + 2x3 =—61.5
x|+ X+ 5x;=-21.5

a) Resuelva por eliminacién de Gauss simple. Efectie todos
los pasos del célculo.

b) Sustituya los resultados en las ecuaciones originales a fin
de comprobar sus respuestas.

9.9 Use la eliminacién de Gauss para resolver el sistema que

sigue:

8x) + 2x, — 2x3=-2
10x; + 2x, + 4x3 =4
12x, + 2x, + 2x3=6

Emplee pivoteo parcial y compruebe las respuestas sustituyén-
dolas en las ecuaciones originales.
9.10 Dado el sistema siguiente de ecuaciones

Bx,+ Tx3=2
X +2x%—-x3=3
Sx;—2x,=2

a) Calcule el determinante.

b) Uselareglade Cramer para encontrar cudles son los valores
de las x.

¢) Emplee la eliminacién de Gauss con pivoteo parcial para
obtener cudles serfan los valores de las x.
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d) Sustituya sus resultados en las ecuaciones originales para
efectos de comprobacion.
9.11 Dadas las ecuaciones

2x; — 6x, — x3 =38
=3x;—x, + Txy=-34
—8x; + x, — 2x3=-20

a) Resuelva por eliminacién de Gauss con pivoteo parcial.
Efectte todos los pasos del cédlculo.

b) Sustituya los resultados en las ecuaciones originales para
comprobar sus respuestas.

9.12 Emplee la eliminacion de Gauss-Jordan para resolver el

sistema siguiente:

2x +x,—x3=1
S5x1+ 2%, + 2x3 =4
3x+x,+x3=5

No utilice pivoteo. Compruebe sus respuestas con la sustitucion
en las ecuaciones originales.
9.13 Resuelva el sistema:

X +Xx,—x3=-3
6x) 4+ 2x, + 2x3=2
By +4n+x3=1

por medio de a) eliminacién de Gauss simple, b) eliminacién de
Gauss con pivoteo parcial, y ¢) método de Gauss-Jordan sin pi-
voteo parcial.

9.14 Lleve a cabo el mismo célculo que en el ejemplo 9.11, pero
use cinco paracaidistas con las caracteristicas siguientes:

Coeficiente

Paracaidista Masa, kg de arrastre, kg/s
1 55 10
2 /5 12
3 60 15
4 75 16
5 Q0 10

Los paracaidistas tienen una velocidad de 9 m/s.
9.15 Resuelva el sistema

RO NS

9.16 Desarrolle, depure y pruebe un programa en cualquier
lenguaje de alto nivel o de macros de su predileccién, para mul-
tiplicar dos matrices; es decir, [X] = [Y] [Z], donde [Y] es de orden
m por n'y [Z] es de n por p. Pruebe el programa con el empleo
de las matrices del problema 9.3.

9.17 Desarrolle, depure y pruebe un programa en cualquier
lenguaje de alto nivel o de macros que prefiera, para generar la
transpuesta de una matriz. Pruébelo con las matrices del proble-
ma 9.3.

9.18 Desarrolle, depure y pruebe un programa en el lenguaje de
alto nivel o de macros que prefiera, para resolver un sistema de
ecuaciones por medio de la eliminaciéon de Gauss con pivoteo
parcial. Base su programa en el seudocddigo de la figura 9.6.
Pruébelo con el uso del sistema siguiente (cuya respuesta es x;
=n=x=1),

X +2x,—x;=2
5x,+2x,+2x,=9

=3x,+5x, —x;=1
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CAPITULO 10

Descomposicion LU
e inversidn de matrices

En este capitulo se estudiard una clase de métodos de eliminacién llamada técnicas de
descomposicion LU. El principal recurso de la descomposicién LU es que el paso de la
eliminacién que toma mucho tiempo se puede formular de tal manera que involucre s6lo
operaciones con la matriz de coeficientes [A]. Por esto, es muy adecuado para aquellas
situaciones donde se deben evaluar muchos vectores {B} del lado derecho para un solo
valor de [A]. Aunque hay muchas formas de hacer esto, el andlisis se enfocara en mostrar
cémo el método de eliminacion de Gauss se implementa como una descomposicion LU.

Un motivo para introducir la descomposicion LU es que proporciona un medio
eficiente para calcular la matriz inversa. La inversa tiene muchas aplicaciones valiosas
en la prictica de la ingenierfa. Esta ofrece también un medio para evaluar la condicién
de un sistema.

DESCOMPOSICION LU

Como se describi6 en el capitulo anterior, la eliminacién de Gauss sirve para resolver
sistemas de ecuaciones algebraicas lineales,

[Al{X} = {B} 10.1)

Aunque la eliminacién Gauss representa una forma satisfactoria para resolver tales
sistemas, resulta ineficiente cuando deben resolverse ecuaciones con los mismos coefi-
cientes [A], pero con diferentes constantes del lado derecho (las b).

Recuerde que la eliminacién de Gauss implica dos pasos: eliminacion hacia adelan-
te y sustitucion hacia atrds (figura 9.3). De ambas, el paso de eliminacién hacia adelan-
te es el que representa la mayor parte del trabajo computacional (recuerde la tabla 9.1).
Esto es particularmente cierto para grandes sistemas de ecuaciones.

Los métodos de descomposicion LU separan el tiempo usado en las eliminaciones
para la matriz [A] de las manipulaciones en el lado derecho {B}. Una vez que [A] se ha
“descompuesto”, los multiples vectores del lado derecho {B} se pueden evaluar de ma-
nera eficiente.

El hecho de que la misma eliminacién de Gauss se puede expresar como una des-
composicion LU es muy interesante. Antes de mostrar como se puede realizar esto,
demos primero una demostracion matemética de la estrategia de descomposicion.

10.1.1 Revision de la descomposicion LU

De manera similar al caso de la eliminacién de Gauss, la descomposicién LU requiere
de pivoteo para evitar la division entre cero. Sin embargo, para simplificar la siguiente
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descripcidn, abordaremos el tema del pivoteo después de que el planteamiento funda-
mental se haya elaborado. Ademads, la siguiente explicacion se limita a un conjunto de
tres ecuaciones simultdneas. Los resultados se pueden extender en forma directa a sis-
temas n dimensionales.

La ecuacion (10.1) se reordena como

[A] {X} - {B} =0 (10.2)
Suponga que la ecuacion (10.2) puede expresarse como un sistema triangular superior:

Uy Up Us X d,
0 uy uy (X, =14, (10.3)
0 0 uyllx d,

Observe que esto es similar a la manipulacién que ocurre en el primer paso de la elimi-
nacioén de Gauss. Es decir, se utiliza la eliminacién para reducir el sistema a una forma
triangular superior. La ecuacién (10.3) también se expresa en notacién matricial y se
reordena como

[UNX}-{D} =0 (10.4)

Ahora, suponga que existe una matriz diagonal inferior con nimeros 1 en la diago-
nal,
1 0 O
(L]1=|L, 1 0 (10.5)
1

13 1 132

que tiene la propiedad de que cuando se premultiplica por la ecuacién (10.4), el resulta-
do es la ecuacion (10.2). Es decir,

[L{[UI{X} - {D}} = [A]{X} - {B} (10.6)

Si esta ecuacidn se satisface, segtin las reglas de multiplicacion entre matrices, se obten-
dra

[LI[U] = [A] (10.7)

[L{D} = {B} (10.8)

Una estrategia de dos pasos (véase figura 10.1) para obtener soluciones se basa en
las ecuaciones (10.4), (10.7) y (10.8):

1. Paso de descomposicion LU. [A] se factoriza o “descompone’ en las matrices trian-
gulares inferior [L] y superior [U].

2. Paso de la sustitucion. [L] y [U] se usan para determinar una solucién {X} para un
lado derecho {B}. Este paso, a su vez, se divide en dos. Primero, la ecuacién (10.8)
se usa para generar un vector intermedio { D} mediante sustitucion hacia adelante.
Después, el resultado se sustituye en la ecuacion (10.4), la que se resuelve por sus-
titucion hacia atrds para {X}.
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[4] {x} = {5}
a) Decomposicion /‘
[v] [£]
‘ .
[£] {r} - {5}
* ¥ "+ b)Hacia
delante
{o} ’
r Sustitucion
[v] {x}-{r}
roc) Ha(fia
FIGURA 10.1 {x} atras

Pasos en la descomposicion

LU.

Ahora se mostrard como se puede llevar a cabo la eliminacién de Gauss en esta forma.

10.1.2 Version de la eliminacion de Gauss usando
la descomposicion LU

Aunque a primera vista podria parecer que la eliminacién de Gauss no esta relacionada
con la eliminacién LU, aquélla puede usarse para descomponer [A] en [L] y [U], lo cual
se observa facilmente para [U], que es el resultado directo de la eliminacién hacia ade-
lante. Recuerde que en el paso correspondiente a esta eliminacién se pretende reducir la
matriz de coeficientes [A] a la forma

G A
[Ul=| 0 a;, a5, (10.9)
0 0 a}
que es el formato triangular superior deseado.

Aunque quizd no sea muy clara, la matriz [L] se produce durante este paso. Lo
anterior se ilustra facilmente con un sistema de tres ecuaciones,

ay dp A || X b,
Ay Gy Gy Xy p =D,
Ay dyp Ay || X3 b,

El primer paso en la eliminacién de Gauss consiste en multiplicar el renglén 1 por el
factor [recuerde la ecuacion (9.13)]

a
Ja ==t
a,

www.FreelLibros.me



10.1 DESCOMPOSICION LU 285

EJEMPLO 10.1

y restar el resultado al segundo renglén para eliminar a,,. De forma similar, el renglén
1 se multiplica por

y el resultado se resta al tercer renglén para eliminar as;. El paso final es multiplicar el
segundo renglén modificado por

’
_ 4

fo=-
ay
y restar el resultado al tercer rengl6n para eliminar a%,.

Ahora suponga que realizamos todas esas operaciones sélo en la matriz [A]. Resul-
ta claro que si no se quiere modificar la ecuacién, se tiene que hacer lo mismo con el
lado derecho {B}. Pero no existe ninguna razén para realizar las operaciones en forma
simultdnea. Se podrian conservar las f'y después manipular {B}.

(Dénde se guardan los factores f,,, f3; y f3,? Recuerde que la idea principal de la
eliminacion fue crear ceros en a,;, as; Y as,. Entonces, se puede guardar f,, en a,,, f3; en
asz, Y fx en az. Después de la eliminacion la matriz [A], por lo tanto, se describe
como

a, ap dgy
’ ’
fu ayn  ay (10.10)
”
L o oag

De hecho, esta matriz representa un almacenamiento eficiente de la descomposicién LU
de [A].

[A] — [L][U] (10.11)
donde

a ap  dg
’ ’
[Ul=| 0 a4 a5

0 0 a3
y
1 0 O
[L]=|f, 1 O
fu fo 1

El siguiente ejemplo confirma que [A] = [L][U].

Descomposicién LU con eliminacién de Gauss

Planteamiento del problema. Obtenga una descomposicién LU basdndose en la
eliminacion de Gauss que se realizé en el ejemplo 9.5.
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Solucién.  En el ejemplo 9.5, se resolvid la matriz

3 =01 -02
[A]=]0.1 7 =03
03 -02 10

Después de la eliminacion hacia adelante, se obtuvo la siguiente matriz triangular supe-
rior:

3 =01 -0.2
[Ul=|0 7.00333 -0.293333
0 0 10.0120

Los factores empleados para obtener la matriz triangular superior se pueden colocar en
una matriz triangular inferior. Los elementos a,, y as; se eliminaron al usar los factores

f =%=0.03333333 fa =%=o.1000000

y el elemento a3, se elimina al usar el factor

-0.19

=——+—=-0.0271300
7.00333

Ja

Asf, la matriz triangular inferior es

1 0 0
[L]=]0.0333333 1 0
0.100000 —0.0271300 1

En consecuencia, la descomposiciéon LU es

1 0 01{3 0.1 -0.2
[A]=[L][U]=0.0333333 1 0|0 7.00333 -0.293333
0.100000 —-0.0271300 1][0 0 10.0120

Este resultado se verifica al realizar la multiplicacién de [L][U] que da

3 -0.1 -0.2
[LI[U]=]0.0999999 7 —-0.3
0.3 —0.2  9.99996

donde las pequefias diferencias son debidas a errores de redondeo.
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El siguiente es el seudocddigo de una subrutina para realizar la fase de descompo-
sicion:

SUB Decompose (a, n)
DOFOR k=1, n -1
DOFOR 7 = k+ 1, n
factor = a; «/ay.
a; = factor
DOFOR j = k + 1, n
a; ;= a;; - factor * a,;
END DO
END DO
END DO
END Decompose

Observe que este algoritmo es “simple” en el sentido de que no se incluye el pivoteo.
Esta caracteristica se agregard mds tarde cuando se desarrolle el algoritmo completo
para la descomposicion LU.

Después de descomponer la matriz, se puede generar una solucién para un vector
particular { B}. Esto se lleva a cabo en dos pasos. Primero, se realiza un paso de sustitucion
hacia adelante al resolver la ecuacion (10.8) para {D}. Es importante notar que esto s6lo
se refiere a la realizacion de las operaciones de la eliminacién en {B}. De esta forma, al
final del procedimiento, el lado derecho estard en el mismo estado que si se hubiesen
realizado las operaciones hacia adelante sobre [A] y {B} en forma simultdnea.

El paso de la sustitucion hacia adelante se representa en forma concisa como

d =d — a.b. parai=2,3,...,n (10.12)

En el segundo paso, entonces, tan s6lo se realiza la sustitucion hacia atrds, como en
la ecuacién (10.4). Otra vez, es importante reconocer que este paso es idéntico al de la
fase de sustitucion hacia atras, en la eliminacion de Gauss convencional. Asi, de mane-
ra similar a las ecuaciones (9.16) y (9.17), el paso de la sustitucién hacia atras se repre-
senta en forma concisa como

x,=dJa,, (10.13)

X, =—— parai=n-1,n-2,...,1 (10.14)

EJEMPLO 10.2 Pasos en la sustitucion

Planteamiento del problema.  Termine el problema que se inici6 en el ejemplo 10.1
para generar la solucién final con eliminacion hacia adelante y sustitucioén hacia atras.
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Soluciéon.  Como se establecié antes, la intencién de la sustitucién hacia adelante es
aplicar las operaciones de eliminacién al vector {B}, previamente aplicadas a [A]. Re-
cuerde que el sistema resuelto en el ejemplo 9.5 fue

3 —0.1 -02][x] [785
01 7 -03|dx,+=4-193
03 —02 10 ||x,| |714

y que la fase de eliminacion hacia adelante del método de eliminacién convencional de
Gauss dio como resultado

3 =01 -0.2 X, 7.85
0 7.00333 -0.293333|4x, r=9-19.5617 (E10.2.1)
0 0 10.0120 | | x, 70.0843

La fase de la sustitucién hacia adelante se realiza aplicando la ecuacién (10.7) a
nuestro problema,

1 0 0](d,] [7.85
0.0333333 1 0]4d, t=1-19.3
0.100000 —0.0271300 1||d,| |714

o realizando la multiplicacién entre matrices del lado izquierdo e igualando,

d, =785
003333334, + d, =-19.3
0.1d, — 0.02713d, + d; = 71.4

Se resuelve la primera ecuacion para d,,
dy=7.85

la cual se sustituye en la segunda ecuacién y se resuelve para d,
d, =-19.3-0.0333333(7.85) =-19.5617

Ambas, d, y d,, se sustituyen en la tercera ecuacion para d;
d;=71.4-0.1(7.85) + 0.02713(-19.5617) = 70.0843

Asi,

7.85

{D}=1-19.5617
70.0843

que es idéntica al lado derecho de la ecuacion (E10.2.1).
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Este resultado se sustituye, entonces, en la ecuaciéon (10.4), [U{X} = {D}, para

obtener
3 =01 -0.2 X, 7.85
0 7.00333 —0.293333|{x, p=4-19.5617

0 0 10.0120 | |x, 70.0843

que se resuelve por sustitucién hacia atrds (véase ejemplo 9.5 para mds detalles) para

obtener la solucidn final,

3

(X}={ 2.5
7.00003

El siguiente es el seudocddigo de una subrutina para implementar ambas fases de

sustitucién:

SUB Substitute (a, n, b, x)
‘sustitucion hacia adelante

DOFOR 1 = 2, n

sum = b;
DOFOR j =1, 1 -1
sum = sum - a;; * b;
END DO
b: = sum
END DO

‘sustitucion hacia atrds
X, = by /ay,

DOFOR i =n -1, 1, -1
sum = 0
DOFOR j = 1 + 1, n

sum = sum + a; ; * X;
END DO
X; = (b; - sum)/a; ;
END DO

END Substitute

El algoritmo de descomposicién LU requiere los mismos FLOP de multiplicacion/
divisién totales que la eliminaciéon de Gauss. La tnica diferencia es que se aplica un

menor trabajo en la fase de descomposicion, debido a que las operaciones no se aplican
al lado derecho. De esta forma, el nimero de FLOP de multiplicacion/division en la fase

de descomposicion se calculan asi:

n ﬁ conforme n aumenta n 4 0( I’l)

3 3
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Por lo contrario, la fase de sustitucién requiere de un mayor trabajo. Asi, el nimero
de FLOP para la sustitucién hacia adelante y hacia atras es n”. El trabajo total es, por lo
tanto, idéntico al de la eliminacion de Gauss

S on

———+n

3
2 conforme n aumenta n_ + 0(”2 )
3 3

(10.16)

10.1.3 Algoritmo para la descomposicion LU

En la figura 10.2 se presenta un algoritmo que implementa la descomposicién LU con
eliminacién de Gauss. Vale la pena mencionar cuatro caracteristicas de este algoritmo:

FIGURA 10.2
Seudocodigo para un algoritmo de descomposicion LU.
SUB Ludecomp (a, b, n, tol, x, er) END IF
DIM o, s, END Decompose
er =0
CALL Decompose(a, n, tol, o, s, er) SUB Pivot(a, o, s, n, k)
IF er <> -1 THEN p=k
CALL Substitute(a, o, n, b, x) big = ABS(agu.k / Sou)
END IF DOFOR 771 = k + 1, n
END Ludecomp dummy = ABS(agcii),« / Socii))
IF dummy > big THEN
SUB Decompose (a, n, tol, o, s, er) big = dummy
DOFOR i =1, n p = ii
0; =1 END IF
s; = ABS(a; ;) END DO
DOFOR j = 2, n dummy = o,
IF ABS(a; ;)>s; THEN s; = ABS(a; ;) 0, = 0
END DO 0y = dummy
END DO END Pivot
DOFOR k =1, n - 1
CALL Pivot(a, o, s, n, k) SUB Substitute (a, o, n, b, Xx)
IF ABS(aoi).x /Socxy) < tol THEN DOFOR i = 2, n
er = -1 sum = by
PRINT age) «/ Sock) DOFOR j = 1, i -1
EXIT DO sum = sum = ag),; ¥ bocs)
END IF END DO
DOFOR i = k + 1, n boci) = sum
factor = agci).x /aoc .« END DO
ag1).« = factor X = bocn) /a0cn),n
DOFOR j = k + 1, n DOFOR i =n -1, 1, -1
doci).; = docr),y - factor *agu,; sum =0
END DO DOFOR j =1 + 1, n
END DO sum + sum + agi); ¥ X
END DO END DO
IF ABS(&O(k},k/SO(k)) < tol THEN Xi = (bg(f) - Sum)/aa(j)’f
er = -1 END DO
PRINT agci) «/ Socx) END Substitute
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a)
b)
c) =
d)
FIGURA 10.3 +

Un esquema que muesira
las evaluaciones implicadas
en la descomposicion LU de
Crout.

e Los factores generados durante la fase de eliminacién se guardan en la parte inferior
de la matriz. Esto puede hacerse debido a que de cualquier manera éstos se convier-
ten en ceros y no son necesarios en la solucién final. Este almacenamiento ahorra
espacio.

e El algoritmo lleva cuenta del pivoteo al usar un vector de orden o. Esto acelera
notablemente el algoritmo, ya que sélo se pivotea el vector (y no todo el renglén).

e Las ecuaciones no estdn escaladas, pero se usan valores escalados de los elementos
para determinar si se va a usar el pivoteo.

e El término de la diagonal se verifica durante la fase de pivoteo para detectar ocu-
rrencias cercanas a cero con el propdsito de advertir al usuario respecto de sistemas
singulares. Si baja de un valor er = —1, entonces se ha detectado una matriz singular
y se debe terminar el cdlculo. El usuario le da a un pardmetro fol un valor pequefio,
para detectar ocurrencias cercanas a cero.

10.1.4 Descomposicion Crout

Observe que en la descomposicién LU con la eliminacién de Gauss, la matriz [L] tiene
ndmeros 1 en la diagonal. Formalmente, a esto se le denomina descomposicion o facto-
rizacion de Doolittle. Un método alternativo usa una matriz [U] con nimeros 1 sobre la
diagonal. Esto se conoce como descomposicion Crout. Aunque hay algunas diferencias
entre estos métodos, su funcionamiento es comparable (Atkinson, 1978; Ralston y Ra-
binowitz, 1978).

El método de descomposiciéon de Crout genera [U] y [L] barriendo las columnas y
los renglones de la matriz, como se ilustra en la figura 10.3. La descomposicién de Crout
se puede implementar mediante la siguiente serie concisa de férmulas:

liy1 = a; parai=1,2,...,n (10.17)
Uy =— paraj=2,3,...,n (10.18)

Paraj=2,3,..,n-1

j-1
lij=al-j—z Lyw, parai=jj+1,...n (10.19)
k=1
Jj-1
A ljiuik
Ujg =— = parak=j+1,j+2,...,n (10.20)
l/'j
y
n—1
lnn = Ay — 2 lnkukn (1021)
k=1

Ademads de que consiste de pocos ciclos, el método anterior también tiene la ventaja
de economizar espacio de almacenamiento. No hay necesidad de guardar los nimeros 1
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10.2

que estdn en la diagonal de [U] o los nimeros cero de [L] o [U], ya que se dan en el
método. En consecuencia, los valores de [U] se pueden guardar en el espacio de los
ceros de [L]. Ademds, mediante un cuidadoso examen de lo anterior, queda claro que
después de que un elemento de [A] se emplea una vez, nunca vuelve a utilizarse. Por lo
tanto, conforme se va calculando cada elemento de [L] y [U], se puede sustituir por el
elemento correspondiente de [A] (como se designd por sus subindices).

El seudocddigo para realizar esto se presenta en la figura 10.4. Observe que la
ecuacion (10.17) no estd incluida en el seudocddigo, porque la primera columna de [L]
ya se guardé en [A]. De otra forma, el algoritmo sigue, en forma directa, de las ecuacio-
nes (10.18) a la (10.21).

LA MATRIZ INVERSA

En el estudio de las operaciones con matrices (seccién PT3.2.2), vimos que si una matriz
[A] es cuadrada, existe otra matriz [A]~', conocida como la inversa de [A], para la cual
[ecuacion (PT3.3)]

[AlIAT = [A]'[A] = 1]

Ahora se enfocara el andlisis hacia el modo en que la matriz inversa se calcula numéri-
camente. Después se explorard como se utiliza para el disefio en ingenierfa.

FIGURA 10.4
Seudocédigo para

el algoritmo de la
descomposicion LU de
Crout.

DOFOR j = 2, n
a,; = ajj/ai;

END DO
DOFOR j = 2, n - 1
DOFOR 7 = J, n
sum = 0
DOFOR k =1, j - 1
sum = sum + a; ag. s
END DO
dy,; = a;y; - sum
END DO
DOFOR k = j + 1, n
sum = 0
DOFOR 7 =1, J 1
sum = sum + ay; - ai
END DO
aj ¢ = (aj, - sum)/a; ;
END DO
END DO
sum = 0
DOFOR k =1, n - 1
sum = sum + a,; - dn,
END DO
dn,n = dp,n T SUM
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EJEMPLO 10.3

10.2.1 Célculo de la inversa

La inversa se puede calcular en forma de columna por columna, generando soluciones
con vectores unitarios como las constantes del lado derecho. Por ejemplo, si la constan-
te del lado derecho de la ecuacién tienen un nimero 1 en la primera posicion, y ceros en
las otras,

1
(b} =10
0

la solucién resultante serd la primera columna de la matriz inversa. En forma similar, si
se emplea un vector unitario que tiene un nimero 1 en el segundo renglén

0
(by=11
0

el resultado serd la segunda columna de la matriz inversa.

La mejor forma de realizar un calculo como éste es con el algoritmo de descompo-
sicién LU, descrito al inicio de este capitulo. Recuerde que una de las ventajas mds im-
portantes de la descomposicion LU es que proporciona un medio eficiente para evaluar
diversos vectores del lado derecho. Por lo tanto, resulta ideal para evaluar los vectores
unitarios requeridos en el cdlculo de la inversa.

Inversién de matrices

Planteamiento del problema. Emplee la descomposicién LU para determinar la
matriz inversa del sistema del ejemplo 10.2.

3 0.1 -02
[A]=]0.1 7 -03
03 -02 10

Recuerde que la descomposicion dio como resultado las siguientes matrices triangulares
inferior y superior:

3 -0.1 -0.2 1 0 0
[Ul=|0 7.00333 -0.293333| [L]=|0.0333333 1 0
0 0 10.0120 0.100000 —0.0271300 1

ion. i u iz inv u i u
Solucién.  La primera columna de la matriz inversa puede determinarse al efectuar el
procedimiento de solucién por sustitucién hacia adelante, con un vector unitario (con
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el nimero 1 en el primer renglén) como el vector del lado derecho. Asi, de la ecuacién
(10.8), el sistema diagonal inferior es

1 0 0l(a,] [1
0.0333333 1 0]4d, =40
0.100000 —0.0271300 1[|d,| [0

de donde, por sustitucion hacia adelante se obtiene {D}” = [1 —0.03333 —0.1009]. Este
vector se utiliza como el lado derecho de la ecuacién (10.3),

3 0.1 -02 1(x 1
0 7.00333 —0.293333|x, r =4-0.03333
0 0 10.0120 | |x,| |-0.1009

de donde, por sustitucién hacia atrds, se obtiene {X}” = [0.33249 —0.00518 —0.01008],
que es la primera columna de la matriz,

0.33249 0 O
[A]" =]-0.00518 0 0
-0.01008 0 O

Para determinar la segunda columna, la ecuacién (10.8) se formula como

1 0 0l(a,] [0
0.0333333 1 0[4d, t=41
0.100000 —0.0271300 1]|d,| |0

De donde se puede obtener {D}, y los resultados se usan con la ecuacién (10.3) para de-
terminar {X}” = [0.0049440.1429030.00271], que es la segunda columna de la matriz,

0.33249  0.004944 0
[A]" =[-0.00518 0.142903 0
-0.01008 0.00271 O

Por tltimo, los procedimientos de sustitucion hacia adelante y de sustitucion hacia atrds
pueden usarse con {B}" = 0 0 1], para obtener {X}7 =[0.006798 0.004183 0.09988],
que es la columna final de la matriz,

0.33249  0.004944 0.006798
[A]" =[-0.00518 0.142903 0.004183
—-0.01008 0.00271  0.09988

La validez de este resultado se comprueba al verificar que [A][A]~! = [1].
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El seudocddigo para generar la matriz inversa se muestra en la figura 10.5. Observe
como se llama a la subrutina de descomposicion de la figura 10.2, para realizar la des-
composicién, y después se genera la inversa llamando repetidamente el algoritmo de
sustitucion con vectores unitarios.

El trabajo requerido para este algoritmo se calcula facilmente como

n on __4n3 n

—— — 2 —— —
3 3 o Ay 33 (10.22)

descomposicién + n X sustituciones

donde, de acuerdo con la seccién 10.1.2 Ia descomposicion estd definida por la ecuacién
(10.15) y el trabajo necesario en cada evaluacién del lado derecho requiere n> FLOP de
multiplicacién/division.

10.2.2 Calculos estimulo-respuesta

Como se vio en la seccion PT3.1.2, muchos de los sistemas de ecuaciones lineales usados
en la prictica de la ingenieria se obtienen de las leyes de la conservacion. La expresion
matemadtica de dichas leyes es algtin tipo de ecuacion de balance que asegura que una
propiedad especifica se conserve (masa, fuerza, calor, momentum u otra). En un balan-
ce de fuerzas de una estructura, las propiedades pueden ser los componentes horizontal
o vertical de las fuerzas que actiian sobre cada nodo de la estructura (véase la seccién
12.2). En un balance de masa, las propiedades pueden ser la masa en cada reactor de un
proceso quimico (véase la seccion 12.1). Se tendrdn ejemplos similares en otros campos
de la ingenieria.

FIGURA 10.5
Programa principal que usa algunos de los subprogramas de la figura 10.2 para generar
una matriz inversa.

CALL Decompose (a, n, tol, o, s, er)
IF er = 0 THEN
DOFOR i =1, n
DOFOR j =1, n
IF 1 = J THEN

b(j) =1
ELSE
b(j) =0
END IF
END DO

Call Substitute (a, o, n, b, x)
DOFOR j =1, n
ai(j, 1) = x(Jj)

END DO
END DO
salida ai, si lo desea
ELSE
PRINT “sistema mal condicionado”
END IF
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Al tenerse una ecuacién de balance para cada parte del sistema, da como resultado
un conjunto de ecuaciones que definen el comportamiento de las propiedades en todo el
sistema. Estas ecuaciones se interrelacionan, ya que cada ecuacion puede tener una o
mads de las variables de las otras ecuaciones. En muchos casos, estos sistemas son linea-
les y, por lo tanto, de la forma que se trata en este capitulo:

[Al{X} = {B} (10.23)

Ahora bien, para las ecuaciones de balance, los términos de la ecuacién (10.23)
tienen una interpretacion fisica definida. Por ejemplo, los elementos de {X} son los va-
lores de la propiedad que se balanceard en cada parte del sistema. En el balance de
fuerzas de una estructura, representan las fuerzas vertical y horizontal en cada miembro.
En el balance de masa, los elementos de {X} son las masas de sustancias quimicas en
cada reactor. En cualquier caso, representan la respuesta o estado del sistema, que se
estd tratando de determinar.

El vector del lado derecho {B} contiene los elementos del balance que son indepen-
dientes del comportamiento del sistema (es decir, son constantes). Como tales, repre-
sentan las fuerzas externas o los estimulos que rigen al sistema.

Finalmente, la matriz de coeficientes [A] contiene los pardmetros que expresan como
interactdan las partes del sistema. En consecuencia, la ecuacién (10.23) se puede expre-
sar como:

[interacciones]{respuesta} = {estimulos}

Asi, la ecuacion (10.23) puede verse como una expresion del modelo matematico funda-
mental que se formuld anteriormente como una sola ecuacién en el capitulo 1 [recuerde
la ecuacion (1.1)]. Ahora se percibe que la ecuacion (10.23) representa una version para
sistemas interrelacionados con diversas variables dependientes {X}.

Como ya hemos visto en este capitulo y en el anterior, existen varias formas de
resolver la ecuacién (10.23). Sin embargo, usando la matriz inversa se obtiene un resul-
tado particularmente interesante. La solucién formal se expresa como

{X} =[AI""{B}
o (recordando la definicién de la multiplicaciéon matricial del cuadro PT3.2)
xp = ajby+atyyby+a’i3bs
X, = axi by +alyby+a'yby
x3=aziby+a'yby+a'yb,

De esta forma, se ha encontrado que la misma matriz inversa, ademds de ofrecer una
solucidn, tiene propiedades extremadamente ttiles. Es decir, cada uno de sus elementos
representa la respuesta de una sola parte del sistema a un estimulo unitario de cualquier
otra parte de dicho sistema.

Observe que estas formulaciones son lineales y, por lo tanto, se satisfacen la super-
posicion y la proporcionalidad. La superposicion significa que si un sistema estd sujeto
a varios estimulos (las b), las respuestas se pueden calcular individualmente y los resul-
tados se suman para obtener la respuesta total. La proporcionalidad significa que al
multiplicar los estimulos por una cantidad el resultado es la respuesta a esos estimu-
los multiplicada por la misma cantidad. Asi, el coeficiente aj es una constante de pro-
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10.3

porcionalidad que da el valor de x; correspondiente a una cantidad unitaria b,. Este
resultado es independiente de los efectos de b, y b; sobre x|, los cuales se reflejan en los
coeficientes a;,”' y a;;7!, respectivamente. Por lo tanto, se llega a la conclusién general de
que el elemento a;' de la matriz inversa representa el valor de x; debido a la cantidad uni-
taria b, Usando el ejemplo de la estructura, el elemento a;;' de la matriz inversa represen-
tarfa la fuerza en el miembro i debida a una fuerza unitaria externa en el nodo j. Incluso
para sistemas pequefios, dicho comportamiento de interacciones estimulo-respuesta indi-
viduales podria no ser intuitivamente obvio. Como tal, la matriz inversa ofrece una pode-
rosa técnica para comprender las interrelaciones entre las partes componentes de sistemas
complicados. Este poder se demostrard en las secciones 12.1 y 12.2.

ANALISIS DEL ERROR Y CONDICION DEL SISTEMA

Ademads de sus aplicaciones a la ingenierfa, la inversa también proporciona un medio
para determinar si los sistemas estdn mal condicionados. Estdn disponibles tres métodos

para este proposito:

1. Escalar la matriz de coeficientes [A], de manera que el elemento mds grande en cada
renglon sea 1. Se invierte la matriz escalada, y si existen elementos de [A]™' que
sean varios 6rdenes de magnitud mayores que uno, es posible que el sistema esté
mal condicionado (véase el cuadro 10.1).

2. Multiplicar la inversa por la matriz de coeficientes original y estimar si el resultado
es lo suficientemente cercano a la matriz identidad. Si no es asi, esto indica que el
sistema estd mal condicionado.

Cuadro 10.1

Inferpretacion de los elementos de la matriz inversa

como una medida de mal condicionamiento

Un método para determinar la condicién de un sistema consiste
en escalar [A] de tal forma que el elemento mayor en cada renglon
sea 1 y después calcular [A]™". Si los elementos de [A]™! son
varios 6rdenes de magnitud mayores que los elementos de la
matriz escalada original, es probable que el sistema esté mal
condicionado.

Se puede obtener cierto conocimiento con este método al
recordar que una forma de verificar si una solucién aproximada
{X} es aceptable, es sustituyéndola en las ecuaciones originales
y observar si resultan las constantes originales del lado derecho.
Esto equivale a

{R} = {B} - [Al{X) (C10.1.1)

donde {R} es el residuo entre las constantes del lado derecho y
los valores calculados con la solucién {X}. Si {R} es pequefio,
se concluye que los valores de {X} son adecuados. Suponiendo

que {X} es la solucién exacta que da un residuo cero, entonces

{0} = {B} - [Al{X} (C10.1.2)

Restando la ecuacién (C10.1.2) de (C10.1.1) resulta

(R} =1a1{(x} - (%}
Multiplicando ambos lados de esta ecuacion por [A]™! se obtiene
{X} - (X} = [A]'(R)

Este resultado indica por qué la verificacion de una solucién por
sustitucion puede ser engailosa. Para casos donde los elementos
de [A]! son grandes, una pequefia discrepancia en el residuo {R}
del lado derecho, puede corresponder a un gran error {X} — {X}
en el valor calculado de las incognitas. En otras palabras, un
residuo pequefio no garantiza una solucién exacta. Aunque,
puede concluirse que si el elemento mayor de [A]™' es de un
orden de magnitud unitaria, se puede considerar que el sistema
estd bien condicionado. De modo contrario, si [A]™' contiene
elementos mucho mds grandes que la unidad se concluye que el
sistema esta mal condicionado.
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3. Invertir la matriz inversa y estimar si el resultado esta lo suficientemente cercano
a la matriz de coeficientes original. Si no es asi, esto de nueva cuenta indica que el
sistema estd mal condicionado.

Aunque estos métodos llegan a indicar un mal condicionamiento, seria preferible
obtener un solo nimero (al igual que el nimero de condicién de la seccién 4.2.3) que
sirviera como un indicador del problema. Los intentos que se han hecho para formular tal
nimero de condicién matricial estdn basados en el concepto matemaético de la norma.

10.3.1 Normas vectoriales y matriciales

Una norma es una funcién que toma valores reales y que proporciona una medida del
tamafio o “longitud” de entidades matemadticas multicomponentes, como los vectores y
las matrices (véase cuadro 10.2).

Un ejemplo simple es un vector en el espacio euclidiano tridimensional (figura 10.6)
que se representa como

[Fl=[a b c]

donde a, b y c son las distancias a lo largo de los ejes x, y y z, respectivamente. La lon-
gitud de este vector [esto es, la distancia de la coordenada (0, 0, 0) a (a, b, ¢)] se calcula
simplemente como

IF|, =Va> +b* +¢

donde la nomenclatura ||F ||e indica que a esta longitud se refiere a la norma euclidiana
de [F].

En forma similar, para un vector n dimensional Lx]= Lx, Xy .ot x,J, una norma eucli-
diana se calcularia como

—
|
_n

1. = \Z x;

i=1

FIGURA 10.6
Representacion gréfica de
un vecior LFl=[a b c]en
el espacio euclidiano.

~

Vs
&
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Cuadro 10.2 Normas matriciales

Como se vio en esta seccion, las normas euclidianas se emplean
para cuantificar el tamafio de un vector,

—

"
I1, - J 3 e
i=1
o de una matriz,
‘\ n n
22
\‘ =1 j=1

Para vectores, existen alternativas llamadas normas p que se
representan generalmente por

lAll, =

1/p

n
,
I, = > il
i=1

Puede observarse que la norma euclidiana y la norma 2,
son idénticas para vectores.
Otros ejemplos importantes son

X|

25

n

Ixl,= Y bl

i=1

que representa la norma como la suma de los valores absolutos
de los elementos. Otra es la norma magnitud-mdxima o norma
vector-uniforme.

||X||m = max xll

I1<ign

la cual define la norma como el elemento con el mayor valor
absoluto.

Utilizando un método similar, se pueden desarrollar normas
para matrices. Por ejemplo,

n
Il = méx Y o)
i=1

Esto es, se realiza una sumatoria de los valores absolutos de los
coeficientes para cada columna, y la mayor de estas sumatorias
se toma como la norma. Esto se conoce como la norma columna-
suma.

Una determinacion similar se puede hacer para los renglones,
y resulta una matriz-uniforme o norma renglon-suma,

n
JAlL =max " |a,]
j=1

Debe observarse que, en contraste con los vectores, la norma
2 y lanorma euclidiana para una matriz no son lo mismo. Mien-
tras que la norma euclidiana ||A||e puede ser facilmente determi-
nada mediante la ecuacion (10.24), la norma 2 para matrices ||A||2
se calcula asi:

41, = (s

donde p,,4, €s el mayor eigenvalor de [A][A]. En el capitulo 27
se verd mds sobre eigenvalores. Mientras tanto, el punto impor-
tante es que la norma ||A |2, 0 norma espectral, es la norma mi-
nima y, por lo tanto, proporciona la medida de tamafio mas
ajustada (Ortega, 1972).

El concepto puede extenderse ademds a una matriz [A], de la siguiente manera

(10.24)

a la cual se le da un nombre especial (la norma de Frobenius). De la misma manera
como las normas de vectores, proporciona un valor tnico para cuantificar el “tamafio”

de [A].

Debe notarse que hay alternativas para las normas euclidiana y de Frobenius (véase
cuadro 10.2). Por ejemplo, la norma vector uniforme se define como

1., = méx [x;|

1<i<n
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EJEMPLO 10.4

Es decir, el elemento con el mayor valor absoluto se toma como la medida del tamafio
del vector. En forma similar, una norma matricial uniforme o norma renglon-suma se
define como

4l = mix S Ja,| 1025)

ISisn 4

En este caso, se calcula la suma del valor absoluto de los elementos por cada renglén, y
la mayor de éstas se toma como la norma.

Aunque hay ventajas tedricas para el uso de ciertas normas, la eleccién algunas
veces estd influenciada por consideraciones practicas. Por ejemplo, la norma renglén-
uniforme es ampliamente usada por la facilidad con que se calcula, y por el hecho de
que usualmente proporciona una medida adecuada del tamafio de la matriz.

10.3.2 NUmero de condicion de una matriz

Ahora que se ha presentado el concepto de norma, se puede usar para definir
Cond [A] = [lA]|- [la~] (10.26)

donde Cond [A] se llama niimero de condicion de una matriz. Observe que para una
matriz [A], este niimero serd mayor o igual a 1. Se puede mostrar (Ralston y Rabinowitz,
1978; Gerald y Wheatley, 1989) que

X ona 14
I ]

Es decir, el error relativo de la norma de la solucién calculada puede ser tan grande como
el error relativo de la norma de los coeficientes de [A], multiplicada por el nimero de
condicién. Por ejemplo, si los coeficientes de [A] se encuentran a ¢ digitos de precision
(esto es, los errores de redondeo son del orden de 10~*) y Cond [A] = 10¢, la solucién [X]
puede ser vdlida s6lo para ¢ — ¢ digitos (errores de redondeo ~ 10°7).

Evaluacién de la condicién de una matriz

Planteamiento del problema.  La matriz de Hilbert, que es notoriamente mal condi-
cionada, se representa como

112 3 o Un ]
2 13 V4 - Un+1)
(Un Un+l) Un+2) - 1UQ2n) |
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Use la norma renglén-suma para estimar el nimero de condicién de la matriz de Hilbert
de 3 x 3,

I 12 173
[A]=|172 1/3 1/4
173 1/4 1/5

Solucién.  Primero, la matriz se normaliza de tal forma que el elemento maximo en
cada renglén sea 1.

112 113
[Al=]1 23 112
1 34 35

Sumando cada uno de los renglones el resultado es 1.833, 2.1667 y 2.35. Entonces, el
tercer renglon tiene la suma mayor y la norma renglon-suma es

Al =142 432235
45

La inversa de la matriz escalada se calcula como

9 -18 10
[A]'=|-36 96 —60
30 90 60

Observe que los elementos de esta matriz son mayores que los de 1a matriz original. Esto
también se refleja en su norma renglén-suma, la cual se calcula como

lAll. = |-36| + 96| + |-60| = 192
Entonces, el nimero de condicion se calcula como

Cond [A] = 2.35(192) = 451.2

El hecho de que el nimero de condicién sea considerablemente mayor que la unidad
sugiere que el sistema estd mal condicionado. La importancia del mal condicionamiento
puede ser cuantificado al calcular ¢ = log 451.2 = 2.65. Las computadoras que usan una
representacion de punto flotante IEEE tienen aproximadamente ¢ = log 2724 = 7.2 digitos
significativos en base 10 (recuerde la seccién 3.4.1). Por lo tanto, la solucién puede tener
errores de redondeo de hasta 1029372 = 3 x 10>, Observe que una estimacién como
ésta casi siempre sobrepredice el error verdadero. Sin embargo, son ttiles para alertar
al usuario en el caso de que los errores de redondeo puedan resultar significativos.
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En pocas palabras, el problema al usar la ecuacion (10.26) es el precio computacio-
nal requerido para obtener”A*l”. Rice (1983) indica algunas posibles estrategias para
reducir el problema. Ademds, €l sugiere una forma alternativa para determinar la con-
dicion del sistema: ejecute la misma solucién en dos diferentes compiladores. Ya que los
codigos resultantes implementan en forma diferente la aritmética, el efecto de mal con-
dicio-namiento deberfa ser evidente en un experimento como ése. Por ltimo, se debe
mencionar que los paquetes de software y las bibliotecas, como MATLAB y Mathcad,
tienen la capacidad para calcular en forma conveniente la condicién de una matriz.
Revisaremos estas capacidades cuando se vean esos paquetes al final del capitulo 11.

10.3.3 Refinamiento iterativo

En algunos casos, los errores de redondeo se reducen con el siguiente procedimiento.
Suponga que se estd resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones:
apX; + apXy + a;3x; = b
Ay Xy + Xy + ApzXy = b2 (1027)
a3 Xy + aypXy + dzXy = by
Se limitard el siguiente andlisis a un sistema pequefo de (3 X 3). Aunque, este método se
puede generalizar para aplicarlo a sistemas de ecuaciones lineales mds grandes.
Suponga que una solucién aproximada en forma vectorial es {X}7 = %, %, % J Esta
solucién se sustituye en la ecuacién (10.27) para tener
anX, + ap¥, + a;3%3 = b,
azlfl + a22552 + 023X3 = b2 (1028)
a3 ¥ + an¥; + az¥; = by

Ahora, suponga que la solucién exacta {X} estd expresada como una funcién de la solu-
cion aproximada y de un vector de factores de correccion {AX}, donde

.xl =fl + Axl
Xy :552 + sz (]029)
X3 =%3 +A)C3

Estos resultados se sustituyen en la ecuacién (10.27), para obtener el siguiente sistema:
ap (@ + Ax)) + ap(®; + Axy) + ay3(X3 + Axz) = b,
Ay (X1 + Ax)) + ap(F; + Axy) + ay(X3 + Axz) = b, (10.30)
a3 (X1 + Ax)) + asn(®; + Axy) + az(X3 + Ax) = by

Ahora, la ecuacién (10.28) se resta de la (10.30) para dar
ayAx, + apAx, + aAvy=b, - b, =E,
a21Ax1 +022A)C2+a23AX3 =b2—52=E2 (10.31)
a3 Ax, + apAx, + azzAxs = by - 53 =E;
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Asi este sistema es un conjunto de ecuaciones lineales simultdneas que puede resolver-
se para obtener los factores de correccion. Dichos factores se aplican para mejorar la
solucién, como lo especifica la ecuacion (10.29).

Es relativamente sencillo agregar un procedimiento de refinamiento iterativo en los
programas de computadora para métodos de eliminacién. Esto es especialmente efecti-
vo para los métodos de descomposicion LU descritos antes, los cuales sirven para evaluar
en forma eficiente varios vectores del lado derecho. Observe que para ser efectivos en
sistemas mal condicionados, las E en la ecuacién (10.31) deben expresarse en doble

precision.

PROBLEMAS

10.1 Utilice las reglas de la multiplicacién de matrices para
demostrar que las ecuaciones (10.7) y (10.8) se obtienen de la
(10.6).
10.2 a) Use la eliminacién simple de Gauss para descomponer
el sistema siguiente, de acuerdo con la descripcién de la seccién
10.1.2.

10x; + 2x, —x3 =27
=3x; — 6x, + 2x3 =—61.5
X+ X, —5x3 =-21.5

Después, multiplique las matrices[L] y [U] resultantes para de-
mostrar que se genera [A]. b) Emplee la descomposicion LU para
resolver el sistema. Realice todos los pasos del célculo. ¢) Tam-
bién resuelva el sistema para un vector alternativo del lado de-
recho: {B}T=[12 18 -6].

10.3

a) Resuelva el sistema de ecuaciones siguiente por medio de

la descomposicién LU sin pivoteo.

8x; +4x, —x;=11
22X+ 5%, +x;=4
2x) =X, + 6x3=7

b) Determine la matriz inversa. Compruebe sus resultados por
medio de verificar que [A][A]™! = [[].

10.4 Resuelva el sistema de ecuaciones siguiente por medio de

la descomposicién LU con pivoteo parcial:

2x; — 6x5 — x3 =38
=3x, =X, + Tx3=-34
—8x + X, — 2x3 =-20

10.5 Determine los flops totales como funcién del nimero de
ecuaciones n para las fases de a) descomposicion, b) sustitucién
hacia adelante, y ¢) sustitucién hacia atrds, de la versién de la
descomposiciéon LU de la eliminacién de Gauss.

10.6 Utilice la descomposicién LU para determinar la matriz in-
versa del sistema que sigue. No use una estrategia de pivoteo, y
compruebe su resultado con la verificacion de que [A][A]™ = [1].

10x; + 2x, —x3 =27
=3x, —6x, —2x; =-61.5
X;+ X, +5x;3 =-21.5

10.7 Ejecute la descomposicion de Crout sobre el sistema

2x,—6x, +x3 =12
X+ 7x,—x3 =-8
X1 —3x,+2x; =16

Después, multiplique las matrices [L] y [U] resultantes para
determinar que se produce [A].

10.8 EI sistema de ecuaciones que sigue estd disefiado para
determinar concentraciones (las ¢ estdn en g/m?) en una serie de
reactores acoplados, como funcion de la cantidad de masa que
entra a cada uno de ellos (los lados derechos estdn en g/dia),

15¢, -3¢, — 3 =3 800
=3¢, + 18¢, — 6¢;3 =1200
—4c)—cy+ 12¢5 =2 350

a) Determine la matriz inversa.

b) Use la inversa para encontrar la solucién.

¢) Determine cuanto debe incrementarse la tasa de masa de
entrada al reactor 3 para inducir un aumento de 10 g/m3 en
la concentracion del reactor 1.

d) (Cudnto se reducirfa la concentracion en el reactor 3 si la
tasa de masa de entrada a los reactores 1 y 2 se redujera en
500y 250 g/dia, reSﬂectivamente?

10.9 Determine |A o |A ly”A”w para
8 2 -10
[A]l=]-9 1 3
15 -1 6
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Escale la matriz haciendo que el maximo elemento de cada
renglén sea igual a uno.

10.10 Determine las normas Euclidiana y de renglon-suma para
los sistemas de los problemas 10.3 y 10.4. Escale las matrices
por medio de hacer que el elemento mas grande de cada renglén
sea igual a uno.

10.11 Una matriz [A] estd definida como sigue

0.125 0.25 0.5 1
_10.015625  0.625 0.25
0.00463

1
0.02777 0.16667 1
0.001953 0.015625 0.125 1

Con el uso de la norma renglén-suma, calcule el nimero de
condicién y cudntos digitos sospechosos se generarian con esta
matriz.

10.12 a) Determine el nimero de condicién para el sistema si-
guiente por medio de la norma renglén-suma. No normalice el
sistema.

I 4 9 16 25
4 9 16 25 36
9 16 25 36 49
16 25 36 49 64
25 36 49 64 81

(Cuantos digitos de precision se perderian debido a la condicién
anomala? b) Repita el inciso a), pero escale la matriz por medio
de hacer el elemento mds grande de cada renglén igual a uno.
10.13 Determine el nimero de condicién con base en la norma
renglén-suma para la matriz de Hilbert normalizada de 5 X 5.
(Cuantos digitos significativos de precision se perderian debido
a la condicion anémala?

10.14 Ademas de la matriz de Hilbert, hay otras matrices que
son anémalas de modo inherente. Uno de esos casos es la matriz
de Vandermonde, que tiene la forma siguiente:

2

X, ox 1
2

x5 ox, 1
2

x; oxy 1

a) Determine el nimero de condicidén con base en la norma
renglon-suma para el casoen que x; =4, x, =2,y x3="7.

b) Emplee el software de MATLAB para calcular los nimeros
de condicién espectral y de Frobenius.

10.15 Desarrolle un programa amigable para el usuario para

hacer la descomposicién LU con base en el seudocddigo de la

figura 10.2.

10.16 Realice un programa amigable para el usuario para efec-

tuar la descomposicién LU, que incluya la capacidad de evaluar

la matriz inversa. Fundamente el programa en las figuras 10.2 y

10.5.

10.17 Use técnicas iterativas de refinamiento para mejorar x; =
2, x, =-3y x3 =28, que son las soluciones aproximadas de

2%+ 5%, + x3=-5
6x; + 2x, + x3=12
X +2x%+x;=3

10.18 Considere los vectores siguientes:
=2i —3j +ak
=bi +j—4Kk

ibul 1

C=3i +cj+2k
El vector A es perpendicular al B yal C. También se sabe que
B-C =2.Use cualquier método de los estudiados en este capi-
tulo para resolver las tres incégnitas, a, by c.
10.19 Considere los vectores siguientes:

A=ai +b] Jj+ ck
B=-2i +j -4k
C=i+ 3; +2k
donde A es un vector desconocido. Si
(AxB)+(AxC)=(5a+6)i +(3b—2)j+(—4c+Dk

use cualquier método de los que aprendio en este capitulo para
resolver para las tres incégnitas, a, by c.

10.20 Deje que la funcién esté definida en el intervalo [0, 2]
como sigue:

ax+b, 0<x<1
a ex+d, 1<x<L2

Determine las constantes a, b, ¢ y d, de modo que la funcién f
satisfaga lo siguiente:

c JO=/2)=L
e fes continua en todo el intervalo.
e a+b=4.

Obtenga y resuelva un sistema de ecuaciones algebraicas lineales

con una forma matricial idéntica a la ecuacién (10.1).

10.21

a) Cree una matriz de Hilbert de 3 x 3. Esta serd la matriz [A].
Multiplique la matriz por el vector columna {x} =[1, 1, 1]
La solucion de [A]{x} sera otro vector columna {b}. Con
el uso de cualquier paquete numérico y la eliminacion de
Gauss, encuentre la solucién de [A]{x} = {b} por medio del
empleo de la matriz de Hilbert y el vector {b} que calcul6.
Compare el resultado con su vector {x} conocido. Utilice
precision suficiente al mostrar los resultados con objeto de
permitir detectar imprecisiones.

b) Repita el inciso a) con el uso de una matriz de Hilbert de 7 x 7.

¢) Repita el inciso a) con el uso de una matriz de Hilbert de
10 x 10.
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CAPITULO 11

Matrices especiales y el método

de Gauss-Seidel

Ciertas matrices tienen una estructura particular que puede aprovecharse para desarro-
llar esquemas de solucion eficientes. La primera parte de este capitulo se dedica a dos
de estos sistemas: matrices bandeadas 'y simétricas. Se describen métodos de elimina-
cion eficiente para ambas.

La segunda parte de este capitulo presenta una alternativa a los métodos de elimi-
nacion, es decir, métodos iterativos. El enfoque se da con el método de Gauss-Seidel, el
cual emplea valores iniciales y después itera para obtener mejores aproximaciones a la
solucién. El método de Gauss-Seidel es particularmente adecuado cuando se tiene gran
nimero de ecuaciones. En estos casos, los métodos de eliminacién pueden estar sujetos
a errores de redondeo. Debido a que el error en el método de Gauss-Seidel es determi-
nado por el nimero de iteraciones, el error de redondeo no es un tema que preocupe a este
método. Aunque, existen ciertos ejemplos donde la técnica de Gauss-Seidel no conver-
gerd al resultado correcto. Estas y algunas otras ventajas y desventajas que se tienen
entre los métodos de eliminacion e iterativos se analizardn en las paginas siguientes.

MATRICES ESPECIALES

Como se mencionod en el cuadro PT3.1, una matriz bandeada es una matriz cuadrada en
la que todos sus elementos son cero, con excepcion de una banda centrada sobre la dia-
gonal principal. Los sistemas bandeados se encuentran con frecuencia en la préictica
cientifica y de la ingenierfa. Por ejemplo, tales sistemas aparecen en la solucién de ecua-
ciones diferenciales. Ademas, otros métodos numéricos como el de los trazadores cubicos
(seccidn 18.5) involucran la solucion de sistemas bandeados.

Las dimensiones de un sistema bandeado se cuantifica mediante dos pardmetros:
el ancho de banda (BW, por sus iniciales en inglés) y el ancho de media banda HBW
(figura 11.1). Estos dos valores se relacionan mediante BW = 2HBW + 1. En general, un
sistema bandeado es aquel para el cual a; = 0 si li - j | > HBW.

Aunque la eliminacién de Gauss o la descomposicién LU convencional se emplean
para resolver sistemas de ecuaciones bandeados, resultan ser ineficientes, debido a que
si el pivoteo no es necesario, ninguno de los elementos fuera de la banda cambiara su
valor original igual a cero. Asi, serd necesario utilizar tiempo y espacio en el almacena-
miento y en el manejo de estos ceros intitiles. Si se sabe de antemano que el pivoteo no
es necesario, se pueden desarrollar algoritmos muy eficientes en los que no intervengan
los ceros fuera de la banda. Como en muchos problemas con sistemas bandeados, no se
requiere el pivoteo; los algoritmos alternos, que se describirdn a continuacién, son los
métodos seleccionados para tal fin.
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a) Descomposicion

DOFOR k = 2, n
e, = el i,
fo =T = & Gy
END DO
b) Sustitucién hacia
adelante

DOFOR k=2, n
Fe = e = & 0 e
END DO

c) Sustitucién hacia atras

X, = r,/f,

DOFOR k=n -1, 1, -1
X = (r =g - X

END DO

FIGURA 11.2
Seudocédigo para
implementar el algoritmo
de Thomas, un método de
descomposicion LU para
sistemas fridiagonales.

FIGURA 11.1

Parametros utilizados para cuanfificar las dimensiones de un sistema bandeado. BW y HBW

designan el ancho de banda y el ancho de media banda, respectivamente.

11.1.1 Sistemas tridiagonales

Un sistema tridiagonal (es decir, uno con un ancho de banda 3) se expresa en forma

general como:

h &
e fr &

e fi &

FRRY R

e

n f;’l

(11.1)

Observe que se ha cambiado la notacién para los coeficientes; en lugar de @ y b usamos
e, f, g y r. Esto se hace para evitar guardar un gran nimero de ceros que no se utilizan
en la matriz cuadrada de las a. Esta modificacién es ventajosa para ahorrar espacio, ya

que el algoritmo resultante requiere menos memoria de cémputo.

En la figura 11.2 se muestra el seudocdédigo de un método eficiente, llamado algo-
ritmo de Thomas, para resolver la ecuacién (11.1). Como una descomposicién LU con-
vencional, el algoritmo consiste de tres pasos: descomposicion, sustitucién hacia
adelante y sustitucion hacia atrds. Asi, las ventajas de la descomposicién LU, tales como
la evaluacion de vectores multiples del lado derecho y el calculo de la matriz inversa, se

obtienen mediante una apropiada aplicacién de este algoritmo.
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EJEMPLO 11.1

Solucién tridiagonal con el algoritmo de Thomas

Planteamiento del problema. Resuelva el siguiente sistema tridiagonal con el algo-
ritmo de Thomas.

204 -1 7] [408
-1 204 -1 .| |os
-1 204 -1||n[ ] 08

~1 204||7,] [200.8

Solucién.  Primero, la descomposicion se realiza asi:
e, =-1/2.04 =-0.49
f=2.04-(-0.49)(-1) = 1.550
e; =-1/1.550 = -0.645
f3=2.04 - (-0.645)(-1) = 1.395
e,=-1/1.395=-0.717
fi=2.04 - (-0.717)(-1) = 1.323

Asi, la matriz se transforma en

2.04 -1
-0.49 1.550 -1
-0.645 1395 -1
-0717 1.323

y la descomposicion LU es

1 204 -1
-0.49 1 1.550 -1
Al=|L|U]|=
[Al=12]Y] —-0.645 1 1.395 -1
0717 1 1.323

Se puede verificar que ésta sea correcta al multiplicar [L][U] para obtener [A].
La sustitucién hacia adelante se realiza de la siguiente manera:
r, =0.8 = (-0.49)40.8 = 20.8
r; = 0.8 — (-0.645)20.8 = 14.221
r, =200.8 — (-0.717)14.221 = 210.996

De esta forma, el vector del lado derecho se modifica a
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EJEMPLO 11.2

40.8
20.8
14.221
210.996

el cual, entonces, se utiliza de manera conjunta con la matriz [U], para realizar la sus-
titucion hacia atrds y obtener la solucién

T,=210.996/1.323 = 159.480

T,=[14.221 — (-1)159.48]/1.395 = 124.538

T, =[20.800 — (—1)124.538]/1.550 = 93.778

T, =[40.800 — (-1)93.778]/2.040 = 65.970

11.1.2 Descomposicion de Cholesky

Recuerde del cuadro PT3.1, que una matriz simétrica es aquella donde a;; = a;; para toda
i yj. En otras palabras, [A] = [A]”. Tales sistemas se presentan cominmente en problemas
de contexto matemadtico y de ingenieria. Estas matrices ofrecen ventajas computaciona-
les, ya que tnicamente se necesita la mitad de espacio de almacenamiento y, en la ma-
yoria de los casos, sdlo se requiere la mitad del tiempo de célculo para su solucion.

Uno de los métodos mas populares usa la descomposicion de Cholesky. Este algo-
ritmo se basa en el hecho de que una matriz simétrica se descompone asi:

[A]=[L][L]" (11.2)

Es decir, los factores triangulares resultantes son la transpuesta uno de otro.

Los términos de la ecuaciéon (11.2) se desarrollan al multiplicar e igualar entre si
ambos lados (véase el problema 11.4 al final del capitulo). El resultado se expresa en
forma simple mediante relaciones de recurrencia. Para el renglén k-ésimo,

i-1

ay — Z lijlkj

l,{:l"—:lparai=1,2,...,k—1 (11.3)

ii

I k—1
ly = \fakk > (11.4)
| =1

Descomposicién de Cholesky

Planteamiento del problema.  Aplique la descomposicién de Cholesky a la matriz
simétrica
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DOFOR k =1, n
DOFOR 1 =1, k - 1
sum = 0.
DOFOR g =1, 1 - 1
sum = sum + a;;-a,
END DO
a; = (ay -
END DO
sum = 0.
DOFOR j = 1, k - 1
sum = sum + a‘;
END DO
A = Vay - sum
END DO

J

FIGURA 11.3
Seudocedigo para el
algoritmo de descomposi-

cion LU de Cholesky.

sum)/a;;

6 15 55
[A]=]|15 55 225
55 225 979

Solucién.  Para el primer renglén (k = 1), no se toma en cuenta la ecuacién (11.3) y se
emplea la ecuacion (11.4) para calcular

I, =+Ja,, =6 =2.4495
Para el segundo renglén (k = 2), con la ecuacion (11.3) se obtiene

a 15
L, =t

L, 2.4495

=6.1237

y con la ecuacion (11.4) resulta

Ly, =+, — 13, =+/55—(6.1237)* =4.1833

Para el tercer renglén (k = 3), la ecuacion (11.3) con i = 1 da como resultado

55
2.4495

=22.454

1 _(13| _
31_l -
11

ycon (i =2)

_ay— bk, _ 225-6.1237(22.454)

I, = =20.916
L, 4.1833

en la ecuacion (11.4) se obtiene

= \/979 —(22.454)* —(20.916)* =6.1106

[ 2 2
133 =4l — 131 - lsz

De esta forma, la descomposicién de Cholesky queda como

2.4495
[L]=]6.1237 4.1833
22454 20916 6.1106

Se verifica la validez de esta descomposicién al sustituirla junto con su transpuesta
en la ecuacion (11.2) y ver que del producto resulta la matriz original [A]. Esto se deja
como ejercicio para el lector.

En la figura 11.3 se presenta el seudocddigo para el algoritmo de la descompo-
siciéon de Cholesky. Debe observar que el algoritmo de la figura 11.3 da un error de eje-
cucion si en la evaluacion de a, se obtiene la raiz cuadrada de un nimero negativo. Sin
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11.2

embargo, cuando la matriz es definida positiva,' esto nunca ocurrird. Debido a que
muchas de las matrices simétricas que se usan en ingenieria son de hecho definidas
positivas, el algoritmo de Cholesky tiene una amplia aplicacidn. Otro beneficio al traba-
jar con matrices simétricas definidas positivas es que no se requiere el pivoteo para
evitar la division entre cero. Asi, es posible implementar el algoritmo de la figura 11.3
sin la complicacién del pivoteo.

GAUSS-SEIDEL

Los métodos iterativos constituyen una alternativa a los métodos de eliminacién descri-
tos hasta ahora, para aproximar la solucién. Tales métodos son similares a las técnicas
que se desarrollaron en el capitulo 6 para obtener las raices de una sola ecuaciéon. Aque-
llos métodos consistian en suponer un valor y luego usar un método sistematico para
obtener una aproximacién mejorada de la raiz. Como esta parte del libro trata con un
problema similar (obtener los valores que simultdneamente satisfagan un conjunto de
ecuaciones). Entonces se esperaria que tales métodos aproximados fuesen ttiles en este
contexto.

El método de Gauss-Seidel es el método iterativo mds comtinmente usado. Supon-
ga que se da un sistema de n ecuaciones:

[Al{X} = {B}

Suponga que se limita a un conjunto de ecuaciones de 3 x 3. Si los elementos de la dia-
gonal no son todos cero, la primera ecuacién se puede resolver para x,, la segunda para
X, y la tercera para x;, para obtener

b, —a,x, —a;,x
x, =t T (11.5a)

X, = X (11.5b)

X, = Y T Xy (11.5¢)

Ahora, se puede empezar el proceso de solucién al escoger valores iniciales para
las x. Una forma simple para obtener los valores iniciales es suponer que todos son cero.
Estos ceros se sustituyen en la ecuacién (11.5a), la cual se utiliza para calcular un nuevo
valor x, = b,/a,,. Después, se sustituye este nuevo valor de x, junto con el valor previo
cero de x; en la ecuacién (11.5b) y se calcula el nuevo valor de x,. Este proceso se repite
con la ecuacién (11.5¢) para calcular un nuevo valor de x;. Después se regresa a la pri-
mera ecuacion y se repite todo el procedimiento hasta que la solucién converja suficien-

"Una matriz definida positiva es aquella para la cual el producto {X}'[A]{X} es mayor que cero, para todo
vector {X} distinto de cero.
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EJEMPLO 11.3

temente cerca a los valores verdaderos. La convergencia se verifica usando el criterio
[recuerde la ecuacién (3.5)]
J_ it

_ XX
J

£

100% < &, (11.6)

a,i

X!

i

para todas las i, donde j y j — 1 son las iteraciones actuales y previas, respectivamente.
Método de Gauss-Seidel

Planteamiento del problema.  Use el método de Gauss-Seidel para obtener la solucién
del sistema usado en el ejemplo 11.1:

3x; = 0.1x, - 0.2x;= 7.85
0.1x; + 7x, — 0.3x;, =-19.3
0.3x, - 0.2x, + 10x; = 71.4

Recuerde que la verdadera soluciénes x;, =3, x,=-25y x;="7.

Solucién.  Primero, despeje la incgnita sobre la diagonal para cada una de las ecua-
ciones.

_ 7.85+0.1x, +0.2x,

X, 3 (E11.3.1)
~19.3-0.1x, +0.3x,
X, = (E11.3.2)
7
71.4-0.3x,+0.2x,
.= (E11.3.3)

’ 10
Suponiendo que x, y x5 son cero, se utiliza la ecuacién (E11.3.1) para calcular

X = w —2.616667

Este valor, junto con el valor de x; = 0, se sustituye en la ecuacién (E11.3.2) para calcular

= —19.3—0.1(27.616667)+0 = 5794504

La primera iteracion termina al sustituir los valores calculados para x, y x, en la ecuacién
(E11.3.3) para dar

. = 71.4—-0.3(2.616667) +0.2(=2.794524)
=
) 10

=7.005610

En la segunda iteracidn, se repite el mismo proceso para calcular
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_7.8540.1(=2.794524) + 0.2(7.005610)

X, . =2.990557 le,| =0.31%
o, = 7193 0.1(2.990537) +03(7.005610) _ ) o0 e le| = 0.015%
2 T1:4-03(2.990557) +0.2(-2.499625) _ 0, le.] = 0.0042%

} 10

El método es, por lo tanto, convergente hacia la verdadera solucién. Es posible aplicar
iteraciones adicionales para mejorar los resultados. Sin embargo, en un problema real,
no se podria saber a priori el resultado correcto. En consecuencia, la ecuacion (11.6) nos
da un medio para estimar el error. Por ejemplo, para x;,

e

a,l

|:|2.990525979;5256716667| 100% =12.5%

Para x, y x;, los errores estimados son |£a,2| =11.8%y |€a,3| = 0.076%. Observe que,
como cuando se determinaron las raices de una sola ecuacion, las formulaciones como
la ecuacién (11.6) usualmente ofrecen una valoracién conservativa de la convergencia.
Asi, cuando éstas se satisfacen, aseguran que el resultado se conozca con, al menos, la
tolerancia especificada por €.

Conforme un nuevo valor de x se calcula con el método de Gauss-Seidel, éste se usa
inmediatamente en la siguiente ecuacién para determinar el otro valor de x. De esta
forma, si la solucidén es convergente, se empleara la mejor aproximacion disponible. Un
método alternativo, llamado iteracion de Jacobi, emplea una tactica algo diferente. Més
que usar inmediatamente el dltimo valor disponible de x, esta técnica usa la ecuacién
(11.5) para calcular un conjunto de nuevas x con base en un conjunto de x anteriores. De
esta forma, conforme se generan nuevos valores, no se usan en forma inmediata sino
que se retienen para la siguiente iteracion.

La diferencia entre el método de Gauss-Seidel y la iteracién de Jacobi se muestra en
la figura 11.4. Aunque hay ciertos casos donde es ttil el método de Jacobi, la utilizacién
de Gauss-Seidel da la mejor aproximacién y usualmente lo hace el método preferido.

11.2.1 Criterio de convergencia para el método de Gauss-Seidel

Observe que el método de Gauss-Seidel es similar en esencia a la técnica de iteracién de
punto fijo que se uso en la seccién 6.1 para obtener las raices de una sola ecuacién. Re-
cuerde que la iteracién de punto fijo presenta dos problemas fundamentales: 1. en algunas
ocasiones no es convergente, y 2. cuando converge, con frecuencia lo hace en forma muy
lenta. El método de Gauss-Seidel puede también presentar estas desventajas.

www.FreelLibros.me



11.2 GAUSS-SEIDEL 313

Primera iteracion

1= ler = g% — angxg) /ayy = (e — @y — aygxg) /ay

x

X = (Cy = ayx) = Axxs) /0y | xo| = (€2 = an1X) = angXs) /a

X3 = [c3 = ag1x1 = aaXo) /a5s | Ixgf= cs = agixi— agoxo) /ags

Segunda iteracion
— Al

x; = (¢ = aypxp = aysxg) /ay X = [ey = aox — aygxy) /any

Iﬁ

Xo = (Cy = ayx) = Axgxa) /0y | X0 = (o = pixy = QngXg) /ann

Xy = (c3 = azx1 = axo) /agy | X3 =[5 = agixy = agoXol /a3

a) b)

FIGURA 11.4
llustracién grafica de la diferencia entre los métodos de a] Gauss-Seidel y b) iterativo de
Jacobi, para resolver sistemas de ecuaciones algebraicas lineales.

El criterio de convergencia se puede desarrollar al recordar de la seccién 6.5.1 que
las condiciones suficientes para la convergencia de dos ecuaciones no lineales, u(x, y) y
v(x, y), son

dul |ov

—+|—] <1 11.7

ox - ox < (112
y

a—u+ﬁ<l (11.7b)

dy| |dy

Este criterio se aplica también a las ecuaciones lineales que se resuelven con el mé-
todo de Gauss-Seidel. Por ejemplo, en el caso de dos ecuaciones simultdneas, el algorit-
mo de Gauss-Seidel [ecuacion (11.5)] se expresa como

¢ a
u(x,, x,)=—"t—-"2x, (11.8a)
oy
y
¢, a
v(x,,x,)=—2——2Ly (11.8b)
Ay Ay

Las derivadas parciales de estas ecuaciones se evalian con respecto a cada una de las
incégnitas asi:

oy
ox, ox, s,
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y
ou __a, v _,
0x, a,, ox,

que se sustituyen en la ecuacion (11.7) para dar
Ll (11.9a)
Ay

y
D2l g (11.95)
a,

En otras palabras, el valor absoluto de las pendientes en la ecuacién (11.8) debe ser
menor que la unidad para asegurar la convergencia, lo cual se muestra graficamente en
la figura 11.5. La ecuacién (11.9) también se reformula asi:

|a22| > |021 |
y

|a11 | > | a12|
Esto es, el elemento diagonal debe ser mayor que el elemento fuera de la diagonal para
cada renglon.

La generalizacién de lo anterior para n ecuaciones es directa y se expresa como

2> Y |a,| (11.10)

=
FIGURA 11.5

Representacion a) de la
convergencia y b) de la
divergencia del método
de Gauss-Seidel. Observe
que las mismas funciones
son dibujadas en ambos
casos (u: 11x; + 13x, =
286; v: 11x, — 9x, = 99).
Asi, el orden en el cual se
implementan las ecuaciones
[se representa por la
direccion de la primera
flecha desde el origen)
determina si el cdlculo
converge.

X2 X2

X1

a)
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Es decir, el coeficiente diagonal en cada una de las ecuaciones debe ser mayor que la
suma del valor absoluto de los otros coeficientes de la ecuacion. Este criterio es suficien-
te pero no necesario para la convergencia. Es decir, el método puede funcionar aunque
no se satisfaga la ecuacion (11.10), la convergencia se garantiza cuando la condicién se
satisface. A los sistemas que cumplen con la ecuacion (11.10) se les conoce como dia-
gonalmente dominantes. Por fortuna, en la ingenieria, muchos problemas de importan-
cia prictica satisfacen este requerimiento.

11.2.2 Mejoramiento de la convergencia usando relajacion

La relajacion representa una ligera modificacién al método de Gauss-Seidel y ésta per-
mite mejorar la convergencia. Después de que se calcula cada nuevo valor de x por
medio de la ecuacion (11.5), ese valor se modifica mediante un promedio ponderado de
los resultados de las iteraciones anterior y actual:

xil'll.leVO = lxinuevo + (1 _ /'L)xiamerior (1 ] .] 1)

donde A es un factor ponderado que tiene un valor entre 0 y 2.

SiA=1,(-A)esigual a0y el resultado no se modifica. Sin embargo, si a 4 se le
asigna un valor entre 0 y 1, el resultado es un promedio ponderado de los resultados
actuales y anteriores. Este tipo de modificacion se conoce como subrelajacion. Se emplea
comunmente para hacer que un sistema no convergente, converja o apresure la conver-
gencia al amortiguar sus oscilaciones.

Para valores A de 1 a 2, se le da una ponderacién extra al valor actual. En este caso,
hay una suposicién implicita de que el nuevo valor se mueve en la direccién correcta
hacia la solucién verdadera, pero con una velocidad demasiado lenta. Por lo tanto, se
pretende que la ponderacién adicional de A mejore la aproximacion al llevarla més cer-
ca de la verdadera. De aqui que este tipo de modificacion, al cual se le llama sobrerre-
lajacion, permite acelerar la convergencia de un sistema que ya es convergente. El
método también se conoce como sobrerrelajacion simultdnea o sucesiva, o SOR.

La eleccion de un valor adecuado de A es especificado por el problema y se deter-
mina en forma empirica. Para la solucién de un solo sistema de ecuaciones, con frecuen-
cia es innecesaria. No obstante, si el sistema bajo estudio se va a resolver de manera
repetida, la eficiencia que se introduce por una prudente eleccion de A puede ser impor-
tante en extremo. Buenos ejemplos de lo anterior son los sistemas muy grandes de
ecuaciones diferenciales parciales, que frecuentemente se presentan cuando se modelan
variaciones continuas de variables (recuerde el sistema distribuido que se mostro en la
figura PT3.1b). Se retomard el tema en la parte ocho.

11.2.3 Algoritmo para el método de Gauss-Seidel

En la figura 11.6 se muestra un algoritmo para el método de Gauss-Seidel con relajacion.
Observe que este algoritmo no garantiza la convergencia si las ecuaciones no se intro-
ducen en una forma diagonalmente dominante.

El seudocdédigo tiene dos caracteristicas que vale la pena mencionar. La primera es
que existe un conjunto inicial de ciclos anidados para dividir cada ecuacién por su ele-
mento diagonal. Esto reduce el nimero total de operaciones en el algoritmo. En la segun-
da, observe que la verificacién del error se designa por una variable llamada centinela
(sentinel). Si en cualquiera de las ecuaciones se tiene un error aproximado mayor que

www.FreelLibros.me



316 MATRICES ESPECIALES Y EL METODO DE GAUSS-SEIDEL

SUBROUTINE Gseid (a,b,n,x, imax,es, lambda)

DOFOR i = 1,n
dummy = a; ;
DOFOR j = 1,n

a; ;= a; ;/dummy

END DO

b; = b;/dummy
END DO
DOFOR i =1, n
sum = b;

DOFOR j =1, n
IF i#j THEN sum = sum - a; ;*X;
END DO

X=sum

END DO

iter=1

DOFOR
centinela=1
DOFOR 7 = 1,n
old = x;
sum = b;
DOFOR j = 1,n

IF i#j THEN sum = sum - a; ;*Xx;
END DO
X; = lambda*sum +(1.-Tambda)*old

IF centinela = 1 AND x; # 0. THEN
ea = ABS((x;, - old)/x;)*100.
IF ea > es THEN centinela = 0
END TF
END DO
iter = iter + 1
IF centinela = 1 OR (iter 2 imax) EXIT
END DO
END Gseid

FIGURA 11.6

Seudocodigo para el método de Gauss-Seidel con relajacion.

el criterio de paro (e,), entonces se permite continuar con las iteraciones. El uso de la
variable centinela ayuda a evitar cdlculos innecesarios de estimacién de error una vez
que las ecuaciones excedan el criterio.

11.2.4 Contextos del problema en el método de Gauss-Seidel

Ademads de evitar el problema de redondeo, la técnica de Gauss-Seidel tiene muchas otras
ventajas que la hacen particularmente atractiva en el contexto de ciertos problemas de
ingenieria. Por ejemplo, cuando la matriz en cuestion es muy grande y esparcida (es
decir, cuando la mayoria de los elementos son cero), los métodos de eliminacién desper-
dician grandes cantidades de memoria de computo al guardar ceros.
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11.3

EJEMPLO 11.4

Alinicio de este capitulo se vio como esta desventaja se puede evitar si la matriz de
coeficientes es bandeada. Para sistemas que no tienen la forma de banda, generalmente
no existe una forma simple para evitar los grandes requerimientos de memoria cuando
se utilizan los métodos de eliminacién. Como todas las computadoras tienen una canti-
dad de memoria finita, esta ineficiencia llega a poner una limitacién al tamafo de los
sistemas, para los cuales los métodos de eliminacidn resultan practicos.

Aunque un algoritmo general como el de la figura 11.6 es propenso a la misma
restriccion, la estructura de las ecuaciones de Gauss-Seidel [ecuacidn (11.5)] permite
que se desarrollen programas concisos para sistemas especificos. Como sélo se necesi-
ta incluir coeficientes que no sean cero en la ecuacion (11.5), es posible lograr grandes
ahorros en la memoria de la computadora. Aunque esto implica mds inversién en el
desarrollo de software, las ventajas a largo plazo son sustanciales cuando se tiene gran-
des sistemas, en los cuales se ejecutan muchas simulaciones. Tanto sistemas de variables
localizadas como distribuidas pueden dar como resultado matrices grandes y muy es-
parcidas donde el método de Gauss-Seidel tiene utilidad.

ECUACIONES ALGEBRAICAS LINEALES CON BIBLIOTECAS
Y PAQUETES DE SOFTWARE

Las bibliotecas y paquetes de software tienen grandes capacidades para resolver sistemas
de ecuaciones algebraicas lineales. Antes de describir dichas herramientas, se debe
mencionar que los procedimientos descritos en el capitulo 7 para resolver sistemas de
ecuaciones no lineales pueden aplicarse a sistemas lineales. Sin embargo, en esta seccién
enfocaremos nuestra atencion hacia procedimientos que estan expresamente disefiados
para ecuaciones lineales.

11.3.1 Excel

Existen dos formas para resolver ecuaciones algebraicas lineales con Excel: 1. por medio
de la herramienta Solver o 2. usando la inversién de matrices y las funciones de mul-
tiplicacion.

Recuerde que una forma para determinar la solucién de ecuaciones algebraicas li-
neales es

{X} =[A]" {B} (11.12)

Excel tiene funciones predeterminadas para inversién y multiplicaciéon de matrices que
sirve para implementar esta férmula.

Uso de Excel para resolver sistemas lineales

Planteamiento del problema. Recuerde que en el capitulo 10 se present6 la matriz
de Hilbert. El siguiente sistema se basa en esta matriz. Observe que esta escalado, como
se realiz6 antes en el ejemplo 10.3, de tal forma que el coeficiente maximo en cada
renglén es la unidad.

1 1/2 1/3 X, 1.833333
1 2/3 1/2 X, ¢ =142.166667
1 3/4 3/5 X5 2.35
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A B c D E F
1 1 0.5 0.33333333 1.83333333333333
2 [Al= 1 0.66666667 05 {B}=  2.16666666666667
3 1 0.75 0.6 2.35000000000000
4
5 9 -18 10 0.99999999999992
6 [Al-1= -36 96 -60 {X}=  1.00000000000043
7 30 -90 60 0.99999999999960

=MINVERSE(B1:D3) =MMULT(B5:D7,F1:F3)

FIGURA 11.7

La solucidn a este sistema es {X}” =[1 1 1]. Use Excel para obtener esta solucién.

Solucién.  La hoja de célculo para resolver este problema se muestra en la figura 11.7.
Primero, la matriz [A] y las constantes del lado derecho {B} se introducen en las celdas
de la hoja de célculo. Después, se resalta un conjunto de celdas de dimensiones apropia-
das (en este ejemplo 3 X 3), ya sea presionando y arrastrando el ratén o por medio de las
teclas direccionales mientras se presiona la tecla shift. Como se muestra en la figura
11.7, se resalta el rango: B5..D7.

Ahora, se introduce una férmula que invoca a la funcién matriz inversa,

=minverse (Bl..D3)

Observe que el argumento es el rango que contiene los elementos de [A]. Las teclas Ctrl
y Shift se mantienen presionadas mientras se oprime la tecla Enfer. La inversa resultan-
te de [A] se calculard con Excel para desplegarse en el rango B5..D7 como se muestra
en la figura 11.7.

Un procedimiento similar se utiliza para multiplicar la inversa por el vector del lado
derecho. En este caso, el rango de F5..F7 se resalta y se introduce la siguiente formula

=mmult (B5..D7, F1l..F3)

donde el primer rango es la primera matriz que habra de multiplicarse, [A]™, y el segun-
do rango es la segunda matriz a multiplicarse, {B}. De nuevo, al usar la combinacién
Ctrl-Shift-Enter, 1a solucién {X} se calculard por Excel y desplegada en el rango F5..F7,
como se muestra en la figura 11.7. Como puede verse, se obtiene la respuesta correcta.

Observe que en forma deliberada se reformatearon los resultados en el ejemplo 11.4
para mostrar 15 digitos. Esto se hizo debido a que Excel usa doble precision para guar-
dar valores numéricos. De esta forma, se observa que el error de redondeo ocurre en los
ultimos dos digitos. Esto implica un nimero de condicién del orden de 100, el cual
concuerda con el resultado de 451.2 que originalmente se calculé en el ejemplo 10.3.
Excel no tiene la capacidad para calcular un nimero de condicién. En la mayoria de los
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TABLA 11.1 Funciones de MATLAB para el andlisis matrical y el dlgebra lineal numérica.

Andlisis matricial Ecuaciones lineales
Funcién Descripcion Funcién Descripcion
cond Numero de condicién de una matriz \and/ Solucién de una ecuacion lineal; use “help slash”
norm Norma vectorial o matricial chol Factorizacién de Cholesky
rcond Estimador de condicion reciproca LINPACK lu Factores para la eliminacion de Gauss
rank Nomero de renglones o columnas inv Matriz inversa
linealmente independientes

det Deferminante ar Descomposicién orfogonaktriangular
frace Suma de los elementos en la diagonal grdelete Suprime una columna de la

factorizacion QR
null Espacio nulo grinsert Inserte una columna en la factorizacién QR
orth Ortogonalizacion nnls Minimos cuadrados no negativos
rref Forma escalonada reducida por renglones pinv Pseudoinversa

Iscov Minimos cuadrados en la presencia
de covarianza conocida

casos, debido a que Excel emplea nimeros con doble precision, esto no representa un
problema. Sin embargo, en casos donde se sospeche que el sistema esté mal condicio-
nado, la determinacion del nimero de condicion es ttil. MATLAB e IMSL tienen la
capacidad de calcular esta cantidad.

11.3.2 MATLAB

Como su nombre lo indica, MATLAB (contraccion de MATrix LABoratory) se disefié
para facilitar el manejo de matrices. Asi, como es de esperarse, sus capacidades en esta
area son excelentes. Algunas funciones de MATLAB relacionadas con las operaciones
de matrices se presentan en una lista en la tabla 11.1. El ejemplo siguiente ilustra algu-
nas de dichas capacidades.

EJEMPLO 11.5 Uso de MATLAB para manipular ecuaciones algebraicas lineales

Planteamiento del problema.  Explore cémo MATLAB se puede emplear para resol-
ver y analizar ecuaciones algebraicas lineales. Use el mismo sistema que en el ejemplo
11.4.

Solucién.  Primero, introducimos la matriz [A] y el vector {B},
>>A = [11/2 1/3 ; 1 2/3 2/4 ; 1 3/4 3/5 1]

A =
1.0000 0.5000 0.3333
1.0000 0.6667 0.5000
1.0000 0.7500 0.6000

>> B=[1+1/2+1/3;1+2/3+2/4;1+3/4+3/5]
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B =
1.8333
2.1667
2.3500

Después, se determina el nimero de condicién para [A]
>> Cond (A)

ans =
366.3503

Este resultado se basa en la norma espectral, o [|A]|,, que se analizé en el cuadro 10.2.
Observe que es del mismo orden de magnitud que el nimero de condicién = 451.2, ba-
sado en la norma renglén-suma del ejemplo 10.3. Ambos resultados implican que se
podrian perder entre 2 y 3 digitos de precision.

Ahora se puede resolver el sistema de ecuaciones en dos formas diferentes. La
forma mds directa y eficiente consiste en emplear el simbolo \, o “divisién izquierda’:

>> X=A\B

X =
1.0000
1.0000
1.0000

Como en los casos anteriores, MATLAB usa la eliminacién de Gauss para resolver dichos
sistemas.
Como una alternativa, se puede resolver la ecuacién (PT3.6) en forma directa, como

>> X=inv (A) *B

X =
1.0000
1.0000
1.0000

Este procedimiento determina primero la matriz inversa y después ejecuta la multipli-
cacion matricial. Por lo tanto, toma mds tiempo que la operacién de divisién izquierda.

11.3.3 IMSL

IMSL tiene numerosas rutinas para sistemas lineales, inversién de matrices y evaluacién
de un determinante. En la tabla 11.2 se enlistan las categorias que cubre.

Como se enlista en la tabla 11.3, se dedican ocho rutinas al caso especifico de matrices
generales reales. El presente andlisis se concentrard en dos rutinas: LFCRG y LFIRG.

La LFCRG lleva a cabo una descomposiciéon LU de la matriz [A] y calcula su nd-
mero de condiciéon. LFCRG se implementa con la siguiente instrucciéon CALL:

CALL LFCRG(N, A, LDA, FAC, LDFAC, IPVT, RCOND)

www.FreelLibros.me



11.3 ECUACIONES ALGEBRAICAS LINEALES CON BIBLIOTECAS Y PAQUETES 321

donde
N = Orden de la matriz. (Entrada)
A =N x N matriz a descomponerse. (Entrada)

LDA = Dimensién principal de A como se especifica en la declaracion de dimensién
del programa de llamado. (Entrada)

FAC = Matriz N x N que contiene la descomposicion LU de A. (Salida)

LDFAC = Dimensién principal de FAC como se especifica en la declaracién de
dimensién del programa de llamado. (Entrada)

TABLA 11.2 Categorias de las rutinas IMSL para la solucion de sistemas lineales,
inversién de matrices y evaluacién del determinante.

Matrices generales reales

Matrices generales complejas

Matrices triangulares reales

Matrices friangulares complejas

Matrices definidas posifivas reales

Matrices siméfricas reales

Matrices definidas positivas hermitianas complejas

Matrices hermitianas complejas

Matrices bandeadas reales con almacenamiento de banda

Matrices definidas positivas simétricas bandeadas reales con almacenamiento de banda
Matrices bandeadas complejas con almacenamiento de banda

Matrices definidas positivas bandeadas complejas con almacenamiento de banda
Resolvedores de ecuaciones lineales reales esparcidas

Resolvedores de ecuaciones lineales complejas esparcidas

Resolvedores de ecuaciones lineales reales definidas positivas simétricas esparcidas
Resolvedores de ecuaciones lineales definidas positivas de matrices hermitianas
esparcidas complejas

Matrices Toepliiz reales en almacenamiento de Toeplitz

Matrices Toeplitz complejas en almacenamiento de Toeplitz

Matrices circulantes complejas con almacenamiento circulante

Métodos iterativos

Minimos cuadrados lineales y factorizacion matricial

Minimos cuadrados, descomposicion QR y la inversa generalizada

Factorizacién de Cholesky

Descomposiciéon del valor singular (SVD, por sus siglas en inglés)

Soporte matemdtico para estadistica

TABLA 11.3 Rutinas IMSL para la solucién de matrices generales reales.

Rutina Capacidad

LSARG Solucién de sistemas lineales con alfa exactitud

LSIRG Resuelve un sistema lineal

LFCRG Factoriza y caleula el nimero de condicion

LFTRG Factoriza

LFSRG Resuelve después de factorizar

LFIRG Solucién de sistemas lineales con alia exactitud después de factorizar
FDRG Céleulo del determinante después de la factorizacién

LINRG Invierte
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EJEMPLO 11.6

IPVT = Vector de longitud N que contiene la informacion de pivoteo para la descom-
posicién LU. (Salida)

RCOND = Escalar que contiene el reciproco del nimero de condicion de A. (Salida)

La LFIRG utiliza la descomposicién LU y un vector particular del lado derecho para
generar una solucién de gran exactitud por medio de un refinamiento iterativo. LFIRG
se implementa con la siguiente instruccién CALL:

CALL LFIRG(N, A, LDA, FAC, LDFAC, IPVT, B, IPATH, X, RES)

donde

N = Orden de la matriz. (Entrada)
A =Matriz N X N a descomponer. (Entrada)

LDA = Dimensién principal de A como se especifica en la declaraciéon dimensién
del programa de llamado. (Entrada)

FAC = Matriz N x N que contiene la descomposiciéon LU de A. (Entrada)

LDFAC = Dimensién principal de FAC como se especifica en la declaracién de
dimensién del programa de llamado. (Entrada)

IPVT = Vector de longitud N que contiene la informacién de pivoteo para la des-
composicién LU. (Entrada)

B = Vector de longitud N que contiene el lado derecho del sistema lineal
IPATH = Indicador de trayectoria. (Entrada)

= 1 significa que se resolvi6 el sistema AX =B
= 2 significa que se resolvi6 el sistema A"™X = B

X = Vector de longitud N que contiene la solucién del sistema lineal. (Salida)

RES = Vector de longitud N que contiene el vector residual de la solucién mejorada.
(Salida)

Estas dos rutinas se usan en conjunto en el siguiente ejemplo. Primero, LFCRG se
llama para descomponer la matriz y regresar el nimero de condicién. Después se llama
a LFIRG N veces con el vector B que contiene en cada columna la matriz identidad para
generar las columnas de la matriz inversa. Finalmente, LFIRG se puede llamar una vez
mas para obtener la solucién para un vector del lado derecho.

Uso de IMSL para analizar y resolver una matriz de Hilbert

Planteamiento del problema. Use LFCRG y LFIRG para determinar el nimero
de condicién, la matriz inversa y la solucién para el siguiente sistema con la matriz de
Hilbert,
1 1/2 1/3] |x 1.833333
1/2 1/3 1/4| {x, r=41.083333
1/3 1/4 1/5] |x, 0.783333
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Solucién. Un ejemplo de un programa principal en Fortran 90 que usa LFCRG y
LFIRG para resolver este problema se escribe asi:

PROGRAM Linegs

USE msimsl

IMPLICIT NONE

INTEGER: :ipath, 1da,n, 1dfac

PARAMETER (ipath=1, 1da=3,1ldfac=3,n=3)
INTEGER: :ipvt (n),1,j,itmax=50

REAL: :A(lda, lda) ,Ainv(lda,lda), factor(ldfac,ldfac),Rcond, Res (n)
REAL::Rj(n),B(n),x(n)
DATA A/1.0,0.5,0.3333333,0.5,0.3333333,0.25,0.3333333,0.25,0.2/
DATA B/1.833333,1.083333,0.783333/

IRealiza la descomposicidn lu; determina y muestra el nUmero de
condicidn

CALL LFCRG(n,A,lda, factor, ldfac,ipvt,Rcond)
PRINT *, “nUmero de condicidén = “, 1.0E0/Rcond
PRINT =*

ITnicializa al vector Rj a cero
DO i = 1,n

Rj (i) = 0.
END DO

!Llena las columnas de la matriz identidad a través de
LFIRG ©para generar la
!inversa y almacena resultados en Ainv. Despliega Ainv

DO j =1, n

Rj(j) = 1.0
CALL LFIRG(n,A,lda, factor,ldfac,ipvt,Rj,ipath,ainv 1,7),6Res)
Rj(j) = 0.0

END DO

PRINT *, “Matriz inversa:”
DO i = 1,n

PRINT *, (Ainv(i,j),j=1,n)
END DO
PRINT *

!Usa LFIRG para obtener la solucidén para B. Despliega resultados

PRINT *, “Solucidn:”
DO I = 1,n

PRINT *, x (i)
END DO

END PROGRAM

www.FreelLibros.me



324

MATRICES ESPECIALES Y EL METODO DE GAUSS-SEIDEL

La salida es:

Matriz inversa:
9.000033
-36.000180
30.000160

Solucidn:
9.999986E-01
1.000010
9.999884E-01

NGmero de condicidn

= 680.811600
-36.000180 30.000160
192.000900 -180.000800
-180.000800 180.000800

Nuevamente, el nimero de condicién es del mismo orden que el nimero de condicién
basado en la norma renglén-suma del ejemplo 10.3 (451.2). Ambos resultados implican
que se podrian perder entre 2 y 3 digitos de precision. Esto se confirma en la solucién,
donde se observa que el error de redondeo ocurre en los dos o tres ultimos digitos.

PROBLEMAS

11.1 Ejecute los mismos cdlculos que en el ejemplo 11.1, pero
para el sistema tridiagonal siguiente:

08 —04 x| [41
04 08 —04[{x,t=425
04 08 ||x,] [105

11.2 Determine la matriz inversa del ejemplo 11.1 con base en
la descomposicién LU y los vectores unitarios.

11.3 EI sistema tridiagonal que sigue debe resolverse como
parte de un algoritmo mayor (Crank-Nicolson) para solucionar
ecuaciones diferenciales parciales:

2.01475 -0.020875
-0.020875  2.01475 —0.020875
—0.020875 2.01475 —0.020875
—0.020875  2.01475
T 4175
T, 0
x 42t =
T, 0
7| |2.0875

Utilice el algoritmo de Thomas para obtener una solucion.

11.4 Confirme la validez de la descomposicion de Cholesky del
ejemplo 11.2 por medio de sustituir los resultados en la ecuacién
(11.2) con objeto de ver si el producto de [L] y [L]” da como
resultado [A].

11.5 Ejecute a mano la descomposicién de Cholesky del sistema
simétrico siguiente:

8 20 15 (x, 50
20 80 50 |4x,p = 9250
15 50 60| |x, 100

11.6 Haga los mismos cdlculos que en el ejemplo 11.2, pero para
el sistema simétrico que sigue:

6 15 55 ]|]|a, 152.6
15 55 225|43a,¢ = {5856
55 225 979{|a, 2488.8

Ademas de resolver para la descomposicién de Cholesky, em-
pléela para solucionar cudl es el valor de las a.

11.7 a) Use el método de Gauss-Seidel para resolver el sistema
tridiagonal del problema 11.1 (g, = 5%). b) Repita el inciso a)
pero utilice sobre relajacién con A = 1.2.

11.8 Del problema 10.8, recuerde que el sistema de ecuaciones
siguiente estd disefiado para determinar concentraciones (las ¢
estdn en g/m®) en una serie de reactores acoplados como fun-
cién de la cantidad de masa de entrada a cada uno de ellos (los
lados derechos estdn en g/d),

15¢, =3¢, — ¢; =3 800
=3¢, + 18¢, — 6¢5 =1 200
—4ci—c,+ 12¢5 =2 350

www.FreelLibros.me



PROBLEMAS

325

Resuelva este problema con el método de Gauss-Seidel para
&=5%.

11.9 Repita el problema 11.8, pero use la iteracién de Jacobi.
11.10 Emplee el método de Gauss-Seidel para resolver el siste-
ma siguiente hasta que el error relativo porcentual esté por de-
bajo de &, = 5%,

10x, + 2x, —x3 =27
=3x, — 6x, + 2x; =—61.5
X, +x,+5x; =-21.5

11.11 Utilice el método de Gauss-Seidel a) sin relajacion, y b)
con relajacion (4 = 0.95), para resolver el sistema siguiente para
una tolerancia de &, = 5%. Si es necesario, reacomode las ecua-
ciones para lograr convergencia.

=3x; 4+ x,— 12x; =50
6x, —x,—x; =3
6x, + 9x, + x; =40

11.12 Use el método de Gauss-Seidel (a) sin relajacion, y (b)
con relajacion (A = 1.2), para resolver el sistema siguiente para
una tolerancia de €, = 5%. Si es necesario, reacomode las ecua-
ciones para lograr convergencia.

2x, — 6x, —x; =-38
=3x, =X, + Tx; =34
—8x; +x, — 2x; =20

11.13 Vuelva a dibujar la figura 11.5 para el caso en que las
pendientes de las ecuaciones son 1 y —1. ;Cual es el resultado de
aplicar el método de Gauss-Seidel a un sistema como ése?
11.14 De los tres conjuntos siguientes de ecuaciones lineales,
identifique aquel(los) que no podria resolver con el uso de un
método iterativo tal como el de Gauss-Seidel. Demuestre que su
solucién no converge, utilizando cualquier nimero de iteraciones
que sea necesario. Enuncie con claridad su criterio de conver-
gencia (es decir, como se sabe que no estd convergiendo).
Conjunto tres

Conjunto uno Conjunto dos

Ox+3y+z=13 X+y+06z=8 -3x+4dy+5z=06
~Ox+8z=2 x+5y—-z=5 —2x+ 2y-3z=-3
2x+ 5y—z=6 Ax+2y—-2z=4 2y—z=1

11.15 Emplee la libreria o paquete de software de su preferencia
para obtener una solucién, calcular la inversa y determinar el
nimero de condicién (sin dar escala) con base en la norma de
suma de renglones, para los sistemas

a)
1 4 9
4 9 16
9 16 25| |x, 50

= =
oSS
1l
N =
O

b)
1 4 9 16] [x 30
4 9 16 25| |x, 54
9 16 25 36| |x [ )86

16 25 36 49] |x, 126

En ambos casos, las respuestas para todas las x deben ser 1.
11.16 Dado el par siguiente de ecuaciones simultdneas no lineales:

fx,y) =4—y-24
g, y)=8-y —4x

a) Use la herramienta Solver de Excel para determinar los dos
pares de valores de x y y que satisfacen estas ecuaciones.
b) Con el empleo de un rango de valores iniciales (x =—6 a 6,
y y =—6 a 6), determine cudles valores iniciales producen
cada una de las soluciones.
11.17 Una compaiifa de electrénica produce transistores, resis-
tores y chips de computadora. Cada transistor requiere cuatro
unidades de cobre, una de zinc y dos de vidrio. Cada resistor
requiere tres, tres y una unidades de dichos materiales, respecti-
vamente, y cada chip de computadora requiere dos, una y tres
unidades de los materiales, respectivamente. En forma de tabla,
esta informacién queda asi:

Componente Cobre Zinc Vidrio
Transisfores 4 1 2
Resistores 3 3 1
Chips de computadora 2 1 3

Los suministros de estos materiales varfan de una semana a la
otra, de modo que la compaiiia necesita determinar una corrida
de produccién diferente cada semana. Por ejemplo, cierta sema-
na las cantidades disponibles de los materiales son 960 unidades
de cobre, 510 unidades de zinc y 610 unidades de vidrio. Plantee
el sistema de ecuaciones que modela la corrida de produccién y
utilice Excel y la informacién que se da en este capitulo sobre la
solucién de ecuaciones algebraicas lineales con Excel para re-
solver cudl es el nimero de transistores, resistores y chips de
computadora por manufacturar esta semana.

11.18 Utilice el software de MATLAB para determinar el ni-
mero de condicién espectral para una matriz de Hilbert de di-
mension 10. ;Cudntos digitos de precision se espera que se
pierdan debido a la condicién anémala? Determine la solucién
para este sistema para el caso en que cada elemento del vector
del lado derecho {b} consiste en la suma de los coeficientes de
su renglén. En otras palabras, resuelva para el caso en que todas
las incognitas deben ser exactamente uno. Compare los errores
resultantes con aquellos esperados con base en el nimero de
condicién.
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11.19 Repita el problema 11.8, pero para el caso de una matriz
de Vandermonde de seis dimensiones (véase el problema 10.14)
dondex, =4,x,=2,x3,=7,x,=10,x5=3y x, =5.

11.20 En la seccién 9.2.1, se determind el nimero de operacio-
nes que se requiere para la eliminacién de Gauss sin pivoteo
parcial. Efectie una determinacion similar para el algoritmo de
Thomas (véase la figura 11.2). Desarrolle una grafica de opera-
ciones versus n (de 2 a 20) para ambas técnicas.

11.21 Desarrolle un programa amigable para el usuario en cual-
quier lenguaje de alto nivel o de macros, de su eleccion, para
obtener una solucién para un sistema tridiagonal con el algoritmo

de Thomas (figura 11.2). Pruebe su programa por medio de re-
petir los resultados del ejemplo 11.1.

11.22 Desarrolle un programa amigable para el usuario en cual-
quier lenguaje de alto nivel o de macros, que elija, para hacer la
descomposicién de Cholesky con base en la figura 11.3. Pruebe
su programa por medio de repetir los resultados del ejemplo
11.2.

11.23 Desarrolle un programa amigable para el usuario en cual-
quier lenguaje de alto nivel o de macros, que escoja, a fin de
ejecutar el método de Gauss-Seidel con base en la figura 11.6.
Pruébelo con la repeticion de los resultados del ejemplo 11.3.
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CAPITULO 12

Estudio de casos: ecuaciones
algebraicas lineales

El propdsito de este capitulo es usar los procedimientos numéricos analizados en los
capitulos 9, 10y 11 para resolver sistemas de ecuaciones algebraicas lineales, en algunas
aplicaciones a la ingenierfa. Dichas técnicas numéricas sistemadticas tienen significado
préctico, ya que los ingenieros con mucha frecuencia se enfrentan a problemas que in-
volucran sistemas de ecuaciones que son demasiado grandes para resolverse a mano. Los
algoritmos numéricos en estas aplicaciones son particularmente adecuados para imple-
mentarse en computadoras personales.

En la seccion 12.1 se muestra como se emplea un balance de masa para modelar un
sistema de reactores. En la seccion 12.2 se le da especial énfasis al uso de la matriz in-
versa para determinar las complicadas interacciones causa-efecto entre las fuerzas en los
elementos de una armadura. La seccion 12.3 constituye un ejemplo del uso de las leyes
de Kirchhoff para calcular las corrientes y voltajes en un circuito con resistores. Por dl-
timo, la seccion 12.4 es una ilustraciéon de como se emplean las ecuaciones lineales para
determinar la configuracion en estado estacionario de un sistema masa-resorte.

ANALISIS EN ESTADO ESTACIONARIO DE UN SISTEMA
DE REACTORES (INGENIERIA QUIMICA/BIOINGENIERIA)

Antecedentes.  Uno de los principios de organizacién mas importantes en la ingenie-
ria quimica es la conservacion de la masa (recuerde la tabla 1.1). En términos cuantita-
tivos, el principio se expresa como un balance de masa que toma en cuenta todas las
fuentes y sumideros de un fluido que entra y sale de un volumen (figura 12.1). En un
periodo finito, esto se expresa como

Acumulacion = entradas — salidas (12.1)

El balance de masa representa un ejercicio de contabilidad para la sustancia en
particular que se modela. Para el periodo en que se calcula, si las entradas son mayores
que las salidas, la masa de la sustancia dentro del volumen aumenta. Si las salidas son
mayores que las entradas, la masa disminuye. Si las entradas son iguales a las salidas,
la acumulacién es cero y la masa permanece constante. Para esta condicion estable, o
en estado estacionario, la ecuacién (12.1) se expresa como

Entradas = salidas (12.2)

Emplee la conservacion de la masa para determinar las concentraciones en estado esta-
cionario de un sistema de reactores conectados.

www.FreelLibros.me



328 ESTUDIO DE CASOS: ECUACIONES ALGEBRAICAS LINEALES

Volumen

Entrada Salida

Acumulacién

FIGURA 12.1
Una representaciéon esquemdtica del balance de masa.

Solucién.  Se puede usar el balance de masa para resolver problemas de ingenieria al
expresar las entradas y salidas en términos de variables y pardmetros medibles. Por ejem-
plo, si se realiza un balance de masa para una sustancia conservativa (es decir, aquella
que no aumente ni disminuya debido a transformaciones quimicas) en un reactor (figura
12.2), podriamos cuantificar la velocidad con la cual el flujo de la masa entra al reactor
a través de dos tuberias de entrada y sale de éste a través de una tuberia de salida. Esto se
hace mediante el producto de la velocidad del fluido o caudal Q (en metros cuibicos por
minuto) por la concentracién ¢ (en miligramos por metro cubico) en cada tuberia.
Por ejemplo, en la tuberia 1 de la figura 12.2, Q; = 2 m*/min y ¢; = 25 mg/m?; por lo
tanto, la velocidad con la cual la masa fluye hacia el reactor a través de la tuberia 1 es
Q,c; = (2 m*/min)(25 mg/m?) = 50 mg/min. Asi, 50 mg de sustancias quimicas fluyen
cada minuto hacia el interior del reactor a través de esta tuberia. De forma similar, para
la tuberfa 2 la velocidad de masa que entra se calcula como Q,c, = (1.5 m*/min)
(10 mg/m?) = 15 mg/min.

Observe que la concentracién a la salida del reactor a través de la tuberia 3 no se
especifica en la figura 12.2. Esto es asi porque ya se tiene informacion suficiente para
calcularla con base en la conservacion de la masa. Como el reactor se halla en estado
estacionario se aplica la ecuacion (12.2) y las entradas deberdn estar en balance con las
salidas,

Qic1+ 06y = 0363
Sustituyendo los valores dados en esta ecuacion se obtiene

50 + 15 = 3.5¢;

de la cual se despeja ¢; = 18.6 mg/m?. De esta forma, hemos determinado la concen-
tracion en la tercera tuberia. Sin embargo, del calculo se obtiene algo mas. Como el
reactor estd bien mezclado (representado por el agitador en la figura 12.2), la concentra-
cién serd uniforme, u homogénea, en todo el tanque. Por lo que, la concentracién en la
tuberia 3 debera ser idéntica a la concentracion en todo el reactor. En consecuencia, el
balance de masa nos ha permitido calcular tanto la concentracién en el reactor como en
el tubo de salida. Esta informacién es de gran utilidad para los ingenieros quimicos y
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FIGURA 12.2

Un reactor en esfado
esfacionario, completamente
mezclado, con dos tuberias
de entrada y una de salida.
los caudales Q estén en
metros clbicos por minuto, y
las concentraciones ¢ estdn
en miligramos por mefro
cibico.

0, = 2 m¥min

¢, = 25 mg/m?®
—

0, = 1.5 m¥min >
¢, = 10 mg/m?®

U

0, = 3.5 m¥min
;=7

_—

FIGURA 12.3
Cinco reactores conectados
por ftuberias.

O;5=3 Oss =2
- Cg Qsy = 2 g
A
05 =1
Oy = 0, =3 0y =1 Oy =11
c.l > c2 > (,'4 —
cor =10
4 A
0y =1 0, =8
4
Q31 =1
Qo3 =8 _ €3
co3 = 20

petroleros, quienes tienen que disefiar reactores que tengan mezclas de una concentracion
especifica.

Debido a que se utiliz6 dlgebra simple para determinar la concentracion de un solo
reactor en la figura 12.2, podria no ser obvio lo que tiene que hacer una computadora en
el cdlculo de un balance de masa. En la figura 12.3 se muestra un problema donde las
computadoras no solamente son ttiles, sino que son de una enorme necesidad préctica.
Debido a que hay cinco reactores interconectados o acoplados, se necesitan cinco ecua-
ciones de balance de masa para caracterizar el sistema. En el reactor 1, velocidad de la
masa que entra es

5(10) + Q3¢5
y la velocidad de la masa que sale es

Q¢ + 0y5¢y
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12.2

Como el sistema se encuentra en estado estacionario, los flujos de entrada y de salida
deben ser iguales:

5(10) + Qs1¢3 = Q1p¢; + Q15¢
0, sustituyendo los valores de la figura 12.3,

6¢; —c3=50
Ecuaciones similares se obtienen para los otros reactores:

-3¢, +3¢,=0

—c, + 9c3 =160

—cy— 8¢z + llcy—2¢5=0

3c;—cy+4cs=0

Se puede utilizar un método numérico para resolver estas cinco ecuaciones con las
cinco incognitas que son las concentraciones:

(cyr=l11.51 11.51 19.06 17.00 11.51]

Ademas, la matriz inversa se calcula como

0.16981  0.00629  0.01887 0 0
0.16981  0.33962  0.01887 0 0
[A]'= | 0.01887 0.03774 0.11321 0 0
0.06003 0.07461  0.08748 0.09091  0.04545
0.16981  0.08962  0.01887 0 0.25000

Cada uno de los elementos a;; significa el cambio en la concentracion del reactor i debi-
do a un cambio unitario en la carga del reactor j. De esta forma, los ceros en la columna
4 indican que una carga en el reactor 4 no influird sobre los reactores 1, 2, 3 y 5. Esto es
consistente con la configuracion del sistema (figura 12.3), la cual indica que el flujo de
salida del reactor 4 no alimenta ningtin otro reactor. En cambio, las cargas en cualquie-
ra de los tres primeros reactores afectardn al sistema completo, como se indica por la
ausencia de ceros en las primeras tres columnas. Tal informacién es de gran utilidad
para los ingenieros que disefian y manejan sistemas como éste.

ANALISIS DE UNA ARMADURA ESTATICAMENTE
DETERMINADA (INGENIERIA CIVIL/AMBIENTAL)

Antecedentes. Un problema importante en la ingenieria estructural es encontrar las
fuerzas y reacciones asociadas con una armadura estaticamente determinada. En la fi-
gura 12.4 se muestra el ejemplo de una armadura.

Las fuerzas (F) representan ya sea la tensién o la compresion sobre los componen-
tes de la armadura. Las reacciones externas (H,, V, y V;) son fuerzas que caracterizan
coémo interactda dicha estructura con la superficie de soporte. El apoyo fijo en el nodo
2 puede transmitir fuerzas horizontales y verticales a la superficie, mientras que el apo-
yo movil en el nodo 3 transmite s6lo fuerzas verticales. Se observa que el efecto de la
carga externa de 1000 Ib se distribuye entre los componentes de la armadura.
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1000 Ib

FIGURA 12.4 t t
Fuerzas en una armadura V2 Va
estaticamente determinada.

F F,
F2,v F3,v
) 60°

H, 2 30 3 By
FIGURA 12.5 > > F, < >
Diagramas de fuerza — £
de cuerpo libre para los Fap

v V3

nodos de una armadura
estaticamente determinada.

Solucién.  Este tipo de estructura se puede describir como un conjunto de ecuaciones
algebraicas lineales acopladas. Los diagramas de fuerza de cuerpo libre para cada nodo
se muestran en la figura 12.5. La suma de las fuerzas en ambas direcciones, vertical y
horizontal, deben ser cero en cada nodo, ya que el sistema esta en reposo. Por lo tanto,
para el nodo 1,

XFy=0=-Fcos 30° + F5 cos 60° + I} , (12.3)

XFy,=0=-F;sen30° - F;sen 60° + F (12.4)
para el nodo 2,

XFy=0=F,+F cos 30° + F,, + H, (12.5)

XFy=0=F;sen30°+F,,+V, (12.6)
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para el nodo 3,

ZFH=O=—F2—F3COS6OO+F3J1 (127)
ZFV=0=F3 sen 600 +F3,U+ V3 (128)

donde F;, es la fuerza horizontal externa aplicada sobre el nodo i (se considera que una
fuerza positiva va de izquierda a derecha) y F; , es la fuerza vertical externa que se apli-
ca sobre el nodo i (donde una fuerza positiva va hacia arriba). Asi, en este problema, la
fuerza de 1000 Ib hacia abajo en el nodo 1 corresponde a F;, = —1000 libras. En este
caso, todas las otras F;, y F;; son cero. Observe que las direcciones de las fuerzas in-
ternas y de las reacciones son desconocidas. La aplicacion correcta de las leyes de Newton
requiere s6lo de suposiciones consistentes respecto a la direccion. Las soluciones son
negativas si las direcciones se asumen de manera incorrecta. También observe que en
este problema, las fuerzas en todos los componentes se suponen en tension y actian ti-
rando de los nodos adyacentes. Una solucién negativa, por lo tanto, corresponde a com-
presion. Este problema se plantea como el siguiente sistema de seis ecuaciones con seis
incégnitas:

0866 0 05 0 0 o|[F 0
05 0 086 0 0 0l||F 1000
_0.866 -1 0 -1 0 ol|/Fl=] o
05 0 0O 0 -1 0]|)H 0 (12.9)
0 I 05 0 0 0|V 0
0 0 -086 0 0 -1]||V, 0

Observe que, como se formuld en la ecuacién (12.9), se requiere de pivoteo parcial
para evitar la divisién entre cero de los elementos de la diagonal. Con el uso de una es-
trategia de pivote, el sistema se resuelve mediante cualquiera de las técnicas de elimi-
nacién que se analizaron en los capitulos 9 y 10. Sin embargo, como este problema es
un caso de estudio ideal, para demostrar la utilidad de la matriz inversa se utiliza la
descomposicién LU para calcular

F,=-500 F,=433  F,=-866
H2 = 0 V2 = 250 V3 = 750

la matriz inversa es

0.866 0.5 0 0 0
025 -0433 0 0 1 0
[Al'=| -0.5 0.866 0 0 0 0
-1 0 -1 0 -1 0
-0433 -0.25 0 -1 0 0
0433  -0.75 0 0 0 -1

Ahora, observe que el vector del lado derecho representa las fuerzas horizontales y
verticales aplicadas externamente sobre cada nodo,

(F\T=LF,, Fiy, Fop Fry Fyy Fs,] (12.10)
Debido a que las fuerzas externas no tienen efecto sobre la descomposicién LU, no

se necesita aplicar el método una y otra vez para estudiar el efecto de diferentes fuerzas
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2 000 1 000
<

FIGURA 12.6

1433 1 433 433

Dos casos de prueba que muestran a) vientos desde la izquierda y b} vientos desde la derecha.

externas sobre la armadura. Todo lo que hay que hacer es ejecutar los pasos de sustitucién
hacia adelante y hacia atrds, para cada vector del lado derecho, y asi obtener de manera
eficiente soluciones alternativas. Por ejemplo, podriamos querer estudiar el efecto de
fuerzas horizontales inducidas por un viento que sopla de izquierda a derecha. Si la
fuerza del viento se puede idealizar como dos fuerzas puntuales de 1000 libras sobre
los nodos 1y 2 (figura 12.6a), el vector del lado derecho es

{F}T=[-1000 0 1000 0 0 0]

que se utiliza para calcular
F, =-866 F, =250 F;=-500
H, =-2000 V, =-433 V3 =433

Para un viento de la derecha (figura 12.60), F; , =-1000, F; , =—1 000, y todas las demds
fuerzas externas son cero, con lo cual resulta

F,=-866 F,=-1250  F;=500
H,=2000 V,=433 Vy=-433

Los resultados indican que los vientos tienen efectos marcadamente diferentes sobre la
estructura. Ambos casos se presentan en la figura 12.6.

Cada uno de los elementos de la matriz inversa tienen también utilidad directa para
aclarar las interacciones estimulo-respuesta en la estructura. Cada elemento representa
el cambio de una de las variables desconocidas a un cambio unitario de uno de los es-
timulos externos. Por ejemplo, el elemento a3} indica que la tercera incégnita (F5) cam-
biard a 0.866 debido a un cambio unitario del segundo estimulo externo (F ). De esta
forma, si la carga vertical en el primer nodo fuera aumentada en 1, F’; se podria aumen-
tar en 0.866. El hecho de que los elementos sean 0 indica que ciertas incégnitas no se
ven afectadas por algunos de los estimulos externos. Por ejemplo, a7} = 0 significa que
F| no se ve afectado por cambios en F,,;,. Esta habilidad de aislar interacciones tiene
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12.3

FIGURA 12.7
Representaciones esquema-
ficas de o la regla de las cor

mientes de Kirchhoff y b} la ley
de Ohm.

diversas aplicaciones en la ingenieria; éstas comprenden la identificacion de aquellos
componentes que son mas sensibles a estimulos externos y, como una consecuencia, mas
propensos a fallar. Ademads, esto sirve para determinar los componentes que son inne-
cesarios (véase el problema 12.18).

El procedimiento anterior resulta particularmente ttil cuando se aplica a grandes
estructuras complejas. En la practica de la ingenieria, en ocasiones es necesario resolver
estructuras con cientos y aun miles de elementos estructurales. Las ecuaciones lineales
proporcionan un medio poderoso para ganar cierta comprension del comportamiento de
dichas estructuras.

CORRIENTES Y VOLTAJES EN CIRCUITOS
CON RESISTORES (INGENIERIA ELECTRICA)

Antecedentes. Un problema comin en ingenieria eléctrica es la determinacién de
corrientes y voltajes en algunos puntos de los circuitos con resistores. Tales problemas
se resuelven utilizando las reglas para corrientes y voltajes de Kirchhoff. La regla para
las corrientes (o nodos) establece que la suma algebraica de todas las corrientes que
entran a un nodo debe ser cero (véase figura 12.7a), o

%i=0 (12.11)

donde todas las corrientes que entran al nodo se consideran de signo positivo. La regla
de las corrientes es una aplicacion del principio de la conservacién de la carga (recuerde
la tabla 1.1).

La regla para los voltajes (o mallas) especifica que la suma algebraica de las dife-
rencias de potencial (es decir, cambios de voltaje) en cualquier malla debe ser igual a
cero. Para un circuito con resistores, esto se expresa como

SE-FiR=0 (12.12)

donde & es la fem (fuerza electromotriz) de las fuentes de voltaje, y R es la resistencia
de cualquier resistor en la malla. Observe que el segundo término se obtiene de la ley de
Ohm (figura 12.7b), la cual establece que la caida de voltaje a través de un resistor ideal
es igual al producto de la corriente por la resistencia. La regla de Kirchhoff para el
voltaje es una expresion de la conservacion de la energia.

FIGURA 12.8
Un circuifo con resistores para resolverse usando ecuaciones algebraicas lineales
simultaneas.

3 R=100Q 2 R=5Q

]
VW YW OV, =200V
R=50 §R=1on
VWA VWA OVg=0V
4 g5 5 R=200 8
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3 2 1
WA YW O
— -
I3 I
b, =t
Is4 l6s
O
h WA 5 YW .

FIGURA 12.9
Corrientes supuestas.

Solucién.  La aplicacién de estas reglas da como resultado un sistema de ecuaciones
algebraicas lineales simultdneas, ya que las mallas que forman un circuito estdn conec-
tadas. Por ejemplo, considere el circuito de la figura 12.8. Las corrientes asociadas con
este circuito son desconocidas, tanto en magnitud como en direccién. Esto no presenta
gran dificultad, ya que tan sélo se supone una direccién para cada corriente. Si la solu-
cién resultante a partir de las leyes de Kirchhoff es negativa, entonces la direccién su-
puesta fue incorrecta. Por ejemplo, la figura 12.9 muestra direcciones supuestas para las
corrientes.

Dadas estas suposiciones, la regla de la corriente de Kirchhoff se aplica a cada nodo
para obtener

i]2 + i52 + i32 . 0
les — sy~ 154 =0
iy3—ip =0
is4—i;3=0
La aplicacion de la regla de voltajes en cada una de las mallas da
—is4Rsy — i3R43 — iR3 + is3R5 =0
—lesRes — I52Rs5y + 112R1, — 200 = 0

o, sustituyendo el valor de las resistencias de la figura 12.8 y pasando las constantes al
lado derecho,

—]5i54 — 5i43 — 10i32 + 10i52 = O
_20i65 - 10i52 + 5i12 = 200

Por lo tanto, el problema consiste en la solucidn del siguiente conjunto de seis ecuaciones
con seis corrientes como incognitas:

11 1 0 07 in 0
0 -1 0 1 -1 0] is 0
0 0 -1 0 1] inl=] 0
0 0 0 0 1 <1 | des 0
0 10 -10 0 15 5| g 0
5 10 0 20 0 0] ig 200
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FIGURA 12.10

La solucién obtenida para
las corrientes y voltajes

usando un método de
eliminacion.

V = 153.85 V = 169.23
I OV =200

V =146.15 MW V =123.08

12.4

Aunque no es practico resolverlo a mano, este sistema se resuelve de manera sencilla
con un método de eliminacién. Si se procede de esta forma, la solucién es

i, =6.1538 is, =—4.6154 i3, =-1.5385
igs = —6.1538 isy =—1.5385 iy3 =-1.5385
Asi, con una interpretacién adecuada de los signos del resultado, las corrientes y volta-

jes en el circuito se muestran en la figura 12.10. Deben ser evidentes las ventajas de usar
algoritmos numéricos y computadoras para problemas de este tipo.

SISTEMAS MASA-RESORTE .
(INGENIERIA MECANICA/AERONAUTICA)

Antecedentes. Los sistemas idealizados masa-resorte desempefian un papel impor-
tante en la mecdnica y en otros problemas de ingenieria. En la figura 12.11 se presenta
un sistema de este tipo. Después de liberar las masas, éstas son jaladas hacia abajo por
la fuerza de gravedad. Observe que el desplazamiento resultante en cada resorte de la
figura 12.115 se mide a lo largo de las coordenadas locales referidas a su posicion inicial
en la figura 12.11a.

Como se menciond en el capitulo 1, la segunda ley de Newton se emplea en conjun-
to con el equilibrio de fuerzas para desarrollar un modelo matematico del sistema. Para
cada masa, la segunda ley se expresa como

~>=F,-F, (12.13)

Para simplificar el andlisis se supondra que todos los resortes son idénticos y que se
comportan de acuerdo con la ley de Hooke. En la figura 12.12a se muestra un diagrama
de cuerpo libre para la primera masa. La fuerza hacia arriba es inicamente una expresion
directa de la ley de Hooke:

Las componentes hacia abajo consisten en las dos fuerzas del resorte junto con la accién
de la gravedad sobre la masa,

FD=k(x2—x1)+k(x2—xl)=m1g (1215)

Observe cémo la componente de fuerza de los dos resortes es proporcional al desplaza-
miento de la segunda masa, x,, corregida por el desplazamiento de la primera masa, x;.
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FIGURA 12.11

Un sisfema compuesfo de
fres masas suspendidas
verticalmente por una serie
de resortes. a) El sistema
antes de ser liberado,

es decir, antes de la
extensién o compresion
de los resortes. b) El

% k -
EEL jx

KO
m CE LT %----— 0
R

my
s

1

y
X2

, : Soooooooooo Yoooeo— @
sistema después de ser %
liberado. Observe que las
posiciones de las masas my  x,
estan en referencia a las
coordenadas locales con a) b)
origenes en su posicion
antes de ser liberadas.
kx, k(x, — xp) k(x, — x;) k(s — x,)
A ‘ ' A
my my s
l A / l l l A /
k(xy = xy) myg k(xy = x,) mg k(x3 = xp) ms;8
a) b) c)

FIGURA 12.12
Diagramas de cuerpo libre para las fres masas de la figura 12.11.

Las ecuaciones (12.14) y (12.15) se sustituyen en la ecuacién (12.13) para dar

2
dx,
m—— =

e 2k(xy —x,)+m,g —kx, (12.16)

De esta forma, se ha obtenido una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden para
describir el desplazamiento de la primera masa con respecto al tiempo. Sin embargo,
advierta que la solucién no se puede obtener, ya que el modelo tiene una segunda varia-
ble dependiente, x,. En consecuencia, se deben desarrollar diagramas de cuerpo libre
para la segunda y tercera masa (figuras 12.12b y c¢) que se emplean para obtener

2
X

m
> dr?

=k(x;—x,)+myg—2k(x, —x,) (12.17)
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d*x
m3723=m3g—k(x3—x2) (12.18)

Las ecuaciones (12.16), (12.17) y (12.18) forman un sistema de tres ecuaciones dife-
renciales con tres incégnitas. Con las condiciones iniciales apropiadas, estas ecuaciones
sirven para calcular los desplazamientos de las masas como una funcién del tiempo (es
decir, sus oscilaciones). En la parte siete estudiaremos los métodos numeéricos para ob-
tener tales soluciones. Por ahora, podemos obtener los desplazamientos que ocurren cuan-
do el sistema eventualmente llega al reposo, es decir, al estado estacionario. Para esto se
igualan a cero las derivadas en las ecuaciones (12.16), (12.17) y (12.18), obteniéndose

3kx, - 2kx, = mg
—2kx] + Ska - k.X'5 = ng
- kx, + kxy3 = nmsg

0, en forma matricial,

[K]{X} = {W}
donde [K], conocida como matriz de rigidez, es
3k -2k
[K]=| 2k 3k -k

y {X} y {W} son los vectores columna de las incégnitas X y de los pesos mg, respecti-
vamente.

Solucién.  Aqui se emplean métodos numéricos para obtener una solucién. Si m; = 2
kg, m, = 3 kg, m; = 2.5 kg, y todas las k = 10 kg/s?, use la descomposicién LU con el
propdsito de obtener los desplazamientos y generar la inversa de [K].

Sustituyendo los pardmetros del modelo se obtiene

30 20 19.6
[K]= | 20 30 -I0 (W)= <294
10 10 24.5

La descomposicién LU se utiliza con el objetivo de obtener x; = 7.35, x, = 10.045 y x5 =
12.495. Estos desplazamientos se utilizaron para construir la figura 12.115. La inversa
de la matriz de rigidez calculada es

0.1 01 0.1
[K]'=| 01 015 0.15
01 015 025

Cada elemento de la matriz k' nos indica el desplazamiento de la masa i debido a
una fuerza unitaria impuesta sobre la masa j. Asi, los valores 0.1 en la columna 1 nos
indican que una carga unitaria hacia abajo en la primera masa desplazara todas las ma-
sas 0.1 m hacia abajo. Los otros elementos se interpretan en forma similar. Por lo tanto,
la inversa de la matriz de rigidez proporciona una sintesis de cémo los componentes del
sistema responden a fuerzas que se aplican en forma externa.
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PROBLEMAS

Ingenieria Quimica/Bioingenieria

12.1 Lleve a cabo el mismo calculo que en la seccién 12.1, pero
cambie ¢y 240y ¢y a 10. También cambie los flujos siguientes:
001=6,01,=4,05=2y Qy=12.

12.2 Si la entrada al reactor 3 de la seccién 12.1, disminuye 25
por ciento, utilice la matriz inversa para calcular el cambio por-
centual en la concentracion de los reactores 1y 4.

12.3 Debido a que el sistema que se muestra en la figura 12.3
estd en estado estacionario (estable), ;qué se puede afirmar
respecto de los cuatro flujos: Qqyy, Qoszs Ous Y Oss?

12.4 Vuelva a calcular las concentraciones para los cinco reac-
tores que se muestran en la figura 12.3, si los flujos cambian
como sigue:

Q0|=5 Q3|=3 Q25=2 Q23=2
O;5=4 Os5=3 0s5,=3 03, =7
0,=4 Q03=8 0,=0 Q04 =10

12.5 Resuelva el mismo sistema que se especifica en el proble-
ma 12.4, pero haga 0, = 05, =0y Q5 = O34 = 3. Suponga que
las entradas (Qy;, Qp3) vy las salidas (Qu4, Oss) son las mismas.
Use la conservacion del flujo para volver a calcular los valores
de los demads flujos.

12.6 En la figura P12.6 se muestran tres reactores conectados
por tubos. Como se indica, la tasa de transferencia de produc-
tos quimicos a través de cada tubo es igual a la tasa de flujo (Q,
en unidades de metros cubicos por segundo) multiplicada por la
concentracién del reactor desde el que se origina el flujo (¢, en
unidades de miligramos por metro cubico). Si el sistema se
encuentra en estado estacionario (estable), la transferencia
de entrada a cada reactor balanceard la de salida. Desarrolle las
ecuaciones del balance de masa para los reactores y resuelva
las tres ecuaciones algebraicas lineales simultdneas para sus
concentraciones.

12.7 Con el empleo del mismo enfoque que en la seccién 12.1,
determine la concentracion de cloruro en cada uno de los Gran-
des Lagos con el uso de la informacién que se muestra en la fi-
gura P12.7.

12.8 La parte baja del rio Colorado consiste en una serie de
cuatro almacenamientos como se ilustra en la figura P12.8.
Puede escribirse los balances de masa para cada uno de ellos, lo
que da por resultado el conjunto siguiente de ecuaciones alge-
braicas lineales simultdneas:

13.42 0 0 0 7[e] [750.5

~13422 12252 0 0 ||el| | 300
0 -12252 12377 0 |lef ] 102
0 0 -12377 11.797] |e, 30

donde el vector del lado derecho consiste en las cargas de cloru-
ro hacia cada uno de los cuatro lagos y ¢, ¢,, ¢3 y ¢, = las con-
centraciones de cloruro resultantes en los lagos Powell, Mead,
Mohave y Havasu, respectivamente.

a) Use la matriz inversa para resolver cudles son las concen-
traciones en cada uno de los cuatro lagos.

b) (Encudnto debe reducirse la carga del lago Powell para que
la concentracién de cloruro en el lago Havasu sea de 75?

¢) Con el usode lanorma columna-suma, calcule el nimero de
condicién y diga cuantos digitos sospechosos se generarian
al resolver este sistema.

12.9 En la figura P12.9 se ilustra un proceso de extraccion en
etapas. En tales sistemas, una corriente que contiene una fraccién
de peso Y, de un producto quimico ingresa por la izquierda con
una tasa de flujo de masa de F';. En forma simultdnea, un solven-
te que lleva una fraccién de peso X, del mismo producto qui-

Figura P12.6
400 mg/s

Tres reactores unidos | 0156, | 0135
por tubos. la fasa de |:'—> —_— —_— I:'_»
fransferencia de masa a 1 3
fravés de cada tubo es igual —_— —_—
al producto de flujo Qv la t t
concentracion ¢ del reactor 0y, | |200 mg/s
desde el que se origina el 0516, 0156y
flujo. ‘ t 0, = 120
-+ 01, =40
2 0, =80
0,3 = 60
0, =20
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180 Osgn = G7
Oy = 36
Ope = 161
Ogo = 182
Ooo = 212
Superior OsuCs 740
1 1 3850
Ouecy
710 Huron 4720
1 OroCe 1
A .
. Erie ;
Figura P12.7 Qoo
Balance del cloro en o | p—
los Grandes Lagos. Las Michigan | Oymoy Ontario
flechas numeradas denotan

entradas directas.

Alto
rio
Colorado

Lago
Powell

Lago
Mohave

Lago
Havasu

FIGURA P12.8

El bajo rfo Colorado.

mico entra por la derecha con una tasa de flujo de F,. Asi, para
la etapa i, el balance de masa se representa como
F\Y., + F,X,,, = F\Y, + F,X, (P12.9q)

En cada etapa, se supone que se establece el equilibrio entre Y; y
X;, como en

k=2

—+ P12.9b
Y ( )

donde K se denomina coeficiente de distribucion. La ecuacién
(P12.9b) puede resolverse para X; y se sustituye en la ecua-
cién (P12.9a) para producir

A PR PO i
K K

Si Fy =500 kg/h, Y., = 0.1, F, = 1000 kg/h, X, =0y K =4,
determine los valores de Y, y X, si se emplea un reactor de
cinco etapas. Obsérvese que debe modificarse la ecuacién
(P12.9¢) para tomar en cuenta las fracciones de peso del flujo de
entrada cuando se aplique a la primera y dltima etapas.

12.10 Una reaccion de primer orden, irreversible (véase la sec-
cién 28.1), tiene lugar en cuatro reactores bien mezclados (véa-
se la figura P12.10),

Y

=0 (P12.9¢)

A—>B
Asi, la tasa a la cual A se transforma en B se representa por
Rub =kVce

Los reactores tienen volimenes diferentes, y debido a que se
operan a temperaturas diferentes, cada uno tiene distinta tasa de
reaccion:

Reactor V,L k, h-!
1 25 0.075
2 75 0.15
3 100 04
4 25 0.1
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~g=— F|ujo = F,
Xsal _ X2 X3 _ Xi ‘xi +1 Xn— 1 _ Xn Xent
1 2 eoe eoe n-1 n
— > > > > > > | —
Yent Y1 Y2 Vi1 Vi Yn-2 Yn-1 Ysal

— Flujo = qu

Figura P12.9

Una efapa del proceso de extraccion.

03=5

e @000
Caent =1

045=3

Figura P12.10

| 0, 05 05

0, 0, Os Oy

Figura P12.11

Determine la concentracién de A y B en cada uno de los reacto-
res en estado estable.

12.11 Una bomba peristéltica envia un flujo unitario (Q,) de un
fluido muy viscoso. En la figura P12.11 se ilustra la red. Cada
seccidén de tubo tiene la misma longitud y didmetro. El balance
de masa y energia mecdnica se simplifica para obtener los flujos
en cada tubo. Resuelva el sistema de ecuaciones siguiente a fin
de obtener el flujo en cada corriente.

05+20,-20,=0
05 +20,-20,=0

CGo = C ;) wmmp (o w3 wmmy () g C w——

B3N

;| () ~C— Cr3 ) ~— Cr5 e )

o 3

Figura P12.12

30,-204=0
0,=0,+0;
03=0,+ Qs
0Os=0+ 0,

12.12 La figura P12.12 ilustra un proceso de intercambio qui-
mico que consiste en una serie de reactores en los que un gas que
fluye de izquierda a derecha pasa por un liquido que fluye de
derecha a izquierda. La transferencia de un producto quimico del
gas al liquido ocurre a una tasa proporcional a la diferencia entre
las concentraciones del gas y el liquido en cada reactor. En esta-
do estacionario (estable), el balance de masa para el primer
rector se puede escribir para el gas, asi

Qg0 = Qstqi + Dy —c5) =0
y para el liquido,
0,¢, =0, +Dlcg—¢,)=0

donde Qg y O; son las tasas de flujo del gas y el liquido, respec-
tivamente, y D = tasa de intercambio gas-liquido. Es posible
escribir otros balances similares para los demas reactores. Re-
suelva para las concentraciones con los siguientes valores dados:
06=2,0;,=1,D=0.8, cg= 100, c;¢ = 10.
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Ingenieria civil/ambiental

12.13 Un ingeniero civil que trabaja en la construccién requiere
4800, 5800 y 5700 m? de arena, grava fina, y grava gruesa,
respectivamente, para cierto proyecto constructivo. Hay tres
canteras de las que puede obtenerse dichos materiales. La com-
posicién de dichas canteras es la que sigue

Arena Grava fina  Grava gruesa
% % %
Cantera 1 55 30 15
Cantera 2 25 45 30
Cantera 3 25 20 55

(Cudntos metros cubicos deben extraerse de cada cantera a fin
de satisfacer las necesidades del ingeniero?

12.14 Ejecute el mismo cdlculo que en la seccién 12.2, pero para
la trabe que se ilustra en la figura P12.14.

12.15 Realice el mismo cdlculo que en la seccién 12.2, pero para
la trabe que se muestra en la figura P12.15.

12.16 Calcule las fuerzas y reacciones para la viga de la figura
12.4, sien el nodo 1 se aplica una fuerza hacia abajo de 2500 kg
y otra horizontal hacia la derecha de 2000 kg.

Figura P12.14
600

1200

30°
45° 45

.

Figura P12.15

500 1000

45° 45° 60° 30°

N

12.17 En el ejemplo de la figura 12.4, donde en el nodo 1 se
aplica una fuerza hacia debajo de 1000 libras, se calcularon las
reacciones externas V, y V;. Pero si se hubieran dado las longi-
tudes de los miembros de las trabes habria podido calcularse V,
y V3 haciendo uso del hecho de que V, + V3 debe ser igual a 1000,
y con la suma de momentos alrededor del nodo 2. Sin embargo,
debido a que se conocen V, y V;, es posible trabajar a la inversa
para resolver cudles son las longitudes de los miembros de las
trabes. Obsérvese que debido a que hay tres longitudes descono-
cidas y s6lo dos ecuaciones, se puede resolver sélo para la rela-
cion entre las longitudes. Resuelva para esta relacion.

12.18 Con el mismo método que se usé para analizar la figura
12.4, determine las fuerzas y reacciones para las trabes que se
ilustran en la figura P12.18.

12.19 Resuelva para las fuerzas y reacciones para las trabes que
se aprecia en la figura P12.19. Determine la matriz inversa para
el sistema. ; Parece razonable la fuerza del miembro vertical en el
miembro de en medio? ;Por qué?

Figura P12.18

~=——= 500

45°
e 250

30°

30°
Figura P12.19
Gu" (8 45° 45°
A /
5 000
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Q. =150 m%hr ! 0,=100 m3/hrT
| |
Figura P12.20 3
- 3 25 m®/hr
Vista de arriba de las » =80 m/hr |, 2 4
areas en un restaurante. ¢, =2 mg/m?® (Seccién de nifos)
Las flechas en un solo =
sentido representan flujos NN N
volumétricos de aire, 3
mienéros qlée las de de 0, =200 m%nhr . 1 25 m¥hr
sentidos indican mezclas 3
¢, =2 mg/m i 3
difusivas. Las cargas Carga por (Seccion de fumar)
debidas a los fumadores v fumadores == \
a la parrillo agregan masa (1000 mgthr) |

de monéxido de carbono al
sistema pero con un flujo de
aire despreciable.

Carga por la parrilla
(2 000 mg/hr)

12.20 Como sunombre lo dice, la contaminacion del aire interior
se refiere a la contaminacion del aire en espacios cerrados, tales
como casas, oficinas, dreas de trabajo, etc. Suponga que usted
estd disefiando el sistema de ventilacién para un restaurante como
se ilustra en la figura P12.20. El drea de servicio del restaurante
consiste en dos habitaciones cuadradas y otra alargada. La ha-
bitacién 1 y la 3 tienen fuentes de mondxido de carbono que
proviene de los fumadores y de una parrilla defectuosa, respec-
tivamente. Es posible plantear los balances de masa en estado
estacionario para cada habitacién. Por ejemplo, para la seccién
de fumadores (habitacidn 1), el balance es el siguiente

0= qumador + Qacu - QaCl + El}(CB_C])
(carga) + (entrada)— (salida) + (mezcla)

o al sustituir los pardmetros
225¢; —25¢3 =1 400

Para las demds habitaciones se pueden escribir balances simi-
lares.

a) Resuelva parala concentracién de mondxido de carbono en
estado estacionario en cada habitacion.

b) Determine qué porcentaje del monoéxido de carbono en la
seccion de nifios se debe a (i) los fumadores, (ii) la parrilla,
y (iii) el aire que entra por ventilacion.

¢) Si las cargas de los fumadores y la parrilla se incrementan
a2 000y 5 000 mg/hr, respectivamente, utilice la matriz
inversa para determinar el aumento en la concentracién en
la seccién de nifios.

d) (Cdémo cambia la concentracion en el drea de nifios si se
construye una pantalla de modo que la mezcla entre las dreas
2y 4 disminuya a 5 m*h?

Figura 12.21

12.21 Se aplica una fuerza hacia arriba de 20 kN en la cuispide
de un tripode como se ilustra en la figura P12.21. Determine las
fuerzas en las patas del tripode.

12.22 Se carga una trabe segtin se ilustra en la figura P12.22.
Con el uso del conjunto siguiente de ecuaciones, resuelva para
las 10 incdgnitas: AB, BC, AD, BD, CD, DE, CE, A, A,y E,.
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24 kN
. !
74 KN - C
4 m
A 1
77/7>7Z 3m D 3m 7;7977
Figura P12.22
3 R=150 2 R=100Q

O V, = 200 voltios

%R:ZQ

R=5Q

VWA

4 5

O Vg = 0 voltios
6

Figura P12.23

A +AD=0 —24-CD - (4/5)CE=0

A, +AB=0

74+ BC + (3/5)BD =0
—AB - (4/5)BD =0
—BC+ (3/5CE=0

-AD + DE — (3/5)BD =0
CD + (4/5)BD = 0
~DE-(3/5)CE=0
E,+(4/5CE=0

Ingenieria eléctrica

12.23 Efectde el mismo cdlculo que en la seccion 12.3, pero para
el circuito que se ilustra en la figura P12.23.

12.24 Realice el mismo cdlculo que en la seccién 12.3, pero para
el circuito que se muestra en la figura P12.24.

12.25 Resuelva el circuito que aparece en la figura P12.25, para
las corrientes en cada conductor. Utilice la eliminacion de Gauss
con pivoteo.

12.26 Uningeniero eléctrico supervisa la produccion de tres tipos
de componentes eléctricos. Para ello se requieren tres clases de
material: metal, plastico y caucho. A continuacién se presentan
las cantidades necesarias para producir cada componente.

3 R=300Q 9 R=350Q
VW VWA OV, = 10 voltios
«PQ)
R=8Q Q % R=10Q
R=15Q R=5Q
O Vg = 150 voltios
— W0
Figura P12.24
4 50 7 00 9
WV YW
20 O 20 O
50
3 6 =150
50 = 100
20 O 50 O
2 YW\ s YW 8
10 @)
V, =120 V, =40
Figura P12.25
Metal, Plastico, Hule
Componente g/componente g/componente g/componente
] 15 0.30 1.0
2 17 0.40 1.2
3 19 0.55 1.5

Si cada dia se dispone de un total de 3.89, 0.095 y 0.282 kg de
metal, pldstico y caucho, respectivamente, ;cudntos componen-
tes puede producirse por dia?

12.27 Determine las corrientes para el circuito de la figura
P12.27:

12.28 Calcule las corrientes en el circuito que aparece en la fi-
gura P12.28:

12.29 El sistema de ecuaciones que sigue se generd por medio
de aplicar la ley de malla de corrientes al circuito de la figura
P12.29:

551, - 251, = —200
371, - 41, = -250
251, — 41, + 291, = 100

Encuentre 1,, I € 1.

www.FreelLibros.me



PROBLEMAS 345
50 10 Q 20 0 10Q 10 A
W VYW ©

80V 50V

Figura P12.27

40 80

VWA VWA

20v (@) @ %2&@ =50

Figura P12.28

12.30 El sistema de ecuaciones siguiente se gener6 con la apli-
cacion de la ley de malla de corrientes al circuito de la figura
P12.30:

601, — 401, = 200
—401, + 1501, - 1001, = 0
~1001, + 130 = 230

Encuentre I, I, e L.

100v () @

Figura P12.29

Ingenieria mecanica/aerospacial

12.31 Lleve a cabo el mismo cédlculo que en la seccién 12.4, pero
agregue un tercer resorte entre las masas 1y 2, y triplique el
valor de k para todos los resortes.

12.32 Realice el mismo cdlculo que en la seccién 12.4, pero
cambie las masas de 2, 3 y 2.5 kg por otras de 10, 3.5 y 2 kg,
respectivamente.

12.33 Los sistemas idealizados de masa-resorte tienen aplicacio-
nes numerosas en la ingenierfa. La figura P12.33 muestra un
arreglo de cuatro resortes en serie comprimidos por una fuerza de
1500 kg. En el equilibrio, es posible desarrollar ecuaciones de
balance de fuerza si se definen las relaciones entre los resortes.

k(o = x1) = kyx,g

k3(x3 = xp) = ko — xp)

ky(x4 = X3) = k3(x63 — x7)
F=ky(xy = x3)

donde las k son constantes de los resortes. Si de k, a k, son 100,
50, 80 y 200 N/m, respectivamente, calcule el valor de las x.

12.34 Se conectan tres bloques por medio de cuerdas carentes
de peso y se dejan en reposo en un plano inclinado (véase la fi-
gura P12.34a). Con el empleo de un procedimiento similar al que
se usé en el andlisis del paracaidista en descenso del ejemplo

Figura P12.30
20 Q

80V
D

10 Q

VWA
200V () @ =40

VWA

%1009@ =300 @ M 10A
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X4

25

X2

X1

Figura P12.33

9.11 se llega al conjunto siguiente de ecuaciones simultdneas (en
la figura P12.34) se muestran los diagramas de cuerpo libre):

100a+T =519.72
50a-T+ R =216.55
25a -R=108.27

Resuelva para la aceleracion a y las tensiones 7'y R en las dos
cuerdas.

12.35 Efectde un célculo similar al que se utilizé en el problema
P12.34, pero para el sistema que se ilustra en la figura P12.35.
12.36 Realice el mismo cdlculo que en el problema 12.34, pero
para el sistema que se muestra en la figura P12.36 (los dngulos
son de 45°).

12.37 Considere el sistema de tres masas y cuatro resortes que
aparece en la figura P12.37. Al determinar las ecuaciones de
movimiento a partir de Y, F, = ma, para cada masa con el empleo
de su diagrama de cuerpo libre, se llega a las ecuaciones diferen-
ciales siguientes:

ml ml

Figura P12.34

100 X 9.8 = 980

50 X 9.8 = 490 25 X 9.8 = 245
b)
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Friccion = 0.5
Friccion = 0.3—/

Friccion = 0.2 60°

N
30°

Figura P12.35

Friccidon
=0.2
Friccion = 0.8

Figura P12.36

| ~ | ~ >
X X X
[ 1 [ 2 8
.k ky ks k,
W mo A e PR s }—WW—E
g O 0 O 0 OO /
1177 /. '/ 777, v /

Figura P12.37

donde k; =k, =10 N/m, k, = k3 =30 N/m, y m; =m, =my =m,
=2 kg. Escriba las tres ecuaciones en forma matricial:

0 = [vector de aceleracion] + [matriz k/m] [vector de
desplazamiento x]

En un momento especifico en el que x; = 0.05 m, x, =0.04 m, y
x3 =0.03 m, se forma una matriz tridiagonal. Resuelva cudl es la
aceleracion de cada masa.

12.38 Las ecuaciones algebraicas lineales pueden surgir al re-
solver ecuaciones diferenciales. Por ejemplo, la ecuacion dife-
rencial siguiente proviene de un balance de calor para una barra
larga y delgada (véase la figura P12.38):

d’T
dx?

+W/(T,-T)=0 (P12.38)

N N
7,=10
T, =40 [¢) [e) [e) @) y 75 = 200
T Ax E
N ' T,=10 N
x=0 x=10

Figura P12.38

Una barra uniforme sin aislamiento colocada entre dos pare-
des de temperatura constante pero diferente. La representa-
cién en diferencias finitas emplea cuatro nodos inferiores.

donde T = temperatura (°C), x = distancia a lo largo de la barra
(m), i’ = coeficiente de transferencia de calor entre la barra y el
aire del ambiente (m2), y T, = temperatura del aire circundante
(°C). Esta ecuacidn se transforma en un conjunto de ecuaciones
algebraicas lineales por medio del uso de una aproximacién en
diferencias finitas divididas para la segunda derivada (recuerde
la seccion 4.1.3),

d’'T _ 7:'+1 _27:' +1
A
donde 7; denota la temperatura en el nodo i. Esta aproximacién
se sustituye en la ecuacién (P12.38) y se obtiene

T+ QAT - T, = I AYT,

Se puede plantear esta ecuacién para cada uno de los nodos in-
teriores de la barra, lo que resulta en un sistema tridiagonal de
ecuaciones. Los nodos primero y ultimo en los extremos de la
barra estdn fijos por las condiciones de frontera.

a) Desarrolle la solucién analitica para la ecuacién (P12.38)
para una barra de 10 m con 7, = 20, T(x = 0) =40, T(x = 10)
=200y A" =0.02.

b) Desarrolle una solucién numérica para los mismos valores de
los pardmetros que se emplearon en el inciso @), con el uso
de una solucién en diferencias finitas con cuatro nodos in-
teriores segun se muestra en la figura P12.38 (Ax = 2 m).

12.39 La distribucién de temperatura de estado estable en una

placa caliente estd modelada por la ecuacion de Laplace:
T 9T
0=—x+
ox> oy’

Si se representa la placa por una serie de nodos (véase la figura

P12.39), las diferencias finitas divididas se pueden sustituir por

las segundas derivadas, lo que da como resultado un sistema de

ecuaciones algebraicas lineales. Utilice el método de Gauss-

Seidel para resolver cudles son las temperaturas de los nodos que

se aprecian en la figura P12.39.
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25°C 25°C
2y O z
O O
o) Pt Az c
100°C O O O Qoc #
S Al Al c
100°C O O O Ooc
O O
O O
75°C 75°C
Bola y socket
Figura P12.39
12.40 Una barra sobre una bola y una junta tipo socket esta su- Tm 2

jeta a los cables A y B como se observa en la figura P12.40.

a) Si se ejerce una fuerza de 50 N sobre la barra sin masa en
G, (cudl es la fuerza de la tension en los cables A y B?

b) Resuelva cudles son las fuerzas de reaccion en la base de la Figura P12.40
barra. Denomine al punto de la base como P.
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EPILOGO: PARTE TRES

ALTERNATIVAS

La tabla PT3.2 ofrece un resumen de las ventajas y desventajas en la solucién de ecua-
ciones algebraicas lineales simultdneas. Dos métodos (el gréfico y la regla de Cramer)
estdn limitados a pocas ecuaciones (< 3), de modo que tienen escasa utilidad para resolver
problemas practicos. Sin embargo, dichas técnicas son herramientas did4cticas titiles para
entender el comportamiento de los sistemas lineales en general.

Los métodos numéricos se dividen en dos categorias generales: métodos exactos y
aproximados. Los primeros, como su nombre lo indica, buscan dar resultados exactos.
No obstante, como estdn afectados por errores de redondeo, algunas veces dan resultados
imprecisos. La magnitud del error de redondeo varia en cada sistema y depende de varios
factores, tales como las dimensiones del sistema, su condicién y el hecho de si la matriz
de coeficientes es dispersa o densa. Ademds, la precision de la computadora afectard el
error de redondeo.

Se recomienda una estrategia de pivoteo en todo programa de computadora que realice
métodos de eliminacién exactos. Esa estrategia minimiza el error de redondeo y evita
problemas como el de la division entre cero. Los algoritmos basados en la descomposicion
LU son los métodos que se eligen debido a su eficiencia y flexibilidad.

TABLA PT3.2 Comparacién de las caracteristicas de diversos métodos alternativos para encontrar soluciones
de ecuaciones algebraicas lineales simulténeas.

Rango de Complejidad de
Método Estabilidad  Precision aplicacién programacién  Comentarios
Gréfico — Pobre Limitado — Puede fomar més tiempo
que el método numérico
Regla de Cramer — Afectada por errores Limitado — Excesiva complejidad
de redondeo de cdleulo
para mas de fres
ecuaciones
Eliminacion de Gauss  — Afectada por errores General Moderada
[con pivoteo parcial) de redondeo
Descomposiciéon LU — Afectada por errores General Moderada Método de eliminacion
de redondeo preferido; permite el
céleulo de la matriz
inversa
Gauss-Seidel Puede no Excelente Apropiada Facil
converger solo para
si no es sistemas
diagonalmente diagonalmente
dominanfe dominantes
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PT3.5

PT3.6

Aunque los métodos de eliminacién tienen gran utilidad, el uso de toda la matriz de
los coeficientes puede ser limitante cuando se trate con sistemas dispersos muy grandes.
Esto se debe a que gran parte de la memoria de la computadora se dedicaria a guardar ceros
que no tienen significado. Para sistemas bandeados, hay técnicas para realizar métodos
de eliminacién sin tener que guardar todos los coeficientes de la matriz.

Latécnica aproximada descrita en este libro se conoce como método de Gauss-Seidel,
el cual difiere de las técnicas exactas porque emplea un esquema iterativo para obtener,
progresivamente, estimaciones mas cercanas a la solucién. El efecto del error de redon-
deo es un punto discutible en el método de Gauss-Seidel, ya que se pueden continuar las
iteraciones hasta que se obtenga la precision deseada. Ademds, se pueden desarrollar
versiones del método de Gauss-Seidel para utilizar de manera eficiente los requerimientos
de almacenaje en computadora con sistemas dispersos. En consecuencia, la técnica de
Gauss-Seidel es ttil para grandes sistemas de ecuaciones, donde los requerimientos
de almacenaje podrian llevar a problemas significativos con las técnicas exactas.

La desventaja del método de Gauss-Seidel es que no siempre converge o algunas
veces converge de manera lenta a la solucién verdadera. Es confiable s6lo para aquellos
sistemas que son diagonalmente dominantes. Sin embargo, hay métodos de relajacién
que algunas veces contrarrestan tales desventajas. Ademds, como muchos sistemas de
ecuaciones algebraicas lineales surgen de sistemas fisicos que presentan dominancia
diagonal, el método de Gauss-Seidel tiene gran utilidad para resolver problemas de
ingenieria.

En resumen, varios factores serdn relevantes en la eleccion de una técnica para un
problema en particular que involucre ecuaciones algebraicas lineales. No obstante, como
se menciond antes, el tamafo y la densidad del sistema son factores particularmente
importantes en la determinacion de su eleccion.

RELACIONES Y FORMULAS IMPORTANTES

Cada una de las partes de este libro incluye una seccién que resume férmulas importantes.
Aunque la parte tres no trata en realidad sélo con férmulas, la tabla PT3.3 se emplea para
resumir los algoritmos expuestos. La tabla proporciona una visién general, que serd de
gran ayuda para revisar y aclarar las principales diferencias entre los métodos.

METODOS AVANZADOS Y REFERENCIAS ADICIONALES

Se pueden encontrar referencias generales acerca de la solucién de ecuaciones lineales
simultdneas en Faddeev y Faddeeva (1963), Stewart (1973), Varga (1962) y Young (1971).
Ralston y Rabinowitz (1978) proporcionan un resumen general.

Hay muchas técnicas avanzadas para aumentar el ahorro de tiempo y/o espacio
en la solucién de ecuaciones algebraicas lineales. La mayorfa de éstas se enfocan al
aprovechamiento de las propiedades de las ecuaciones, como simetria y bandeado. En
particular se dispone de algoritmos que operan sobre matrices dispersas para convertirlas
aun formato bandeado minimo. Jacobs (1977) y Tewarson (1973) incluyen informacién
sobre este tema. Una vez que se encuentran en un formato bandeado minimo, existen
diversas estrategias de solucién eficientes: tal como el método de almacenamiento en
una columna activa de Bathe y Wilson (1976).
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TABLA PT3.3 Resumen de informacién importante que se presenta en la parte tres.

Problemas
y soluciones
Método Procedimiento potenciales

Eliminacién ajp ajp app |og ajp a;p a3 o x5 = c4/als Problemas:
de Gauss ay Gy a3 | o = asy a3z | ch | = xp=Ich—ajaxal/apy Mal condicionamiento
az) azg a3 | oo ajs | cj x) = (c1 —aox) — ay3x3)/ oy Redondeo
Divisién entre cero
Soluciones:
Alta precision
Susfitucion Pivoteo parcial
Descomposicion hacia afras

v v ’—$ Problemas:

. Mal condicionamienfo
Descomposicion [ ajq a1 ar3 10 07(d ol SUEARER R d X1 Redondeo
LU Aoy dpp Aoz [= /2] 10 dQ =9Cp p = 0 Upo U3 Xo o= d2 =9 X2
3

Divisién entre cero
a3) a3 a3 Iy I3 1 Jds c3 0 0 up]lxs ds X3 Soluciones:
’ ? Alta precision
Pivoteo parcial

Sustitucion hacia adelante

Continta iterativamente hasta Problemas:

Método de xi =le1—aph! —aygxd )/ oy T Divergente o
GOUSS-SeWCIe‘ Xé = (CQ - 02]%1 - C123X§1 )/022 Xi ’_Xi | ]OO% < 85 converge \emomeme
x3=(c3—agx) —azx) /asg po?(cf: fodas las x; Soluciones:
Dominancia
diagonal
Relajacion

Ademds de los conjuntos de ecuaciones n X n, hay otros tipos de sistemas donde el
nimero de ecuaciones, m, y el nimero de incdgnitas, 7, no son iguales. A los sistemas
donde m < n se les conoce como subdeterminados. En tales casos quiza no haya solucién
o tal vez haya mds de una. Los sistemas donde m > n se denominan sobredeterminados.
En tales situaciones no hay, en general, solucién exacta. Sin embargo, a menudo es posible
desarrollar una solucién que intente determinar soluciones que estén “lo mds cercanas”,
para satisfacer todas las ecuaciones de manera simultdnea. Un procedimiento comun
consiste en resolver la ecuacién en un sentido de “minimos cuadrados” (Lawson y Han-
son, 1974; Wilkinson y Reinsch, 1971). Alternativamente, se pueden utilizar métodos de
programacion lineal, con los cuales las ecuaciones se resuelven en un sentido “optimal”,
minimizando alguna funcién objetivo (Dantzig, 1963; Luenberger, 1973 y Rabinowitz,
1968). En el capitulo 15 se describe con mayor detalle este procedimiento.
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OPTIMIZACION

PT4.1

MOTIVACION

La localizacién de raices (parte dos) y la optimizacién estdn relacionadas, en el sentido
de que ambas involucran valores iniciales y la busqueda de un punto en una funcién. La
diferencia fundamental entre ambos tipos de problemas se ilustra en la figura PT4.1.
La localizacién de raices es la bisqueda de los ceros de una funcién o funciones. En
cambio, la optimizacion es la bisqueda ya sea del minimo o del maximo.

El 6ptimo es el punto donde la curva es plana. En términos matemadticos, esto co-
rresponde al valor de x donde la derivada f’(x) es igual a cero. Ademds, la segunda de-
rivada, f”(x), indica si el 6ptimo es un minimo o un maximo: si f”(x) < 0, el punto es
un maximo; si f”(x) > 0, el punto es un minimo.

Si comprendemos ahora la relacion entre las raices y el 6ptimo, es posible sugerir
una estrategia para determinar este Gltimo; es decir, se puede derivar a la funcién y lo-
calizar laraiz (el cero) de la nueva funcién. De hecho, algunos métodos de optimizacién
tratan de encontrar un 6ptimo resolviendo el problema de encontrar la raiz: f'(x) = 0.
Deberd observarse que tales buisquedas con frecuencia se complican porque f’(x) no se
puede obtener analiticamente. Por lo tanto, es necesario usar aproximaciones por dife-
rencia finita para estimar la derivada.

Mas allé de ver la optimizaciéon como un problema de raices, deberd observarse que
la tarea de localizar el 6ptimo estd reforzada por una estructura matemadtica extra que no
es parte del encontrar una raiz simple. Esto tiende a hacer de la optimizacion una tarea
mads facil de realizar, en particular con casos multidimensionales.

PT4.1.1 Métodos sin computadora e historia

Como se mencioné antes, los métodos de calculo diferencial ain se utilizan para deter-
minar soluciones 6ptimas. Todos los estudiantes de ciencias e ingenieria recuerdan haber
resuelto problemas de maximos y minimos mediante la determinacién de las primeras

FIGURA PT4.1

Una funcién de una sola variable ilustra la diferencia entre las raices y el éptimo.

£ }f(%); 0 Maximo

fx)=0

Minimo ™ f(x) > 0
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derivadas de las funciones en sus cursos sobre cdlculo. Bernoulli, Euler, Lagrange y
otros establecieron los fundamentos del calculo de variaciones, el cual trata con la mi-
nimizacion de funciones. El método de los multiplicadores de Lagrange se desarrolld
para optimizar problemas con restricciones, es decir, problemas de optimizacién donde
las variables estdn limitadas en alguna forma.

El primer avance de importancia en los procedimientos numéricos ocurrié con el
desarrollo de las computadoras digitales después de la Segunda Guerra Mundial. Koopmans,
en el Reino Unido, y Kantorovich, en la ex Unidn Soviética, trabajaron en forma indepen-
diente sobre el problema general de distribucion a bajo costo de articulos y productos. En
1947, un alumno de Koopman, Dantzig, invent6 el método simplex pararesolver problemas
de programacion lineal. Este método abri6 el camino a muchos investigadores hacia otros
métodos de optimizacion con restricciones; entre los mas notables se encuentran Charnes
y sus colegas. Los métodos de optimizacion restringida también se desarrollaron en forma
rapida debido a la disponibilidad tan amplia de computadoras.

PT4.1.2 Optimizacion y la practica en ingenieria

La mayoria de los modelos matematicos con que hemos tratado hasta ahora han sido
descriptivos. Es decir, se han obtenido para simular el comportamiento de un dispositi-
vo o sistema en ingenieria. En cambio, la optimizacion tiene que ver con la determinacién
del “mejor resultado”, o solucién 6ptima, de un problema. Asf, en el contexto del mode-
lado, se les llama con frecuencia modelos prescriptivos, puesto que sirven para sefalar
un curso de accién o el mejor disefio.

Los ingenieros continuamente tienen que disefiar dispositivos y productos que rea-
licen tareas de manera eficiente. Al hacerlo de esta manera, estdn restringidos por las
limitaciones del mundo fisico. Ademads, deben mantener costos bajos. Asf, los ingenieros
siempre se enfrentan a problemas de optimizacién que equilibren el funcionamiento y las
limitaciones. Algunos ejemplos comunes se mencionan en la tabla PT4.1. El siguien-

TABLA PT4.1 Algunos ejemplos comunes de problemas de optimizacién en ingenieria.

¢ Disefio de un avién con peso minimo y resistencia méxima.

¢ Trayeciorias optimas de vehiculos espaciales.

e Disefio de esfructuras en la ingenieria civil con un minimo costo.

¢ Planeacién de obras para el abastecimiento de agua, como presas, que permitan disminuir dafios
por inundacién, mientras se obtiene méxima potencia hidraulica.

e Prediccion del comportamiento estructural minimizando la energia potencial.

¢ Determinacién del corte de materiales con un minimo cosfo.

¢ Disefio de bombas y equipos de fransferencia de calor con una méxima eficiencia.

*  Maximizacion de la potencia de salida de circuitos eléctricos y de maquinaria, mienfras se minimiza
la generacion de calor.

® Ruta mds corfa de un vendedor que recorre varias ciudades durante un viaje de negocios.

e Planeacién y programacion éptimas.

e Andlisis estadistico y modelado con un minimo error.

® Redes de tuberia dptimas.

e Confrol de inventario.

¢ Planeacién del mantenimiento para minimizar costos.

*  Minimizacion de tiempos de espera.

L]

Disefio de sistemas de trafamiento de residuos para cumplir con esténdares de calidad del agua a
bajo cosfo.
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EJEMPLO PT.4.1

te ejemplo fue desarrollado para ayudarlo a obtener una vision de la manera en que se
pueden formular tales problemas.

Optimizacién del costo de un paracaidas

Planteamiento del problema. A lo largo de este libro, hemos utilizado la caida de un
paracaidista para ilustrar diversos temas bdsicos para la solucion de problemas con
métodos numéricos. Usted puede haber notado que ninguno de tales ejemplos se ocupd
de lo que pasa después de que el paracaidas se abre. En este ejemplo examinaremos un
caso donde el paracaidas se abre, y nos interesa predecir la velocidad de impacto con el
suelo.

Usted es un ingeniero que trabaja para una institucion que lleva abastecimientos a
los refugiados en una zona de guerra. Los abastecimientos se arrojardn a baja altitud
(500 m), de tal forma que la caida no sea detectada y que los abastecimientos caigan tan
cerca como sea posible del campo de refugiados. Los paracaidas se abren en forma in-
mediata al salir del aeroplano. Para reducir dafios, la velocidad vertical de impacto debe
ser menor a un valor critico v, = 20 m/s.

El paracaidas que se usa para la caida se ilustra en la figura PT4.2. El 4rea de la
seccion transversal del paracaidas es la de una semiesfera,

A=2nr (PT4.1)

La longitud de cada una de las 16 cuerdas, que unen al paracaidas con la masa, estd
relacionada con el radio del paracaidas mediante

/=:2r (PT4.2)

Usted sabe que la fuerza de arrastre del paracaidas es una funcién lineal del 4rea de su
seccion transversal descrita con la siguiente formula:

c=kA (PT4.3)

donde ¢ = coeficiente de arrastre (kg/s) y k. = una constante de proporcionalidad que
parametriza el efecto del drea sobre el arrastre [kg/(s - m?)].

También, se puede dividir la carga completa en tantos paquetes como se quiera. Es
decir, la masa de cada paquete se calcula asi

FIGURA PT4.2

Un paracaidas abierfo.
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donde m = masa de cada paquete (kg), M, = carga total que habra de arrojarse (kg) y n =
nimero total de paquetes.

Por dltimo, el costo de cada paracaidas estd relacionado con su tamafio en una
forma no lineal,

Costo por paracaidas = ¢, + ¢,{ + ¢,A* (PT4.4)

donde ¢, ¢, y ¢, son coeficientes de costo. El término constante, c,, es el costo base de los
paracaidas. La relacién no lineal entre costo y drea se debe a que la fabricacién de
los paracaidas de gran tamafio es mas complicada que la de los paracaidas pequefios.

Determine el tamafio (r) y el nimero de paracaidas (n) que se obtienen a un minimo
costo y que, al mismo tiempo, satisfacen el requerimiento de lograr una velocidad de
impacto suficientemente pequeiia.

Solucién.  El objetivo aqui consiste en determinar la cantidad y el tamafio de los pa-
racaidas que minimicen el costo de la operacion. El problema tiene restricciones, ya que
los paquetes deben tener una velocidad de impacto menor al valor critico.

El costo se calcula al multiplicar el valor de un solo paracaidas [ecuacién (PT4.4)]
por el nimero de paracaidas (n). Asi, la funcién que usted debe minimizar, llamada
formalmente funcion objetivo, se escribe como

Minimizar C = n(c, + ¢,€ + c,A?) (PT4.5)

donde C = costo ($) y A y € se calculan con las ecuaciones (PT4.1) y (PT4.2), respecti-
vamente.

A continuacidn, se deben especificar las restricciones. En este problema existen dos
restricciones. Primera, la velocidad de impacto debe ser igual o menor que la velocidad
critica.

v<v, (PT4.6)
Segunda, el niimero de paquetes debe ser un entero mayor o igual a 1,
n>1 (PT4.7)

donde n es un entero.

En este momento, ya se ha formulado el problema de optimizacién. Como se obser-
va, es un problema con restricciones no lineal.

Aunque el problema se ha formulado completamente, se debe tener en cuenta algo
mds: jcomo se determina la velocidad de impacto v? Recuerde del capitulo 1 que la
velocidad de un objeto que cae se calcula asi:

v=8" (1 emry (1.10)
C

donde v = velocidad (m/s), g = aceleracién de la gravedad (m/s?), m = masa (kg) y ¢ =
tiempo (s).

Aunque la ecuacion (1.10) proporciona una relacidn entre v y ¢, lo que se necesita
saber en cudnto tiempo cae la masa. Por lo tanto, es necesaria una relacion entre la dis-
tancia de caida z y el tiempo de caida t. La distancia de caida se calcula a partir de la
velocidad en la ecuacion (1.10) mediante la integracién
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FIGURA PT4.3
la altura z y la velocidad v de un paracaidas abierto conforme cae al suelo (z = O).

!
7= _[ B _ g elmny gy (PT4.8)
0 C

Esta integral se evaliia para obtener

2
m_ gm e
Z=ZO——g 1+ 8 — (1=
c c

(PT4.9)
donde z, = altura inicial (m). Esta funcién, como muestra la grafica de la figura PT4.3,
ofrece una manera de predecir z conociendo .

Sin embargo, no se necesita z como funcién de ¢ para resolver este problema. Lo que
necesitamos es el tiempo requerido por el paquete, al caer, la distancia z,. Asi, se reco-
noce que tenemos que reformular la ecuacién (PT4.9) como un problema de determina-
cion de raices. Esto es, se debe encontrar el tiempo en el que z toma el valor de cero,

2
f0)=0=z, 821+ 8% (1) (PT4.10)
C C

Una vez que se calcula el tiempo de impacto, se sustituye en la ecuacién (1.10) con la
finalidad de obtener la velocidad de impacto.
El planteamiento del problema seria entonces

Minimizar C = n(c, + ¢,£ + c,A? (PT4.11)
sujeta a

v v, (PT4.12)

n=1 (PT4.13)
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PT4.2

donde
A=2nr (PT4.14)
(=:2r (PT4.15)
c=kA (PT4.16)
Mt
m= (PT4.17)
n
gm _gm’
t=rafz|zy—S—t+°5-(1—e ™" )} (PT4.18)
C C
p=38"q _gtelmry (PT4.19)
C

Resolveremos este problema en el ejemplo 15.4 al final del capitulo 15. Por ahora re-
conozca que este problema tiene la mayoria de los elementos fundamentales de otros pro-
blemas de optimizacién, que usted enfrentard en la practica de la ingenieria. Estos son

*  El problema involucrard una funcion objetivo que se optimizara.

Tendr4 también un nimero de variables de disefio. Estas pueden ser niimeros reales
o enteros. En nuestro ejemplo, dichas variables son r (real) y n (entero).

*  El problema incluye restricciones que consideran las limitaciones bajo las cuales se
trabaja.

Plantearemos una reflexién mds antes de proceder. Aunque la funcién objetivo y las
restricciones quizd, en forma superficial, parezcan ecuaciones simples [por ejemplo, la
ecuacion (PT4.12)], de hecho, pueden ser s6lo la “punta del iceberg”. Es decir, pueden
basarse en modelos y dependencias complicadas. Por ejemplo, como en este caso, llegan
a involucrar otros métodos numéricos [ecuacion (PT4.18)], lo cual significa que las rela-
ciones funcionales que usted estard usando podrian representar cdlculos largos y compli-
cados. Por lo que, las técnicas que permitan encontrar la solucién éptima, y que al mismo
tiempo simplifiquen las evaluaciones de las funciones, serdn valiosas en extremo.

ANTECEDENTES MATEMATICOS

Existen bastantes conceptos matemadticos que son la base de la optimizaciéon. Como
creemos que para usted éstos serdn mads relevantes en su forma contextual, se dejara el
andlisis de los prerrequisitos matematicos especificos hasta que se ocupen. Por ejemplo,
se analizardn los importantes conceptos del gradiente y el hessiano al inicio del capitulo
14, que trata sobre optimizacion sin restricciones multivariada. Mientras tanto, ahora nos
limitaremos al tema mds general de cémo se clasifican los problemas de optimizacién.

Un problema de programacion matemdtica u optimizacion generalmente se puede
establecer como
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Determine x, que minimiza o maximiza f(x)

sujeto a
dx)<a, i=1,2,...,m (PT4.20)
elx)=Db, i=1,2,..,p (PT4.21)

donde x es un vector de diseiio n-dimensional; f(x) es la funcion objetivo; d,(x) son las
restricciones de desigualdad; e;(x) son las restricciones de igualdad, y a;y b; son cons-
tantes.

Los problemas de optimizacién se clasifican considerando la forma de f(x):

* Sif{x) y las restricciones son lineales, tenemos un problema de programacion li-
neal.

*  Siflx) es cuadrética y las restricciones son lineales, tenemos un problema de pro-
gramacion cuadrdtica.

* Sifix) no es lineal ni cuadratica y/o las restricciones no son lineales, tenemos un
problema de programacion no lineal.

Se dice también que, cuando las ecuaciones (PT4.20) y (PT4.21) se incluyen, se tiene un
problema de optimizacion restringido; de otra forma, se trata de un problema de optfi-
mizacion no restringido.

Observe que en problemas restringidos, los grados de libertad estdn dados por n-p-
m. Generalmente, para obtener una solucién, p + m debe ser < n. Si p + m > n, se dice
que el problema estd sobrerrestringido.

FIGURA PT4.4

a) Optimizacién unidimensional. Esta figura también ilustra cémo la minimizacién de fix] es
equivalente a la maximizacion de —fx). b) Optimizacién bidimensional. Observe que esta
figura puede tomarse para representar ya sea una maximizacion (los contornos aumentan
de elevacion hasta un méximo como en una montafia), o una minimizacién (los contornos
disminuyen de elevacion hasta un minimo como un valle).

1 Optimo f(x*, ")
y ptimo f(x*, y*
e S y)
! Minimo f(x) 3 S
N\ Y
:/Méximo—f(x) X
|
~f@) !
x* X
a) b)
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PT4.3

Otra forma de clasificar los problemas de optimizacion es segtin su dimensionalidad.
En general se dividen en unidimensionales y multidimensionales. Como su nombre lo
indica, los primeros involucran funciones que dependen de una sola variable indepen-
diente. Como en la figura PT4.4q, la bisqueda consiste, entonces, en ascender o descen-
der picos y valles unidimensionales. Los problemas multidimensionales implican
funciones que dependen de dos o méds variables independientes. En el mismo sentido, la
optimizacién bidimensional, de nuevo, se visualiza como una bisqueda de picos y valles
(PT4.4b). Sin embargo, justo como en un paseo campestre, no estamos limitados a ca-
minar en una sola direccion; en lugar de esto se examina la topografia para alcanzar el
objetivo en forma eficiente.

Finalmente, el proceso de encontrar un mdximo o de encontrar un minimo es, en
esencia, idéntico, ya que un mismo valor, por ejemplo x*, minimiza f(x) y maximiza
—f(x). Esta equivalencia se ilustra en forma gréfica, para una funcién unidimensional,
en la figura PT4.4a.

ORIENTACION

Resulta ttil alguna orientacion antes de desarrollar los métodos numéricos para la op-
timizacion. Lo siguiente lleva la intencién de dar una visién general del material en la
parte cuatro. Ademds, se presentan algunos objetivos para ayudarlo a enfocar sus esfuer-
zos cuando se estudie el material.

PT4.3.1 Alcance y presentacion preliminar

La figura PT4.5 es una representacion esquematica de la organizacion de la parte cuatro.
Examine esta figura con cuidado, comenzando desde arriba y después yendo en sentido
de las manecillas del reloj.

Después de la presente introduccion, el capitulo 13 se dedica a la optimizacion
unidimensional no restringida. Se presentan métodos para determinar el minimo o el
méximo de una funcién con una sola variable. Se examinan tres métodos: biisqueda de
la seccion dorada, interpolacion cuadrdtica y el método de Newton. Tales métodos
tienen también relevancia en la optimizacién multidimensional.

El capitulo 14 cubre dos tipos generales de métodos para resolver problemas de opti-
mizacion multidimensional no restringida. Los métodos directos, tales como biisquedas
aleatorias, biisquedas univariadas 'y busquedas de patrones, no requieren la evaluacion
de las derivadas de la funcién. Por otro lado, los métodos de gradiente utilizan la primera
o la segunda derivada para encontrar el 6ptimo. En este capitulo se introduce el gradiente
y el hessiano, que son las representaciones multidimensionales de la primera y la segunda
derivada. El método de paso ascendente/descendente se estudia después con detalle. A
esto le siguen descripciones de algunos métodos avanzados: el gradiente conjugado, el
meétodo de Newton, el método de Marquardt y los métodos cuasi-Newton.

En el capitulo 15 se dedica a la optimizacion restringida. La programacion lineal
se describe con detalle usando tanto la representacion grafica como el mérodo simplex.
El analisis detallado de optimizacion restringida no lineal esté fuera del alcance de este
texto; no obstante, se ofrece una visién general de los principales métodos. Ademads, se
ilustra cémo tales problemas (junto con los estudiados en los capitulos 13 y 14) se re-
suelven con bibliotecas y paquetes de software, como Excel, MATLAB e IMSL.
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FIGURA PT4.5

Representacion de la organizacién del material en la parte cuatro: Optimizacion.

Busqueda de la
seccion dorada

13.2
Interpolacion
cuadratica

13.3
Método de

Newton

14.1
Métodos

directos

14.2
Métodos de
gradiente

En el capitulo 16 se extienden los conceptos anteriores a problemas que se presen-
tan en la ingenierfa. Se utilizan las aplicaciones en ingenieria para ilustrar cémo se
formulan los problemas de optimizacidn, y para dar una vision sobre la aplicacion de las

técnicas de solucion en la practica profesional.

Se incluye un epilogo al final de la parte cuatro. Este contiene un repaso de los
métodos analizados en los capitulos 13, 14 y 15. Dicho repaso da una descripcion de las
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ventajas y desventajas relacionadas con el uso apropiado de cada técnica. Esta seccién
también presenta referencias acerca de algunos métodos numéricos que van més allé del
alcance de este libro.

PT4.3.2 Metas y objetivos

Objetivos de estudio. Después de estudiar la parte cuatro, usted tendrd suficiente
informacién para abordar con éxito una amplia variedad de problemas que se presentan
en la ingenieria, relacionados con la optimizacién. En general, usted deberd dominar las
técnicas, habrd aprendido a evaluar su confiabilidad y serd capaz de analizar métodos
alternativos para un problema especifico. Ademads, de estas metas generales, deberdn
asimilarse los conceptos especificos dados en la tabla PT4.2 para un aprendizaje com-
pleto del material de la parte cuatro.

Objetivos de computo.  Usted deberd ser capaz de escribir un subprograma que lleve
a cabo una busqueda simple unidimensional (como la bisqueda de la seccién dorada o
la interpolacién cuadratica) y multidimensional (como el método de bisqueda aleatoria).
Ademads, como las bibliotecas de programas IMSL y los paquetes de software Excel o
MATLAB tienen varias capacidades para optimizacién. Usted puede usar esta parte del
libro para familiarizarse con todas estas capacidades.

TABLA PT4.2 Objetivos especificos de estudio de la parte cuatro.

1. Entender por qué y dénde se presenta la optimizacion al resolver problemas de ingenieria.

2. Comprender los principales elementos del problema de optimizacion general: funcién objefivo,
variables de decision y resfricciones.

3. Ser capaz de disfinguir enfre la optimizacién lineal y la no lineal, y entre problemas con
restricciones y sin resfricciones.

4. Poder definir la razén dorada y comprender cémo hace que la optimizacién unidimensional sea
eficiente.

5. locdlizar el éptimo de una funciéon en una sola variable mediante la bisqueda de la seccion
dorada, la inferpolacion cuadrética y el método de Newton. También, reconocer las ventajas
y desventajas de fales métodos, especialmente en relacion con los valores iniciales v la
convergencia.

6. Escribir un programa y encontrar el éptimo de una funcién multivariada usando la bisqueda
aleatoria.

7. Comprender las ideas de los patrones de bisqueda, las direcciones conjugadas y el méfodo de
Powell.

8. Definir y evaluar el gradiente y el hessiano de una funcién multivariada, tanfo en forma analifica
como numérica.

Q. Caleular @ mano el éptimo de una funcién con dos variables, usando el método de paso
ascendente-descendente.

10. Comprender las ideas basicas de los métodos del gradiente conjugado, de Newton, de
Marquardt y de cuasiNewton. En particular, enfender las ventajas vy las desventajos de los
diferentes métodos, v reconocer como cada uno mejora el de paso ascendente-descendente.

11. Reconocer y planfear un problema de programacion lineal para representar problemas aplicables
a la ingenieria.

12. Resolver un problema de programacion lineal bidimensional con ambos métodos: el gréfico v el
simplex.

13. Comprender los cuatro posibles resultados de un problema de programacién lineal.

14. Plantear y resolver problemas de optimizacién resfringidos no lineales ufilizando un paquete de
software.
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CAPITULO 13

Optimizacién unidimensional
no restringida

Esta seccion describird técnicas para encontrar el minimo o el mdximo de una funcién
de una sola variable, f(x). Una imagen ttil que muestra lo anterior es la consideracién
unidimensional a la “montafia rusa”, como la funcién representada en la figura 13.1.
Recuerde que en la parte dos, la localizacién de una raiz fue complicada por el hecho
de que una sola funcién puede tener varias raices. De manera similar, los valores 6ptimos
tanto locales como globales pueden presentarse en problemas de optimizacién. A tales
casos se les llama multimodales. En casi todos los ejemplos, estaremos interesados en
encontrar el valor maximo o minimo absoluto de una funcion. Asi, debemos cuidar de
no confundir un 6ptimo local con un éptimo global.

Distinguir un extremo global de un extremo local puede ser generalmente un proble-
ma dificil. Existen tres formas comunes de resolver este problema. Primero, una idea del
comportamiento de las funciones unidimensionales algunas veces llega a obtenerse en
forma grafica. Segundo, determinar el valor 6ptimo con base en valores iniciales, los
cuales varian ampliamente y son generados quizd en forma aleatoria, para después se-
leccionar el mayor de éstos como el global. Por dltimo, cambiar el punto de inicio aso-
ciado con un 6ptimo local y observar si la rutina empleada da un mejor punto, o siempre
regresa al mismo punto. Aunque estos métodos tienen su utilidad, el hecho es que en
algunos problemas (usualmente los més grandes) no existe una forma prictica de asegu-
rarse de que se ha localizado un valor 6ptimo global. Sin embargo, aunque debe tenerse
cuidado se tiene la fortuna de que en muchos problemas de la ingenieria se localiza el
optimo global en forma no ambigua.

FIGURA 13.1

Una funcién que se aproxima asintéticamente a cero en més y menos oo y que fiene dos
puntos méximos y dos puntos minimos en la vecindad del origen. Los dos puntos a la
derecha son los éptimos locales; mientras que los dos de la izquierda son globales.

)

Maximo Maximo

global Klocal
X
Minimo
global Minimo

local
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13.1

Como en la localizacion de raices, los problemas de optimizacién unidimensionales
se pueden dividir en métodos cerrados y métodos abiertos. Como se describird en la
préxima seccion, la bisqueda por seccion dorada es un ejemplo de un método cerrado
que depende de los valores iniciales que encierran un solo valor 6ptimo. Este es seguido
por un procedimiento cerrado algo mds sofisticado (la interpolacién cuadrética).

El método final descrito en este capitulo es un método abierto que estd basado en
la idea del cdlculo para encontrar el minimo o méaximo al resolver f’(x) = 0. Esto reduce
el problema de optimizacion al encontrar la raiz de f’(x) mediante las técnicas que se
describen en la parte dos. Se mostrard una version del método de Newton.

BUSQUEDA DE LA SECCION DORADA

En la bisqueda de la raiz de una ecuacion no lineal, el objetivo era encontrar el valor de x
quedieraceroalsustituirenlafuncionf(x). Laoptimizacion enunasolavariable tiene como
objetivo encontrar el valor de x que da un extremo, ya sea un maximo o un minimo de f(x).

La busqueda de la seccion dorada es una técnica, de bisqueda para una sola varia-
ble, sencilla y de propdsito general. Es igual en esencia al método de la biseccion para
localizar raices (capitulo 5). Recuerde que la biseccion depende de la definicion de un
intervalo, especificado por los valores iniciales inferior (x,) y superior (x,), que encierran
una sola raiz. La presencia de una raiz entre estos limites se verificé determinando que
f(x) y f(x,) tuvieran signos diferentes. La raiz se estima entonces como el punto medio
de este intervalo,

— ‘xl+xu
X, =—
2

Cualquier paso en una iteraciéon por biseccién permite determinar un intervalo mas
pequefio. Esto se logra al reemplazar cualquiera de los limites, x; o x,, que tuvieran un
valor de la funcién con el mismo signo que f(x,). Un efecto util de este método es que el
nuevo valor x, reemplazard a uno de los limites anteriores.

Es posible desarrollar un procedimiento similar para localizar el valor éptimo de
una funcién unidimensional. Por simplicidad, nos concentraremos en el problema
de encontrar un maximo. Cuando se analice el algoritmo de cémputo, se describirdn las
pequefias modificaciones necesarias para determinar un minimo.

Como en el método de la biseccidn, se puede comenzar por definir un intervalo que
contenga una sola respuesta. Es decir, el intervalo deberd contener un solo maximo, y
por esto se llama unimodal. Podemos adoptar la misma nomenclatura que para la bisec-
cién, donde x;, y x, definen los limites inferior y superior, respectivamente, del intervalo.
Sin embargo, a diferencia de la biseccidn se necesita una nueva estrategia para encontrar
un maximo dentro del intervalo. En vez de usar solamente dos valores de la funcién (los
cuales son suficientes para detectar un cambio de signo y, por lo tanto, un cero), se ne-
cesitardn tres valores de la funcién para detectar si hay un maximo. Asi, hay que escoger
un punto mds dentro del intervalo. Después, hay que tomar un cuarto punto. La prueba
para el maximo podrd aplicarse para determinar si el maximo se encuentra dentro de
los primeros tres o de los dltimos tres puntos.

La clave para hacer eficiente este procedimiento es la adecuada eleccion de los pun-
tos intermedios. Como en la biseccion, la meta es minimizar las evaluaciones de la
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FIGURA 13.2
El paso inicial en el algoritmo de busqueda de la seccién dorada consiste en elegir dos
puntos interiores de acuerdo con la razén dorada.

funcién reemplazando los valores anteriores con los nuevos. Esta meta se puede alcanzar
especificando que las siguientes dos condiciones se satisfagan (figura 13.2):

o=, +1, (13.1)
fl _ EZ
‘ = / (13.2)

La primera condicion especifica que la suma de las dos sublongitudes £, y £,, debe ser
igual a la longitud original del intervalo. La segunda indica que el cociente o razén entre
las longitudes debe ser igual. La ecuacién (13.1) se sustituye en la (13.2),

4 0

Z2
G+, o (13.3)

Si se toma el reciproco y R = £,/£,, se llega a

1
1+ R=— 13.4
R (13.4)

R°+R-1=0 (13.5)

de la cual se obtiene la raiz positiva

-l 1-4(-1) 51
2 2

R =0.61803... (13.6)

Este valor, que se conoce desde la antigiiedad, se llama razon dorada o razon durea
(véase el cuadro 13.1). Como permite encontrar el valor 6ptimo en forma eficiente, es el
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Cuadro 13.1

En muchas culturas, a ciertos niimeros se les otorgan algunas
cualidades. Por ejemplo, en Occidente se suele decir “el 7 de la
suerte” y “el funesto viernes 13”. Los antiguos griegos llamaron
al siguiente nimero la “razén dorada” o durea:

5

B2l 661803,
2

Esta razén fue empleada con un gran nimero de propdsitos, in-
cluyendo el desarrollo del rectdngulo de la figura 13.3. Tales
proporciones fueron consideradas por los griegos como estética-
mente agradables. Entre otras cosas, muchos de los templos si-
guieron esta forma.

La razén dorada se relaciona con una importante sucesién
matemadtica conocida como los niimeros de Fibonacci, que son

0,1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34,...

Cada nimero después de los dos primeros representa la suma
de los dos precedentes. Esta secuencia aparece en diversas dreas
de la ciencia y la ingenieria. En el contexto del presente andlisis,
una interesante propiedad de la sucesién de Fibonacci relaciona
la razon entre nimeros consecutivos de la serie; es decir, 0/1 =
0,1/1=1,1/2=0.5,2/3 =0.667, 3/5 = 0.6, 5/8 = 0.625, 8/13 =
0.615, y asi sucesivamente. La razén entre nimeros consecutivos
se va aproximando a la razén dorada.

la razén dorada y los nimeros de Fibonacci

0.61803

FIGURA 13.3

El Partenén de Atenas, Grecia, fue construido en el siglo v
antes de Cristo. Sus dimensiones fronfales se ajustan casi
exactamente a un recténgulo dorado.

elemento clave del método de la seccién dorada que hemos estado desarrollando. Ahora
construyamos un algoritmo para implementar este procedimiento en la computadora.

Como se menciond antes y se ilustra en la figura 13.4, el método comienza con dos
valores iniciales, x; y x,, que contienen un extremo local de f{x). Después, se eligen
dos puntos interiores x, y x, de acuerdo con la razén dorada,

_5-1

d X, —X
> (x, —x))

X =x+d

X, =x,—d

La funcién se evalda en estos dos puntos interiores. Dos casos pueden presentarse:

1. Si, como es el caso en la figura 13.4, f{x,) > f(x,), entonces el dominio de x a la iz-
quierda de x,, de x; a x,, se puede eliminar, ya que no contiene el maximo. En este
caso, x, serd el nuevo x; en la siguiente vuelta.

2. Siflx,) > fix,), entonces el dominio de x a la derecha de x,, de x, a x, podra elimi-
narse. En este caso, x, serd el nuevo x, en la siguiente iteracion.
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Extremo
DN e e

f

X X, X X, X
x, anterior x, anterior
b)

FIGURA 13.4

a) El paso inicial del algoritmo de busqueda de la seccion dorada involucra escoger dos
puntos inferiores de acuerdo con la razén dorada. b) El segundo paso implica definir un
nuevo intervalo que incluya el valor optimo.

Abhora, ésta es la ventaja real del uso de la razén dorada. Debido a que los x; y x,
originales se han escogido mediante la razén dorada, no se tienen que recalcular todos
los valores de la funcién en la siguiente iteracion. Por ejemplo, en el caso ilustrado en la
figura 13.4, el anterior x, serd el nuevo x,. Esto significa que ya se tiene el valor para el
nuevo f(x,), puesto que es el mismo valor de la funcién en el anterior x;.

Para completar el algoritmo, ahora sélo se necesita determinar el nuevo x,. Esto se
realiza usando la misma proporcionalidad que antes,

/5-1
X, =X +%(xu -X;)

Un procedimiento similar podria usarse en el caso en que el éptimo caiga del lado iz-
quierdo del subintervalo.

Conforme las iteraciones se repiten, el intervalo que contiene el extremo se reduce
rapidamente. De hecho, en cada iteracidn el intervalo se reduce en un factor de la razén
dorada (aproximadamente 61.8%). Esto significa que después de 10 iteraciones, el in-
tervalo se acorta aproximadamente en 0.618" o 0.008 o 0.8% de su longitud inicial.
Después de 20 iteraciones, se encuentra en 0.0066%. Esta reduccion no es tan buena
como la que se alcanza con la biseccién; aunque éste es un problema mas dificil.
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EJEMPLO 13.1

BiUsqueda de la seccién dorada

Planteamiento del problema.  Use la biisqueda de la seccién dorada para encontrar
el maximo de
2

X
:2 _—_—
f(x) sen x 10

dentro del intervalo x,=0y x, = 4.

Solucién.  Primero, se utiliza la razén dorada para crear los dos puntos interiores
d= \/52— La—0)=24m

x,=0+2472=2472
x,=4-2472=1.528

Se evalua la funcién en los puntos interiores

=1.765

f(x,) = £(1.528) = 2'sen (1.528) — l.slf)g

f(x) =£(2.472) =0.63

Debido a que f(x,) > f(x,), el mdximo estd en el intervalo definido por x,, x, y x;.
Asi, para el nuevo intervalo, el limite inferior sigue siendo x;, = 0, y x; serd el limite su-
perior; esto es, x, = 2.472. Ademds, el primer valor x, pasa a ser el nuevo x;; es decir,
x, = 1.528. Asimismo, no se tiene que recalcular f(x,) ya que se determind en la iteracién
previa como f(1.528) = 1.765.

Todo lo que falta es calcular la nueva razén dorada y x,,

J5-1

d=""—(2472-0)=1.528

x,=2.4721-1.528 =0.944

La evaluacion de la funcién en x, es f(0.994) = 1.531. Como este valor es menor que
el valor de la funcién en x;, el maximo estd en el intervalo dado por x,, x; y x,.
Si el proceso se repite, se obtienen los resultados tabulados a continuacion:

i X flx) X2 f(x) X f(x,) Xy f(x,) d

1 0 0 1.5279 1.7647 2.4721 0.6300 4.0000 -3.1136 2.4721
2 0 0 0.9443 1.5310 1.5279 1.7647 24721 0.6300 1.5279
3 0.9443 1.5310 1.5279 1.7647 1.8885 1.5432 24721 0.6300 0.9443
4 0.9443 15310 1.3050 1.7595 1.5279 1.7647 1.8885 1.5432 0.5836
5 1.3050 1.7595 1.5279 1.7647 1.6656 1.7136 1.8885 1.5432 0.3607
6 1.3050 1.7595 1.4427 1.7755 1.5279 1.7647 1.6656 1.7136 0.2229
/7 1.3050 1.7595 1.3901 1.7742 14427 17755 15279 17647 0.1378
8 1.3901 1.7742 1.4427 1.7755 1.4752 1.7732 1.5279 1.7647 0.085]1

www.FreelLibros.me



13.1 BUSQUEDA DE LA SECCION DORADA 369

Observe que el maximo estd resaltado en cada iteracion. Después de ocho iteracio-
nes, el maximo se encuentra en x = 1.4427 con un valor de la funcidén 1.7755. Asi, el
resultado converge al valor verdadero, 1.7757, en x = 1.4276.

Recuerde que en la biseccién (seccién 5.2.1), se puede calcular un limite superior
exacto para el error en cada iteraciéon. Usando un razonamiento similar, un limite supe-
rior para la busqueda de la seccién dorada se obtiene como sigue. Una vez que se termi-
na una iteracion, el valor 6ptimo estard en uno de los dos intervalos. Si x, es el valor
optimo de la funcidn, estard en el intervalo inferior (x, x,, x,). Si x, es el valor 6ptimo
de la funcidn, estard en el intervalo superior (x,, x;, x,). Debido a que los puntos interio-
res son simétricos, se utiliza cualquiera de los casos para definir el error.

Observando el intervalo superior, si el valor verdadero estuviera en el extremo iz-
quierdo, la maxima distancia al valor estimado seria

Ax, =x—x,
=x,+ R(x,— x)) —x, + R(x, — x))
=(x—x,) +2R(x, — x)
=(2R-Dx,—x)

00.236(x, — x))
Si el valor verdadero estuviera en el extremo derecho, la maxima distancia al valor
estimado seria

Axb =X, X
=X, =X = R('xu _-xl)
= -R)x,—x)

0 0.382(x, — x,). Por lo tanto, este caso podria representar el error mdximo. Este resulta-
do después se normaliza al valor 6ptimo de esa iteracion, x4, para dar

e, =(1- RIF—21100%

6pt

Esta estimacion proporciona una base para terminar las iteraciones.

En la figura 13.5a se presenta el seudocodigo del algoritmo para la bisqueda de la
seccién dorada en la maximizacién. En la figura 13.5b se muestran las pequefias modi-
ficaciones para convertir el algoritmo en una minimizacién. En ambas versiones el valor
x para el éptimo se regresa como el valor de la funcién (dorado). Ademas, el valor de
f(x) 6ptimo se regresa como la variable f(x).

Usted se preguntard por qué hemos hecho énfasis en reducir las evaluaciones de la
funcién para la bisqueda de la seccién dorada. Por supuesto, para resolver una sola
optimizacion, la velocidad ahorrada podria ser insignificante. Sin embargo, existen dos
importantes casos donde minimizar el nimero de evaluaciones de la funcién llega a
ser importante. Estos son:
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1. Muchas evaluaciones. Hay casos donde el algoritmo de biisqueda de la seccién
dorada puede ser parte de otros cédlculos. Entonces, éste podria ser llamado muchas
veces. Por lo tanto, mantener el nimero de evaluaciones de la funcion en un minimo
ofreceria dar grandes ventajas en tales casos.

FIGURA 13.5
Algoritmo para la busqueda
de la seccién dorada.

FUNCTION Gold (xlow, xhigh, maxit, es, fx)
R= (5% -1)/2

xt = xlow; xu = xhigh

iter = 1

d=R * (xu - xt)

X1 =xt + d; x2=xu - d

fl = f(x1)
2 = f(x2)
IF f1 > f2 THEN IF f1 < f2 THEN
xopt = x1I
fx = f1
ELSE
xopt = x2
fx = f2
END ITF
DO
d = R*d
IF f1 > f2 THEN IF f1 < f2 THEN
xt = x2
x2 = x1
x1 = x¢+d
2 = fl
fl = f(x1)
ELSE
xu = x1
x1 = x2
x2 = xu-d
fl = 2
f2 = f(x2)
END IF
iter = iter+tl
IF f1 > f2 THEN IF f1 > f2 THEN
xopt = x1
fx = fl
ELSE
xopt = x2
fx = 2
END IF

IF xopt # 0. THEN
ea = (1.-R) *ABS((xu - xt)/xopt) * 100.
END IF
IF ea < es OR iter > maxit EXIT
END DO
Gold = xopt
END Gold
a) Maximizaciéon b) Minimizacion
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13.2

Aproximacion
cuadratica del
Maximo real maximo

T | Funcién real Funcién
s cuadratica

FIGURA 13.6

Descripcién gréfica de la interpolacién cuadrética.

2. Evaluaciones que toman mucho tiempo. Por razones didacticas, se usan funciones
simples en la mayoria de nuestros ejemplos. Usted deberd tener en cuenta que una
funcién puede ser muy compleja y consumir mucho tiempo en su evaluacién. Por
ejemplo, en una parte posterior de este libro, se describird como se utiliza la opti-
mizacién para estimar los pardmetros de un modelo que consiste de un sistema de
ecuaciones diferenciales. En tales casos, la “funcién” comprende la integracién del
modelo que tomarian mucho tiempo. Cualquier método que minimice tales evalua-
ciones resultard provechoso.

INTERPOLACION CUADRATICA

La interpolacion cuadratica aprovecha la ventaja de que un polinomio de segundo grado
con frecuencia proporciona una buena aproximacion a la forma de f(x) en las cercanias
de un valor 6ptimo (figura 13.6).

Asi como existe s6lo una linea recta que pasa por dos puntos, hay inicamente una
ecuacion cuadratica o pardabola que pasa por tres puntos. De esta forma, si se tiene tres
puntos que contienen un punto 6ptimo, se ajusta una pardbola a los puntos. Después se
puede derivar e igualar el resultado a cero, y asi obtener una estimacién de la x 6ptima.
Es posible demostrar mediante algunas operaciones algebraicas que el resultado es

_ F )] = x3)+ fx)(x3 = x)+ f(x,)(xg = x7)
21 (x0)0x; = x,)+2 f(x)(x5 = x0) +2.f(x,) (x5 — X;)

(13.7)

3

donde x,, x, y x, son los valores iniciales, y x; es el valor de x que corresponde al valor
maximo del ajuste cuadratico para los valores iniciales.
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EJEMPLO 13.2

Interpolacién cuadrética
Planteamiento del problema. Use la interpolacién cuadrética para aproximar el

maximo de

2

X
=2 e —
f(x) sen x 10

con los valores iniciales x, =0, x, = 1 y x, = 4.

Solucién.  Se evalda la funcién en los tres valores iniciales,

X =0 fixy) =0
x =1 Sfix)) =1.5829
x,=4 fix,) =-3.1136

y sustituyendo en la ecuacién (13.7) se obtiene,

.- 0(1° —4%)+1.5829(4> = 0%) + (-3.1136)(0° —17) _
3 2(0)(1—4) +2(1.5829)(4 — 0) + 2(=3.1136)(0—1)

1.5055

para la cual el valor de la funcién es f(1.5055) = 1.7691.

Después, se emplea una estrategia similar a la de la bisqueda de la seccién dorada
para determinar qué punto se descartard. Ya que el valor de la funcién en el nuevo pun-
to es mayor que en el punto intermedio (x,) y el nuevo valor de x estd a la derecha del
punto intermedio, se descarta el valor inicial inferior (x,). Por lo tanto, para la préxima
iteracion,

X =1 fixy) = 1.5829
X, =1.5055  fix,) =1.7691
X,=4 fixy) =-3.1136

los valores se sustituyen en la ecuacién (13.7) para obtener

. 1:5829(1.5055" —4%) + 1.7691(4° ~ 1*) + (-3.1136)(1" ~ 1.50557)
37 2(1.5829)(1.5055 — 4) + 2(1.7691)(4 — 1) + 2(=3.1136)(1 — 1.5055)

=1.4903

para el cual el valor de la funcién es f(1.4903) = 1.7714.
El proceso se puede repetir, dando los resultados tabulados abajo:

i Xo f{x,) x; f(x;) X2 f(x,) X3 f(x;)

1 0.0000 0.0000 1.0000 1.5829 40000 -3.1136 1.5055 1.7691
2 1.0000 1.5829 1.5055 1.7691 40000 -3.1136 14903 1.7714
3 1.0000 1.5829 1.4903 1.7714 1.5055 1.7691 1.4256 1.7757
4 1.0000 1.5829 1.4256 1.7757 1.4903 1.7714 14266 17757
5 1.4256 1.7757 1.4266 1.7757 1.4903 17714 1.4275 1.7757
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13.3

EJEMPLO 13.3

Asi, con cinco iteraciones, el resultado converge rdpidamente al valor verdadero: 1.7757
en x = 1.4276.

Debemos mencionar que como en el método de la falsa posicion, en la interpolacién
cuadratica puede ocurrir que sélo se retenga un extremo del intervalo. Asi, la conver-
gencia puede ser lenta. Como prueba de lo anterior, observe que en nuestro ejemplo,
1.0000 fue un punto extremo en la mayoria de las iteraciones.

Este método, asi como otros que usan polinomios de tercer grado, se pueden formu-
lar como parte de los algoritmos que contienen tanto pruebas de convergencia, como
cuidadosas estrategias de seleccién para los puntos que habrdn de retenerse en cada
iteracién y formas para minimizar la acumulacién del error de redondeo. En particular,
consulte el método de Brent en Press y colaboradores (1992).

METODO DE NEWTON

Recuerde que el método de Newton-Raphson del capitulo 6 es un método abierto que
permite encontrar la raiz x de una funcién de tal manera que f(x) = 0. El método se re-
sume como

fx)

xi+l i ,
1)

Se utiliza un método abierto similar para encontrar un valor 6ptimo de f(x) al defi-
nir una nueva funcion, g(x) = f’(x). Asi, como el mismo valor éptimo x* satisface ambas
funciones

flx¥)=gx*) =0

se emplea lo siguiente

X =x,—& (13.8)

s ' f”('xi)

como una técnica para encontrar el minimo o maximo de f(x). Se debera observar que
esta ecuacion también se obtiene escribiendo una serie de Taylor de segundo orden para
f(x) e igualando la derivada de la serie a cero. El método de Newton es abierto y similar
al de Newton-Raphson, pues no requiere de valores iniciales que contengan al éptimo.
Ademads, también tiene la desventaja de que llega a ser divergente. Por dltimo, usualmen-
te es una buena idea verificar que la segunda derivada tenga el signo correcto para
confirmar que la técnica converge al resultado deseado.

Método de Newton

Planteamiento del problema.  Con el método de Newton encuentre el méximo de

2

X
x)=2sen x——
S 10

con un valor inicial de x, = 2.5.
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Solucién.  La primera y segunda derivadas de la funcién se calculan para obtener

f’(x)=2cosx—£
5
f”(x)=-2sen x—é

las cuales se sustituyen en la ecuacion (13.8) para llegar a

_2cosx; —x; /5
—2senx;,—1/5

i+l i

Al sustituir el valor inicial se obtiene

X, =2.5- 200825-25/5 _ ) 99508
—2sen2.5-1/5

para la cual el valor de la funcién es 1.57859. La segunda iteracion da

% =0.995— 2¢0s0.995-0.995/5 — 1.46901
—2sen 0.995-1/5

que tiene como valor de la funcién 1.77385.
El proceso se repite, dando los resultados abajo tabulados:

i x fix) f/(x) f”(x)

0 2.5 0.57194 -2.10229 -1.39694
1 0.99508 1.57859 0.88985 -1.87761
2 1.46901 1.77385 -0.09058 -2.18965
3 1.42764 1.77573 -0.00020 -2.17954
4 1.42755 1.77573 0.00000 -2.17952

Asti, después de cuatro iteraciones, el resultado converge en forma rapida al valor verda-
dero.

Aunque el método de Newton funciona bien en algunos casos, no es practico en
otros donde las derivadas no se pueden calcular ficilmente. En tales casos, hay otros
procedimientos que no implican la evaluacién de la derivada. Por ejemplo, usando una
versién semejante al método de la secante, se pueden desarrollar aproximaciones en
diferencias finitas para las evaluaciones de la derivada.

Una desventaja importante de este método es que llega a diverger segtin sea la na-
turaleza de la funcién y la calidad del valor inicial. Asi, usualmente se emplea sélo
cuando se estd cerca del valor 6ptimo. Las técnicas hibridas que usan métodos cerrados
lejos del 6ptimo y los métodos abiertos cercanos al 6ptimo intentan aprovechar las
fortalezas de ambos procedimientos.
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Esto concluye nuestro tratamiento de los métodos para encontrar el valor 6ptimo de
funciones en una sola variable. Algunos ejemplos de la ingenieria se presentan en el
capitulo 16. Por otra parte, las técnicas descritas aqui son un importante elemento
de algunos procedimientos para optimizar funciones multivariables, como se vera

en el siguiente capitulo.

PROBLEMAS

13.1 Dada la férmula
fx)=—x*+8x—12

a) Determine en forma analitica (esto es, por medio de deriva-
cién) el valor ma