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Prologo

Los que llevamos ya bastantes afios impartiendo clases de descripcién estadistica de datos, tam-
bién llamada estadistica descriptiva, recordamos con carifio la obra de Gérard Calot, Cours de
Statistique Descriptive (Dunod, Paris, 1965) que algunos conocimos ya en su version castella-
na, Curso de Estadistica Descriptiva (Paraninfo, Madrid, 1974).

Se trataba de un libro que conjugaba la precision en el empleo de los términos estadisticos con
una sencillez en la argumentacion, sencillez que no estaba refiida con el rigor en las demostra-
ciones matematicas.

Porque, en aquellos tiempos, la estadistica descriptiva no se solia ensefiar en las licenciaturas
de Mateméticas, pues se consideraba una derivacién menor, més bien correspondiente a la So-
ciologia, la Psicologia o la Economia.

Mucho han cambiado las cosas desde entonces, y hoy dia el tratamiento estadistico de la infor-
macién ocupa un lugar de honor, no sélo en el campo de las aplicaciones estadisticas sino de
la propia estadistica matematica.

De forma paralela, ha ido cambiando el propio panorama bibliografico, incrementandose tan-
to la oferta de produccién nacional como (mds escasamente) las traducciones de obras extran-
jeras, en general anglosajonas. Este incremento se ha orientado, en general, a cubrir dos
lagunas. Por un lado, la inmersién de la estadistica descriptiva en el seno de otras ramas del
conocimiento; y por otro, la difusién de las posibilidades del software estadistico y economé-
trico en cuanto al tratamiento de los datos y a las derivaciones inferenciales de dicho trata-
miento.

Por ello, la aparicién del libro de las profesoras Castillo y Guijarro llena, sin duda alguna, un
vacio bibliografico de libros precisos en las definiciones y en su desarrollo, un libro en el que
los lectores no encontraran ni imprecisiones ni incorrecciones.
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Pero la mayor innovacién que se aprecia en la obra es su formato, que corresponde al de los
denominados «libros de problemas». Asi, las autoras no apabullan al lector (al estudiante) con
una impactante y densa enumeracion exhaustiva de los resultados y sus demostraciones. La
presentacion de los temas se realiza a través de un breve y bien organizado resumen que abor-
da dnicamente los conceptos centrales en estudio. Las ampliaciones se presentan dentro de los
problemas, a través de sucesivos ejercicios que siguen el esquema de definicion-ejemplo-resul-
tados complementarios.

Este estilo disminuye la aridez de los desarrollos, facilitando la incorporacién de los estudian-
tes a los contenidos propuestos. Ademads, permite realizar diversas lecturas de los materiales,
desde una més bésica, que de cada tema extrae los rasgos més elementales, hasta la mas sofis-
ticada, para la que se definen conceptos mds elaborados y se demuestran resultados formales
de cierta complejidad, si bien ello se realiza, como se ha dicho més arriba, a través de la pre-
sentacion de ejercicios que consecutivamente sitiian los conceptos como ampliaciones de mate-
riales mds elementales.

Como las profesoras indican en su presentacion, los temas tratados cubren las necesidades de
la docencia en descripcion estadistica de datos que forman parte de los programas de las asig-
naturas de Introduccién a la Estadistica de las titulaciones de Ciencias Sociales (Administra-
cién y Direccién de Empresas, Economia, Empresariales, Sociologia, Relaciones laborales o
Sociologia, por citar las mds notables). Incluso se aborda un capitulo dedicado al célculo de
probabilidades, material que las distintas programaciones docentes sitiian indistintamente al
final de las disciplinas introductorias o en el inicio de las disciplinas dedicadas al estudio de las
distribuciones estadisticas y de los procedimientos inferenciales.

Pero, aunque su motivacién responde a las necesidades docentes en Ciencias Sociales, la posi-
bilidad de realizar lecturas a distintos niveles hace que este libro pueda ser utilizado también
para un curso semestral de Introduccién a la Estadistica en carreras mds técnicas, como las
diplomaturas o licenciaturas en Ciencias y Técnicas estadisticas o las diplomaturas en Informa-
tica de Gestidon o de Sistemas, entre otras.

Cada profesional de la estadistica tiene en la cabeza su libro, como proyecto o como declara-
cién de intenciones, y no conozco dos de estos proyectos que coincidan al cien por cien. Asi
que no sorprenderd que eche en falta algunas cuestiones, como serian una incursion por el and-
lisis exploratorio de datos, o un mayor desarrollo de las medidas de asociacién para atributos
que sigan escalas nominales u ordinales. Cierto es que ello incrementaria notablemente el volu-
men y (el precio) del libro, y perderia parcialmente el atractivo que posee en su version actual.

En fin, no me cabe ninguna duda de que espera a este libro una fructifera singladura (por uti-
lizar un simil marinero de los que tanto gustan a las autoras) de la que seremos beneficiarios
docentes y profesionales de Estadistica. Mi enhorabuena.

José Luis Rojo Garcia
Catedratico de Economia aplicada

Universidad de Valladolid



Introduccion

La obra que presentamos a continuacién contiene las nociones fundamentales de estadistica
descriptiva, asi como los conceptos introductorios de célculo de probabilidades.

La estructura del trabajo permite entender los contenidos de la materia como un todo, en el cual
teoria y préctica son indivisibles: no es un libro de teoria —aunque al inicio de cada capitulo
haya una presentacién de los principales conceptos y resultados—, tampoco un libro de ejerci-
cios —aunque tenga mds de 250 problemas resueltos y comentados—, es un libro de estadis-
tica descriptiva e introduccién al calculo de probabilidades. Este hecho es fundamental, si se
tiene en cuenta que el alumno tiende a rechazar los aspectos tedricos de las disciplinas de natu-
raleza matematica, y a pensar que «no tienen relacién» con las aplicaciones pricticas. Con este
libro pretendemos ayudar a desmontar estas expectativas.

En la obra, por tanto, no sélo se ensefia la herramienta estadistica, sino que, prioritariamente,
se muestra el modo de utilizarla. En la actualidad, con la generalizacién del uso de programas
informaticos, el empleo de procedimientos estadisticos puede ser peligroso si se desconoce
como, cuiando, dénde y por qué hay que aplicarlos; asi, el libro consta de problemas sencillos
que introducen en el conocimiento de las técnicas, y de otros, basados en la realidad que se pre-
tende analizar, que permiten aprender los conceptos presentados.

A pesar de que este texto hard posible el aprendizaje individualizado de cualquier lector con
cierta madurez, pues se describe y analiza cada concepto de manera sencilla, la claridad en la
exposicidn no estd exenta de rigor: un rigor que hemos procurado no sélo en los aspectos mds
tedricos, sino también en la eleccion de los supuestos practicos que ayudaran al lector a inter-
pretar la realidad en términos estadisticos.

En el primer capitulo se estudian las distribuciones de frecuencias unidimensionales, desde la
presentacion y representacion de las mismas, hasta el andlisis de sus principales medidas de
resumen (posicién, dispersion, forma y concentracion). El capitulo segundo versa sobre las dis-
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tribuciones de frecuencias bidimensionales con especial empefio en el anélisis de las distribu-
ciones de frecuencias condicionadas y en el estudio de la regresion y la correlacién entre va-
riables.

El andlisis estadistico de atributos es el objetivo del tercer capitulo, estando una gran parte del
mismo dedicado a la asociacidn entre caracteres.

Los capitulos cuarto y quinto desarrollan, respectivamente, niimeros indices (indices simples y
compuestos, cambio de base de series de indices, deflacién de series estadisticas, etc.) y tasas
de variacion (absolutas, relativas y acumulativas), y andlisis cldsico de series temporales (des-
cripcién de sus componentes), conceptos clave para el conocimiento de la evolucién de una
variable a través del tiempo.

Por dltimo, en el capitulo sexto, se realiza una introduccion al célculo de probabilidades, par-
tiendo de la definicién axiomdtica de probabilidad que permitird, utilizando el concepto de pro-
babilidad condicionada y los teoremas de la probabilidad total y de Bayes, la obtencién de
probabilidades de sucesos referidos a experimentos simples y compuestos.

Dada su naturaleza, la originalidad de la obra no reside en los contenidos de la misma, sino en
el modo en que estos son presentados para que su ensefianza resulte lo més atractiva posible al
lector. Por nuestra parte, deseamos contribuir a la consecucion de este objetivo.

Santander, marzo de 2005



Capitulo 1

Distribuciones de frecuencias unidimensionales

Principales conceptos y resultados

Se denomina poblacién' a un conjunto de unidades, siendo una variable cualquier caracteris-
tica numérica de las unidades de la poblacion.

De la observacién de una variable en las unidades de la poblacién se obtienen datos u obser-
vaciones que constituyen una estadistica primaria. Cada observacion distinta de una variable
es un valor, denotandose por x, ..., x;, los & valores de una variable X, que supondremos orde-
nados de menor a mayor, siendo x; el valor genérico.

La frecuencia absoluta de un valor de una variable es el nimero de observaciones iguales a
dicho valor o, equivalentemente, el niimero de unidades de la poblacién que tienen ese valor de
la variable. Se denota por n; la frecuencia absoluta genérica, esto es, la frecuencia absoluta
correspondiente al valor x;. Si N es el niimero total de datos se tiene:

h

Zni=N.

i=1

La frecuencia relativa de un valor de una variable es la proporcién de observaciones iguales
a dicho valor. Se denota por f; la frecuencia relativa del valor x;. Teniendo en cuenta que, por
definicion, que

resulta, entonces,
h

> f=1

i=1

! Esta denominacion es debida a que dicho concepto fue estudiado por primera vez en Demografia.
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La frecuencia absoluta acumulada de un valor de una variable? es el nimero de observacio-
nes menores o iguales a dicho valor. Se denota por N; la frecuencia absoluta acumulada del
valor x;. Se verifica que

N, =n, y N =n+..+n, parai =2, ..., h

La frecuencia relativa acumulada de un valor de una variable es la proporcién de observa-
ciones menores o iguales a dicho valor. Denotaremos por F; la frecuencia relativa acumulada
genérica*. Se cumple que

y, ademds,
Fi=fiyF,=fi+..+f, pwrai=2,.., h

En la siguiente tabla se resumen los conceptos definidos:

Frecuencias ordinarias Frecuencias acumuladas
Absoluta Relativa Absoluta Relativa
X n fi=miN N, =n, Fi=f
X; n; fi=n;/IN Ni=n +..+mn F=fit..+f
Xy, n, fu = n,IN N,=m+...+tm=N|F,=fi+..+tf,=1

Una distribucién de frecuencias elaborada a partir de una estadistica primaria es la relacién
de los valores de una variable junto con sus correspondientes frecuencias. Una distribucion de
frecuencias se denota mediante el par (x;; n;) o bien (x;; f;), segin se utilicen frecuencias abso-
lutas o relativas’.

Una distribucion de frecuencias es unitaria, si todas las frecuencias absolutas son iguales a la
unidad.

Llamaremos valores de la distribucion a todas las observaciones de la variable en las unida-
des de la poblacion.

Dos variables tienen la misma distribucién de frecuencias si coinciden sus valores y sus corres-
pondientes frecuencias relativas.

2 Algunos autores dan una definicién mas general de este tipo de frecuencias, al considerar la frecuencia absoluta acu-
mulada asociada a cualquier nimero (no necesariamente a un valor de la variable).

3 Noétese que N, es igual a N.
4 Notese que F, es igual a 1.

5 Pueden considerarse frecuencias ordinarias o acumuladas.
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Cuando el nimero de valores de una variable es muy grande puede resultar aconsejable
agrupar los valores en intervalos o clases. Los extremos inferior y superior del intervalo
genérico se denotan, respectivamente, por L; _ ; y L;, siendo c; la amplitud del intervalo, esto
es, ¢c; = L, — L, . Cada intervalo esta representado por la marca de clase o punto medio
del mismo; asi, x; =(L; _ ; + L,)/2 es la marca de clase del intervalo® L, _ | —L,.

En el caso de variables con valores agrupados, la definicién de cada uno de los tipos de fre-
cuencias es andloga a la realizada cuando los valores de la variable no estdn agrupados, susti-
tuyendo valor por intervalo. Téngase en cuenta que, en el caso de frecuencias acumuladas
(absolutas o relativas), hablaremos de observaciones menores o iguales que el extremo supe-
rior del intervalo considerado.

Se dispone, entonces, de una distribucién de frecuencias’ agrupada en intervalos que deno-
taremos por (L; _ | —L;; n;) o bien por (L; _ ; —L;; f;), segtn el tipo de frecuencia utilizada.

Si sobre la distribucién de frecuencias (x;; n;) realizamos una transformacion lineal consisten-
te en multiplicar a todos los valores de la distribucién por una constante ¢ y sumar una cons-
tante b al resultado (a y b nimeros reales), se tiene la distribucion de frecuencias transformada,
(a-x; + b;ny.

Un caso particular de transformacion lineal cuando a = 1/ey b = — o/e, (e y o nliimeros rea-
les, e > 0) es el cambio de origen y de escala, con el cual se obtiene la distribucién de fre-

. xi — 0
cuencias transformada | —; n; |.
e
Mediante el diagrama de barras se representan las distribuciones de frecuencias de variables
con valores sin agrupar. La longitud de cada barra sobre el correspondiente valor de la variable
es igual a su frecuencia (absoluta o relativa).

Para las distribuciones de frecuencias agrupadas en intervalos, el histograma de frecuencias
es la representacion mds adecuada. En €l, el drea del rectdngulo que se eleva sobre el interva-
lo es igual a su frecuencia (absoluta o relativa)’. Se denomina densidad de frecuencia de un
intervalo, d;, a la altura del correspondiente rectdngulo: d; = n;/c;, o bien d; = f;/c; segtn las fre-
cuencias empleadas sean absolutas o relativas.

Los poligonos de frecuencias acumuladas se construyen elevando sobre el extremo superior
de cada intervalo una altura igual a su frecuencia acumulada (absoluta o relativa) y uniendo el
final de cada altura.

6 Advertimos al lector de la diferencia entre el intervalo L; - | — L;, donde el guién separa el extremo inferior del
extremo superior, y la amplitud del intervalo L; — L; _ |, donde el guién es el simbolo de la sustraccion.
7 Noétese que la agrupacion en clases conlleva una pérdida de informacién. Consecuentemente, el nimero de clases

debe ser lo suficientemente grande como para no perder demasiada informacién, pero no excesivo, con el fin de apro-
vechar las ventajas del agrupamiento.

8 En el caso de una agrupacion en clases de igual amplitud, las alturas de los rectdngulos pueden ser iguales a las
correspondientes frecuencias, siendo, entonces, cada drea proporcional a la frecuencia.
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Hay una serie de medidas que informan sobre los aspectos fundamentales de las distribuciones
de frecuencias de una variable.

En este sentido, las medidas de posicion sitiian la distribucién, es decir, indican en torno a qué
valor estdn las observaciones de la variable. Una medida de posicion actia como medida de
resumen de la informacion contenida en los datos.

Una de las medidas de posicién mas utilizada es 1a media aritmética. Se define como la suma
de todas las observaciones de una variable dividida entre el nimero de ellas. La media aritmé-
tica de la variable X, cuya distribucién de frecuencias es (x;; »;), media aritmética de la distri-
bucién de frecuencias (x;; n;) o, simplemente, media de X es, por consiguiente,

h

h
) f
X = — X;*n; = X; * Ji
Ni:l i

=1
Dada su definicién, la media aritmética es muy sensible a los valores extremos de la variable.

La media aritmética de las desviaciones de los valores de la distribucién con respecto a su
media aritmética es igual a cero:
h

2 —Xx)f;=0.

La media aritmética de una distribucidn se ve afectada por transformaciones lineales y, por tanto,
por cambios de origen y de escala en los valores de la distribucion. Asi, dada la distribucién de fre-
cuencias (x;; n;), cuya media es x, la media de la distribucion transformada, (a * x; + b; n,), (ay b
nimeros reales) es a -+ x + b. En particular, sia =1/e y b = — o/e y, (e y o nimeros reales,
e > 0), es decir, si la transformacion lineal es un cambio de origen y de escala, entonces, la media
de la distribucién transformada es (x — o)/e.

Para promediar indices y tasas se utiliza la media geométrica, raiz N-ésima del producto de
las N observaciones de una variable:

La media arménica de una distribucion de frecuencias (x; n;), que se emplea para promediar
magnitudes relativas, se define como el inverso de la media aritmética de la variable inversa, es
decir, el inverso de la media aritmética de la distribucién (1/x;; n,):

1
H = N =

EDIE U D

i=1

><|»— —_

La mediana de una distribucion de frecuencias es el nimero que, supuesta una ordenacion cre-
ciente de los datos, tiene a su derecha y a su izquierda el mismo nimero de observaciones. Al
no tener en cuenta la magnitud de los valores de la variable, su calculo resulta adecuado en
aquellas distribuciones con valores extremos.
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Para calcular la mediana en distribuciones no agrupadas en intervalos, se siguen los siguientes
pasos:

e Se obtiene el valor N/2.

e Se calcula la frecuencia absoluta acumulada, N;, de cada valor x;.

e Si existe un valor x; tal que N; =N/2 —hecho que s6lo puede darse cuando N es un ndmero
par—, la mediana es la media aritmética de los dos valores centrales de la distribucion:

X+ x4

M:
¢ 2

¢ Si no existe un valor x; tal que N; = N/2, la mediana se define como el minimo valor x; tal
que N; es mayor que N/2.

En el caso de distribuciones de frecuencias agrupadas en intervalos la mediana responde a la
expresion:
N

2 i—1
Me:Li_l_’_i * Gy

donde L; _, y ¢; son, respectivamente, el extremo inferior y la amplitud del intervalo media-
no, esto es, del intervalo que ocupa la posicién central®.

La moda de una distribucién de frecuencias es el valor con mayor frecuencia'®. En distribu-
ciones agrupadas en intervalos, la moda se calcula como
di 1

Mo=1, ,+——+1 ..
di*l+di+l '

donde c; es la amplitud del intervalo modal —intervalo con mayor densidad de frecuencia!'—
y d; es la densidad de frecuencia de dicho intervalo'?.

Los cuantiles son medidas de posicion que dividen el conjunto de observaciones de una varia-
ble en clases, conteniendo cada una de ellas una cierta proporcidn de observaciones. Denotaremos

9 Para calcular el intervalo mediano se obtiene la frecuencia absoluta acumulada de cada intervalo. Si existe un inter-
valo cuya frecuencia absoluta acumulada, N,, es igual a N/2, éste es el intervalo mediano, siendo la mediana el extre-
mo superior del intervalo, como puede comprobarse sustituyendo en la férmula de esta medida de posicién. Si no
existe un intervalo verificando tal condicidn, el intervalo mediano es el primer intervalo cuya frecuencia absoluta acu-
mulada es estrictamente mayor que N/2.

10 Una distribucién de frecuencias puede tener mas de una moda cuando haya més de un valor con la méxima frecuencia.
1 Cuando el intervalo modal es el primero (dltimo), la moda es el extremo superior (inferior) del intervalo.

12'Si los intervalos son de igual amplitud, puede sustituirse la densidad de frecuencia por la frecuencia correspon-
diente, tanto en la definicion de intervalo modal como en la expresion de la moda.
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por x, el cuantil de orden g, valor al que corresponde una proporcion g de observaciones meno-
res o iguales a €él. En particular, los cuartiles, C,, C, y C;, dividen la estadistica en cuatro par-
tes iguales; los deciles, D, ..., Dy, en diez partes iguales y los percentiles, P, ..., Pyy, en cien
partes iguales'3,

Para distribuciones agrupadas en intervalos, el cuantil de orden ¢ responde a la expresion:

“N—N, _
xq:Lifl'i_u'Ci’

n;

donde L; _ | y ¢; son, respectivamente, el extremo inferior y la amplitud del intervalo cuantilico'*.

Para medir la representatividad de las medidas de posicién se emplean las medidas de dis-
persion. Las medidas de dispersiéon miden el grado de alejamiento de las observaciones con
respecto a su promedio y, por tanto, el grado de variabilidad de los datos.

La varianza es una medida de dispersién que acompafia a la media aritmética y, a partir de la
distribucién de frecuencias (x;; n;), se calcula como

h h

R DI R e WO
i=1 i=1

con lo cual es la media aritmética de las desviaciones al cuadrado entre las observaciones y su
media aritmética. Cuanto mayor sea la varianza, mayor serd la dispersion de los datos respec-
to a la media aritmética, mayor la variabilidad de las observaciones y menor la representativi-
dad del promedio.

Si a todos los valores de la distribucién se les suma una constante, la varianza permanece inal-
terable. Por el contrario, si todas las observaciones se multiplican por una constante la varian-
za resulta multiplicada por dicha constante al cuadrado.

La desviacion tipica, raiz cuadrada de la varianza, es

n h

Dada una distribucién de frecuencias (x;; n;), se denomina distribucién tipificada a la que
se obtiene restando a cada valor de la distribucién su media y dividiendo el resultado por su

N L. [ X —X
desviacion tipica, esto es, a la distribucién ( S : n,-) 15,

13 Nétese que la mediana es un cuantil, pues divide la estadistica en dos partes iguales.

14 Para calcular el intervalo cuantilico, se obtiene la frecuencia absoluta acumulada de cada intervalo. Si hay un inter-
valo tal que su V, sea igual a g - N, tendremos el intervalo cuantilico; en caso contrario, se toma el primer intervalo
cuya frecuencia absoluta acumulada sea estrictamente mayor que g - N.

15 Se trata de un cambio de origen y de escala donde 0 = Xy e = S.
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La varianza es un caso particular de la desviacién cuadratica media con respecto a un prome-
dio, P, que, dada una distribucién de frecuencias (x; n;), se define como

Z(x — Py n, —Z(x — PRf.

171 i=1

Otra medida de dispersion es la desviacion absoluta media con respecto a un promedio, P,
que, para una distribucién de frecuencias (x;; n;), es

dp = Z|x—P| n—Z|x—P\

1—1 i=1

El coeficiente de variacion respecto a un promedio, P, es una medida de dispersion rela-
tiva que permite comparar variabilidades de diferentes distribuciones; ademds, sirve para dis-
criminar entre promedios de una distribucién. Dada una distribucién de frecuencias (x;; n;),
se define!® como

Este coeficiente se interpreta en valor absoluto: cuanto mayor sea el coeficiente de variacion,
mayor serd la variabilidad de la distribucion y, reciprocamente, cuanto menor sea el coeficien-
te, menor la dispersion.

Cuando el promedio es la media aritmética se obtiene el coeficiente de variacion de Pearson:

V:

=l

El indice de dispersion respecto a un promedio, P, es, también, una medida de dispersion
relativa. Dada una distribucion de frecuencias (x;; 1;), se define!” como

h
N2 Pl Xl rlg
= i=1

Ip= P - P

=

Las medidas de resumen de la informacién proporcionada por los datos se basan en ciertas
caracteristicas halladas a partir de los valores de la distribucién. Estas caracteristicas, denomi-
nadas momentos, son herramientas utiles para muchos cédlculos.

16 Este coeficiente solamente est4 definido cuando P es distinto de cero.
17 Véase nota anterior.
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Dada una distribucién de frecuencias (x;; n;), el momento de orden r respecto al origen o
momento no central de orden r de la distribucién es

Obsérvese que

es la media aritmética de la distribucion.

El momento de orden r respecto a la media aritmética o momento central de orden r de
la distribucién de frecuencias (x;; n;) es

h h

m, = % Z x;—x)n :Z ;= x) f.

i=1 i=1
Nétese que la varianza, S?, es el momento central de orden dos:

h h

1
— 7)\2 — 7)2
m, = X;— X)n = X, — X)* fi
= Z} (5 — %) Zl 06— X2
Dos son los aspectos fundamentales en el estudio de la forma de una distribucion: su grado de
simetria y su grado de apuntamiento o curtosis.

El coeficiente de asimetria mas utilizado es el coeficiente de Fisher, que, para una distribucién
de frecuencias (x;; n,), s

h

1 &
N @, 2, =X

ns

1

§1 =3 = h ’
S3 1 3 312 h 3
Eeeal" [Ee-o]

i=1 i=1

Si la distribucién es simétrica, esto es, cuando a la derecha y a la izquierda de su media arit-
mética existe el mismo nimero de valores de la variable, a la misma distancia de la media y
con la misma frecuencia, este coeficiente es nulo, siendo positivo o negativo si la distribucion
es asimétrica positiva 0 asimétrica negativa, respectivamente's,

18 Notese que el numerador de este coeficiente es el promedio de las desviaciones al cubo de las observaciones con
respecto a su media aritmética, y que dicho promedio es igual a cero en el caso de que exista simetria, puesto que
entonces habrd el mismo nimero de observaciones a la derecha que a la izquierda de la media. Ademas, como el
denominador de este coeficiente es una potencia de la desviacidn tipica, siempre positiva, el signo del coeficiente de
asimetria depende del numerador, positivo en el caso de asimetria positiva (mas desviaciones con respecto a la media
positivas que negativas) y negativo en caso de asimetria negativa (mas desviaciones negativas que positivas).
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Para estudiar el grado de curtosis de una distribucion de frecuencias (x;; #;), se emplea el coe-
ficiente

h

1 & _ _
my N,; 0~ X)4 i i; 0 = X)4fi

g=——3= -3 = -3

S4 1 h 2 h
[N Z (x; — x)? ”1} [Z (x; — ;)zfz}z
=1

i=1

Este coeficiente, que se estudia en distribuciones de frecuencias con aspecto acampanado, es
nulo cuando la distribucién tiene el mismo grado de apuntamiento que la distribucién patrén'®
(mesocurtica); mayor que cero cuando es mds apuntada que el perfil de la distribucién patrén
(Ieptociirtica); y, por dltimo, menor que cero cuando es menos apuntada que el perfil de dicha
distribucién (platiciirtica)?.

Las medidas de desigualdad o concentracion sintetizan el grado de equidad en el reparto de
las observaciones de la variable.

Denominando p; al porcentaje de individuos con renta menor o igual que?! x;, esto es,

donde N, es la frecuencia absoluta acumulada del valor x;, y g; al porcentaje de renta percibida
por los individuos con renta menor o igual que x;, es decir,

Xpong+ oot xeon u;
q; = - 100 = — - 100,
X n+...+tx,n, uy,

donde u; es la renta percibida por los individuos con renta menor o igual que x; y u, es el total
de renta, se obtienen los pares de puntos (p;, ¢;) que, representados en un cuadrado de lado 100,
determinan una poligonal llamada curva de Lorenz.

La curva de Lorenz refleja como se reparte el total de recursos entre el total de individuos que
perciben dichos recursos.

Si la curva coincide con la diagonal del cuadrado, la concentracion es minima, es decir, existe
méxima equidad en el reparto de los valores de la distribucién. Por el contrario, cuando la cur-
va coincide con los lados del cuadrado, la concentracion es mdxima y el grado de equidad en
el reparto es, en consecuencia, minimo.

19 La distribucién patrén corresponde a la denominada distribucién normal cuyo perfil es la llamada campana de Gauss.
20 La definicién e interpretacion de este coeficiente se basa en que, para la distribucién normal, se cumple que el
numerador es tres veces el denominador, es decir, para la distribucién normal, perfil patrén, g, es igual a cero.

2l Generalmente el estudio de la concentracion se realiza sobre variables como la renta o el salario.
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(100,100)
qn
Gh — 1 frmmemmen e
qdi+1
4qi /
qi-1
0,0) Pi—-1 Pi Pit1 Pr-1 Pa

La idea ilustrada mediante la curva de Lorenz se concreta con el indice de Gini. El indice de
Gini se define como el cociente entre el drea de concentracion, esto es, el drea entre la diago-
nal del cuadrado y la curva de Lorenz, y el drea del tridngulo que hay bajo la diagonal.

Del célculo geométrico de estas dreas se obtiene la expresion del indice de Gini:

h=1 (g. + a) - (p. — p.
Iczl_z(ql+l qz) (pt+l pz)

= 10 000
0, equivalentemente,
h—1
gi+1tq;
I-=1-— —fii
G Z o i

El indice de Gini se interpreta, por tanto, como la proporcién que el drea de concentracion
representa sobre el drea del tridngulo®?. Asi, cuando el indice es cero —curva igual a la diago-
nal del cuadrado—, la concentracidon es minima; cuando el indice es uno —curva coincidente
con los lados del tridngulo—, la concentracién es maxima.

22 Expresiones alternativas del indice de Gini, que el lector puede encontrar en otros textos, se obtienen, en realidad,
como aproximaciones al célculo de las areas de la curva de concentracion y del tridngulo.
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APLICACION DE CONCEPTOS Y DEMOSTRACION DE RESULTADOS

1.1 Debido a la falta de personal, los trabajadores de la empresa Superporte, dedicada al
servicio de mensajeria, realizaron horas extraordinarias durante el pasado ejercicio.
Las horas extras realizadas por los 100 trabajadores de la empresa fueron:

35(40|20|55({20|35|55|60]| 50|50
35150|35[60|30|40| 60|40 65|65
35(55|35[65[35|50|65|65]|35|50
40[60|40]|40|40|35]|55|65]|30]|50
50(55(50|55|50(20(55|75]|40]| 60
55160 (55]|55|40|40| 65| 65| 35|50
60|55[60]60]|20|55|20|70(55]|65
65|60|55]|30|50(30(75|20]|55] 20
70| 55[70|55]|60|30|50| 65| 30|50
75160 | 70| 55|30|50|30|65]|40]| 60

a) (Qué poblacién se ha considerado? ;Por cudntas unidades estd constituida? ;A
qué variable corresponden estos datos?

b) Obténgase la distribucion de frecuencias de la variable.

c) Represéntese graficamente mediante un diagrama de barras, la distribucién obte-
nida en el apartado anterior.

SOLUCION

a) La poblacién estd constituida por los 100 trabajadores de la empresa Superporte, sobre la
que se ha observado la variable niimero de horas extraordinarias.

b) La distribucién de frecuencias (x;; n;), donde x; es el valor genérico de la variable niimero
de horas extraordinarias, X, y n; la frecuencia absoluta genérica, esto es, el nimero de ob-
servaciones que tienen un valor de la variable igual a x;, se recoge en la tabla siguiente:

Horas N.° trabajadores
Xi n;
20 7
30 8
35 10
40 11
50 14
55 18
60 13
65 12
70 4
75 3
N = 100
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Como puede observarse, en la primera columna de la tabla aparecen los 10 valores de la variable
X, ordenados de menor a mayor, y, en la segunda columna, las frecuencias absolutas que se ob-
tienen contando el nimero de observaciones que son iguales a cada valor de la variable. Asi, por
ejemplo, dado el valor x3 = 65, su frecuencia absoluta es ng = 12, lo cual significa que hay 12
trabajadores que han realizado 65 horas extras durante el pasado ejercicio.

La tabla anterior puede completarse con las frecuencias relativas y con las frecuencias acumu-
ladas, tanto absolutas como relativas:

. . Frecuencia Frecuencia
Frecuencia Frecuencia .
Valor . absoluta relativa
absoluta relativa
acumulada acumulada
Xi n; fi N; F;
20 7 0,07 7 0,07
30 8 0,08 15 0,15
35 10 0,10 25 0,25
40 11 0,11 36 0,36
50 14 0,14 50 0,50
55 18 0,18 68 0,68
60 13 0,13 81 0,81
65 12 0,12 93 0,93
70 4 0,04 97 0,97
75 3 0,03 100 1
N =100 1

La frecuencia relativa genérica, proporcién de trabajadores que realiz6 un nimero de horas ex-
traordinarias igual a x;, responde a la expresion:

con lo cual, por ejemplo,

_.8 _
h= 100 0,08,

frecuencia relativa del valor x, = 30, indica que el 8 por ciento de los trabajadores realiz6é 30
horas extras.

Las relaciones de las frecuencias absolutas acumuladas en funcion de las frecuencias abso-
lutas,

Ni=ny N, =n+..+mn, parai =2, ..., h,

expresan que la frecuencia genérica es el nimero de trabajadores que realizé a lo sumo x;
horas extraordinarias. De este modo, por ejemplo, la frecuencia absoluta acumulada del
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valor x; = 35, esto es, N3 = 25, indica que 25 trabajadores realizaron como maximo 35 ho-
ras extras.

También pueden calcularse las frecuencias absolutas acumuladas de modo sucesivo, cada una
a partir de la anterior:

Nl =n
y, para el resto de valores de la variable,

N,=N;,_,+n,.

1

Mediante este tipo de frecuencias podemos hallar, por ejemplo, el nimero de trabajadores que
realizaron mas de 60 horas extras:

N — N; =100 — 81 = 19.

Obsérvese que podriamos haber llegado a idéntico resultado empleando frecuencias absolutas
ordinarias:

ng+ng+ny=12+4+3=19.

Por ultimo, las frecuencias relativas acumuladas recogidas en la dltima columna de la tabla an-
terior se obtienen como

siendo esta frecuencia genérica la proporcién de trabajadores que realizé como maximo x; ho-
ras extraordinarias.

Otra posibilidad de célculo de este tipo de frecuencias es, al igual que en el caso de las fre-
cuencias absolutas acumuladas, de modo encadenado, obteniendo cada una a partir de la ante-
rior segun las relaciones:

Fi=f
y, para los siguientes valores de la variable,
Fi=F,_,+f
ya que, por un lado,
Fo Ny ony
=~ =w =/

y, por otro lado,

F=—= PR +f
[ N i—1 i
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Las frecuencias relativas acumuladas permiten responder a preguntas del tipo: ;qué porcenta-
je de trabajadores realizé menos de 50 horas extras? Tal porcentaje se corresponde con la fre-
cuencia relativa acumulada del valor x, = 40:

F, = 0,36,
es decir, el 36 por ciento.

¢) Colocando en el eje horizontal, o eje de abscisas, los valores de la variable X y en el eje
vertical, o eje de ordenadas, las respectivas frecuencias absolutas, basta con elevar sobre
cada x; una altura igual a la frecuencia n; para obtener la siguiente grafica, correspondien-
te al diagrama de barras de la distribucién de frecuencias (x;; n;).

20 30 35 40 50 55 60 65 70 75

Proponemos al lector la representacion del diagrama de barras, considerando frecuencias rela-
tivas en lugar de absolutas.

Durante el pasado verano el Club del Lector, empresa dedicada a la venta de libros a do-
micilio, contraté a 200 estudiantes en todo el territorio nacional con objeto de captar nue-
vos socios. El nimero de suscripciones que realizaron estos 200 estudiantes fueron:

O 2| 3| 4 5(10| 6| 7| 8| 9(32|31|34|40(40|31|32|33|40| 34
111211314 (15|16 17| 18| 19|20 |32|32|35|40|32|35|37|39|40| 32
111213 14| 15[ 16| 17| 18| 19|20|31|31|34|31|32|34|31|35|32|31
111213 14| 15| 21(22|23|24|25|35(30|32|31|35|32|35|33|35|35
2628 [27(29]23[24|25|26(27|26|37|36|33]|36|35|36|37|36|34]|38
27(128(29]21|22]26(28(29]|28|28|40|34|33|40|33|32|38|39]|31|40
4150|5050 42|50|42|45(42|42]|60|60|60|60|59|70]|61|61|65]|70
23124 (21(22(23[26(27|28]|29|30(43|43|42|42[41|52|52|55]|55|55
21(122(23124|31(36(36(38|31|39| 1| 2| 3| 4| 5[10| 6| 7| 8| 9
32(33|34[35({36|33|33|33|32|31(21|22]23[24|25|26|28|27|21|22
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a) (Cudl es la poblacién objeto de estudio? ;Cudntas unidades tiene dicha pobla-
ciéon? ;A qué variable corresponden las observaciones de esta estadistica pri-
maria?

b) Hallese una distribucién de frecuencias con valores agrupados de la variable con-
siderada en intervalos de igual amplitud.

c) Represéntese un histograma de frecuencias de la distribucién obtenida en el apar-
tado anterior.

SOLUCION

a) La poblacién estd formada por los estudiantes contratados por el Club del Lector.
Sobre las 200 unidades de esta poblacion se ha observado la variable niimero de socios
captados.

b) Es importante tener en cuenta que en este apartado no se pide la distribucién de frecuen-
cias, sino una distribucién de frecuencias, ya que podriamos hallar tantas distribuciones de
frecuencias como clases de igual amplitud podamos hacer a partir de la estadistica prima-
ria, considerando como extremo inferior del primer intervalo el minimo valor de la varia-
ble, que en este caso es 0, y como extremo superior del dltimo intervalo el maximo valor
que, como puede comprobarse, es 70.

De este modo, si, por ejemplo, tomamos intervalos de longitud 10, una posible distribucién
de frecuencias con datos agrupados en clases de igual amplitud es la que se recoge en la si-

guiente tabla, donde L; _ ; — L, no contiene los datos iguales a L; _ ;.

N.° socios N.° trabajadores
Ly —L n;

0-10 20

10-20 25

20-30 50

30-40 75

40-50 15

50-60 10

60-70 5

N = 200

La segunda columna corresponde a las frecuencias absolutas que se obtienen contando el ni-
mero de observaciones que pertenecen a cada uno de los siete intervalos, de amplitud 10, en
los que hemos agrupado los valores de la distribucidn.
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En la siguiente tabla, que completa la anterior, aparecen las frecuencias relativas, asi como
las frecuencias acumuladas, absolutas y relativas.

. . Frecuencia Frecuencia
Frecuencia Frecuencia .
. absoluta relativa
absoluta relativa
acumulada acumulada
L —L; n; I N; F;
0-10 20 0,100 20 0,100
10-20 25 0,125 45 0,225
20-30 50 0,250 95 0,475
30-40 75 0,375 170 0,850
40-50 15 0,075 185 0,925
50-60 10 0,050 195 0,975
60-70 5 0,025 200 1
N =200

Las frecuencias relativas, de expresién genérica f; = n,;/N, proporcién de estudiantes que reali-
zaron un nimero de suscripciones comprendido entre L; _ | y L;, aparecen en la tercera colum-
na de la tabla. Por ejemplo,

_ 0 = 0,250
f’_zoo_ ’

es la frecuencia relativa del intervalo 20-30, lo cual supone que el 25 por ciento de los estu-
diantes captaron un nimero de socios comprendido entre 20 y 30.

En la cuarta columna de la tabla se recogen las frecuencias absolutas acumuladas, siendo la fre-
cuencia genérica, N; = n; + ... + n;, el nimero de estudiantes que realizaron un nimero de
suscripciones menor o igual que L;.

Asi, por ejemplo, la frecuencia absoluta acumulada del intervalo 40-50 es
Ns=n +n,+ny+n,+ns=20+25+50+ 75+ 15 = 185,

y representa el nimero de estudiantes que captaron una cantidad de socios menor o igual
que 50.

Las frecuencias absolutas acumuladas permiten plantearnos, por ejemplo, cudntos estudiantes
realizaron mds de 40 suscripciones, cantidad que podemos hallar como

N — N, =200 — 170 = 30,

o bien como

ns + ng +n;, =15+ 10 + 5 = 30.
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La ultima columna de la tabla contiene las frecuencias relativas acumuladas, F; = N,/N, expresion
genérica de la proporcién de estudiantes que capté un nimero de clientes como méaximo igual a L;.

La frecuencia relativa acumulada del intervalo 10-20,

45
F,= —— = 0,225,

~ 200

que también puede hallarse como f; + f,, indica que el 22,5 por ciento de los estudiantes han
realizado a lo sumo 20 suscripciones.

c) En el eje de abscisas, o eje horizontal, colocamos los intervalos en los que hemos agrupa-
do los valores de la variable X. En el eje de ordenadas, o eje vertical, las frecuencias abso-
lutas, ya que, al tener los intervalos igual amplitud, podemos prescindir de las densidades
de frecuencia. De este modo, dibujamos rectangulos cuyas dreas, proporcionales a las fre-
cuencias, conforman el histograma que aparece en la grafica siguiente.

75

50

25
20

10

50 60 70 80

Represéntese graficamente la distribucién de los salarios mensuales, en miles de eu-
ros, de los trabajadores de una empresa dedicada a la construccién de viviendas.

Salarios N.° trabajadores
0,6-1,0 10
1,0-1,2 15
1,2-2,0 40
2,0-3,0 30
3,0-32 5
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SOLUCION

Puesto que los rectdngulos que se elevan sobre cada intervalo componiendo el histograma de
frecuencias han de tener un 4rea igual a la correspondiente frecuencia, hay que calcular, para
cada uno de ellos, la altura, conocida la longitud de la base o amplitud del intervalo. Asi, si

}’lizdi'cl-,

es el darea (frecuencia) del intervalo genérico expresada como producto de la longitud del in-
tervalo, ¢;, y de la altura o densidad de frecuencia, d;, entonces,

En la siguiente tabla se recoge la informacién correspondiente a cada intervalo, esto es, la distri-
bucién de frecuencias de la variable, junto con las amplitudes y las densidades de frecuencia.

Li_—L n; Ci d;

0,6-1,0 10 0,4 25

1,0-1,2 15 0,2 75

1,2-20 40 0,8 50

2,0-3,0 30 1,0 30

3,0-3,2 5 0,2 25
N =100

Partiendo de la tabla anterior, construimos el siguiente histograma donde cada rectangulo tiene
como base el intervalo y como altura la densidad de frecuencia. Observemos, por ejemplo, que
el intervalo 1,2-2,0 tiene una altura igual a 50, lo cual significa que su drea es 0,8 - 50 = 40, can-
tidad que, evidentemente, coincide con su frecuencia absoluta.

5

]

{1 S .
] S e

0,6 1,0 1,2 2,0 3,0 3,2



Distribuciones de frecuencias unidimensionales 19

Se considera la distribucién de frecuencias con datos agrupados (L; — | — L;; f).

a) Se realiza una transformacién, obteniéndose la nueva distribucién (k- L, _ ; — k- L;; f5)
(k ndmero real, k # 0). ; Qué efecto produce esta transformacién sobre las amplitudes
y las densidades de frecuencias de los intervalos?

b) Dada la distribucién transformada ((L; _ | + k) — (L; + k); f;) (k ntimero real), re-
laciénense sus densidades de frecuencia con las correspondientes en la distribu-
cion inicial.

SOLUCION

a) La amplitud del intervalo genérico de la distribucién transformada es
k-Li—k-Li - =k~L —L ) =k-c,

es decir, la amplitud del intervalo genérico inicial, c¢;, queda multiplicada por la misma cons-
tante, k.

Por otro lado, la densidad de frecuencia del nuevo intervalo genérico, esto es, el cociente entre
la frecuencia absoluta y la amplitud del intervalo,

n; 1

1
k'C,- k C; k

resulta ser igual a la densidad de frecuencia del intervalo original, d;, dividida por la cons-
tante, k.

b) La densidad de frecuencia del intervalo genérico en la distribucién transformada es

n.

1

(Li+k)_(Li71+k):Li_Lifl_Ci_

que coincide, por tanto, con la densidad de frecuencia del intervalo genérico en la distribucion
de partida.

El nimero de contratos formalizados por los 20 trabajadores del departamento de
ventas de una promotora inmobiliaria durante el pasado afio han sido:

10 10| 30| 18| 32
21(32)32|29] 28
2121|30] 15 28
222428 | 1821
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a) Calculese el nimero medio de contratos formalizados por trabajador.

b) Obténgase el niimero total de ventas del departamento.

SOLUCION

a) A partir de la estadistica primaria se obtiene la distribucién de frecuencias recogida en la
siguiente tabla:

Contratos de ventas N.° trabajadores
10 2
15 1
18 2
21 4
22 1
24 1
28 3
29 1
30 2
32 3

El calculo de la media aritmética,

1 h
} = - Z xi * ni,
N i=1
conduce al valor

- 10-2+15-1+18-2+21-4+22-1+24-1+28-3+29-1+30-2+32-3
x= 20 =235,

esto es, el nimero medio de contratos formalizados por trabajador es 23,5.

Se podria haber llegado a la misma solucién a partir de la estadistica primaria sin necesidad de
obtener la distribucion de frecuencias. Para ello, bastaria con haber sumado todas las observa-
ciones y dividido el resultado por 20, ndmero de ellas. En realidad, es lo que hemos hecho con
nuestros cdlculos, apoydndonos en una presentacién simplificada de la estadistica primaria
como es la distribucion de frecuencias.

b) Partiendo del valor medio calculado en el apartado anterior, se obtiene que el total de ven-
tases N - x = 20 - 23,5 = 470, cantidad a la que, evidentemente, también llegariamos su-
mando los datos de la estadistica primaria y que, por supuesto, coincide con el numerador
de la expresion de la media aritmética.
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Dada una distribucion de frecuencias (x;; f;), demuéstrese que

2 =0 f=0.

SOLUCION

Operando en el sumatorio,

=

Y w—0fi= D i fi—xf)= D xifi— £

i=1 i=1 i=1 i

y teniendo en cuenta que

h
D25 fi=%
i=1

y que, ademds, x no depende de i y, por tanto, puede escribirse fuera del sumatorio, la expre-
sién anterior resulta ser igual a

>

De la propiedad demostrada se deduce que, también, 2 (x; — x) n; es igual a cero.
i=1

Demuéstrese que la media aritmética de las desviaciones al cuadrado de los valores
de una distribucién (x;; f;), respecto a un valor constante, se hace minima cuando di-
cha constante es la media aritmética de la distribucion.
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SOLUCION

La media aritmética de las desviaciones al cuadrado de las observaciones respecto de una cons-
tante, k, es una funcién de dicho valor constante. Denotemos por d (k) a esa funcion:

h
diky =Y (x; — b2 f.

i=1

Sumando y restando la media aritmética de la distribucion, x, y agrupando términos, se tiene que

h h
diky= DY (=X +% —k2fi= D, [ —X) + & — DI

i=1 i=1
Desarrollando el binomio y descomponiendo el sumatorio en tres sumandos:

d(k) = Z (=X + (X —k2+206—%) " (x—klf=
l:hl h h

=Y =L+ X EGR2 D, (=0 K=k
i=1 i=1

i=1

Como (x — k) es un valor constante, esto es, no depende de i, puede escribirse fuera de los co-
rrespondientes sumatorios:

h h h
Ay =2, (= XPfi+ =k X fi+23 -0 X (x—Df
i=1 i=1 i=1
h
Dado que Z f; = 1y que el dltimo sumando es cero pues, segin se demostré en 1.6,

i=1

h

Z (x; — x) f; = 0, entonces,

i=1

h
diky = Y (6 — X2f + & — b2

i=1

Puesto que estos dos sumandos son cantidades positivas y el primero no depende de &, el mi-
nimo valor de la funcién d (k) se alcanza cuando (x — k)? es igual a cero, hecho que se produ-
ce cuando la constante k coincide con la media aritmética, x.

Dada una distribucion de frecuencias (x;; f;), cuya media es x, obténgase la media de
la distribucién de frecuencias (a - x; + b; f;), donde a y b son nimeros reales cuales-
quiera. En particular, calcilese la media aritmética de la distribucién transformada
por un cambio de origen y de escala.
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SOLUCION

Aplicando la definicién de media aritmética a la distribucién (a - x; + b; f;) y operando en el
sumatorio, resulta que la media aritmética de la distribucién transformada es igual a

h h h h
@ x+bfi=Y @ x-fi+tb-fy=a I x-fi+bf
i=1

i=1 i=1 i=1

Ahora bien, Z X fi=xy 2 f; = 1, con lo cual, la media de la distribucién (a - x; + b; f;) es
a-x+b. =1 =

En particular, sia =1/e y b = —ole, es decir, si realizamos un cambio de origen y de escala, la
media aritmética de la distribucién resultante es

con e y o nimeros reales (e > 0).

Dada una distribucién de frecuencias (x;; f;), compruébese que el inverso de su media
armonica, H, es igual a la media aritmética de los inversos de los valores de la distri-
bucioén.

SOLUCION

El inverso de la media armonica,

1
sl
=X
es, sin mds que invertir los dos miembros de la igualdad anterior,

LI |
oo

valor que coincide con la media aritmética de los inversos de los valores de la distribucién, esto
es, con la media aritmética de la distribucién de frecuencias (1/x;; f;).
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En una nueva zona de expansion de la ciudad, la promotora Miraluna estd constru-
yendo apartamentos, pisos de dos habitaciones y duplex.

El precio por metro cuadrado de las baldosas de las cocinas en los apartamentos es de 24 eu-
ros, en los pisos de 30 euros y en los diiplex de 42, y el coste total de los suelos de cocina en
cada tipo de viviendas de 21 600, 36 000 y 10 080 euros, respectivamente.

Calciilese el precio medio por metro cuadrado de azulejado del suelo de las cocinas en toda la
obra.

SOLUCION

La distribucién de frecuencias del precio por metro cuadrado se recoge en la tabla siguiente:

Precio por Coste
metro cuadrado

24 21 600

30 36 000

42 10 080

Para calcular el precio medio por metro cuadrado, promedio de una magnitud relativa, hay que
obtener la media armoénica de la distribucion anterior:

Ho— N 21 600 + 36 000 + 10 080 — 28,92 euros.

| 1 1 1
—m = -21600 + — +—-1
le,- m ot 21600 + 2+ 36000 + o 10 080

i
Téngase en cuenta que esta media armonica es, en realidad,

coste total

superficie total

donde la superficie total es el resultado de sumar la superficie del suelo para cada tipo de vi-
vienda obtenida, a su vez, dividiendo el correspondiente coste entre el respectivo precio por
metro cuadrado de las baldosas.

La siguiente tabla recoge la distribucién de ayudas para estudios, en miles de euros,
que prestan las empresas de un determinado sector, asi como el nimero de trabaja-
dores por empresa que reciben dichas ayudas.
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Importe N.° empresas N.° trabajadores por empresa
0-10 600 0-50
10-100 500 110-150
100-500 50 150-200
500-2 500 8 50-100
2 500-5 000 1 100-120

a) (Cuil es el importe medio de la ayuda por empresa?

25

b) (Qué nimero medio de trabajadores por empresa es receptor de la ayuda?

SOLUCION

a) Para calcular el valor medio de las ayudas por empresa se considera la siguiente distribu-
cién de frecuencias:

Importe N.° empresas
0-10 600
10-100 500
100-500 50
500-2 500 8
2 500-5 000 1

Utilizando las marcas de clase de los intervalos anteriores, que son, respectivamente, 5, 55,
300, 1 500 y 3 750, se obtiene la media de la distribuciodn, esto es, el importe medio de las ayu-
das por empresa, en miles de euros,

N 5:600+ 55500+ 300-50+1500-8+3750-1
x= Ni;xi-n[— 1159 = 52,85.

b) El ndmero medio de trabajadores receptor de la ayuda por empresa es

numero total de trabajadores
numero total de empresas

con

ndmero total de empresas = 600 + 500 + 50 + 8 + 1 =1 159

y
numero total de trabajadores = 600 - 25 + 500 - 130 + 50 - 175+ 8 - 75 + 1 - 110 = 89 460.
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Dado que no conocemos el nimero exacto de trabajadores receptores de ayuda en cada em-
presa, el nimero total de trabajadores se ha calculado de modo aproximado, tomando las mar-
cas de clase de los intervalos de la dltima columna de la tabla proporcionada por el enunciado.

En definitiva, la media pedida es

89 460
1159

= 77,19 trabajadores por empresa.

Esta media, tal y como la hemos calculado, se corresponde con la media aritmética de una dis-
tribucién con valores —sin ordenar— 25, 130, 175, 75 y 110 y con frecuencias 600, 500, 50,
8 y 1, respectivamente. Ahora bien, también podria interpretarse como la media armonica de
la siguiente distribucion de frecuencias, donde cada elemento de la segunda columna es el pro-
ducto entre el nimero de trabajadores por empresa y el correspondiente nimero de empresas:

N.° trabajadores por empresa N.° trabajadores
25 15 000
130 65 000
175 8 750
75 600
110 110

En efecto,
o= 1 151000~I—65000+]8750+6001+110 1 — 77.19
. +—. +—. +_. +—.
>3 15000 130 65 000 75 8 750 7 600 10 110

es el promedio de la magnitud relativa nimero de trabajadores por empresa.

Dada la distribucion de frecuencias (x;; n;), demuéstrese que

0
G= H x.

i=1

SOLUCION

La demostracién es inmediata, sin mds que aplicar propiedades aritméticas elementales:

h h N h
G = N I I xin; — I I xini — I I xin;/N’
i=1 i=1 i=1
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Ahora bien, puesto que n;/N = f;, se tiene que la media geométrica puede expresarse también
en funcién de las frecuencias relativas de la distribucion:

h
G = H X

i=1

Dada una distribucién de frecuencias (x;; f;), demuéstrese que el logaritmo de la me-
dia geométrica, G, es la media aritmética de los logaritmos de los valores de la dis-
tribucidén.

SOLUCION

Partiendo del resultado probado en 1.12,

tomamos logaritmos y aplicamos las propiedades de los mismos, obteni€ndose:

h h h
log G = log (H x,-f") = > logx/ = logx; - f,

i=1 i=1 i=1

con lo cual, el logaritmo de la media geométrica es la media aritmética de los logaritmos de los
valores de la distribucion, esto es, la media aritmética de la distribucién (log x;; f;).

En un grupo de empresas dedicadas a conservas de pescado se conocen los porcenta-
jes de empleadas que trabajan en ellas:

Empresa % mujeres

20
20
30
50
40
30

oo | O a|w| >

Calcilese la media geométrica del porcentaje de mujeres trabajadoras.
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SOLUCION

La transformacién de la estadistica primaria en la correspondiente distribucién de fre-
cuencias,

X; n;
20 2
30 2
40 1
50 1

permite calcular

h
G =Y/ TLxm=V202-307-40- 50 = 29,94,

i=1
porcentaje medio de mujeres trabajadoras por empresa.
El sefior Pérez, al llegar a su vejez, decide adaptarse a los tiempos modernos, adqui-

riendo un teléfono movil. Transcurrido un mes, la compaiiia telefénica le remite «el
detalle» de las llamadas efectuadas durante ese periodo:

Duracién (en minutos) Llamadas a méviles Llamadas a fijos Llamadas al extranjero
0-10 3 2 1
10-30 10 25 0
30-60 25 10 0

El precio por minuto de las llamadas realizadas a mdviles es de 0,12 euros, siendo éste de 0,15
y 0,8 euros, respectivamente, para las llamadas a fijos y al extranjero. Se sabe, ademads, que el
coste de establecimiento es de 0,2 euros por llamada.

Calculese:

a) El gasto total del mes en llamadas de duracién no superior a treinta minutos.

b) El coste medio por llamada efectuada por el sefior Pérez a teléfonos méviles.
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SOLUCION

a) Para calcular el gasto total en llamadas de duracién inferior a 30 minutos es necesario ha-
llar, en primer lugar, el coste de las llamadas de duracién entre 0 y 10 minutos, utilizando
la marca de clase de este intervalo,

023+2+1)+5(,12-3+0,15-2+0,8-1) = 8,5 euros,
y sumar a esta cantidad el coste en llamadas de duracién entre 10 y 30 minutos,
0,2 (10 + 25 + 0) + 20 (0,12 - 10 + 0,15 - 25 + 0,8 - 0) = 106 euros,

obteniéndose, asi, el coste total pedido:
8,5 + 106 = 114,5 euros.

b) Si X es la duracién, en minutos, de las llamadas a méviles, variable cuya distribucién pro-
porciona el enunciado con las dos primeras columnas de la tabla anterior, y C el coste de
este tipo de llamadas, se tiene la relacién lineal:

cC=02+0,12-X,

es decir, la distribucion de la variable C es una distribucion transformada de la distribucion de
la variable X, donde, siguiendo la notacién de 1.8, @ =0,12y b = 0,2.

Por tanto, calculada la duracion media de estas llamadas,

5-3+20-10+45-25

= 35,26 minutos,
3+ 10+ 25

}:

donde 5, 20 y 45 son las marcas de clase de los intervalos, y teniendo en cuenta el resultado ya
citado donde se relacionan las medias de una distribucién de frecuencias y de una distribucién
obtenida a partir de ella mediante transformacion lineal, se concluye que el coste medio por lla-
mada a teléfonos méviles del sefior Pérez es

c=02+0,12-x=0,2+ 0,12 - 35,26 = 4,43 euros.

Invitamos al lector a que calcule con el mismo procedimiento el coste medio por llamada del
sefior Pérez a teléfonos fijos y al extranjero.
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Dada una distribucion de frecuencias agrupada en intervalos (L; _ ; — L;; f;), obtén-
gase la expresion de la mediana.

SOLUCION

Representemos la parte del poligono de frecuencias acumuladas correspondiente al intervalo
mediano, L, - | — L;.

Me L.

-1 i

Segun se ilustra en esta gréfica, la mediana es un valor cuya frecuencia absoluta acumulada es
igual a N/2. Podemos observar, también, que el punto de coordenadas (Me, N/2) pertenece a la
recta que une los puntos (L; _ |, N; _ ;) y (L;, N;), con lo cual, para hallar la expresion de la me-
diana basta con sustituir el valor de la abscisa, Me, y el de la ordenada, N/2, en la ecuacién de
la recta que une dichos puntos':

0, lo que es lo mismo, en

x—L y—N;

! Recuerde el lector que dados los puntos (a, b) y (¢, d), la expresion de la recta que pasa por ellos es

x—a y—b

c—a d—»b
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Sustituyendo, entonces, en esta ecuacion el punto (Me, N/2), se tiene:

al N,
Me—L_, 2 it

n;

C:

1

con lo que, despejando, resulta el valor de la mediana:

Una empresa dedicada al transporte de viajeros cuenta con cien vehiculos para largos
recorridos.

El pasado afio la distribucién del nimero de kildmetros recorridos, en miles, por los vehiculos
se recoge en la siguiente tabla.

Kilémetros recorridos N.° vehiculos
100 20
120 10
160 60
230 5
250 5

a) (Qué nimero de kilémetros recorre la mayoria de los vehiculos?

b) Hillese el nimero minimo de kilémetros que tiene que recorrer un vehiculo para
estar dentro del 50 por ciento de los que mas kildmetros recorren.

SOLUCION

a) Se trata de obtener el valor de la variable con mayor frecuencia, esto es, la moda de la
distribucién de frecuencias proporcionada por el enunciado. En este caso, la mayor fre-
cuencia, 60, corresponde al valor x; = 160, concluyéndose que la moda, es decir, el
nimero de kilémetros que recorre la mayoria de los vehiculos, es 160 mil kilémetros.

b) En la siguiente tabla, que completa la anterior, se recogen las frecuencias absolutas acu-
muladas que permitirdn la obtencién de la mediana, medida de posicién que hay que
calcular en este apartado.
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Recuerde el lector que

N, =n yN=n+..+n, parai =2, ..., h,

con lo cual, como ya es sabido, cada frecuencia absoluta acumulada puede calcularse a partir
de la anterior:

N, =n
y
N;=N,_ | +n,.
Asi,
Xi n; N;
100 20 20
120 10 30
160 60 90
230 5 95
250 5 100

Puesto que no existe ninguna frecuencia absoluta acumulada que coincida con

la mediana es el minimo valor de la variable cuya frecuencia absoluta acumulada es estricta-
mente mayor que 50: la mediana es, en este caso, x; = 160, ya que a este valor le corresponde
una frecuencia N; = 90 > 50, siendo el valor mds pequefio que cumple tal condicién.

Obsérvese que, en esta situacion, coinciden la moda y la mediana de la distribucion.

Dada una distribucién de frecuencias agrupada en intervalos (L; _ ; — L;; f;), obtén-
gase la expresion de la moda.

SOLUCION

Dentro del histograma de frecuencias, fijémonos en el intervalo modal, L; = ; — L;, y en sus
dos intervalos contiguos, L; — , — L; .y L, — L; , :
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Suponiendo que la moda estd mas cerca del intervalo con mayor densidad de frecuencia —hi-
pétesis que parece sostenible por el concepto de moda—, se cumple, entonces, que la distan-
cia de la moda a cada uno de los intervalos contiguos, d y ¢; — d, es inversamente proporcio-
nal a la correspondiente densidad de frecuencia. Esto es lo mismo que decir que el cociente
entre las distancias, d y ¢; — d, es igual al inverso del cociente entre las densidades de fre-
cuencias, d; ;yd; i

d__d,
Cl_d B dlfl.
Despejando, se tiene que
d;
d=7+l'ci
di—y+d;

y, en consecuencia, la moda que, como puede verse en la grafica, es igual a L; _ | + d, respon-
de a la expresion:

di+l

Mo=L _,+——7—-c¢,
Tl +dy

s6lo con sustituir d por su valor.
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Si los intervalos tienen la misma amplitud, pueden utilizarse las frecuencias en lugar de las den-
sidades de frecuencia:

donde ¢ es la amplitud de los intervalos.

La distribucién de salarios mensuales, en miles de euros, de una empresa constructo-
ra es la siguiente:

Salarios N.° trabajadores
0,6-0,9 30
0,9-1,2 60
1,2-1,5 5
1,5-1,8 3
1,8-2,1 2

a) ;Cudl es el salario medio mensual?

b) Hallese el valor del salario tal que la mitad de los trabajadores perciba un salario
superior a dicho valor y la otra mitad un salario inferior.

¢) El salario mds frecuente.

SOLUCION

De los datos del enunciado se obtiene la siguiente tabla en la que aparecen las marcas de cla-
se y las frecuencias absolutas y absolutas acumuladas de cada intervalo.

Salarios X; n; N;
0,6-0,9 0,75 30 30
0,9-1,2 1,05 60 90
1,2-1,5 1,35 5 95
1,5-1,8 1,65 3 98
1,8-2,1 1,95 2 100

a) El salario medio mensual por trabajador, esto es, la media aritmética de la distribucién de
frecuencias es, en miles de euros,

1 07530+ 10560+ 1355+ 165-3+195-2 _
x_Nl;x" i 100 o
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b) La medida de posicién pedida se corresponde con la mediana de la distribucién. Para ha-
llarla hay que considerar, en primer lugar, que el intervalo mediano es 0,9-1,2, ya que es el
primer intervalo cuya frecuencia absoluta acumulada, N, = 90, es estrictamente mayor que
N/2, que, en este caso, es igual a 50.

Del intervalo mediano se obtiene la mediana, aplicando la expresion:

N N,
2y i—1
Me=L,-_1+27-ci.
n;
Asi, con los datos del enunciado resulta que
Me=09+2"39 g3,
60

es decir, la mediana de los salarios es igual a mil euros.

¢) El salario més frecuente, es decir, la moda de la distribucion de los salarios, se encuentra
dentro del intervalo modal, o intervalo con mayor frecuencia —pues todos los intervalos
tienen la misma amplitud—, que, en esta ocasion, es el segundo intervalo, 0,9-1.2.

Al ser, como hemos dicho, todos los intervalos de igual amplitud, pueden utilizarse las fre-
cuencias, en lugar de las densidades de frecuencias, en la expresion que permite el cdlculo
de la moda:

ni 4+
Mo=L _+—— ¢,
n ot

resultando, por tanto,

5
Mo =0,9 + —— - 0,3 = 0,94 miles de euros.
30 + 5

Estudiese el efecto de una transformacion lineal sobre la moda de una distribucién
(L; =y = L f).

SOLUCION

Si L; _ | — L; es el intervalo modal de la distribucién (L; - | — L;; f;), o intervalo con mayor
densidad de frecuencia, la moda de la distribucion es
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Puesto que la transformacion lineal no afecta a las frecuencias de la distribucion, el intervalo

modal de la distribucién transformada ((a - L; - ; + b) — (a - L; + b); f;), con a y b constantes

cualesquiera, serd (a - L; _ | + b) — (a - L; + b), donde
a-Li+b—(@-L_,+b)y=all,i—L,_))=a-c

es su amplitud, y

n— n_
1 — 1 — . dl .
alli -y —Li—») a-c—,
y
N+ 1 N+ 1
= =—-d;;
alL; v — L;) a-c¢ 4+ a
son las densidades de frecuencia de los intervalos contiguos.
En consecuencia, la moda de la distribucion transformada es
1
a d; 4 d: .,
Mo =@ L_,+b+ carc;=(Li_,+b) +———-a-c,
( i—1 ) 1 1 i ( i—1 ) d,- _, + d,' o i

E'di—l +E'di+l
expresion que, tras sencillas operaciones, se convierte en

di+1

Mo =al(L | +——
(’ Ydo o+ dy

-ci)+b=a~M0+b.

Por ello, si se realiza una transformacién en los valores de la distribucién, pasando del valor
genérico x; al valor x; + b, la moda, Mo, como valor de la distribucion, se vera afectada tam-
bién por la transformacién, pasando a ser Mo + b. Ahora bien, este valor de la distribucion
transformada serd también la moda de la nueva distribucidn, ya que, al no modificarse las fre-
cuencias, seguird teniendo la mayor de todas ellas.

Dada una distribucién de frecuencias (x;; f;), demuéstrese que

h
2= X2 fi— ¥

i=1
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SOLUCION

Operando en la expresién de la varianza, esto es, desarrollando el binomio, descomponiendo
en tres sumandos y poniendo fuera de los sumatorios los términos constantes, resulta que

h h h h h
2= D = Xfi=0, R AR =20 f= Y A D 2% Y xi e

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

h h
Como Z fi=1y Z X; - f; = X, se tiene que la varianza de la distribucion de frecuencias es

i=1 i=1

seglin queriamos probar.

Dada la distribucién de frecuencias (x;; f;), cuya varianza es S2, determinese la va-
rianza de la distribucién de frecuencias (a - x; + b; f;), donde a y b son constantes
cualesquiera. ;Cudl es la desviacion tipica? Apliquense los resultados obtenidos al
caso particular de un cambio de origen y de escala.

SOLUCION

Aplicando la definicién de varianza a la distribucién transformada cuya media, segin he-
mos demostrado anteriormente, es a - x + b, se tiene que la varianza de la nueva distribu-
cién es
h h h

la-x,+b—(@-x+bPfi=Y, @ x+b—a-x—b2fi=2, (a x—a-2>f,

i=1 i=1 i=1
sin mds que simplificar.
Sacando factor comiin a la constante a?, resulta que la varianza pedida es

h
azz (x;, — %) f =a*- S

i=1

Por tanto, la desviacioén tipica de la nueva distribucion es | a | - §, esto es, la raiz cuadrada po-
sitiva de la varianza.
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En particular, si a =1/ey b = — ole, la varianza de la distribucion transformada por un cam-
bio de origen y de escala es
(e -
- SZ e
e e

Ademds, como e > 0, la desviacion tipica de la distribucién transformada por un cambio de
origen y de escala es S/e.

En consecuencia, tanto la varianza como la desviacidn tipica se ven afectadas tinicamente por
cambios de escala.

La Administraciéon Autondémica de cierta regién cuenta con 1 620 empleados pu-
blicos cuya distribucién de salarios, en miles de euros, se refleja en la siguiente

tabla.
Salarios N.° empleados
0,6 20
1,0 200
1,5 500
1,8 300
2,0 400
2,3 200

a) Hallese la media, la mediana y la moda de la distribucién de los salarios.

b) ;Cual de los tres promedios es més representativo?

SOLUCION

a) La primera columna de la tabla anterior corresponde a los valores de la variable y la se-
gunda a las frecuencias absolutas, con lo cual, el salario medio mensual por empleado
publico, es decir, la media aritmética, en miles de euros, de la distribucién de los sala-

rios es
1 & 06-20+1-200+1,5-500+ 1,8 -300+ 2-400 + 2,3 -200
x:_le-nl: :1,7.
Nl_:l 1620

El salario mas frecuente, la moda de la distribucidon de los salarios, es el valor de la variable
con mayor frecuencia:

Mo =1,5 miles de euros.
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Por ultimo, la mediana de los salarios es el minimo valor cuya frecuencia absoluta acumulada
es estrictamente mayor que 1 620/2 = 810. En esta distribucién, x, =1,8 tiene una frecuencia
absoluta acumulada N, = 1 020, por lo que

Me =1,8 miles de euros.

b) Para estudiar la representatividad de los promedios, utilizaremos el indice de dispersién
calculado respecto a cada uno de ellos.

Asi, por lo que respecta a la media aritmética, hallaremos

I;= — 5
X
donde
1Y _ 1
— > 5 —x| m=—=(06—-1,7] 20+ [1 = 1,7] -200 + | 1,5 — 1,7] - 500 +
N~ 1620
+ 1,8 = 1,7] +300 + |2 — 1,7] - 400 + |2,3 — 1,7| - 200) = 0,33,

con lo cual, el indice de dispersion de la media es

I —0’33—019
oy T

El indice de dispersion de la moda es
LY 1~ ol
— . — Mo n;
N,-:Zl X; ol-n
IMD = Mo

Por ello, calculamos:

1 1
— > |x—Mo|-n;=—=(]06—1,5]-20+ |1 — 1,5] -200 + |1,5 — 1,5] - 500 +
N 1620

i=1

+ 18- 15 - 200) = 0,35.

£300+ [2-1,5

~400 + 2,3 - 1,5

En definitiva,

I —0’35—023
Mo — 15 - Y .

s
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Por ultimo, el indice de dispersién de la mediana es
1 h
—2 |x,-—Me|-n,»
Ni =1

IME = Me ’

para cuyo célculo obtendremos:

- 200 +

1,5 — 1,8 - 500 +

1 g 1
N & | Meln = g (06— 18] 20+ 118

+ 1,8 = 1,8] 300+ |2 — 1,8] -400 + |2,3 — 1,8] - 200) = 0,32.

De este modo,

I —0’32—018
Me ™ 18 T

>

La comparacion de los tres indices de dispersién permite afirmar que la mediana, con un indi-
ce de dispersion ligeramente mds pequefio, es la medida de posicién mds representativa para
esta distribucién de frecuencias, seguida de la media aritmética y después de la moda.

Dada la distribucion de frecuencias (x; f;), cuya media y desviacion tipica son x y S, res-
pectivamente, obténganse la media y la desviacion tipica de la distribucion tipificada

(x,-—)_c.f>
s )

SOLUCION

Denotemos por

a la observacidn genérica de la variable transformada.

1
Aplicando el resultado de 1.8 a las constantes a = 3 yb= R la media de la variable tipi-
ficada es
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Andlogamente, mediante aplicacion de 1.22, la varianza de la nueva distribucidn es

1\2 s?
Si=|—=| $?=—=1
z (S ) s?
En conclusién, la distribucién tipificada tiene media cero y varianza uno.

Podriamos haber llegado al mismo resultado considerando que la transformacién anterior es un
cambio de origen y de escaladonde e = Sy 0 = x.

Un almacén farmacéutico se compone de dos secciones: perfumeria y farmacia. En
2003, la distribucién de ingresos mensuales, en miles de euros, de la seccidn de per-
fumeria tuvo una media de 150 y una desviacion tipica de 9, siendo estas medidas 450
y 20 para la distribucién de ingresos mensuales en la seccién de farmacia.

En el mes de agosto de dicho afio se obtuvieron unos ingresos de 500 mil euros en la seccién
de farmacia y de 160 mil euros en la de perfumeria. ;Cudl de estos valores es relativamente ma-
yor en comparacién con el resto del afio?

SOLUCION

La informacién proporcionada por el enunciado aparece resumida en la siguiente tabla:

Ingresos Desviacion tipica Ingresos

medios ingresos agosto
Farmacia 450 20 500
Perfumeria 150 9 160

Estos dos valores, 160 y 500, pertenecen a distribuciones distintas, con lo cual, para poder com-
pararlos hemos de homogeneizarlos, eliminando la influencia de sus correspondiente unidades
de medida. A partir de una distribucién de frecuencias, el proceso denominado tipificacion per-
mite, mediante un cambio de origen y de escala, obtener una distribucién transformada des-
provista de tal influencia; los valores de esta distribucién transformada, que, segiin hemos de-
mostrado en 1.24, tiene media 0 y desviacidn tipica 1, podran ser comparados con los valores
de otras distribuciones tipificadas.

Procedamos, entonces, a normalizar estos dos valores correspondientes al mes de agosto, ob-
teniendo, asi, los siguientes valores homogéneos denominados valores tipificados:

_ 500 — 450 _

25,
4 20



42 ESTADISTICA DESCRIPTIVA Y CALCULO DE PROBABILIDADES

para la seccién de farmacia, y

e 160; 150 _ oy

para la seccién de perfumeria.

Se concluye, de este modo, que los mayores ingresos en el mes de agosto, en términos relati-
vos, han correspondido a la seccién de farmacia.

Analicese el efecto que produce una transformacion lineal sobre el coeficiente de va-
riacion de Pearson de una distribucion de frecuencias, (x;; f;). Apliquese el resultado
al caso particular de un cambio de origen y de escala.

SOLUCION

Sea V el coeficiente de variacién de Pearson de la distribucién de frecuencias (x;; f;),

donde x y S son, respectivamente, la media y la desviacion tipica de la distribucion.

Como el lector sabe por resultados anteriores, la distribucién resultante de una transformacion
lineal, (a - x; + b; f;), tiene por media y por desviacién tipica:

a-x+b

|al- S,
respectivamente.

Por tanto, el coeficiente de variacion de Pearson de la nueva distribucion es

Téngase en cuenta que, si b es igual a cero y a es un nimero positivo, la distribucién transfor-
mada tiene un coeficiente de variacion igual al de la distribucién de partida, pues

|a|~S S

X

=1

a-
a-x a-
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Ademds, si b es cero y a es menor que cero, el coeficiente de variacion de la nueva distribucién sera

1

_la]s  -a-s s
B X

a-x a-x

Ahora bien, puesto que la interpretacion del coeficiente de variacién es en valor absoluto, al ser
|V'| = |=V]| = | V|, puede afirmarse que la distribucion inicial y la distribucion transfor-
mada tienen idéntica dispersion relativa.

Particularmente, si a es igual a —1, es decir, si comparamos las dispersiones con respecto a sus
correspondientes medias en (x;; f;) y (—x;; f;), concluiremos que ambas tienen la misma, hecho
que, por otro lado, es intuitivamente claro: si todos los valores de la distribucién cambian de
signo, siendo iguales las frecuencias, seguirdn manteniéndose las posiciones relativas de cada
valor con respecto a su media aritmética, o, equivalentemente, el grado de homogeneidad de
ambas distribuciones serd el mismo. Obsérvese, ademds, que en este caso también coinciden
las varianzas de las dos distribuciones.

Un caso particular del planteado en este ejercicio se obtiene sia =1/e y b = —ole, (e > 0), esto
es, si la transformacidn lineal es un cambio de origen y de escala. En tal caso, el coeficiente de
variacién de la distribucién transformada resultara ser

1 5 1 S

e e __ S
: =—
—x-—— —G-o * 7

ya que e >0 implica que |1l/e| = 1/e.

En consecuencia, el coeficiente de variacion de Pearson de una distribucion se ve afectado uni-
camente por cambios de origen.

Una empresa desea contratar un pedn para pintar la raya divisoria entre carriles de una
nueva carretera. Para ello pone a prueba a dos personas durante 5 dias, con los siguien-
tes resultados correspondientes al nimero de kildémetros pintados por cada uno de ellos:

Dias 1 2 3 4
Peén A 6 2 11 0 6
Pe6n B 5 3 5

Aunque el nimero medio de kilémetros pintados por dia es 5 para el pedn A y 4 para el peén
B, la empresa, aplicando el criterio de constancia y homogeneidad en el trabajo, contrata al
operario B. Justifiquese estadisticamente dicha decision.
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SOLUCION

Desde el punto de vista estadistico, hablar de mayor homogeneidad significa hablar de menor
dispersion. Por ello, utilizando el coeficiente de variacién de Pearson, medida de dispersion re-
lativa, se podrdan comparar las dispersiones de ambas distribuciones, tomando como referencia
la media aritmética.

Teniendo en cuenta que X, y Xz, valores medios de cada distribucién, son iguales a 5 y 4, res-
pectivamente, la varianza de la distribucién del peén A es

SA:%(62~|—22+ 112+ 0>+ 6%) — 52 = 144
y la del peén B,
SB=%(52+32+52+42+32)—42:0’87

con lo cual, las desviaciones tipicas, raices cuadradas de las cantidades anteriores, son

S, = 3,79

Sy = 0,89.

Por consiguiente, los coeficientes de variacion son, respectivamente,

Sy 3,79
Vy=—=—7"=0,76
X4 5
y
S 0,89
Vg=—= = 0,22.
Xp

El resultado obtenido justifica estadisticamente la decision de la empresa, puesto que la distri-
bucion correspondiente al peén B es mds homogénea, como indica el menor valor de su coefi-
ciente de variacion. En concreto, el coeficiente de variacion de la primera distribucién nos dice
que la dispersion de los datos en torno a su media representa un 76 por ciento de ésta, siendo
el porcentaje de dispersion de las observaciones de la segunda distribucién con respecto a su
media tan solo del 22 por ciento del valor de dicha media.

Dos cadenas de alimentacién, PALU e IPA, tienen instalados supermercados a lo lar-
go de todo el territorio nacional. Los siguientes histogramas representan las distribu-
ciones de frecuencias de los beneficios mensuales, en miles de euros, correspondien-
tes a los supermercados de ambas cadenas.



Distribuciones de frecuencias unidimensionales 45

0,25 f-nnmmmmmmmm e

X 2 T (SR
(3 S

0,10 f------

IPA

0,30 f---mmmmmame--

0,20 |-------
0,15 fomoe oo

10 S PR R S— —

a) (Cuadl de los dos grupos de supermercados presenta unos beneficios mensuales
mas homogéneos?

b) (Qué cadena tiene un mayor porcentaje de supermercados con beneficios entre
4 y 5 mil euros?

SOLUCION

a) Del histograma correspondiente a la distribucién de beneficios mensuales de la cadena
PALU se obtienen los datos que aparecen en la tabla siguiente:

Ingresos PALU X; d; i
1-2 1,5 0,10 | 0,10
2-4 3,0 0,15 0,30
4-5 4,5 0,25 0,25
5-7 6,0 0,175 0,35
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Las tres primeras columnas contienen los intervalos, las marcas de clase y las densidades de
frecuencia, esto es, las alturas, de los histogramas.

Obsérvese que cada cantidad de la dltima columna, f;, se calcula a partir la densidad de fre-
cuencia de cada intervalo, d;, y de la longitud de cada rectdngulo, c;, segun la relacién:

fi=d; ¢

Los datos de la tabla permiten hallar la media aritmética de la distribucién de beneficios men-
suales de la cadena PALU,

h
Xp = Z xfi=15-0,10+3-0,30 +4,5-0,25 + 6 - 0,35 = 4,275 miles de euros,
i=1
la varianza,
h
Sp = z x?-f —x=15%-0,10+ 32-0,30 + 4,52- 0,25 + 6% - 0,35 — 4,275 = 2,31,
i=1
y, en consecuencia, la desviacion tipica, raiz cuadrada de la varianza,

Sy =1,52.

Con estas caracteristicas se halla el coeficiente de variacion de Pearson de la distribucion de
beneficios de la cadena PALU, que utilizaremos para comparar el grado de homogeneidad de
las distribuciones de beneficios de ambas cadenas:

Sy 1,52
Ve =5 =75 = 03555

es decir, la dispersion de los valores de la distribucién con respecto a su media representa un
35,55 por ciento de dicha media.

Por los que respecta a la distribucion de beneficios mensuales de la cadena IPA, en la siguien-
te tabla se recoge la informacion que proporciona el histograma de frecuencias:

Ingresos IPA Y d; f;
1-2 1,5 0,20 | 0,20
2-4 3,0 0,30 | 0,60
4-5 4,5 0,15 | 0,15
5-7 6,0 0,025 | 0,05

La media de beneficios, en miles de euros, de la segunda distribucién es

k
V=2 v fi=15020+3-0,60 + 45 - 0,15 + 6 - 0,05 = 3,075,

j=1
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siendo la varianza
k
St = 2 vy} fi —yf=15%-020+32-0,60 + 4,5*- 0,15 + 62 - 0,05 — 3,075% = 1,23,
j=1
y la desviacioén tipica
Sr=1,11.

En consecuencia, el coeficiente de variacion de Pearson de la distribucion de beneficios de la
cadena IPA es

5 _ bl 0,360
V’_E_s,ms_’ .

Se concluye, asi, que la distribucién de beneficios de la cadena de supermercados PALU es li-
geramente mds homogénea por ser algo menor su coeficiente de variacion.

b) Puesto que la frecuencia relativa del intervalo 4-5 es 0,15, ello significa que el 15 por cien-
to de los supermercados de la cadena IPA tienen beneficios entre 4 y 5 mil euros, mientras
que un 25 por ciento de los supermercados de la cadena PALU tienen beneficios en dicho
intervalo, ya que la frecuencia relativa del intervalo 4-5 en la distribucién de frecuencias de
los beneficios de esta cadena es 0,25.

La siguiente tabla recoge los ingresos medios durante 2003, en miles de euros, y la
desviacion tipica de las doscientas empresas que una multinacional posee en América,

Asia y Europa.
o Ingresos Desviacién
N.° empresas . .
medios tipica
América 20 330 70
Asia 50 165 22,5
Europa 130 256 42

En 2004 cada una de las veinte empresas de América incrementé sus ingresos en un 5 por cien-
to, siendo este incremento de 15 mil euros en las empresas ubicadas en Asia y manteniéndose
constantes los ingresos de las que estdn en Europa.

a) (En qué continente fue mds homogénea la distribucién de los ingresos en 2004?

b) Los mayores ingresos en 2004 han correspondido en América a una empresa con
361,2 miles de euros, en Asia a una empresa con 191,25 miles de euros y en
Europa a una empresa con 293,8 miles de euros. ;Qué empresa ha obtenido ma-
yores ingresos en términos relativos?
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SOLUCION

a) Puesto que tenemos informacién sobre medias y desviaciones tipicas de 2003, parece ra-
zonable realizar la comparacién de la dispersién mediante el coeficiente de variacién de
Pearson, aunque para ello serd necesario disponer de la media y la desviacién tipica de las
distribuciones de ingresos de cada continente en 2004.

Ahora bien, si (x;; f;), (v;; f7) y (w; f) son las distribuciones de ingresos de cada continente en
2003, la informacién del enunciado permite conocer que, en 2004, la distribucién de ingresos
en América, con un incremento de los valores del 5 por ciento, se transforma en la distribucion
(1,05 - x;; f;); la distribucién de ingresos en Asia, con un aumento lineal de 15 mil euros, se con-
vierte en (y; + 15; f;); manteniéndose constante, es decir, igual a (u;; f;) la distribucion de in-
gresos de las empresas europeas.

Las conocidas propiedades de la media y la desviacion tipica de una distribucion permiten la
obtencion de estas caracteristicas en cada una de las distribuciones de ingresos en 2004, a par-
tir de las correspondientes al afio anterior, segin se recoge en la tabla siguiente:

Ingresos medios | Desviacion tipica
América 1,05 - 330 = 346,5| 1,05-70=73,5
Asia 165+15 =180 22,5
Europa 256 42

En consecuencia, el coeficiente de variacion de Pearson de cada distribucion es

3,5
Vamerica = m = 0,212,

22,5

VASIA :W = 0,]25

42
Vevrop = W = 0,164,

concluyéndose que la distribucion de los ingresos en Asia es mas homogénea, al ser menor su
coeficiente de variacion: la dispersion de los valores de la distribucién en torno a su media re-
presenta un 12,5 por ciento del valor de esta en dicha distribucidn, siendo los correspondientes
porcentajes en América y Europa del 21.2 y del 16.4, respectivamente.

b) Los valores tipificados de los ingresos de las mejores empresas de cada continente,

361,2 — 346,5
ZAMERICA — 7—3 5 =0,2,
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191,25 — 180
TASIA :T: 0,5
y
293,8 — 256
ZEUROPA — i42 =09,

muestran que los mayores ingresos, en términos relativos, corresponden a la empresa europea,
con un valor tipificado mayor que el resto.

Una empresa dedicada a la produccién de piezas para coches desea adquirir una méa-
quina para la fabricacién de cubiertas. El proveedor le ofrece la posibilidad de elegir
entre dos tipos de mdquinas.

De una muestra seleccionada para cada uno de los tipos de méaquinas se sabe que la distribu-
cién del ndmero de unidades producidas diariamente tiene una media de 120 y una desviacién
tipica de 7 para las maquinas de tipo A, mientras que estos valores son 100 y 5 para las ma-
quinas del tipo B.

Ademads, las unidades fabricadas al dia por una maquina del tipo A tienen el siguiente coste, en
euros,

CA = 60 * X,
siendo el coste diario de produccién en una maquina del tipo B:
Cz=50-Y + 10,

donde X e Y representan, respectivamente, el niimero de unidades producidas al dia por una ma-
quina del tipo A y por una del tipo B.

Si el criterio de decision de la empresa se basa en la mayor homogeneidad en el coste diario de
produccién, ;qué tipo de maquina debera comprar?

SOLUCION

La media de produccién diaria, de la maquina A, x, es de 120 unidades, siendo el nimero me-
dio diario de unidades producidas por la maquina B, y, igual a 100. Se sabe, también, que la
desviacion tipica de la distribucién de unidades producidas por la maquina A, Sy, es de 7 uni-
dades y la que corresponde a la maquina B, Sy, es de 5 unidades.

A partir de aqui, y como el coste de la produccién de la maquina A es

CA:60'X,
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es posible calcular el coste medio y la desviacion tipica del coste de produccién de la maqui-
na, aplicando las propiedades de la media y la desviacion tipica:

¢, =60 -x=60-120 = 7200 euros

Sc, = 60 - Sy =60 -7 = 420.
De igual modo, el coste de produccién de la maquina B es
Cz=50-Y+ 10,
con lo que, la media y la desviacién tipica de Cy son, respectivamente,

cg =50y +10=50-100 + 10 = 5010 euros

Sc, =50 Sy =505 = 250.

Con los datos obtenidos se halla el coeficiente de variacion de Pearson de la distribucion del
coste de produccion para cada una de las maquinas:

Sc, 420
Vo, =—%= = 0,0583
€, 7200

Sc, _ 250

Vo, =—2= = 0,0499,

%y 5010

pudiendo afirmarse que, segun el criterio de mayor homogeneidad en el coste diario de produccion,
deberia comprarse la maquina B, a la cual corresponde un coeficiente de variacién algo menor.

Proponemos al lector que resuelva este ejercicio aplicando el resultado 1.26.

Las distribuciones mensuales de los salarios, en miles de euros, de dos empresa, Mico-
vusa y Nossan, dedicadas a la fabricacion de piezas para coches, son (x; f;) € (y;; /),
respectivamente, con S desviacién tipica comtn a ambas.

El salario mensual del sefior Pérrez, gerente de Micovusa, es de 30 mil euros y el de la sefiora
Fuji, gerente de Nossan, de 36 mil. Para conocer cudl de los dos salarios es mayor en relaciéon
con el resto de los trabajadores de sus respectivas empresas, se han tipificado dichos salarios,
obteniéndose el mismo valor en ambos casos.

a) Interprétese el resultado.

b) Sabiendo que, en términos relativos, la dispersion de los salarios de la empresa
Micovusa con respecto a su media es el doble que la dispersion de los salarios en
Nossan en relacion a la suya, ¢cudles son los salarios medios de cada una de las
empresas?
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SOLUCION

a) Altipificar los salarios de ambos gerentes el resultado es idéntico, por lo que podemos afir-
mar que ambos tienen el mismo salario en relacion con el resto de los trabajadores de su
empresa.

b) Como el resultado de tipificar los salarios de los dos gerentes ha sido el mismo, y puesto
que Sy = Sy = S, se tiene que

donde x; e y; son, respectivamente, los salarios del sefior Pérrez y de la sefiora Fuji.

En consecuencia, simplificando,

esto es,
30— x=36—Y,
y, por tanto, se obtiene la siguiente relacion entre las medias de ambas distribuciones:
xX=y—6.

Como, ademds, la dispersion relativa de los salarios en Micovusa es doble que la dispersion de
los salarios en Nossan, resulta, igualmente, una relacién entre los respectivos coeficientes de
variacion:

VX=2'Vy.

Por consiguiente, sustituyendo las expresiones de estos coeficientes, se tiene que

S_5.5,

X y
con lo cual

y=2-%
En definitiva, por un lado,

xX=y—6,

y, por otro,
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de lo que se concluye, despejando, que

X = 6 mil euros

y = 12 mil euros

son los valores medios de cada distribucion, es decir, los salarios medios de cada empresa.

Un restaurante ofrece a sus clientes tres tipos diferentes de platos combinados, enume-
rados del I al III. Los precios de cada mend, en euros, asi como los ingresos obtenidos
el domingo pasado por la venta de cada uno de ellos, se reflejan en la siguiente tabla:

Tipo de mend | Precio | Ingresos

1 6,5 520
II 8,0 280
I 9,0 324

a) Hallese el precio medio por mend.

b) Calciilese la dispersion relativa de la distribucién del precio por mend.

SOLUCION

a) Para calcular el promedio de la magnitud relativa precio por menii hay que hallar la media
armonica de su distribucidn:

520 + 280 + 324
H= N __ = 7,44 euros.
" op, 520 280 324
2o
X; 6,5 8 9

i=1

b) Calculemos, en primer lugar, la desviacion cuadrdtica media con respecto a la media ar-
monica:
1 h
2 — _ 2
Dy = N Z (x; = H)* n;,
i=1
que, para el caso que nos ocupa, es

(6,5 — 7,44)2 520 + (8 — 7,44)2 280 + (9 — 7,44)2 324
Dii = 1124

= 1,19.
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En definitiva, la dispersion relativa, esto es, el coeficiente de variacidn respecto a la media ar-
monica, es

g
jas S}

1,09
Ve == =745 = 015,

con lo cual, la dispersién de los valores de la distribucién del precio por mend con relacién a
su media representa un 15 por ciento del valor de dicha media.

Indiquese si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

a) El coeficiente de asimetria de Fisher no varia si todos los valores de la distribu-
cién se multiplican por una constante.

b) Si a cada valor de una distribucién asimétrica negativa se le suma una constante,
k, siendo k un valor mayor que la media aritmética de dicha distribucion, ésta pa-
sard a ser una distribucién asimétrica positiva.

SOLUCION

a) El coeficiente de asimetria de Fisher de la distribucion (x;; f;) es

h

) ; X, — X3 f,
TR

i=1

El coeficiente de asimetria de la distribucion transformada, (k - x;; f;), con k valor constante, es
igual a

h
> k-xi—k-%)1f

i=1

81 =T 32’
{Z(k-xi—k-)_c)zf,}

i=1

puesto que, como es sabido, la media de la distribucion transformada es & - x.
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Sacando factor comun a k* en el numerador y a k en el denominador, y teniendo en cuenta que
se trata de un valor constante que, por tanto, puede escribirse fuera del sumatorio, resulta:

h h
> B -3 Y, (=X f; Z o — X3 f;

81 =T o h o h 8
[Z kz(x,-—i)zf,} k3[2<xi—x>2fi} [Z (x; = %)? ]

i=1 i=1

En consecuencia, la afirmacion del apartado a) es verdadera.

b) El coeficiente de asimetria de la distribucién (x; + k; f;), con k una constante cualquiera, es

h
o+ -G+ bPf

i=1

81 =T & 30
[Z [+ k) — &+ k)Fﬁ}

i=1

ya que la media de la distribucion transformada es igual a x + k. Por tanto, operando, resulta
que

h

Z(X—X)‘
g =—— =g
T

i=1

En definitiva, el coeficiente de asimetria es invariante ante este tipo de transformaciones, sea cual
sea el valor de la constante k, siendo, consecuentemente, falsa la afirmacién de este apartado.

En la siguiente tabla se recoge la distribucién de frecuencias del nimero de unidades
diarias de un producto vendidas durante el pasado mes:

a) Hallese la media, la mediana y la moda de esta distribucion.

b) Obténgase la varianza, la desviacién tipica, el coeficiente de variacién de
Pearson, la desviacién cuadritica media con respecto a la mediana y el coefi-
ciente de variacion con respecto a la mediana.

¢) Calciilese los coeficientes de asimetria y de curtosis.
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SOLUCION

a) Sirva este sencillo ejercicio para fijar ideas sobre el célculo de las principales caracteristi-
cas de una distribucién de frecuencias.

Por definicién de media aritmética de una distribucidn, se tiene que

N G 0-7+1-842-9+3-4+4-2
:_Z X n = = 1,53 unidades.

30

Para el cédlculo de la mediana completamos la tabla del enunciado con la fila correspondiente
a las frecuencias absolutas acumuladas:

x|lol1]2]3]4
m| 78] 94]2
N, | 7 [15]24]28]30

Obsérvese que, en este caso, existe un valor de la variable, x, = 1, tal que su frecuencia abso-
luta acumulada coincide con N/2 = 15. La mediana es, por tanto, igual al punto medio entre
ese valor y el siguiente:

x2+x3_1+2
22

= 1,5 unidades.

Por dltimo, la moda, valor de la variable con mayor frecuencia, es, en este caso, el valor x; = 2.

b) A partir de la varianza,

Z 0T 12-8+422-943-44+42
X

_ 2 —
30 1,53 1,39,

i=1

se calculan, tanto la desviacidn tipica,

s=Vs =118,

como el coeficiente de variacion de Pearson,

_LI8 _ 97,

V= 1,53

=1|ta

La desviacién cuadratica respecto a la mediana es

1 h
D=y 2 05— Mo,
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con lo cual, para los datos del enunciado, se tiene que
1
D= %[(0 — LS T ISP 8+ Q- 15P 9+ (- 157 4+ @4~ 157-2|=138

En definitiva, el coeficiente de variacion de la mediana es

V Dy,
V , = = s .
ve =" 0 78

c) El coeficiente de asimetria responde a la expresion:

donde

es el momento de orden 3 respecto a la media.

En cuanto al coeficiente de curtosis,

my

:F_?”

82

en su expresion aparece el momento respecto a la media de orden 4,

h
my = % 2 (x; — X)* n,

i=1

Los datos de la siguiente tabla servirdn de apoyo en el cdlculo de los coeficientes pedidos:

o | G- | -
0 -3,58 5,48
1 -0,15 0,08
2 0,10 0,05
3 3,18 4,67
4 15,07 37,22

Asi,

1 & (—3,58) -7+ (—0,15)-8 + 0,1 -9 + 3,18 - 4 + 15,07 - 2
= — R )3 L= =
m = ,; G, — X n 20 0,58
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Y, puesto que
$3=1,18 = 1,64,

se tiene que el coeficiente de asimetria es

§ =5 " Tes 0
Andlogamente,
1 & _ 548-7+0,08-8+0,05-9+4,67-4+3722-2
m= i; (=X n = % =442
y

S =1,18"= 1,94,
por lo que el coeficiente de curtosis resulta ser

m, 4,42
—3=—""1o-3=-0,72

§27 g1 1.94

De la distribucién (x;; f;), se obtiene la distribucién (y;; f;), mediante cambio de va-
riable en los valores de la primera distribucién. Obténgase la expresion de y; en fun-
cién de x;, sabiendo que la media de la distribucién transformada es igual al momen-
to respecto al origen de orden 2 de la distribucién inicial.

SOLUCION

Como, segtin el enunciado,
y = a; (%),
sustituyendo, se tiene que
h h
Cf = 2.
Z yiofi = Z xifi
i=1 i=1
con lo cual, identificando términos, resulta la relacion:

_ 2
Yi = Xi-
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Se considera la variable X en las unidades de una poblacién dividida en L partes o es-
tratos. Héllese la expresion de la media de X en funcién de los valores medios de la
variable en cada estrato.

SOLUCION

Denotemos por x;, el valor de la observacién i-€sima de la variable en el estrato 4-ésimo y sea
N, el tamafio del estrato s-€simo. Por definicidn, la media aritmética de la variable es igual a
la suma de todas las observaciones de la variable dividida por el nimero de ellas, N. Asi, or-
denando éstas segtn el estrato al que pertenecen y agrupando en sumatorios las observaciones
que estan en el mismo estrato, se obtiene que

Ny N
Zx“-i-...—i-Zx,-L LN

() e Oty e, Zx_,
N N N

h=1i=1

}:

Noétese que el valor medio se calcula con dos sumatorios, ya que cada observacion consta de
dos subindices. Ahora bien, este valor medio puede también expresarse, seglin se verd a conti-
nuacion, a partir de la media de la variable en cada estrato. Asi, puesto que la media corres-
pondiente al estrato ~-ésimo es igual a la suma de las observaciones de dicho estrato entre el
nimero de ellas,

multiplicando y dividiendo por N, la media x, se tiene que

L Ny L Np L L
— Nh Xin Nh Xin Nh _ _
x = — = — = . -xh = Wh . -xh7
hgl igl N h N hgl N i; N h hgl N hgl
donde, parah =1, ..., L,
W, = Nh
Y

es el peso o ponderacion del estrato h-ésimo.

Un cierto producto ha estado a la venta en tres establecimientos al mismo precio por
unidad en todos ellos durante un afio.

En el primer cuatrimestre estuvo a la venta en el establecimiento A; el trimestre siguiente se
vendié en el establecimiento B y el resto del afio en el C. El nimero medio mensual de unida-
des vendidas en cada uno de ellos ha sido: 100, 200 y 125, respectivamente.
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a) Obténgase el nimero medio mensual de unidades vendidas en el total de los es-
tablecimientos.

b) Sabiendo que el ingreso medio mensual por las ventas del producto ha sido de
7 500 euros, héllese el precio por unidad del citado producto.

SOLUCION

a) El nimero medio mensual de unidades vendidas para el total de los establecimientos, x, se
halla a partir de las ventas medias mensuales en cada establecimiento, x,, X5 Y X, median-
te la expresion:

_ ;A'NA-F}B'NB-F}C'NC
tT Ny + Ny + Ne ’

correspondiente, segtin vimos en 1.36, a la media de una poblacién dividida en estratos para el
caso en el que el nimero de ellos sea 3.

Observe el lector que N4, Ny y N son, en esta ocasion, el nimero de meses que el articulo ha
estado a la venta en los establecimientos A, B y C, esto es, 4, 3 y 5, respectivamente.

En definitiva, utilizando los datos del enunciado, resulta que

100 -4 +200-3+125-5

X = D = 135,42 unidades.

b) El ingreso mensual, Y, se relaciona con X, nimero de unidades vendidas al mes, mediante
la expresion:

Y=p-X,
donde p es el precio por unidad.

Aplicando la propiedad de la media aritmética demostrada en 1.8, se cumple, asimismo, la re-
lacién entre las respectivas medias:

y=p-x

Por tanto, despejando, el precio por unidad resulta ser

=————= 55,38 euros.

2 7 500
x 13542
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Dada una poblacién dividida en L estratos, obténgase la varianza de la variable X a
partir de las varianzas de la variable en cada uno de los estratos.

SOLUCION

La varianza de la distribucién de la variable X es la media aritmética de las desviaciones al cua-
drado de cada observacién con respecto a su media, x. Asi, si ordenamos las observaciones se-
gtin el estrato al que pertenecen, tendremos que la varianza es

G (o =X+ o Gy =X+ X)L (xNLL—})z.
N

Agrupando términos semejantes en sumatorios, se obtiene la expresién equivalente:

L N

N1 Np,
N — XAt D X D, D (i — X

i=1 _h=1li=1

2:i:1
S N N

Sumando y restando en la expresion anterior la media del estrato 4-ésimo, x;,, desarrollando el
binomio y separando en tres sumandos, se tiene que

L Np
YDl — %) + @ -
Szzhzlizl .
N
L M L Nn L N
P INETESA LD W WL DD IR C T R )
:h:Ii:1 +h:1i:l +2.h:li:1 .
N N N

Ahora bien, puesto que (x, — X) no depende de i, el segundo sumando es igual a

L
Y N &, -2

h =1

N

y el tercer sumando es

L Np
Y G- Y, (%)
2'h:1 ;'V:l :O,
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pues la suma de las desviaciones de las observaciones del estrato 4-ésimo con respecto a su media,
Np

Z (x5, — x3,), es igual a cero.

i=1

Por tanto,

entonces, despejando, se tiene que

Np

Y (i — X =N, S?

i=1
y, por tanto, sustituyendo en el primer sumando:
L L
2 NSt X N~

gr=t=1 ph=
N N

En definitiva, la varianza de la variable X es

L L
S2=3W,-S2+ X W, & — %

h=1 h=1

donde W, = N, /N, es, seglin vimos en 1.36, la ponderacién del estrato #-ésimo.

El Tour Operador de circuitos por Europa Eurovacaciones organizd, durante el pasa-
do afio, viajes con tres destinos diferentes: Paris, Roma y Londres. A Paris hicieron
un total de 100 viajes, a Roma 150 y a Londres 250. Se da la circunstancia de que la
media de ingresos por viaje coincide en los tres itinerarios, siendo sus desviaciones
tipicas 20, 30 y 40 mil euros, respectivamente.

a) (En cudl de los tres destinos la media de ingresos por viaje es mds representa-
tiva?
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b) Calciilese la varianza de la distribucién de ingresos obtenidos en el total de los
viajes (Parfs, Roma y Londres) durante dicho afio.

SOLUCION

a) Los datos proporcionados por el enunciado se presentan, para mds claridad, en la siguien-
te tabla:

o i Media Desviacion
N.° viajes . L

ingreso tipica ingreso
Paris 100 Xp 20
Roma 150 Xp 30
Londres 250 X 40

Puesto que la media de las tres distribuciones es la misma,
.xP = XR = XL,

y las variables estdn expresadas en las mismas unidades de medida, a la hora de elegir la mas
representativa no es necesario hallar la dispersién en términos relativos de cada distribucion
con respecto a su media mediante el coeficiente de variacion: basta con comparar las desvia-
ciones tipicas.

Consecuentemente, la menor dispersioén corresponde a la distribucidn de ingresos por viajes a
Paris, puesto que su desviacion tipica es la mds pequeiia.

b) La expresion de la varianza cuando la poblacién estd divida en estratos es, segiin se de-
mostr6 en 1.38,

1 5 1 5 -
SzzﬁzNh.Shz-’_WzNh(xh_x)z'

h =1 h =1

El segundo sumando de esta expresion es, en la situacién que nos ocupa, igual a cero, ya que
las medias de cada estrato son idénticas y, por tanto, iguales a la media de la distribucién de in-
gresos obtenidos en el total de viajes, x, como puede comprobar el lector con la expresion de
dicha media. Asi,

L
2=~ BN, SP.

h=1
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Con los datos del enunciado, la varianza pedida es

=100 5o 4 150 550 4 250 g0 — g5,

SZ
500 500 500

donde 100/500, 150/500 y 250/500 son los pesos de cada uno de los estratos.

La directiva del club deportivo Cantabric, nuevo en la ciudad, contrata a tres trabaja-
dores para la captacién de socios durante un periodo de prueba de 10 dias. La media
diaria de clientes conseguidos es igual a 10, 20 y 50, respectivamente, para cada tra-
bajador, siendo las correspondientes desviaciones tipicas 2, 5y 2.

a) Hallese el nimero medio diario de socios que se ha inscrito en el club.

b) Estudiese la representatividad del promedio obtenido en el apartado anterior.

SOLUCION

a) El nimero medio diario de socios inscritos en el club, x, es decir, la media diaria de clien-
tes captados por los tres trabajadores, se obtiene de la expresion:

_ }1'N1+}2'N2+)_C3'N3
X = s

donde N,, N, y N;, tamafios de los estratos en los que se clasifica la poblacién, se correspon-
den, en este caso, con el nimero de dias empleados por cada trabajador.

Por tanto,

- _10-10+20-10+50-10 _ .
X = 10+ 10 + 10 = 26,67 socios.

Observe el lector que, al coincidir el tamafio de todos los estratos, es decir, el niimero de dias
empleado por cada uno de los trabajadores, la media podria haberse hallado, en esta ocasion,
como

X=—""7""

3

porque el peso de cada estrato es el mismo.
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b) La representatividad del promedio se analiza, segin es habitual, con una medida de dis-
persién como puede ser la varianza; en este caso, la varianza de una poblacién dividida en
estratos,

1 < 1 % o
SZ:WZNh'ShZ+WZNh(xh_X)2,

h=1 h=1

que, con los datos del enunciado, es igual a

$ = %(22 +52+2%) + %[(10 —26,67)* + (20 — 26,67)* + (50 — 26,67)2} = 299,89.

Una empresa dedicada a transformados metélicos cuenta con 50 trabajadores en su
cadena de produccién. En 2004, la distribucién de la cantidad de alambre, en miles
de toneladas, producida por trabajador se representa en la siguiente grafica:

6,25 [ -

0,9
0,75

10 12 16 24

a) (Cudéntas toneladas obtiene el 12 por ciento de los trabajadores que mds producen?

b) ;Cudl es la cantidad mdxima obtenida por el 25 por ciento de los trabajadores que
menos producen?

¢) Calciilese la produccién media por trabajador durante dicho afio.

d) La grifica anterior se ha obtenido a partir de la siguiente estadistica primaria:

X | 4191012 (13|14 |15(17(19|22]|24
n| 21314 (10/12(10(3 |1 ]|2]2]1

Héllese a partir de esta estadistica la cantidad media producida por cada trabaja-
dor y compérese el resultado con el obtenido en el apartado anterior.
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SOLUCION

A partir del histograma de frecuencias resulta la siguiente tabla de la distribucién de la canti-
dad de alambre producida por trabajador.

Produccion X; d; fof n; fi
0-10 5 1 090 10 9 0,18
10-12 11 5,00 2 10 0,20
12-16 14 | 6,25 4 25 0,50
16-24 20 | 0,75 8 6 0,12

Observe el lector que cada dato de la pentiltima columna, es decir, la frecuencia absoluta o nu-
mero de trabajadores de cada intervalo de produccién, se ha obtenido utilizando las dos co-
lumnas anteriores:

ni:di'c,-.

a) El 12 por ciento de los trabajadores que mds producen tienen una produccion entre 16 'y 24
mil toneladas, pues 0,12 es la frecuencia relativa del intervalo 16-24. En consecuencia, el
nimero aproximado de toneladas que estos trabajadores producen es

x, - ny =206 = 120 mil toneladas,
donde x, es la marca de clase y n4 la frecuencia absoluta del intervalo.

b) La cantidad méxima obtenida por el 25 por ciento de los trabajadores que menos producen
es el primer cuartil, C,.

El intervalo cuartilico, L; = | — L;, es 10-12, pues su frecuencia absoluta acumulada,
N, =9 + 10 = 19, es la més pequefia que supera a N/4 = 12,5.

Una vez identificado el intervalo cuartilico, para obtener el cuartil C, aplicamos la expresion:

% —Ni—
=L _ t—— ¢
n;
con lo cual, en este caso, y teniendo en cuenta que N; - ; = N; =09,
Cc,=10 +%- 2 = 10,7 miles de toneladas.

¢) Para obtener la produccién media por trabajador, esto es, la media aritmética de esta distri-
bucién de frecuencias agrupada hay que utilizar las marcas de clase de cada intervalo. Asi,

x= %(5 9+ 11-10+ 14-25 + 20 - 6) = 12,5 miles de toneladas.
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d) Si se halla la media de produccién por trabajador a partir de la estadistica primaria, se obtiene:

8+27+40+ 120+ 156 + 140 + 45+ 17 + 38 + 44 + 24

x= 350 = 13,18 miles de toneladas.

El resultado no coincide con el del apartado anterior, como consecuencia de la pérdida de in-
formacién originada por la agrupacion de los datos en clases.

El siguiente poligono de frecuencias representa la distribucién de la cantidad, en ki-
logramos, de carne picada que se ha vendido diariamente en una carniceria en un cier-
to periodo.

R

R

012 |

N f---A
e}

12 20

a) Hallese la cantidad media vendida diariamente.

b) Calcilese la cantidad médxima de carne que se ha vendido el 42,5 por ciento de
los dias que menos se ha vendido.

SOLUCION

El poligono de frecuencias relativas acumuladas aporta los datos que se detallan en la tabla si-
guiente correspondiente a la distribucién de frecuencias de la variable:

Cantidad X; F;
0-5 2,5 0,12
5-8 6,5 0,35
8-12 10,0 0,75

12-20 16,0 1
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a) A partir de las frecuencias relativas acumuladas obtenemos las frecuencias relativas ordi-
narias, segun las relaciones conocidas:

h=F
y, parai = 2,3, 4,
fi=F —F,

con lo cual,

[ 7 Jo.12[0.23] 0.4 0.25]

Estas frecuencias, junto con las marcas de clase de los intervalos, permiten hallar la media arit-
mética de la distribucién:

h
X= % fi=25-012+65-023+10-04 + 16 - 0,25 = 9,79 kilogramos.
i=1

b) Como sabemos, la informacién que proporciona el poligono de frecuencias estd expresada
en términos relativos. Por ello, a la hora de calcular el cuantil de orden 42,5/100 = 0,425,

0,425'N_Ni_1

Xoars = Li -4 "  Cis
i

lo méas adecuado es transformar las frecuencias absolutas que aparecen en la expresion anterior
en frecuencias relativas, dividiendo numerador y denominador del segundo sumando por N. De
este modo, la expresion del cuantil de orden 0,425 se convierte en esta otra equivalente,

0425 — F,_,
280~ Fica
Ji

Xoas = Ly 4

en funcidn, exclusivamente, de frecuencias relativas.

Teniendo en cuenta que el intervalo cuantilico es 8-12, ya que su frecuencia relativa acumulada,
0,75, es la primera estrictamente mayor que 0,425, entonces, F; ., = F, =035y ¢; = ¢; = 4,
con lo cual,

0,425 — 0,35

4 = 8,75 kilogramos.
0,40

X0425 = 8
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El alcalde de una localidad andaluza ha decidido abonar la cantidad de 1 200 euros
en concepto de ayuda al 25 por ciento de los jubilados del municipio con pensién
mas baja. La siguiente tabla refleja la pensién mensual, en euros, de los ancianos
de la localidad:

Pensién mensual fi
200-400 0,10
400-600 0,15

600-1 000 0,60
1 000-1 200 0,15

a) Hallese el importe mdximo mensual que deberd cobrar un pensionista para poder
recibir la ayuda.

b) Calcilese el importe que deberd consignar anualmente el Ayuntamiento para
hacer frente a la deuda comprometida, suponiendo que en la localidad hay 100
ancianos.

SOLUCION

a) Por definicién, el primer cuartil, C,, es el importe médximo que cobra el 25 por ciento de
los pensionistas con pension mas baja.

La informacién que proporciona el enunciado, en términos relativos, permite obtener las fre-
cuencias relativas acumuladas segin las relaciones:

Fy=f
y, parai = 2,3, 4,
Fi=F, _+f,

con lo que

| F [o.10[0.25]0.85] 1 |

Puesto que el intervalo 400-600 tiene una frecuencia relativa acumulada F, = 0,25, el primer
cuartil es el extremo superior de este intervalo: 600 euros.

b) El 25 por ciento de 100 es igual a 25, con lo cual, el Ayuntamiento tendra que abonar 1 200
euros a 25 ancianos, siendo, por tanto,

25 -1 200 = 30 000 euros,

el importe que deberd consignar a tal efecto.
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El servicio municipal de aguas de una ciudad estd realizando un estudio con objeto
de una posible privatizacién. Entre otros datos se ha obtenido que el consumo de
agua, en metros cuibicos, de las 2 000 familias de dicha ciudad durante el dltimo tri-
mestre del afio 2004 es el que se refleja en el siguiente gréfico:

2000 [ --=n=m=mmmmemmen s

I

T

200 f------meoos

a) Calcdlese la cantidad media trimestral consumida por familia.

b) Sabiendo que el precio por metro cibico de agua es de 0,5 euros y que, ademds,
cada trimestre se paga una cantidad fija de 2 euros por alquiler de contador y 6
euros en concepto de aguas residuales, ;cudl ha sido el importe medio por fami-
lia abonado dicho trimestre?

¢) (Cudl es el méximo consumo del 35 por ciento de las familias que menos consu-
men?

SOLUCION

A partir de la representacion gréfica, poligono de frecuencias acumuladas, se obtiene la si-
guiente tabla correspondiente a la distribucién de frecuencias de la variable consumo:

Consumo X; N; n;
0-20 10 200 200
20-30 25 1200 | 1000
30-50 40 1 600 400
50-80 65 2 000 400
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Obsérvese que la dltima columna de frecuencias absolutas ordinarias se ha obtenido a partir de
las frecuencias acumuladas, segtin las relaciones:

n, =N,
n;=N; = N;_y,
parai =2, 3, 4.

a) La cantidad media consumida por familia, esto es, la media aritmética de la distribucién de
frecuencias, es

1 & . . . .
T = ~ 2 Xon = 10-200 +25-1 002003040 400 + 65 - 400 _ 34,5 metros ctibicos.

i=1

b) La relacién entre la variable consumo, X, y la variable precio, Y,
Y=05-X+2+6,
es decir,
Y=05-X+8,
permite conocer, también, la relacién entre las medias de estas dos variables:
y=05-x+8.

Por tanto, utilizando la media calculada en el apartado anterior, el importe medio trimestral pa-
gado por familia es

y=0,5-34,5+ 8 = 25,25 euros.

¢) El consumo méaximo del 35 por ciento de las familias que menos consumen es el per-
centil 35:

35-N

- N,
Py =L+ 10 TG

n;

Teniendo en cuenta que el intervalo percentilico es 20-30, primer intervalo cuya frecuencia

5
10

absoluta acumulada, N, = 1 200, es estrictamente mayor que = 700, se tiene que

Po=20+ 20290 10 25 metros cibi
15 7000 metros ctbicos.
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Los empleados de una empresa conservera trabajan a destajo, cobrando mensual-
mente una cantidad fija de 800 euros y 1,5 euros por cada mil unidades producidas.
Los trabajadores del turno de noche representan el 25 por ciento de los empleados que
menor produccién tienen debido a la falta de luz natural. En el afio 2004, de la distri-
bucién del niimero de unidades producidas mensualmente por trabajador, ha resulta-
do que la cantidad médxima obtenida por los trabajadores del turno de noche ha sido
50 mil unidades.

a) Analicese el efecto que produciria una transformacién lineal sobre los cuantiles
de la distribucién (L; — | — L; ; f)-

b) Calculese el salario mdximo que perciben los trabajadores del turno de noche.

SOLUCION

a) Si L, _, — L;es el intervalo cuantilico de orden ¢ de la distribucién (L, - ; — L;; f,), el
cuantil de orden ¢ de esta distribucion es

g - N—Ni_

n;

X, =L+

El intervalo cuantilico de la distribucion transformadaes (a - L; _ | + b) — (a - L; + b), donde
a y b son constantes cualesquiera, ya que una transformacion lineal no produce ningtin cambio
sobre las frecuencias de los intervalos.

Por tanto, el cuantil de orden ¢ de la distribucién transformada es

-N—N. _
Vo=(a- L+ + LT L+ by~ (a- Li_, + D),
n

i

donde (@a-L;,+b)—(a-L,_,+b)=a(l;—L; _,) =a- ceslalongitud de intervalo cuan-
tilico de la distribucion transformada.

Operando en esta expresion, se tiene la siguiente relacion entre los cuantiles de orden g de am-
bas distribuciones:

-N—N, _
yq:(a'Li—l+b)+u'a'ci:a<l‘i—l
nA

1

_,_C]'N_Nifl
n,

'ci)—i-b:a-xq—i-b.
i

Este resultado puede aplicarse a la mediana de la distribucién, pues, como es conocido, esta
medida de posicién es un cuantil; en consecuencia, si Me es la mediana de la distribucion
(L; - | — L;;f), entonces, a - Me + b es la mediana de la distribucion transformada lineal-
mente, siendo a y b constantes cualesquiera.
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b) Segin se lee en el enunciado, los trabajadores del turno de noche representan el 25 por
ciento de los empleados que menor produccidn tienen, con una cantidad maxima obtenida
por ellos igual a 50 mil unidades; esto significa que el primer cuartil de la distribucién del
nimero de unidades producidas mensualmente es igual a 50 mil.

Puesto que, ademds, entre el nimero de unidades producidas mensualmente X, en miles, y el
salario mensual, Y, en euros, de los trabajadores existe la relacién lineal:

Y=800+ 15X,
aplicando el resultado demostrado en el apartado anterior al primer cuartil, se tiene que
Ci(y) =800 + 1,5 Cy(x) = 800 + 1,5 - 50 = 875 euros

es el primer cuartil de la distribucién del salario que perciben los trabajadores, esto es, el sala-
rio maximo que perciben los trabajadores del turno de noche.

Para una cantidad fija asegurada, el precio de un cierto seguro de vida, P, en euros,
depende de la edad del individuo, X, en afios:

P=3-X+7.

Analizada una poblacién de 200 individuos se obtiene el siguiente poligono de frecuencias acu-
muladas para la distribucién de la variable edad:

R

0,4 |-mmmmmmmmme e

0,1 f=mm=moo= -

15 30 40 65

a) Hallese el precio medio de los seguros de vida.

b) (Cuidl el es precio més frecuente?
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¢) (Cudl es el precio méximo del 50 por ciento de las pélizas mds baratas?

d) ;Cudntos individuos tienen suscritas pélizas cuyos precios estin comprendidos
entre 127 y 202 euros?

SOLUCION

A partir del poligono de frecuencias acumuladas resulta la siguiente distribucion de frecuen-
cias de la variable X:

Edad x; F, f
0-15 75 | o1 0,1
1530 | 225 | 04 0.3
3040 | 350 | 0.8 0,4
40-65 | 525 1,0 0.2

La ultima columna de esta tabla, frecuencias relativas de la distribucion de edades, se obtiene
con los datos de la columna anterior, es decir, a partir de las frecuencias relativas acumuladas,
segun las relaciones:

fl = Flv
para el primer intervalo, y
fi=F,—Fi_y,
para el resto de los intervalos.

Para hallar los tres promedios media, moda y mediana de la variable P, de la cual se desconoce
su distribucién de frecuencias, hay que tener en cuenta la relacién lineal existente entre P y X,

P=3-X+7,
asi como las propiedades de los tres promedios estudiadas en problemas anteriores.
a) Hallemos, en primer lugar, la edad media de los individuos, media de X, variable cuya dis-

tribucion es conocida:

h
x= in -fi=75-01+225-03+35-04+52,5-0,2 =32 aios.

i=1

Entonces, por las propiedades de la media aritmética, se tiene que la media de la distribucién
de los precios es

p=3-x+7,
con lo cual,

p =3-32+ 7 =103 euros.
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b) El célculo del precio més frecuente, esto es, de la moda de la distribucién de la variable P,
requiere la obtencién previa de la moda de la variable X. Para ello, hallamos el intervalo
modal y aplicamos la expresién:

d.
MOZLi_l_’_#l'Ci'
di*1+di+1

Puesto que, en esta ocasion, disponemos de frecuencias relativas, calcularemos las densidades
de frecuencia de los intervalos como

seglin aparece en la tabla siguiente, de la que se deduce que 30-40 es el intervalo modal:

| & [0.006] 0,02 | 0,04 [0,008]

Sustituyendo por los datos del problema, se tiene que

0,008

Moy =30+ 502+ 0,008

- 10 = 32,857 anos.

Por aplicacién de las propiedades de esta medida de posicién, resulta el valor de la moda de la
distribucién transformada, es decir, el precio mds frecuente:

Mop =3 - Moy + 7,
es decir,

Mop =3 -32,857 + 7 = 105,571 euros.

¢) De modo semejante a lo realizado en el apartado anterior, calculamos la mediana de la dis-
tribucion de la variable edad cuyo intervalo mediano es, también, 30-40, primer intervalo
cuya frecuencia relativa acumulada, 0,8, es estrictamente mayor que 0,5. La expresion de
la mediana a partir de frecuencias relativas es, basandonos en 1.42,

O’S_Fi—l
Me:Ll‘_l"'i'ci‘
fi

Con los datos del problema resulta que el valor mediano de la variable edad, X, es

4 -
T - 10 = 32,5 afios,
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por lo que, aplicando las propiedades de la mediana,
MeP:3’Mex+7,
esto es,

Mep =3 -32,5 +7 = 104,5 euros.

b) De larelacion entre el precio del seguro, P, y la edad del individuo, X, resulta, despejando, que

_P-7
3

X

En consecuencia, una pdliza con un precio de 202 euros corresponde, s6lo con sustituir y ope-
rar después en la expresion anterior, a individuos con 65 afios; y una pdéliza de 127 euros co-
rresponde, de igual manera, a individuos con 40 afios.

Por tanto, responder a la pregunta sobre cudntos individuos tienen suscritas pélizas cuyas pri-
mas estdn entre 127 y 202 euros es equivalente a responder sobre cudntos tienen edades com-
prendidas entre 40 y 65 afios, que, dada la distribucién de frecuencias de la variable X, supone
el 20 por ciento de los 200 individuos, es decir, 40 individuos.

Se han calculado los percentiles, en miles de euros, de la distribucién de ingresos re-
caudados en concepto de impuesto sobre bienes inmuebles en el Ayuntamiento de
Santiuste de Camarreal en 2003, arrojando los siguientes resultados: P,, = 10, P,, = 40
y P;, = 60. Se sabe, también, que la recaudacion maxima se obtuvo el dltimo dia del
plazo establecido para el pago y fue de 100 mil euros.

a) ;Qué cantidad médxima se recaudé el 40 por ciento de los dias en que hubo me-
nor recaudacién?

b) Calculese la recaudacién media diaria.

c) (Cudl ha sido la cantidad recaudada un mayor niimero de dias?

SOLUCION

a) Este apartado se responde con el percentil 40 que es un dato del enunciado: 40 mil euros.

b) La informacién en forma de percentiles permite considerar una posible agrupacién en in-
tervalos de la distribucion de los ingresos recaudados.

Esta agrupacién resulta de suponer que la frecuencia relativa acumulada de cada clase coinci-
de con la proporcién de observaciones de la distribucién que son menores o iguales que el or-
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den del correspondiente percentil. Como consecuencia de esta hipdtesis, el percentil es el ex-
tremo superior del intervalo, con lo cual, conocido el percentil, el extremo queda determinado.

El resultado de aplicar esta suposicion a los datos del enunciado permite considerar como po-
sible distribucién de los ingresos la que se recoge en la siguiente tabla:

Li1-L F;
0-10 0,20
10-40 0,40
40-60 0,70

60-100 1

Asi, por ejemplo, puesto que P;, = 60, 60 es el extremo superior del intervalo cuya frecuencia
relativa acumulada es 70/100 = 0,7; de la misma forma, se obtendria el resto de las casillas de
la tabla anterior.

Completamos la tabla con dos columnas mas, consecuencia inmediata de las anteriores:

L -L; Xi F; fi
0-10 5 0,20 0,20
10-40 25 0,40 0,20
40-60 50 0,70 0,30

60-100 80 1 0,30

La recaudacion media se halla, como es habitual, utilizando las marcas de clase:
h
)_c=2xi-fi=5-0,20+ 250,20 + 50 - 0,30 + 80 - 0,30 = 45 mil euros.
i=1

¢) La cantidad recaudada un mayor nimero de dias, es decir, la moda de la distribucién, se
obtiene aplicando la expresion siguiente, en la que se utilizan las densidades de frecuencia
puesto que los intervalos son de distinta amplitud:

di+1
d'+l + di—l

1

MOZLi7]+ tCp

siendo c; la amplitud del intervalo modal y d; _, y d, . , las densidades de frecuencia de sus in-
tervalos contiguos.

Las amplitudes, c;, y las densidades de frecuencia de los intervalos, d; = f;/c;, aparecen en la
tabla siguiente:

Li_—L;| 0-10 | 10-40 | 40-60 | 60-100
Ci 10 30 20 40
d; 0,02 | 0,006 | 0,015 | 0,0075
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En definitiva, y puesto que el intervalo modal, o intervalo con mayor densidad de frecuencia,
es el intervalo 0-10, la moda es, sin mds que sustituir en la expresion genérica,

0,006

Mo =0+ 430,006

- 10 = 10 mil euros.

Obsérvese que, al ser el intervalo modal el primer intervalo de la distribucién, la moda es el ex-
tremo superior del intervalo.

Dados los pares de puntos (p;, ¢;), i = 1, ..., h, que conforman la curva de Lorenz de una
distribucion de frecuencias, obténgase la expresion del indice de Gini.

SOLUCION

A partir de la representacion de la curva de Lorenz en el cuadrado de lado 100, se consideran
tres areas: el drea del tridngulo, A,, el drea de concentracion, A, y el drea por debajo de ella, A,,.

(100,100)

q/l ----------------------------------------------------- |
T e 7 [
Gisy [rmmmmmmmmmmmm e . b
7 I S o I
[P e s~ 1 E E E E
o % A L
Nt I
0,0) p, p, Pi_y PiPis Pr_1 Py

Asi, teniendo en cuenta que entre estas dreas se verifica la relacion:
A=At A,

el indice de Gini que, por definicion, es igual al cociente entre el drea de concentracion y el
area del tridngulo, puede escribirse como
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Para calcular el drea A, basta considerar que ésta puede descomponerse, a su vez, en areas de
trapecios, siendo el drea del trapecio genérico, que aparece en la figura, igual a

(i1 +q) Div1— D)
2

donde ¢, es su base menor, ¢, , ; es su base mayor y (p; y | —p;) es la longitud de su altura.

La suma de las dreas de los trapecios en que puede dividirse la figura bajo la curva de concen-
tracién es

(42+Q1)'(P2_P1)+ +(Qh+Qh71)'(ph_ph71).
5 5

Para completar el drea A, hay que afiadir el 4rea del tridngulo rectdangulo situado a la izquierda
del primer trapecio:

91" P ,
2
que puede escribirse como
(g1 + q0) " (p1 — Po) ,
2

ya que, tanto p, como g, son iguales a cero.

En definitiva, el area A, resulta ser

h—1
_ 11 q) Piv1—p)
Ad — (ql + 1 q: i+ 1 i
ig() 2
En consecuencia, y puesto que el 4drea A, area del tridngulo, es, evidentemente, igual a
10 000/2, el indice de Gini es

h—1 h—1
i+174) Piv1 — P
2(4+1 90" Pi+1 = 1) Z(Qi+l+Qi)'(pi+l_pi)
i=0 2 i=0
IG = 1 —_ = 1 —_ .
10 000 10 000
2
Los ingresos anuales, en miles de euros, de 10 empleados de una empresa son los si-
guientes:
Ingresos | N.° empleados
155 4
15 1
60 2
25 1
40 2

Calcilese el indice de Gini de esta distribucién.
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En la expresion del indice de Gini,
h—1
2 (Gi+1 1 4) (piv1—p)
i=0

lo=1- 10 000 ’

p; es el porcentaje de empleados con ingresos anuales menores o iguales que x;, y ¢; el porcen-
taje de ingresos anuales percibidos por los individuos con renta menor o igual que x;; el célcu-
lo de estos porcentajes, p; y ¢;, requiere, por tanto, la ordenacion previa de los valores de la va-
riable ingreso anual.

Los valores

= ﬂ 100
Di N
y
U;
q; = —- 100,
up

i
con u; =2 X; - n;, ingresos anuales percibidos por los individuos con renta menor o igual que x;, y
j=1

h
u, = z x; - n;, ingresos anuales totales, aparecen en la siguiente tabla:
j=1

Xi n; Xi o 1y N; u; Pi qi
15 1 15 1 15 10 1,74
25 1 25 2 40 20 4,65
40 2 80 4 120 40 13,95
60 2 120 6 240 60 27,91

155 4 620 10 860 100 | 100

Por ejemplo, a un ingreso de 25 mil euros le corresponde un valor

—&-100—3-100—20
P2=7N 10
y un valor
— " 100=29 100 = 4.65:
qz—uh 100 360 100 = 4,65;

por tanto, el 20 por ciento de los empleados perciben unos ingresos anuales menores o iguales
a 25 mil euros, que suponen el 4,65 por ciento del total de ingresos anuales que reciben los em-
pleados de esta empresa. De igual modo se halla el resto de las cantidades p; y g;.
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En definitiva, el indice de Gini es

(1,74 + 0) - (10 — 0) + (4,65 + 1,8) - (20 — 10) + (13,95 + 4,65) - (40 — 20)
1= 10 000 B

I =

~ (2791 +13,95) - (60 — 40) + (100 + 27,91) - (100 — 60)
10 000

esto es, I; = 0,36.

Demuéstrese que el indice de Gini de la distribucién (x;; f;) coincide con el de la dis-
tribucién (a - x;; f;), donde a es una constante cualquiera.

SOLUCION

Teniendo en cuenta que

piti1—Pi 1 [Ny N; :Ni+1_Ni
100 100

100 = =+ 100 N FEei s FE=fr

el indice de Gini de la distribucién (a - x;; f;) puede expresarse como

h — 1

D@t a)
' i=0
IGZI_ 1()0 .f;+15
donde
' Za'xj n;
qi=—--100 =L 100
Uup
Za-x/ n;
j=1
y

i+ 1

) Za~xj'nj

] ui j =
gi+1 = ——— 100 = L{——- 100,

U
2ia

j=1

sin mds que sustituir los valores de la variable de la distribucién transformada.
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Sacando factor comtin a la constante a en los numeradores y denominadores de las expresio-
nes anteriores, se tiene que

En definitiva,

IL=1-

g =—— -100 == 100 = g;,
azx./ L Zx/ n
j=1 j=1
y, de modo andlogo, se comprueba que g; , | = ¢, + ;-

h—1 h—1

PNCETERD) 2 Gt )

i=0 i=0

L =1- =1

100 f; +1 100 f; +1 G»

seglin queriamos demostrar.

Las distribuciones de las acciones de dos sociedades A y B, agrupadas en intervalos,
se representan en la siguiente tabla:

N.° acciones N.° accionistas | N.° accionistas
(A) (B)
0-20 10 60
20-30 30 12
30-50 40 7
50-150 20 1

a) Calculese el promedio de acciones por accionista para cada una de las sociedades.

(Cudl de los dos promedios es més representativo?

b) (En qué sociedad estd mds concentrado el reparto de acciones?

SOLUCION
a) A partir del enunciado se tiene, para la sociedad A, la siguiente distribucién de fre-
cuencias:
N.° acciones (A) X; n;
0-20 10 10
20-30 25 30
30-50 40 40
50-150 100 20
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Utilizando las correspondientes marcas de clase, se halla la media aritmética de esta distri-
bucién,
12": 10 - 10 + 25 - 30 + 40 - 40 + 100 - 20
b x . n =
N~&=" " 10 + 30 + 40 + 20

}:

= 44,5 acciones,

asi como la varianza,

L _, 102+ 10 + 25230 + 402 - 40 + 1002 - 20
Yaton -7 = o — 44,5 = 857,25,

y la desviacidn tipica, raiz cuadrada positiva de la varianza,
Sy = 29,28.
Con estos resultados se calcula el coeficiente de variacion,

Sy 2928

Vy = = 0,66,

X 445

medida de dispersidn relativa que emplearemos para comparar la representatividad del prome-
dio de esta distribucion con la del promedio de la segunda distribucion, que se analiza a conti-
nuacion.

Asi, por lo que se refiere a la distribucion de las acciones en la sociedad B, se tiene la siguien-
te tabla:

N.° acciones (B) Y n
0-20 10 60
20-30 25 12
30-50 40 7
50-150 100 1

El valor medio de esta distribucion es

I _10-60+25-12+40-7 + 100 - 1
y—ﬁZyj-nj—

= 1 1
60+ 12 +7 + 1 6 acciones,

Jj=1

siendo la varianza

1 < 260 + 252 12 + 40%- 7 + 1002 -
Sﬁ:ﬁZy%n,_yz:m 6025 1244077 +100°- 1 (o o0

“~ 80



y su raiz cuadrada, esto es, la desviacion tipica,

S, = 13,33.

Distribuciones de frecuencias unidimensionales

Por consiguiente, el coeficiente de variacién de la segunda distribucién es

A la vista de los coeficientes de variacion obtenidos se concluye que la media de acciones por
accionistas es mds representativa en la sociedad A, puesto que es menor el coeficiente de va-
riacion de su distribucién de acciones.

b) Para calcular el grado de concentracién de las acciones en cada una de las sociedades, se
construyen las siguientes tablas que servirdn de apoyo en la obtencién de los respectivos

indices de Gini.

Vy

y

Sy

13,33

16

Asi, por lo que respecta a la sociedad A se tiene:

= 0,83.

Xi n; Xt n; N; u; qi Pi fi
10 10 100 10 100 2,25 10 0,10
25 30 750 40 850 19,10 40 0,30
40 40 1 600 80 2450 | 55,06 80 0,40
100 20 2 000 100 4450 | 100 100 0,20
Y, en cuanto a la sociedad B,
Y Hy Vi © N; o 4d; Dj Jj
10 60 600 60 600 | 46,88 75 0,75
25 12 300 72 900 | 70,31 90 0,15
40 7 280 79 1180 | 92,19 99 0,09
100 1 100 80 1280 | 100 100 0,01

Nétese que la columna de las frecuencias absolutas acumuladas de la distribucién de acciones
de la sociedad A coincide con la columna de los porcentajes p;, ya que, para dicha distribucidn,

N es igual a 100.

Sustituyendo en la expresion del indice de Gini,

~
Q
I
—_

h—1

Z(QH 1T q)

_i=0

100

Jivvw
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los datos de ambas distribuciones que aparecen en las tablas anteriores, se obtienen, respecti-
vamente, el indice de concentracion de la sociedad A,

A

1
Ig =1— m[(2,25 + 0)0,10 + (19,10 + 2,25)0,30 + (55,06 + 19,10)0,40 +

+ (100 + 55,06)0,20] = 0,327,

y el indice de concentracién de la sociedad B,

fo =1~ Joo!

(46,88 + 0)0,75 + (70,31 + 46,88)0,15 + (92,19 + 70,31)0,09 +
+ (100 + 92,19)0,01] = 0,307.
Puesto que el indice de Gini de la distribucién de acciones es ligeramente mayor en la socie-

dad A, en ella existe una menor igualdad en el reparto de las acciones, esto es, existe una con-
centracién mayor en esa sociedad, aunque, ciertamente, la diferencia es escasa.

Se ha estudiado el nimero de hijos (0, 1, 2 6 3) de una poblacién de 100 familias, y
se ha obtenido la siguiente curva de concentracion:

"""""""""""""""""""""""""""" (1,1)

0,73 fommmmmmmmmm e

036 oo L :

(0,0)

0,3 0,7 0,9

a) Hillese una medida del grado de concentracién de esta distribucion.

b) Obténgase la media aritmética, la mediana y la desviacidn tipica de la distribu-
cidén correspondiente a la variable ndmero de hijos por familia.
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SOLUCION

a) Una primera observacion que sugiere la lectura del enunciado es que, si bien el anélisis de
la concentracidn se realiza habitualmente con variables econdmicas tales como la renta, es
posible llevarlo a cabo en cualquier otra variable, como es el caso que nos ocupa.

Por lo demés, a partir de la curva de Lorenz se obtienen los pares de valores que figuran en la
siguiente tabla:

q; | 0 10,36/0,73| 1
pi | 0,30,70|10,90| 1

Los datos, en tanto por uno, permiten utilizar la siguiente expresion del indice de Gini:
h—1
I;=1 _Z(Qi+l +q) i+ 1 P

i=0

que proponemos al lector que compruebe, utilizando la demostracién realizada en 1.48 y te-
niendo en cuenta que, en este caso, el area del tridngulo bajo la curva de concentracién es 1/2.

En definitiva, el grado de concentracién de esta distribucién es

I;=1-10-0,30 + (0,36 + 0) 0,40 + (0,73 + 0,36) 0,2 + (1 + 0,73) 0,1] = 0,465.

b) Teniendo en cuenta que, en esta situacion,
Piv1—Pi=fi+1

ya que, como sabemos, p;y p; + ; son proporciones, se obtiene la siguiente distribucion de fre-
cuencias de la variable nimero de hijos:

x| 0 1 213
fi 103]04(02]0.,1

La media aritmética de esta distribucién de frecuencias es, por tanto,
h
E=Zx,--f,-=0-0,3+1-0,4+2-0,2+3-O,1 = 1,1 hijos.
i=1

A partir de cada frecuencia relativa, f;, se obtiene la frecuencia absoluta, n;, y la frecuencia ab-
soluta acumulada, N;:

30 | 40 | 20 | 10
N; | 30 | 70 | 90 | 100
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Obsérvese, igualmente, que podriamos haber calculado las frecuencias absolutas acumuladas
utilizando los valores p;, puesto que, en este problema, en el que dichos valores son proporcio-
nes, se cumple que N; = N - p,.

Como N/2 es igual a 50, para calcular la mediana se toma el menor valor de la variable, x;, tal
que la frecuencia absoluta acumulada, N,, sea estrictamente mayor que 50, resultando que la
mediana es 1 hijo.

En cuanto a la varianza de la variable, se halla aplicando la expresion:

1 & 02-30+ 12-40+22-20+32-10
Sz:ﬁlez.ni_x‘z: 100 - 1,12203899
i=1

por lo que la desviacion tipica, S, raiz cuadrada de la varianza, es igual a 0,94.

En dos pueblos limitrofes de la Comunidad de Castilla y Ledn, los terrenos dedicados
a la agricultura son propiedad de los vecinos. El porcentaje de familias propietarias de,
a lo sumo, x; hectdreas, p;, y el porcentaje de terrenos que poseen dichas familias, g;,
se recogen en las siguientes tablas, correspondientes a cada una de las localidades:

Localidad A Localidad B
Pi 4qi Pi qi
10 10 10 5
20 20 20 15
80 75 80 80
90 85 90 90

100 100 100 100

a) Calciilese el indice de Gini para cada una de las distribuciones de terreno.

b) A la vista de los resultados obtenidos en el apartado anterior, ;podria afirmarse
que el total de terrenos «se reparte» entre el total de familias de igual modo en
ambas distribuciones?

SOLUCION

a) Con los datos que aparecen en la tabla siguiente referidos a la localidad A, se halla la columna
de las frecuencias relativas, segin la relacién (p; . | — p)/100 = f; , ;.

Pi 4qi fi
10 10 0,10
20 20 0,10
80 75 0,60
90 85 0,10

100 100 0,10
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Por tanto, sustituyendo en la expresion de indice de Gini,

h—1
'Z(Qi+l+qi)
lo=1-"——og—fi+r

los datos de la distribucién de hectéreas en la primera localidad, se tiene que

1
Ig,=1———(10-0,10 + 30 - 0,10 + 95 - 0,60 + 160 - 0,10 + 185 - 0,10) = 0,045.

100

De igual forma, los datos de la localidad B permiten elaborar la siguiente tabla:

Pi qi i
10 5 0,10
20 15 0,10
80 80 0,60
90 90 0,10

100 100 0,10

87

A partir de ella se calcula el indice de Gini de la distribucion de hectareas de la localidad B:

1

le, =1~709

(50,10 +20-0,10 +95-0,60 + 170 - 0,10 + 190 - 0,10) = 0,045.

b) Aunque el valor del indice de Gini es el mismo en las dos distribuciones, no puede afir-
marse que el reparto sea igual en ambas, como reflejan las columnas de los valores p; y g;.

Esta idea se confirma dibujando las respectivas curvas de Lorenz.

100 [=m=mmmmmmm o

85 Frmmmm -

TS fmmmmm e e e A

20 fonmmeee-

10 F---,

10 20 80 90 100
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100 7777 T
) s

80 b oo

15 F------ -5

(9}
1
I

10 20 80 90 100

A la vista de las dos curvas, comprobamos que, efectivamente, el indice de Gini tiene idéntico
valor en las dos distribuciones, puesto que las dreas de concentracién son iguales, aunque las
curvas de concentracién sean diferentes.

Este ejemplo pone de manifiesto que dos distribuciones con igual indice de Gini pueden tener
distinta concentracién y que, por tanto, para comparar concentraciones es necesario completar
la informacién que los indices proporcionan con las respectivas curvas de Lorenz, ya que éstas
ponen de manifiesto las posibles diferencias que puedan existir entre los pares de puntos (p;, g;)
de cada distribucién.

Demuéstrese que, si el salario de cada uno de los trabajadores de una empresa se du-
plica, la concentracién de salarios sigue siendo la misma.

SOLUCION

Si (x;; f;) es la distribucion inicial de los salarios de los trabajadores de la empresa y su grado
de concentracién viene dado por el indice de Gini, /;, el indice de Gini de la distribucién de
los salarios una vez duplicado estos, (2 - x; ; f;), sigue siendo el indice de Gini el de la distri-
bucion inicial, /g, utilizando el resultado de 1.50 para a igual a 2.

El lector aventajado podria encontrar, a primera vista, contradiccién entre este razonamiento,
con el cual comparamos el grado de concentracién de dos distribuciones utilizando inicamen-
te los respectivos indices de Gini, y los comentarios realizados en el apartado b) del problema
anterior, sobre la necesidad de acompaifiar el valor del indice con la representacién de la curva
de Lorenz. Sin embargo, a estas alturas ya habra caido en la cuenta de que en esta situacién no
es necesario completar la informacién, porque, aunque nuestras deducciones han sido sobre los
valores de los indices de Gini de las dos distribuciones, previamente hemos comprobado —en
1.50— que, tanto los porcentajes p; como los porcentajes g;, son idénticos en ambas, siendo en
definitiva, idénticos, también, los grados de concentracion.



Capitulo 2

Distribuciones de frecuencias bidimensionales

Principales conceptos y resultados

La observacién conjunta de dos variables X e Y en las N unidades de una poblacién conduce a
la obtencién de pares de datos. Si xi, ..., X, son los valores de X e y,, ..., y, son los valores de Y,
los pares de valores (x;, y,), (i = 1, ..., h, j = 1, ..., k), son los valores de la variable bidimen-
sional (X, Y).

La frecuencia absoluta de un valor (x;, y,), o frecuencia absoluta conjunta es el nimero de
veces que aparecen simultdneamente los valores x; e y; en las unidades de la poblacion y se
denota por n;. Se cumple que

La frecuencia relativa de un valor (x;, y;) o frecuencia relativa conjunta, f;, es la proporcién
de observaciones iguales a dicho valor. Por definicion,

con lo cual,

Una distribucion de frecuencias bidimensional es el conjunto de valores de la variable (X, Y),
junto con sus correspondientes frecuencias. Se denota por (x;, y;; n;) 0 bien (x;, y; f;), segin se
utilicen las frecuencias conjuntas absolutas o relativas.
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La forma més cémoda y sencilla de disponer la informacién proporcionada por una distribu-
cién de frecuencias bidimensional es una tabla de doble entrada denominada tabla de corre-
lacion. Asi, si suponemos que, tanto los valores de la variable X, como de la variable Y, estan
ordenados de menor a mayor, tendremos':

Y N1 Vi Yk
X
X ny ny; N
X; n; n; Ny,
Xy, Ny, 1y g

A partir de la distribucion de frecuencias bidimensional (x;, y;; 1), pueden obtenerse las distri-
buciones de frecuencias correspondientes a las variables X e Y, distribuciones de frecuencias
marginales, (x; ;) e (yj; n.j), respectivamente, donde, para cada i,

k
mi. = Z 1jj
j=1
y, para cada j,
h
n; = Z .
i=1

La distribucion de X condicionada por el valor y; de la variable Y, se expresa como
(x;/Y = y; n;;) y sus valores y frecuencias aparecen en la tabla siguiente:

x/Y =y, Ny
X1 ny;
X; ny
Xn o

La frecuencia absoluta genérica, n;;, s el nimero de unidades de la poblacién que tienen el
valor x; de la variable X dentro de las que tienen el valor y; de la variable Y.

Del mismo modo se define la distribucion de Y condicionada por el valor x; de X,
(/X = x;; ny;), donde:

! En el interior de la tabla pueden disponerse frecuencias absolutas o relativas.
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y_,«/X =X; Ny
Y1 nj
Vi nj
Yk N

La frecuencia absoluta genérica, n;,, es el nimero de unidades de la poblacién que tienen el
valor y; de la variable Y dentro de las que tienen el valor x; de la variable X.

Cuando las distribuciones de frecuencias estan agrupadas en clases, las marcas de clase desem-
peian el papel de representantes del intervalo.

Las frecuencias relativas condicionadas genéricas correspondientes a las distribuciones ante-
riores se obtienen a partir de las frecuencias absolutas condicionadas:

n

— i
.f;/j nj
y
n..
_ Ml
ﬁ/i Yy ’

i

Dada una distribucion de frecuencias (x;, y;; f;), las variables X e Y son estadisticamente inde-
pendientes o simplemente independientes, si, para cualesquiera i y j, se cumple:

fij = fi 'fj’
esto es, cada frecuencia relativa conjunta es igual al producto de las correspondientes frecuen-

cias relativas marginales.

Dada una distribucion de frecuencias bidimensional (x;, y; f;), las variables X e Y son indepen-
dientes, si y solamente si,

]3‘/[ = f-j’
para cualesquiera i y j, es decir, cuando las frecuencias relativas condicionadas sean idénticas
a sus respectivas frecuencias relativas marginales.

Al igual que en el caso de una distribucion de frecuencias unidimensional, los momentos bidi-
mensionales son medidas de resumen de la informacién proporcionada por los datos.
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El momento respecto al origen o momento no central de orden (r, s) de la distribucién bidi-
mensional (x;, y;; n;) se define como

1 h k h k
_— r S —_ r S
ars =N D D Xy =2 2 xSy
=1 = i1 =1

El momento respecto a las medias o momento central de orden (7, s) de la distribucién bidi-
mensional (x;, Vi nij) es

1 h k h k
M= 2 2 im0 W = 2 2 (X0~ )
i=1j=1 i=1j=1

El momento m;, ; se llama covarianza entre las variables X e Y y se denota también por Sy y, 0
simplemente, por S:

h k
§=2 2 w=-%-0;~ Ny
i=1j=1

La media de la distribucién condicionada (x,/Y = y;; f;,;) se define como

h h

_ 1

xI(Y =y = zlxi'fi/jZF z,xi'nij,
i=1 '

Ji=1

siendo la varianza de esta distribucion:

h h
— 1 —
Sy =y = 2, (6 — MY =3P fyy=—— D, (5 — XY = y))ny.

i=1 Ji=1

De igual forma, se definen la media y la varianza de la distribucion condicionada (y;/X = x;; f;).

Obsérvese que, puesto que las distribuciones condicionadas son distribuciones de frecuencias
unidimensionales, es posible calcular todas las caracteristicas que corresponden a este tipo de
distribuciones y que ya se vieron en el capitulo anterior.

Uno de los aspectos fundamentales en el estudio conjunto de dos variables es el andlisis de la
posible relacion existente entre ellas. La estadistica permite, mediante procedimientos ma-
temadticos, determinar si las variables tienen o no relacién, asi como medir el grado de la
misma.

La relacién entre variables contempla dos vertientes: su forma y su grado. La forma de la rela-
cion tiene que ver con el aspecto de la representacion grafica de los valores de la variable
(X, Y), denominada nube de puntos o diagrama de dispersién. Esta forma se concreta en la
ecuacion de regresion, expresion matematica de la relacion ideal entre las variables.
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En cuanto al grado de relacién, éste depende de la semejanza entre la nube de puntos y la ecua-
cién de regresion. En este sentido, existen dos situaciones extremas: la primera se da cuando la
nube de puntos se acopla perfectamente a la linea ideal, es decir, cuando cada valor de una de
las variables queda perfectamente determinado con el conocimiento de la otra variable, estamos
ante lo que se denomina dependencia funcional?; la segunda situacién se produce cuando la
nube de puntos es amorfa, reflejo de la existencia de independencia, definida anteriormente.
Ahora bien, entre estas dos situaciones extremas hay diferentes grados de dependencia esta-
distica.

Aunque la forma de la relacién puede ser muy diversa, consideraremos tnicamente la existen-
cia de relacion lineal?, esto es, supondremos que la relacion ideal entre las variables X e Y vie-
ne dada por la expresion de una recta que se denomina recta de regresion.

Utilizando el criterio de los minimos-cuadrados, esto es, haciendo minimas las distancias al
cuadrado entre los valores de la nube de puntos —valores observados—, y;, y los valores
correspondientes a la ecuacion de regresion —valores teéricos—, y; = a + b - x;, esto es,
haciendo minima la expresion

h k
AZI Zl (= yi)zflf,
i=1j=

donde y; — y; = e;;, son los residuos de la regresion, obtendremos, la recta de regresion de Y
sobre X, esto es, la mejor explicacion lineal de los valores de la variable Y a partir de los valo-
res de la variable X:

IESEN B
y y—S)%(x X).

De igual modo, la recta de regresién de X sobre Y, es decir, la mejor explicacion lineal de la
variable X a partir de la variable Y responde a la ecuacion:

_ S _
¥TxX=g »y=».
) S S ., .
Los coeficientes by,y = R by,y = 52 de las rectas de regresion reciben el nombre de coefi-
X Y

cientes de regresion. Estos coeficientes tienen el mismo signo, que coincide con el de la cova-
rianza entre X e Y, S.

2 Esta situacién no es habitual en ciencias sociales, pero es frecuente, en cambio, en el campo de las ciencias exactas.

3 En los problemas que desarrollamos en este capitulo consideraremos también relaciones no lineales que pueden
transformarse en lineales mediante sencillas operaciones matematicas.

4 Para minimizar tal expresi6n se deriva con respecto de a y de b, igualando los resultados a 0 y aplicando la condi-
cién de minimo.
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Para medir el grado de relacidn lineal, o grado de correlacion entre las variables X e Y o, lo
que es lo mismo, la bondad de la regresién lineal llevada a cabo, se utiliza el coeficiente de
determinacion lineal:

2
) SF

r =
2
SY

’

donde S; es la varianza de Y, variable cuyos valores son
.-, S -
Y=y + g (i = x),
X

esto es, los valores tedricos proporcionados por la regresion lineal de Y sobre X°.

El coeficiente de determinacion lineal se interpreta, por tanto, como la proporcién de la varia-
bilidad de Y, o varianza de Y, explicada por la regresién, o varianza de Y.

El coeficiente de determinacidn lineal estd acotado entre 0 y 1, siendo la relacion entre X e Y
de dependencia funcional —ajuste lineal perfecto—, si 7> = 1 y de incorrelacién o ausencia
de relacion lineal —ajuste lineal pésimo—, si r? = 0.

Para estudiar el grado de relacion lineal también se utiliza el coeficiente de correlacion lineal:

S
r_Sx'Sy,

cuyo cuadrado es el coeficiente de determinacién lineal.

Este coeficiente, que tiene el signo de la covarianza, S, puesto que el denominador es siempre
positivo, estd acotado entre —1 y 1, lo cual facilita su interpretacion. Asi,

* Sir=0, esto es, si 72 = 0, las variables X e Y estdn incorrelacionadas, es decir, no existe
relacion lineal entre ellas. En tal caso, como necesariamente la covarianza es cero, los coefi-
cientes de regresion, by,x y by/y, también son nulos, y las rectas de regresion son paralelas a los
ejes de coordenadas:

y=y
X =x
e Sir=1,0bienr = —1, es decir, si r> = 1, las dos rectas de regresién coinciden, existiendo

entonces dependencia funcional, creciente o decreciente, segtin el caso, entre las dos variables.

* Situaciones intermedias son indicativas de distintos grados de dependencia lineal entre las
variables: creciente, si el coeficiente de correlacién es positivo —covarianza positiva— 0
decreciente, si es negativo —covarianza negativa—.

3 La interpretacion del grado de correlacion entre las variables X e Y se puede realizar igualmente a partir de la regre-
sion lineal de X sobre Y.

% Aniloga interpretacion puede hacerse en el caso de la regresion lineal de X sobre Y.
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APLICACION DE CONCEPTOS Y DEMOSTRACION DE RESULTADOS

Recientemente, el departamento de Investigacion y Desarrollo de los laboratorios far-
macéuticos Balleras ha realizado un estudio sobre la influencia de la edad en el con-
sumo de medicamentos. Para ello, eligié una muestra de 100 individuos, cuyas eda-
des, junto con las cantidades, en euros, que gastaron en medicinas durante un afio,
aparecen recogidas en la siguiente tabla:

Edad 0-15 15-30 | 30-60 | 60-100
Gasto
0-30 5 7 5 3
30-90 12 2 15 21
90-180 3 1 10 16

a) Obténgase la distribucién de frecuencias de la variable gasto en medicinas.
b) Hallese la distribucién de frecuencias de la variable edad.

¢) (Cudl es la distribucién de frecuencias de la edad condicionada a un nivel de gas-
to comprendido entre 30 y 90 euros?

d) Calculese la distribucién de frecuencias del gasto para una edad comprendida en-
tre 60 y 100 afios.

SOLUCION

Esta tabla de doble entrada es la tabla de correlacion correspondiente a la distribucion de fre-
cuencias bidimensional de las variables X, gasto, e Y, edad.

En el interior de la tabla aparecen las frecuencias absolutas conjuntas de las variables cuyas
observaciones estdn agrupadas en clases. Asi, por ejemplo, n,; = 15 significa que hay 15 indi-
viduos de la poblacién con edades comprendidas entre 30 y 60 afios y con un gasto en medi-
camentos entre 30 y 90 euros.

Puede comprobar el lector que la suma de las frecuencias absolutas conjuntas es igual a 100,
nidmero de unidades de la poblacion.

a) De la distribucién de frecuencias bidimensional pueden obtenerse las distribuciones de fre-
cuencias marginales de las variables X e Y.

Los valores de la variable gasto, X, estdn agrupadas en los intervalos, 0-30, 30-90 y 90-180.
Para obtener las frecuencias de cada intervalo hemos de fijarnos en que, por ejemplo, la tltima
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fila de la tabla indica que hay 3 individuos con un gasto entre 90 y 180 euros y una edad entre
0y 15 afos; 1 individuo con un gasto entre 90 y 180 euros y una edad entre 15 y 30 afios; 10
individuos con un gasto entre 90 y 180 euros y una edad entre 30 y 60 afios, y, por dltimo, 16
individuos con un gasto entre 90 y 180 euros y una edad entre 60 y 100 afios. Puesto que
los 100 individuos de la poblacién estdn clasificados en grupos de edad y los intervalos consi-
derados cubren toda la poblacién, tendremos que

3+1+10+ 16 =30

es el nimero de individuos de la poblacién que tienen un gasto en medicinas entre 90 y 180
euros, esto es,

n3. = N3t N3+ N33+ Ny,

frecuencia absoluta del intervalo 90-180 de la variable gasto.

En general, la suma de los elementos de cada fila es igual a la frecuencia absoluta mar-
ginal correspondiente a cada intervalo de la variable X:

k
ni,zznij.
j=1

Aplicando la expresion anterior para i = 1,2, se completa la distribucién de frecuencias de la
variable gasto segin se recoge en la tabla siguiente.

Gastos n;.
0-30 20
30-90 50
90-180 30

b) De igual forma, obtenemos la distribucién de la variable edad, Y.

En efecto, ahora, la suma de los elementos de cada una de las columnas de la tabla de correla-
cién proporciona la frecuencia marginal del correspondiente intervalo. Por ejemplo, si suma-
mos las cantidades de la segunda columna,

7+2+1=10,

llegamos a que hay 10 individuos de la poblacién cuyas edades estdn comprendidas entre 15 y
30 afios.

Este modo de proceder se resume mediante la expresion genérica:

h
n; =2 ny,
i=1
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que permite calcular las frecuencias marginales de la variable edad para los cuatro intervalos
en los que estdn agrupadas las observaciones segun esta variable.

Resulta, de tal modo, la distribucién de frecuencias agrupada en intervalos de la variable edad:

Edad n,
0-15 20
15-30 10
30-60 30

60-100 40

c) Cada fila de la tabla de correlacién corresponde a un nivel de gasto y, por tanto, contiene
las frecuencias absolutas de cada uno de los intervalos de edad dentro de dicho nivel de
gasto.

Por consiguiente, la distribucidn de la variable edad condicionada por un gasto entre 30 y 90
euros es

Edad s
0-15 12
15-30 2
30-60 15

60-100 21

Como puede observarse, la segunda columna de esta tabla coincide con la pentltima fila de la
tabla de correlacion. Por ejemplo, 15 son los individuos que tienen entre 30 y 60 afios y unos
gastos en medicinas entre 30 y 90 euros —interpretacion de esta frecuencia como frecuencia
absoluta conjunta—, pero también 15 es el nimero de individuos que tienen una edad entre 30
y 60 afios dentro de los que tienen unos gastos en medicamentos entre 30 y 90 euros —con-
cepcion de esta frecuencia como frecuencia condicionada—.

Otro comentario de interés es que habriamos resuelto este apartado de igual manera, si se
hubiera cuestionado sobre la distribucién de la edad condicionada por un nivel de gasto igual
a 60 euros, marca de clase del intervalo 30-90.

d) Del mismo modo que en el apartado anterior, las cifras de las columnas de la tabla de corre-
lacién se interpretan como las frecuencias de cada intervalo de la variable gasto dentro de
un intervalo de edad fijo.

La distribucién condicionada del gasto para una edad comprendida entre 60 y 100 afios, apa-
rece en la siguiente tabla:
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Gastos Ny

0-30 3

30-90 21
90-180 16

Obsérvese que, por ejemplo, la primera casilla de la tabla expresa que son 3 los individuos que,
teniendo una edad comprendida entre 60 y 100 afios, han gastado en medicinas entre O y
30 euros.

Al igual que se coment6 en el apartado anterior, la distribucién obtenida es también la distri-
bucién del gasto condicionada por una edad de 80 afos, marca de clase del intervalo 60-100.

La siguiente tabla recoge los ingresos y los gastos en alimentacién semanales, en eu-
ros, de 12 familias:

Gastos | 30-60 | 60-90
Ingresos
120-300 4 2
300-480 1 5

Determinese el gasto medio por familia en alimentacién de las familias con ingresos compren-
didos entre 300 y 480 euros semanales.

SOLUCION

Si denotamos por X e Y las variables ingresos y gastos en alimentacion semanales, en euros, la
distribucién del gasto semanal en alimentacién condicionada por un valor del ingreso igual a
390 euros —marca del clase del intervalo 300-480—, esto es, la distribucién condicionada
(/X = x3; nyp) es:

yj/X =X, 9
45 1
75 5

donde los valores y; son las marcas de clase de los intervalos de la variable gasto en alimen-
tacion. Para obtener esta distribuciéon de frecuencias unidimensional hemos considerado las
frecuencias de los valores de la variable Y dentro de las familias cuyos ingresos estin com-
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prendidos entre 300 y 480 euros, es decir, hemos tomado la ultima fila de frecuencias de la
tabla de correlacién correspondiente a la distribucién conjunta de las variables X e Y.

Asi, el gasto medio pedido, es decir, la media de distribucién anterior, y/(X = x,), se calcula
igual que haciamos en el capitulo 1 para cualquier distribucién de frecuencias unidimensional:

k
W(X:xz):r% Y yj.nj&:%:m euros.
2'1‘:1

Notese que, en este caso, el nimero de observaciones, 6, es n,; + n,, = n,, frecuencia absolu-
ta marginal del valor x,.

Se realiza un estudio sobre la condicién de los trabajadores de un sector del pequefio
comercio, para lo cual se considera un grupo de 100 establecimientos. Sea X la va-
riable que designa el nimero de trabajadores por establecimiento e Y la variable nu-
mero de ellos que pertenecen a la familia propietaria del mismo. La siguiente tabla
recoge la distribucién conjunta de estas variables.

Y 0 1 2
X
1 10 10 0
2 5 30 15
3 10 10 10

a) Hallese el nimero medio de trabajadores que pertenecen a la familia propietaria,
dentro de los establecimientos que tienen 2 trabajadores.

b) Obténgase la mediana de la distribucién calculada en el apartado anterior.

¢) (Cudl es el niimero més frecuente de trabajadores que pertenecen a la familia pro-
pietaria dentro de los establecimientos que tienen 2 trabajadores?

SOLUCION

a) Se trata de calcular la media de la distribucién condicionada (y,/X = x,; n;/,), con x, = 2,
cuyos valores y frecuencias aparecen en la siguiente tabla:

)’j/X =X L7)
0 5
1 30

2 15
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Asi, la media pedida es

_0-5+1:30+2-15
B 50

k
VX =x,) = ni Z Vi i = 1,2 trabajadores.
2. j=1

b) Completamos la tabla anterior con una columna correspondiente a las frecuencias absolu-
tas acumuladas de esta distribucidon condicionada.

J’// X =x, N/ Nj/z
0 5 5
1 30 35
2 15 50

La mediana de dicha distribucién es el minimo valor de la variable con frecuencia absoluta acu-
mulada estrictamente mayor que n,./2 = 50/2 = 25; en este caso, y, = 1 cuya frecuencia es 35.
Por tanto,

Mey,x _ ,, = 1 trabajador.

¢) Hemos de calcular la moda de la distribucién condicionada, esto es, el valor de la variable
Y con mayor frecuencia condicionada, que, para esta distribucién, resulta ser n,,, = 30, co-
rrespondiente al valor y, = 1. Por consiguiente,

Moy, x = 1 trabajador.

=X

La siguiente tabla recoge la clasificacion de 50 trabajadores de una empresa segtn el
nivel de salario anual, en miles de euros, y el niimero de dias de baja por enfermedad
en un determinado afio:

Salario 15-25 25-35 35-55
Dias de baja
0-10 7 23 5
10-40 10 0 0
40-90 3 2 0

a) ;Cudl es el nimero de dfas de baja esperados para un trabajador cuyo salario
anual es de 20 mil euros?

b) Obténgase el nimero de dias de baja més frecuente de los trabajadores con sala-
rios anuales comprendidos entre 15 y 25 mil euros.
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¢) Hallese la mediana de la distribucién calculada en el apartado a).

d) (Cual de los promedios obtenidos es mds representativo?

SOLUCION

a) El nimero de dias de baja esperados para un trabajador cuyo salario es de 20 mil euros pue-
de interpretarse como el nimero medio de dias de baja de los trabajadores con salarios
comprendidos entre 15 y 25 mil euros, es decir, la media de la distribucién de X condicio-
nada por Y = y,;, donde y, = 20 es la marca de clase del intervalo 15-25:

Dias de baja N
0-10 7
10-40 10
40-90 3

Asi, a partir de las marcas de clase, se obtiene:

_ 1 & 5.74+25-10+65-3
x/(YZyl)Zn—l > ximy = 30 = 24 dias.
1=

b) El intervalo modal, o intervalo de mayor densidad de frecuencia, de la distribucién condi-
cionada hallada en el apartado anterior es, como puede comprobar el lector, 0-10. Puesto
que los intervalos tienen distinta amplitud, a la hora de calcular la moda de la distribucién
utilizaremos la expresion:

Mo =L, +L.c
Cdi o di, T
con lo cual,
10
M _ 30 _ .
0X/Y=y1—0+710-10—10d1as,
0+ —
30

que, por ser el intervalo modal el primer intervalo de la distribucidn, coincide con el extremo
superior del mismo.

¢) El intervalo mediano de la distribucién condicionada es el intervalo 10-40, pues es el pri-
mer intervalo con frecuencia absoluta acumulada, N,, = 17, estrictamente mayor que
n.,/2 =202 = 10.
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Para calcular la mediana aplicamos la expresion habitual:

g — N,
Me=L, +——— ¢
n;
que, en el caso que nos ocupa, se convierte en
n,
7 — N
Meyy_, =L +— ¢
nin
Sustituyendo los datos del problema,
10 —7 p
_ = 4+ —. = .
Mey,y -, =10 10 30 = 19 dias

d) Para comparar la representatividad de los promedios de esta distribucién condicionada uti-
lizaremos los indices de dispersion de la media, de la moda y de la mediana, estudiados en
el capitulo 1.

Asi, por lo que se refiere a la media de la distribucién condicionada, hallaremos:

h
ni 2 |xi—?_f/(Y:)’1)|'”i/1
1=

Lyy-., = — ;
Y = y) .X/(Y — yl)

en cuanto a la moda, obtendremos:

1 h

IMUX/Y = MO ;

Xy =y,

y, por ultimo, en relacién a la mediana, calcularemos:

1 h
n_ Z |x,- — Memzyl | . ni/l
1=

1
IME‘X/Y = = Me

XY =y,




Distribuciones de frecuencias bidimensionales 103

Con los datos de la distribucion condicionada, resultan los siguientes valores de las desviacio-
nes absolutas medias:

h
ni] Z|xi—1_c/(Y=y1)|-n,-,l=%(|5—24|-7+|25—24|-10+|65—24|-3)=13,3,
1=
h
nil y |x,~—M0X/Y:),1|-n,~,1221—0(|5—10|-7+|25— 10110 + 165 — 10]-3) = 17,5
=1
y
h
n% Y |x,-—MeX/y:yll-n,-,1=2i0(|5—19|-7+|25—19|.10+|65— 19]-3) = 14,8,

i=1

por lo que los respectivos indices de dispersion son:

13,3
Lpy =) = 4 0,554,
IMOX/Y:}»I = % = 1,75
€
Intey, -, = 1;;8 =0,779.

Se puede afirmar, por consiguiente, que la media es el promedio mds representativo de la dis-
tribucién considerada, puesto que su indice de dispersion es el mas pequefio.

En una empresa de limpieza, que cuenta con 100 trabajadores, se ha realizado un es-
tudio sobre la relacion entre el salario y el absentismo laboral, obteniéndose, entre
otros, los resultados que aparecen en las siguientes tablas de distribuciones condicio-

nadas:

/X = x N /X =x N/ /X = X3 nj/3
Vi 5 Vi 15 Y1 50
b 20 » 10 Y2 0

La variable Y representa el niimero mensual de dias de ausencia al trabajo y esta distribuida en
los intervalos 0-4 y 4-10; la variable X representa el salario mensual, en miles de euros, y estd
distribuida en los intervalos 0,6-1,2; 1,2-1,8 y 1,8-2,6.



104 ESTADISTICA DESCRIPTIVA Y CALCULO DE PROBABILIDADES

a) Hallese la distribucién bidimensional correspondiente.

b) Calciilese el nimero medio mensual de dias de absentismo por trabajador de los
trabajadores con salarios comprendidos entre 1 200 y 1 800 euros.

¢) Obténgase la varianza de la distribucién del salario mensual de los trabajadores
que se han ausentado del trabajo entre 4 y 10 dias.

SOLUCION

a) La siguiente tabla de correlacién corresponde a la distribucién de frecuencias bidimensio-
nal de las variables X e Y:

Absentismo 0-4 4-10
Salario
0,6-1,2 5 20
1,2-1,8 15 10
1,8-2,6 50 0

Como puede observarse, la primera columna y la primera fila de la tabla son, respectivamen-
te, los intervalos en los que estdn agrupados los valores de las variables X, salario, e Y, absen-
tismo.

Para construir el resto de la tabla, hemos tenido en cuenta que las frecuencias de la primera dis-
tribucion condicionada que proporciona el enunciado (y;/X = x;; n;;;) corresponden al nimero
de observaciones iguales a y; dentro de las que tienen un valor de la variable X igual a x;, o,
equivalentemente, segtn se comenté en 2.1, a las frecuencias n,, y n,,; en general, n;;; = n;,
por lo que, variando el subindice j, se obtienen las frecuencias de la primera fila de la tabla.

De igual forma, se obtienen la segunda y la tercera fila de la tabla anterior, a partir de las otras
distribuciones condicionadas del enunciado.

b) El nimero medio de dias de absentismo de los trabajadores con salarios entre 1 200y 1 800
euros es la media aritmética de la distribucién condicionada:

VX =x i/
2 15
7 10

donde los valores de la variable Y son las marcas de clase de los intervalos 0-4 y 4-10.
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Aplicando la expresion de la media aritmética a esta distribucién de frecuencias unidimensio-
nal, se tiene:

ZY; = 2 HT0 e

y/(X:xz)_ 25

cj=1

¢) La varianza pedida es la correspondiente a la distribucién condicionada de la variable X por
el valor de Y igual a 7, marca de clase del intervalo 4-10:

1 h
Skw-y, =7 2y — (7Y = y),

2i=1

donde el segundo sumando de la expresion anterior, media de la distribucidon condicionada, se
obtiene como

h
_ 1
XY =y, = _2 z * Niyoe

i

Sustituyendo, por los valores de la distribucién condicionada, resulta:

@ _09-20+15-10+22-0 _(09:20+15-10+22-00 _ 0
XY= 30 30 e

Dada una distribucién de frecuencias bidimensional (x;, Vi f,-j), demuéstrese que, para
cualesquiera i y j,

fi
fi/j JT,
y
SOLUCION

La demostracion es inmediata, teniendo en cuenta la definicion de frecuencia relativa condi-
cionada,

i Ny

Jj=—=—
. n;
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y dividiendo numerador y denominador por N,

n;/N _ f,-j.

L

Invitamos al lector a que resuelva la segunda parte del problema, aplicando andlogo procedi-
miento.

La siguiente tabla recoge la distribucién de frecuencias bidimensional de las variables
X, ingresos, en millones de euros, en concepto de impuestos sobre vehiculos, e Y, gas-
tos en inversién de viales, en millones de euros, de un grupo de ayuntamientos.

Y| 65-13,5 | 13,5-145 | 14,5-15,5
X
5-55 0,08 0,02 0,06
55-65 0,20 0,13 0,04
65-75 0,12 0,13 0,22

a) (Cudl es el ingreso medio por ayuntamiento en concepto de impuestos sobre ve-
hiculos en los ayuntamientos cuyos gastos en viales estdn comprendidos entre
13,5 y 14,5 millones de euros?

b) Obténgase el gasto medio por ayuntamiento en inversién de viales entre los ayun-
tamientos con ingresos por impuestos sobre vehiculos entre 65 y 75 millones de
euros

¢) (Cuadl de las dos medias es mds representativa?

SOLUCION

a) El ingreso medio pedido es la media de la distribucién condicionada (x;/Y = y,; f;/,), don-
de y, es la marca de clase del intervalo 13,5-14,5.

Como es sabido, los valores de esta distribucion de frecuencias unidimensional son los valores
de la variable X, siendo la frecuencia relativa del valor genérico x;, marca de clase del interva-
lo genérico, igual a

fo

Jin = JTQ’

segtin se demostrd en 2.6.
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Se obtiene, asi, la distribucién de frecuencias condicionada que figura en la siguiente tabla:

x/Y =y, fina
30 0,02/0,28=0,072
60 0,13/0,28=0,464
70 0,13/0,28=0,464

En definitiva, el ingreso medio de los ayuntamientos con una inversién en viales comprendida
entre 13,5 y 14,5, media de la distribucién condicionada, es

h
XY =y, =Y, X+ f, = 62,48 millones de euros.
i=1

b) El gasto medio por ayuntamiento en inversién de viales entre los ayuntamientos con in-
gresos por impuestos sobre vehiculos entre 65 y 75 millones de euros es la media de la dis-
tribucion condicionada (y,/X = x3; f;/3), con x3 = 70, marca de clase del intervalo 65-75.

Los valores de esta distribucién son 10, 14 y 15, marcas de clase de los intervalos en los que
estdn agrupados los datos de la variable Y, respondiendo las frecuencias relativas a la expresion
genérica:

_5
J?B_f}’

como se demostrd en 2.6.
El resultado de aplicar la relacién anterior a cada uno de los valores de la variable se recoge en
la segunda columna de la tabla de la distribucién condicionada.

/X =x; f,ﬁ
10 0,12/0,47 = 0,255
14 0,13/0,47 = 0,277
15 0,22/0,47 = 0,468

Por consiguiente, la media de la distribucién condicionada es

k
VI(X = x3) = Z Y fizs = 10-0,255 + 14 - 0,277 + 15 - 0,468 = 13,448 millones de euros.

j=1

c) Para estudiar la representatividad de las dos medias obtenidas en los apartados anteriores,
hallaremos el coeficiente de variacion de cada una de sus correspondientes distribuciones
unidimensionales pues, segin vimos en el capitulo anterior, ésta es una medida relativa de
dispersion que permite realizar comparaciones.
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El célculo del coeficiente de variacion de la primera distribucién condicionada,

v _ SX/Y =y,
MYEn XY =y,

requiere la obtencion de la desviacion tipica de dicha distribucion, Sy,y - ,,, a partir de la
varianza de la misma. Asi,

h
Sy =3 a2 fin— (G = ) = 307-0,072 + 607 0,464 +70%- 0,464 — 62,48 = 105,05,
i=1

con lo cual, la desviacion tipica es

Sxiy =y, = \/E = 105,05 = 10,25 millones de euros.

En conclusion, el coeficiente de variacion de la distribucién de los ingresos en concepto de
impuestos sobre vehiculos en los ayuntamientos cuyos gastos en viales estin comprendidos
entre 13,5 y 14,5 millones de euros es

Un proceso andlogo para la distribucion condicionada (y;/X = x3; f;;3) permite calcular, tam-
bién, su coeficiente de variacion,

SY/X =X,

Vixew =9 — 0
= V(X = x3)

sin mds que tener en cuenta que

k
Sty - = Z yj? fin — (X = x3))2 =10%- 0,255 + 14%- 0,277 + 152 - 0,468 - 13,4482 = 4,24,

j=1

con lo cual,

Syix = v = \Stix = x, = V4,24 = 2,06 millones de euros

y, por tanto,

2,06
VY/X= X3 - 13’448 - 0,15.
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Aunque este coeficiente de variacién es mas pequefio que el de la distribucién anterior, por lo
que la correspondiente media es mds representativa, en realidad, al ser la diferencia tan escasa,
podemos afirmar que ambas medias tienen practicamente la misma representatividad en sus
respectivas distribuciones.

De un estudio realizado para la revista Inversion sobre una muestra de suscriptores de
dicha publicacién, se ha observado que el 30 por ciento de ellos tiene una renta anual
entre 36 y 60 mil euros y el 55 por ciento invierte anualmente en bolsa entre 900 y
3 000 euros.

Ademads, el 9 por ciento invierte de 600 a 900 euros en bolsa y tiene una renta entre 12 y 24 mil
euros; el 20 por ciento invierte de 900 a 3 000 euros y percibe una renta entre 12 y 24 mil
euros, por dltimo, el 6 por ciento invierte de 600 a 900 euros en bolsa y tiene una renta entre
36 y 60 mil euros.

a) Calculese la cantidad media por individuo invertida en bolsa de los individuos
con una renta comprendida entre 24 y 36 mil euros.

b) Obténgase la varianza de la distribucién de la inversién condicionada a un valor
de renta igual a 48 mil euros.

SOLUCION

La informacidén concerniente a las dos variables se recoge en la siguiente tabla de doble entra-
da donde los porcentajes se han sustituido por proporciones, esto es, por frecuencias relativas.
Como puede observarse, los datos 30 por ciento y 55 por ciento, 0,3 y 0,55, son frecuencias
marginales, mientras que el resto de los porcentajes corresponden a frecuencias conjuntas.

Inversién | 600-900 | 900-3 000

Renta

12-24 0,09 0,20

24-36

36-60 0,06 0,30

0,55

El hecho de que, por un lado, tanto las frecuencias relativas conjuntas como las frecuencias
relativas marginales de cada variable sumen la unidad y de que, por otro lado, las frecuencias
relativas marginales se obtengan a partir de las frecuencias relativas conjuntas, permite com-
pletar esta tabla, es decir, obtener la distribucién conjunta de las variables renta, X, en miles de
euros, e inversion, Y, en euros, con las cantidades que aparecen en negrita.
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Y | 600-900 [ 900-3 000 A
X
12-24 0,09 0,20 0,29
24-36 0,30 0,11 0,41
36-60 0,06 0,24 0,30
f; 0,45 0,55 1

La ultima columna y la dltima fila son, respectivamente, las frecuencias relativas marginales de
las variables X e Y.

a) La cantidad media por individuo invertida en bolsa de los individuos con una renta com-
prendida entre 24 y 36 mil euros es la media de la distribucién condicionada de la variable
Y por el valor x, = 30, marca de clase del intervalo 24-36; esta distribucién se recoge en la
siguiente tabla:

)’j/ X =x ]?‘/2
750 0,30/0,41=0,73
1950 0,11/0,41=0,27

Los elementos de la segunda columna de la tabla anterior, frecuencias relativas de la distribu-
cion condicionada, se han calculado teniendo en cuenta la expresién general:

b
]3‘/2 :]%‘

Obtenida la distribucién condicionada, la media de dicha distribucién es

k
VX =x) =2, ¥ fis

j=1
que, para los datos del problema, toma el valor:

y/I(X =x,) =750-0,73 + 1950 - 0,27 = 1 074 euros.

b) La distribucién de la inversién condicionada a un valor de renta igual a 48 mil euros es la
que figura en la siguiente tabla:

)’j/ X =x; ﬁ/s
600-900 0,06/0,30=0,20
900-3 000 0,24/0,30=0,80
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Como puede comprobar el lector, los elementos de la segunda columna de esta tabla se obtie-
nen segln la expresion:

5

]3‘/3:]03'

La varianza de la distribucion condicionada es
2 X 2
Syix = B 2 yj2 'fi/3 - (y/(X = x3)) s
ji=1
donde y/(X = x;) es la media de la distribucién condicionada.

En definitiva, sustituyendo los valores calculados, se tiene que

Sty - =T750%-0,20 + 19502 - 0,80 — (750 - 0,2 + 1 950 - 0,80)% = 230 400.

Una promotora considera que las familias adquieren viviendas de mayor tamaiio se-
gln sus ingresos. Para confirmar este hecho se han considerado los datos correspon-
dientes a su ultima promocién de 210 viviendas, analizdndose el nivel de ingresos
anuales de las familias que han adquirido una vivienda de esta promocién, X, en mi-
les de euros, asi como el tamafio de la vivienda comprada, ¥, en metros cuadrados.

Tamaiio 40-100 100-200
Ingresos
12-24 90 10
24-30 15 20
30-40 5 70

(Confirma esta informacion la hipétesis de la promotora?

SOLUCION

La promotora sospecha que hay dependencia entre las dos variables. Para comprobar si estd en
lo cierto, hay que tener en cuenta que dos variables son independientes si, para cualesquiera i
y j, se cumple que

fij = fi f]
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0, equivalentemente,

meny

N N

=| S

Simplificando, la igualdad anterior se convierte en

condiciéon que denominaremos condicion de independencia y que, cuando las variables son
independientes, se cumple para todos los pares (i, j).

En este caso, si tomamos, por ejemplo, i = 1y j = 1 y calculamos

n,. =n; +n,=9 + 10 =100

ny,=n;, +ny, +n3; =9+ 15+5=110,

resulta que, por un lado,

n;; =90
y, por otro,

np-ng  100- 110
N - 20 52,38,

con lo que podemos afirmar que las variables no son independientes, confirmandose la hipdte-
sis de la promotora.

Dada una distribucion de frecuencias bidimensional (x;, y;; f;;), pru€bese que la con-
dicién necesaria y suficiente para que las variables X e Y sean independientes es que,
para cualesquiera i y j:

fi/j = fi
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SOLUCION

Si X e Y son independientes se cumple, por definicién, que, para cualesquiera i y j,
fi =11

por lo cual, teniendo en cuenta lo visto en 2.6, resulta, de modo inmediato, que

Sy Sk

Sy = 7, 7, =fi

seglin queriamos demostrar.

Reciprocamente, si, para cualesquiera i y j,

po=d
[/
7 fj
se tiene, sin mas que despejar, que
fij :fi/j f]
Ahora bien, si
fi/j = fis

entonces, sustituyendo en la expresion de la frecuencia relativa conjunta, se concluye que, para
cualesquiera i y j,

fij =fi ’fj,

es decir, las variables X e Y son independientes.

Proponemos al lector la demostracion de la doble implicacién tomando como referencia la otra
distribucién condicionada.

La siguiente tabla refleja el salario mensual, X, en miles de euros, y el gasto médico
al mes en odontdlogos, Y, en euros, de un grupo de 200 familias.
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Gasto 0-50 50-100 | 100-200

Salario
1-2 15 24 21
2-4 35 56 49

(Son las variables X e Y independientes?

SOLUCION

En 2.10 se demostr6 que las variables X e Y son independientes si, y solamente si, para cada
par (i, j), se cumple que

fi/j = f;i’
condicion que, en este caso, se traduce en las siguientes igualdades:

Sin =fin = fin = A

Jfon = forn = forz = o

igualdades que, sustituyendo por frecuencias absolutas, son equivalentes a

nygy _ Ny N N

n, n, ns N

Moy Ny Nyz Ny

n, n, ns N

Estas expresiones indican que, si las variables son independientes, la proporcion de unidades
cuyo valor de la variable X estd en un determinado intervalo se mantiene constante dentro de
cada uno de los intervalos en los que estdn agrupados los valores de la variable Y; ademads, esta
proporcidn coincide con la proporcién de unidades de la poblacién que tienen valores de X en
dicho intervalo. Y, si esto es asi, el hecho de que las variables sean independientes implica que
las distribuciones de X condicionadas por los distintos valores —marcas de clase de Y— son
todas iguales pues tienen los mismos valores —los de la variable X— y las mismas frecuencias
relativas.
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La siguiente tabla contiene las frecuencias marginales de las dos variables:

.Y 0-50 50-100 100-200 n.
1-2 15 24 21 60
24 35 56 49 140
n, 50 80 70 200
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A partir de estos datos se comprueba que

15 24 21 60
50 80 70 200

35 _ 56 _ 49 _ 140
50 80 70 200’

por lo que las variables X e Y son independientes.

De forma alternativa, se puede comprobar que estas variables son independientes utilizando la
segunda condicién equivalente a la condicién de independencia de 2.10, esto es, X e Y son inde-
pendientes si, y solamente si, para cualesquiera i y j, se cumple que

f/’/i = f-j-

En definitiva, es condicién necesaria y suficiente para que dos variables sean independientes
que las filas y las columnas de la tabla de correlacion de su distribucién conjunta sean propor-
cionales.

Sobre una poblacién de N familias se ha realizado un estudio sobre la relacion entre
el mimero mensual de llamadas telefénicas nacionales (urbanas e interurbanas), X,
y las internacionales, Y, y se han obtenido, entre otros resultados, las dos distribu-
ciones de Y condicionadas por valores de X, tal y como se refleja en las siguientes
tablas del mes de diciembre del pasado afio:

ViIX = x i YiX = x, %)
N 12 N 10
Y2 24 Y2 a
Y3 36 Y3 b
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a) Suponiendo que X estd distribuida en los intervalos 0-60 y 60-240, y la variable
Y en 0-20, 20-40 y 40-60, calctlese el nimero medio por familia de llamadas in-
ternacionales de las familias que han realizado 30 1lamadas nacionales.

b) Si las variables X e Y son independientes, ;cudnto valen a y b?

SOLUCION

a) Un ndmero igual a 30 llamadas internacionales se corresponde con la marca de clase del
primer intervalo de la variable X, por tanto, hay que calcular la media de la distribucién de
Y condicionada por X = x, es decir, y/(X = x,).

Colocando las marcas de clase de los intervalos 0-20, 20-40 y 40-60 en la primera distribucion
condicionada que proporciona el enunciado, tendremos:

WX =x nj,
10 12
30 24
50 36

En definitiva,

k
y/(X=x1)=% 2yj-nj,lz%(lo-12+3o-24+50.36)=36,67,
&

nimero medio por familia de llamadas internacionales de las familias que han realizado 30 lla-
madas nacionales.

b) Segiin vimos en 2.11, si X e Y son independientes, las dos distribuciones condicionadas
(/X = xy5 nyy) € (y;/X = xp; nyp), distribuciones unidimensionales, habrén de ser iguales y,
por tanto, tendrd que cumplirse, para j = 1, 2, 3, que

Jj‘/l = ]3’/2
0, equivalentemente, paraj = 1, 2, 3, que

Min  Nyp

nl, nz,

Si aplicamos esta condicién para j = 2 y j = 3, tendremos que, para que X e Y sean indepen-
dientes, deberia verificarse, por un lado,

mpn _ Nip

nl, nz,
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y, por otro,

ny op

ny. n,.

Sustituyendo las frecuencias condicionadas por los datos de las distribuciones y teniendo en
cuenta que n,. y n,. se hallan sumando las frecuencias absolutas condicionadas de las dos dis-
tribuciones condicionadas que proporciona el enunciado, esto es, n;. = 12 + 24 + 36 =72y
n,. = 10 + a + b se tiene que

24 _  a
72 10+a+b

6___ b
72 10+a+b

Resulta, de este modo, un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas:

2-a—b=10
a—b=10,
cuya resolucién conduce a los valores:
a=20
y
b = 30.

Otra forma de resolver este problema consiste en obtener, en primera instancia, la distribucién
bidimensional correspondiente a las distribuciones condicionadas del enunciado. Asf, colocan-
do en la primera fila de la tabla de correlacién las frecuencias de la primera distribucién con-
dicionada (y;/X = x;; n;;), y, en la segunda fila, las de la segunda distribucién condicionada
(/X = x3; njp), resulta:

¥ Y N Y2 y3 n;.
X 12 24 36 72
X, 10 a b 100+a+b
n, 2 M+a | 36+b N
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Si las variables X e Y son independientes, ha de cumplirse, para cualesquiera i y j, la condicién
de independencia:

Aplicando esta condicién a i = 1y j = 1, por ejemplo, y despejando N se tiene que

ny.-n, :72-22:

N=—0 12

132.

Si aplicamos de nuevo la condicién de independencia, ahora parai =1y j = 2,

n]_ * n_2
nlz = N_a
obtendremos:
7224 + a)
="

de donde resulta un valor de a igual a 20.

Para hallar b, basta tener en cuenta que

N=132=n,.+n,=724+10+a+b+ =72+ 10+ 20 + b,

de lo cual se deduce que b es igual a 30, como ya sabiamos.

Observe el lector que, para que las variables sean independientes, las distribuciones condicio-
nadas, segin comentamos al principio de este apartado, han de ser iguales y, por tanto, han de
ser proporcionales las columnas —distribuciones de la variable X condicionadas por los dis-
tintos valores de la variable Y— vy las filas —distribuciones de Y condicionadas a los distintos
valores de X— de la tabla de correlacion.

En este sentido, si nos fijamos en las columnas de la tabla, vemos que los primeros elementos
de cada columna se obtienen unos a partir de otros: la segunda casilla es dos veces la primera
y la tercera, tres veces la primera. Por tanto, para que se mantenga esa proporcionalidad, nece-
saria y suficiente para que las variables sean independientes, tiene que ser a igual a dos veces
10 y b igual a tres veces 10, como hemos probado por otros caminos.
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Obténganse las expresiones de los momentos a,, y ag,. En particular, calciilense los
momentos, dg g, dj g, do.1> G20 Y Ao

SOLUCION

El momento bidimensional respecto al origen de orden (7; s) de la distribuciéon bidimensional
(x;» ¥ f) se define como

>~

Puesto que x/ no depende de j y, ademas, Z Jfij = [ se tiene que
i=1

h k h
g =2, xE D fy= 2 i fi=a, (),
i=1 j=1 i=1
momento unidimensional respecto al origen de orden r de la distribucién marginal (x;; f;.).

En particular,

ay=a; (x) =x

ro = (0.

Andlogamente, al reemplazar el valor » = 0 en la expresién del momento bidimensional res-
pecto al origen de orden (r, s) de la distribucion bidimensional (x;, y;; f;), resulta:

h k h k k h k
i=1j= j= i= j=

i=1j=1

expresion del momento unidimensional respecto al origen de orden s de la distribucién margi-
nal (y;; f,), esto es, a, (¥).
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En tal caso,

ap; = a; (y) =y

gy = ay (y).

Por ultimo,

h k h k
DRSS 1 WA
i=1j= i=1j=

Obténgase las expresiones de los momentos m,  y my,. En particular, calcilense los
momentos, m g, My, My 1, My, Moo, Y M g

SOLUCION

El momento bidimensional respecto a las medias de orden (r, s) de la distribucién bidimensio-
nal (x;, y;; f;) es

h k
=3 D === 2 Z(x—x)f,,
i=1j=1

i=1j=1

Al sustituir s por 0 se obtiene:
hok
= Z Z X - x) )’)0 f;/

Puesto que (x; — x)" no depende de j y 2 fii = [, resulta:

j=1

h
(x — Xy 2 fi= 2 O — %) fi
=1

j=1

||
HM&

expresion que corresponde al momento respecto a la media de orden r de la distribucién mar-
ginal (x;; f.), es decir, m, (x).
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De manera semejante, sustituyendo por r = 0, se
orden s de la distribucién marginal (y;; f;), m, (y):

ook ook
:'21 _21 =% = f :_21 '21 &7
i=1j= i=1j=
con lo cual,

mp o

121

ias bidimensionales

obtiene el momento respecto a la media de

k h k
=W =2 =Y =2 5= f
j=1 i=1 j=1

=m x)=0

my; = my (y) = 0.

Ademas, los momentos de orden 2 son

myo = my (X) = S}Z(
y
mo, = m, (y) = Sy,
es decir, las varianzas de X e Y.
Por ultimo,
hok
2 Z =0 (= fy = 2 Zﬁ,— 1
= - i=1j=1
y
hok
-2 2(x—x) V=S

covarianza entre X e Y.

Demuéstrese la siguiente relacion:

mp = dap;

— dyp - dog-
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SOLUCION

El momento bidimensional con respecto a las medias de orden (1, 1) de la distribucién bidi-
mensional (x;, y;; f;;), esto es, la covarianza entre X e Y, es, por definicion,

h k
ma = 2 2 =00y =Ny
1=17=

Operando en la expresion anterior y dividiendo el doble sumatorio en cuatro sumatorios dobles,
resulta:

ho ok
ml,lzlzl lzl(xi'yj_xi'y_)_c‘yj_’_)_c‘y)ﬁ'j:
i=1j=

hk Bk hok hok
:Z zxi'yj'fij_z in'y'ﬁ'j_Azl AZI)_C')’]"JCU""ZI Zlf'?ﬁj-
= J = 1= J =

i=1j=1 i=1j=1

Puesto que x y y son constantes y, ademds, x; no depende de j € y; no depende de i pueden colo-
carse fuera de los correspondientes sumatorios. Asi,

h k h
My :_21 _21 Xy Sy~ ?Z
i=17;= =

Teniendo en cuenta, ademds, que

k h h k
2 =X =y X X fi= 1
i=1 i=1j=1

j=1

entonces,

rok h k
ml,lzz Zxi'yj’fij_yzxi'ﬁ~_xzyj‘fj—'—x’y'
i=1

i=1j=1 ji=1

h k
Considerando, por dltimo, que Z X fi=Xxy Z y; - f; =y y simplificando, resulta:

i=1 j
mgp=a,; —x-y—x-ytx-y=a— ayp-d

seglin queriamos demostrar.
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Sea (x;, y;; f;) una distribucién de frecuencias bidimensional. Demuéstrese que las va-
riables X e Y son independientes si, y solamente si, para cualesquiera i y /, el cociente

fi
Ji

es constante para todo j.

SOLUCION

Si las variables X e Y son independientes, el cociente de frecuencias conjuntas resulta ser igual a

fi _fili _ T
fy  hicfi R

valor constante, sea cual sea j.
. . . . |
Reciprocamente, si el cociente f;/f; es constante para todo j, se cumple que

k

2 fi
fo o _Ju_Jit
o 7 u Zk:lf/j

J

Ahora bien, el numerador del dltimo miembro de la igualdad anterior es

k
2 fi=f

j=1
y, el denominador
k
2 fi =1
ji=1
con lo cual, para todo j, se cumple que
fi _h
i N
! Por las propiedades de las fracciones, se sabe que, si
a _ _ a,
b, b,

entonces, estos cocientes son iguales a
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En definitiva, reordenando los términos de la igualdad anterior, se tiene, para cualquier j y para
cualesquiera i y [, que

Ji _ Ji

£ f

0, lo que es igual,

siendo la dltima igualdad el resultado de aplicar la nota anterior.

h h
Como 2 fi=1y Z fi. = 1, entonces, para cualesquiera iy j,
i=1 i=1

hi_fi_,

fi 17
es decir, para cualesquiera i y j,

fi =11y

quedando demostrado que las variables X e Y son independientes.

Dada una distribucion de frecuencias bidimensional (x;, y;; f;), obténgase la expresion
del momento bidimensional con respecto al origen de orden (r, s) en el caso de que
las variables X e Y sean independientes.

SOLUCION

Si X e Y son independientes, entonces, para cualesquiera i y j,

fij = fi ‘f_p
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con lo cual, sustituyendo la igualdad anterior en la expresién del momento bidimensional con
respecto al origen de orden (r, s) de la distribucién bidimensional, se tiene que

h

h k k h k
a = 2 X3y Sy = X X xSy = (Z xf-fi.)-(Zl y;-f-j),

i=1j=1 i=1

siendo la ultima igualdad resultado de agrupar términos afines.

En consecuencia, si X e Y son independientes, se cumple:

a5 = Ay " Aose

Dada una distribucion de frecuencias bidimensional (x;, y;; f;;), obténgase la expresion
del momento bidimensional con respecto a las medias de orden (r, s) en el caso de
que las variables X e Y sean independientes.

SOLUCION

Aplicando la condicién de independencia entre las variables X e Y,
fij = fi 'f-p

para cualesquiera i y j, a la expresion del momento bidimensional con respecto a las medias de
orden (r, s) de la distribucién bidimensional, obtenemos que

h k h k
M=, O =X == 2 =X — L S
i=1j=1

i=1j=1

Agrupando términos semejantes, resulta que, si X e Y son independientes, entonces,

h k
m,, = |:21 (xi - })7ﬁ:| : |:Z (yj - y)xf/:| =M, - M.
i= j

=1

(Cudnto vale la covarianza de una distribucion de frecuencias bidimensional (x;, y; f;),
cuando X e Y son variables independientes?
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SOLUCION

Hemos demostrado, por un lado, que
myy = dp — dip - Ao
y, por otro lado, cuando X e Y son independientes, aplicando 2.17, se tiene:
ap = dpo - do-

Por lo tanto, m;; = a4 - ap; — ap - ap; = 0, es decir, si X e Y son independientes su cova-
rianza es cero.

Aunque mds adelante estudiaremos con detalle el coeficiente de correlacion lineal:

= S
- = 4

SX * Sy
merece la pena que el lector caiga en la cuenta de que la independencia entre las variables X e
Y implica que r es igual a cero, existiendo incorrelacion entre las variables: si entre X e Y no
existe ningun tipo de relacion no puede existir relacién lineal.

Dada una distribucién de frecuencias bidimensional (x;, Vi f,-j), interprétese el signo
de la covarianza, S.

SOLUCION

La covarianza, o varianza conjunta de dos variables,
ho ok
S=2 2 =% 0=y
i=1j=1

mide la variacién lineal entre las variables, puesto que con ella se calculan diferencias de pri-
mer orden entre los valores de las distribuciones de cada variable y su respectiva media.

Cuando la nube de puntos adopta un aspecto como el de la figura siguiente, entonces, las des-
viaciones positivas de los valores de la distribucién de X con respecto a x se acompafian con
desviaciones también positivas de los valores de la distribucién de Y con respecto a y; a su vez,
las desviaciones negativas de los valores de la distribucién de X con respecto a su media se
acompafian con desviaciones negativas de los valores de la distribucién de Y con respecto a la
suya, con lo cual, los factores (x; — x) - (y; — y) serdn positivos en ambos casos, siendo enton-
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ces la covarianza igualmente positiva. Estamos, en tal caso, ante una relacion creciente entre
las variables.

=l
*
*

Cuando, por el contrario, el diagrama de dispersién de la distribucién bidimensional se aseme-
ja al de la siguiente figura, entonces, las diferencias (x; — X) positivas se acompafian con dife-
rencias (y; — y) negativas y, reciprocamente, diferencias (x; — x) negativas se acompafian con
diferencias (y; — y) positivas, siendo en tal situacion, la covarianza negativa y la relacién entre
las variables decreciente.

=

Por tltimo, si desviaciones positivas de los valores de la distribucién de la variable X en rela-
cién con su media se acompaiian con desviaciones, unas veces positivas y otras veces negati-
vas, de los valores de la distribucién de la variable Y con respecto a su media, y, viceversa,
desviaciones positivas (x; — x) se acompafian con desviaciones (y; — y) unas veces positivas y
otras negativas, entonces, la nube de puntos tendra un aspecto bien amorfo, bien en torno a una
linea no recta, segin se observa en las dos figuras siguientes. En estos casos, la covarianza
tomara un valor préximo a cero.
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Téngase en cuenta que, aunque estos dos casos reflejan incorrelacion, esto es, ausencia de rela-
cion lineal, en el primero, la nube de puntos sugiere una situacion de independencia entre las
variables —que, segiin hemos visto en el problema anterior, implica incorrelacién—, y, en el
segundo, en cambio, la existencia de una dependencia funcional no lineal entre ellas.

i
E _ *
X
&
« * %
kK *
* * *
* * —
% % LR ®
E
*
* * % o
* % %
* *
X.
l
i
*
*® ok
kg sk sk * y
* *
X.
i

Dada una distribucion de frecuencias bidimensional (x;, y;; f;), cuya covarianza es S, ob-
téngase la covarianza de la distribucion de frecuencias (a - x; + b, ¢ - y; + d, f;), ', sien-
do a y b nimeros reales positivos. En particular, calcilese la covarianza de la distribu-
cion transformada por un cambio de origen y de escala en cada una de las dos variables.

SOLUCION

Si x e y son, respectivamente, las medias de las distribuciones marginales (x;; f;.) € (y;; f,), en-
tonces, segin vimos en el capitulo anterior, las medias de (a - x; + b; f;) y (c - y; + d; f,), dis-
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tribuciones marginales correspondientes a la distribucién bidimensional transformada son igua-
les a

Por tanto, sustituyendo en la expresion general, la covarianza de la nueva distribucion es

h k
=2 Ylax+b—@i+nl lcy+d—(y+dlf

i=1j=1
Operando en la expresion anterior, se tiene que
h k h k
S'=2 Daxi—Xc—Nfi=a-c), X &=—%-(y-Nfi=a-c-S
i=1j=1 i=1j=1
En particular, sia = 1/e;, b = — o,/e|, c = lle; y d = — 0,/e,, la covarianza de la distribucién

obtenida tras realizar un cambio de origen y de escala es

S’:L.L.S: S )
€ € €€

de lo cual se deduce que la covarianza solamente se ve afectada por cambios de escala.

El Departamento de Marketing de un grupo financiero ha realizado un estudio sobre
la influencia de la renta en las decisiones de inversion de sus clientes. Para ello eligi6
una muestra de 20 clientes, cuya renta anual, junto con las cantidades invertidas en un
cierto afio, en miles de euros, aparecen recogidas en la siguiente tabla:

Inversion 0-4 4-8 8-12
Renta
6-14 4 2 0
14-26 2 2 3
26-34 0 1 6

a) Hallénse las medias y las varianzas de las variables consideradas.

b) (Cual es la covarianza entre la inversién y la renta?
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¢) (Cuil seria el valor de la covarianza si cada cliente aumentara su inversién en mil
euros? ;Qué valor tendria la covarianza si la renta de cada cliente se incrementa-
ra en un 6 por ciento?

SOLUCION

Cuando se ha de realizar el cdlculo de momentos unidimensionales y bidimensionales a partir
de tablas de correlacién, resulta comodo utilizar un diagrama de apoyo como el que describi-
mos a continuacion.

k k
X Y 2 6 10 n; X n X7 n j;l Yj+ My xz‘j: lyj L
10 4 2 0 6 60 600 20 200
20 2 2 3 7 140 2 800 46 920
30 0 1 6 7 210 6 300 66 1980
n; 6 5 9 20 410 9700 132 3100
¥ n, 1230 90 132
v} on; 24 180 900 | 1104
h
Y x-n 80 90 240 410
i=1
h
¥ >, xom; | 160 540 2400 | 3100
i=1

Fijémonos, en primer lugar, en las columnas que aparecen a la derecha de las que inicialmente
conforman la tabla de correlacién. Asi, los elementos de la quinta columna se corresponden,
como ya sabemos, con las frecuencias marginales de la variable X, siendo n;. la frecuencia
absoluta genérica; en la sexta columna aparecen los productos de cada valor de la variable X,
junto con su frecuencia, esto es, x; - n;,, con lo cual, la suma de los elementos de esa colum-
na es

h
Y xion = 410;
i=1

la sexta columna se obtiene multiplicando el cuadrado de cada valor de la variable X, x?2, por
su frecuencia, n,, con lo que la suma de las cantidades de esa columna es

h
le?-n,»,=9700;
i=1
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para obtener los elementos de la pendltima columna, hay que fijar cada valor de X, esto es, cada
h
subindice i, y hallar Z yj-n
j=1
esigualay, -n;, +y,-ny+y;-n3=2-4+6-2+ 10-0 = 20, siendo la suma de los ele-
mentos de la columna:

;» con lo cual, por ejemplo, el primer elemento de dicha columna

no ok
2 Zyj-nij=l32;
i=1j=1

finalmente, la dltima columna se halla de modo sencillo, multiplicando cada elemento de la
k
columna anterior, 2 yjn
i=1
de las cantidades de esta columna es

i por el correspondiente valor de la variable X, x;, por lo que la suma

h k
i=1 j=1

Observemos el diagrama de apoyo hacia abajo, fijdindonos en las filas que se han anadido a
partir de la tabla de contingencia inicial. Podemos ver que la quinta fila se corresponde, como
es sabido, con las frecuencias marginales de la variable Y, n;; los elementos de la sexta fila se
calculan multiplicando cada valor de la variable Y, y;, por su respectiva frecuencia, n;, obte-
niéndose como suma de los elementos de esta fila:

k
Z y; - n; = 132;

i=1

la siguiente fila, la séptima, se obtiene mediante el producto de cada valor al cuadrado de la
variable Y, yjz, por su frecuencia, n;, con lo que la suma de esta fila es

k
D, vion;=1104;

j=1

para calcular cada cantidad de la octava fila se fija cada valor de la variable Y, esto es, el subin-

h
dicej, y se hallaz X+ n
i=1

+x3-n3,=10-4+20-2+ 300 = 80 y la suma de sus elementos igual a

;> siendo, por ejemplo, el primer elemento de esta fila x; - ny; + x;, - ny; +

kK h
szi'”ij:410;
j=1i=1
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por dltimo, la novena fila del diagrama anterior se obtiene como producto entre cada uno de
h

los elementos de la octava fila, Z X; - n, por el respectivo valor de la variable Y, y;, y la suma
de sus elementos es

k h
2 2 - ny; = 3 100.

Si miramos las cantidades resultantes de sumar elementos de filas y columnas, observamos que
h k
hay una serie de coincidencias, que no son, en absoluto, fruto del azar. En efecto, Z 2 yi-n
i=1j=1
suma de los elementos de la octava columna, coincide con Z y; - nj, suma de los elementos
de la sexta fila, pues j=1

ij»

h k k h k
2 Xy = Z 2 m = 2
i=1j= = = i=

Siguiendo un proceso andlogo, puede analizar el lector la razén de la coincidencia entre
ko h h

2 Z x; - ny, suma de los elementos de la peniiltima fila, y 2 X; - n;, resultado de sumar los
j=1i=1
elementos de la sexta columna.

Comprobamos también, de modo inmediato, que se llega a idéntico resultado sumando los ele-
mentos de la dltima fila y de la dltima columna del diagrama anterior:

I’l,-j.

HM»

i=1 j:l

Aunque en la introduccién de este problema hemos obtenido todos los elementos del diagra-
ma, es evidente que, dadas las coincidencias, y siempre en funcién de los momentos que se
requieran en cada caso, bastard con calcular aquellas filas y columnas que se necesiten.

a) Para hallar la inversién media por cliente, media de la variable Y, y la renta media por clien-
te, media de la variable X, nos apoyamos en el diagrama, seleccionando las sumas conve-
nientes. Asi, se tiene que

_ 410
X; N, = (5~

. 20 - 20,5 miles de euros,

x=

HM}

L
N,

para cuyo cdlculo hemos utilizado las suma de los elementos de la sexta columna, habiendo
podido llegar al mismo resultado —dada la coincidencia— con la suma de los elementos de la
pentltima fila.
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Andlogamente, con la suma de los elementos de la sexta fila, o bien con los correspondientes
a la pendltima columna, se obtiene la media de la variable Y:

k
o1 132
Y=N '21 i =50 6,6 miles de euros.

En cuanto a la varianza de la variable X, tomando la suma de los elementos de la séptima
columna, se tiene que

X 9700
=% g oo~ 485,

con lo cual,
S% = ayo — X2 = 485 — 20,52 = 64,75.

De modo semejante resulta la varianza de la variable Y, utilizando, en este caso, la suma de los
elementos de la séptima fila:

siendo, por tanto, la varianza:
Sy =ag, — =552 — 6,6> = 11,64.

b) La covarianza entre renta e inversion se calcula con la suma de los elementos de la dltima
fila o bien de la dltima columna. En efecto, el momento de orden (1, 1) con respecto al ori-
gen es

v % 3100
por lo que

S=a,—x-y=155-205-6,6=197

¢) Un aumento en la inversién de mil euros supone una transformacién lineal en la variable
Y: de la distribucién bidimensional (x;, y;; f;), a la distribucién (x;, y; + 1; f;).

Ahora bien, segtin hemos visto en 2.21, este tipo de transformacién no afecta a la covarianza,
por lo cual, la covarianza de la nueva distribucién sigue siendo 19,7.
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La segunda transformacién propuesta supone un cambio en la variable X, de modo que, de
la distribucién bidimensional inicial (x;, y;; f;), pasamos a la distribucion (1,06 - x;, y;; f;).
En esta situacién, segiin se comprobé en el citado problema, la nueva covarianza es
1,06 - S = 1,06 - 19,7 = 20,88.

Dada una distribucion de frecuencias bidimensional (x;, y; f;), obténgase la expresion
de la recta de regresion lineal minimo-cuadratica de Y respecto de X.

SOLUCION

Mediante el criterio de los minimos cuadrados se obtienen los valores de los pardmetros a y b
de larecta y; = a + b - x; para que las diferencias al cuadrado entre los valores observados de
la variable que queremos explicar —en este caso la variable Y—, y;, y los valores tedricos de di-
cha variable dados por la recta anterior sean lo més pequefias posible. Se trata, por tanto, de ha-
cer minima la funcidén:

h k
ZZ =50 fy = ZZ[yJ—(ava )1 -

i=1j=1

En consecuencia, derivando respecto de a y de b la funcién anterior resulta®:

i
db |,
Igualando a cero y desarrollando estas expresiones se tiene:
Y
k
PIEE DY

k
X by @tbonl ,,]=—2Z S [y, - @+ b0l

i=1j=1

| M: | M:

k h k
2 [yj—(a+b-x,.)]2ﬁ,}=—22 Z = (a+b-x)] x - fy
ji=1 i= =

\\Mw

RN DRV

i=1j=1

HM:-

El sistema anterior, que recibe el nombre de sistema de ecuaciones normales, puede expresar-
se en funcién de los momentos respecto al origen unidimensionales y bidimensionales:

ao’l_a_b'al’():o
al’l—a-al,o—b~a2,0=0.

2 Como puede comprobar el lector, desarrollando los sumatorios, la derivada de un sumatorio es igual al sumatorio
de las derivadas, segtn se deduce de modo inmediato de las reglas de derivacion.
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Multiplicando la primera ecuacién por — a;, y sumando ambas ecuaciones, se tienen los va-
lores:

b= ajp — dip-dog My
= — =
arp — A71p0 mypp
y
a=aq M a
= dog — dip,
mjp
0, lo que es lo mismo,
S
b=-7
Sx
y
A=y .%
= > X
Sx

En realidad, para que el ejercicio estuviera completo deberia comprobarse la condicién de
minimo, aunque por tratarse €ste de un libro de estadistica y no de matematicas, obviaremos
esta comprobacidn.

En definitiva, la recta de regresion minimo-cuadratica de Y sobre X, resultante de sustituir los
valores a y b calculados, es
O
y.:y——.x—‘,——.x,,
1 S?( S?( 1

0, equivalentemente, la que es su expresion mas habitual, prescindiendo de los subindices,

yoyES -
Sk '

Invitamos al lector a que compruebe, utilizando el mismo procedimiento, que la recta de regre-
sién minimo-cuadratica de X sobre Y responde a la expresion:

_ S _
X = —F - .
52 -y

x —

A partir de la regresion lineal de Y, ahorro anual, sobre X, renta mensual de un grupo
de familias (ambas variables en miles de euros), se ha estimado que el ahorro corres-
pondiente a una renta de 3 mil euros es de 0,4 miles de euros, mientras que, si la ren-
ta es de 2,5 miles de euros, el ahorro es de 0,3 miles de euros. Con estos datos, ha-
llese la ecuacion de la recta de regresion de Y sobre X.
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SOLUCION

El enunciado indica que la recta de regresion de Y sobre X, y = a + b - x, pasa por los puntos
3;0,4) y (2,5; 0,3). Sustituyendo en la expresion de dicha recta de regresion los valores de es-
tos pares de puntos, se tiene el sistema de ecuaciones:

04=a+b-3
03=a+b-25.

Restando ambas ecuaciones,
04—-03=b@3—2)9),
y despejando, se halla el valor
b=0,2,
que, sustituido en cualquiera de ellas, conduce al valor
a=—0,2.

En definitiva, la recta de regresion de Y sobre X, esto es, la mejor explicacion lineal del ahorro
a partir de la renta es

y=-02+02-x
El valor b = 0,2, pendiente de la recta de regresidn, tiene una clara interpretacion: un incre-

mento de una unidad, es decir, de mil euros, en la renta de una familia, supondria un aumento
del 20 por ciento —0,2 X 100— en el ahorro anual, es decir, de 200 euros.

Obténgase la media y la varianza de los residuos en la regresion lineal de Y sobre X.

SOLUCION

Los residuos de la regresién lineal de Y sobre X son, por definicién, la diferencia entre los va-
lores observados de la variable Y y los valores tedricos estimados mediante la recta de regre-
sion, es decir,

€ =Y — Yo
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donde
_ S _
=¥+ (=%
y S?(

es el valor tedrico de la variable Y correspondiente a un valor x; de la variable X.
La media de los residuos serd, entonces, sin mas que sustituir,

B h k h k h k 8 S
EPIPICTRIED WD WEES RS Z[y,-—(wSz( >)]fy
i=1j=1 i=1j= i=1j=1 X

Reagrupando términos y colocando fuera de los sumatorios los valores constantes, la media de
los residuos es

B h k S h k B
PRl D VDI

Sxizljzl

Ahora bien, el primer sumando de la expresion anterior es

h k k h
> <yj—§>fz:f=Z m—i)Z fi = Z =0 =0,

i=1j=1 j=1 i=1 j=1

pues, segin vimos en el capitulo anterior, se trata de la media aritmética de las desviaciones de
los valores de la distribucion de la variable Y con respecto a su media.

Y, andlogamente,

hok
%Z Z(xi_f_f)fljzs%'o:(),

Sxi=1j=1 X
con lo cual, la media aritmética de los residuos resulta:
e=0.
En consecuencia, la varianza de los residuos, o varianza residual, es

h k h k
— N2 — 2
=2 X —erf=2 X e-fy
i=1j=1 i=1j=1

Sustituyendo e;; por su valor y posteriormente y; por el suyo, se obtiene:
ho ok k s A\
=X X053 By Se-n)f 4
i=1j=1 X

X
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Desarrollando el binomio y descomponiendo el doble sumatorio anterior en tres sumandos, se
tiene que la varianza residual es

hok S\ & § I &
=3 zl<y,—y>zﬁ,+<s—§> Y X2 XX 0 D

Si tenemos en cuenta que

h k k h k
) 2 D= XY fi= X G VA= S
i=1j= ji=1 i=1 ji=1

que, ademéds,

ok h
PR INC 2 (x; — %) Z fy= 2 = D%f = Sy
i=1j=1 1

i= ji=1 i=

y que, por ultimo,

h k
2 Z oy 6=0f=S

la expresién de la varianza residual resulta ser:

2 2
=it 0.8 oS0 8
Sx) SX SX SX
esto es,
SZZS)%_S_Z_
e S)2(

Es importante observar que, aunque los residuos y sus frecuencias dependen de i y de j, por
definicidn, lo cual nos obliga a trabajar con sumatorios dobles, en realidad, hemos calculado
una media y una varianza de una distribucién de frecuencias unidimensional.

Se puede comprobar, siguiendo un desarrollo andlogo al de este problema, que la varianza resi-
dual en la regresién lineal de X sobre Y es

2

Y

donde SZ es la varianza residual de dicha regresion.
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Obténgase la media y la varianza de los valores tedricos en la regresion lineal de Y
sobre X.

SOLUCION

Ya que entre los residuos, los valores observados y los valores teéricos de la variable Y en la
regresion lineal de Y sobre X, existe la siguiente relacion:

€; =y — Vo
entonces, despejando,
Y=Yy~ ep

con lo cual, la media de los valores tedricos es

<l

h k
:Z Z eu)‘f;/ Z Z y] ij Z Z € - f;] e,

i=1j= i=1j=
simplemente con aplicar resultados ya comentados en el problema anterior.

Por dltimo, y puesto que la media de los residuos es cero, se tiene que

F=y-—e=y

esto es, la media de los valores teoricos coincide con la media de los valores observados, es
decir, con la media de la variable Y.

Por tanto, a la hora de calcular la varianza de los valores tedricos tendremos que

h k
~:Z Z _)’)2 lj Z Z (yl y)z.ﬁj
i=1j=1

i=1j=1
Como los valores tedricos de la regresion de Y sobre X responden a la expresién genérica:

- _=-, S -
i = +— ('xi - -x)a
Yi=Yy S?(

entonces,

« _=_=. 98 -~ _=-_S -
i TY=EY TS —x)—y=— (5 —X),
yimy =y Si( )=y Si( )
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por lo que la varianza de esta variable, tras realizar oportunas operaciones, s

h k S 2 h k 5 S2 5
) [g )0} ( ) 2 Z =0 fy=—55-S
i=1j= = =

S22 "

esto es,

Podriamos haber prescindido de trabajar con frecuencias conjuntas, ya que la varianza de los
valores tedricos,

~<n\.)

h k h
=2 X GV E G- Y = X G-

j=1

es, en realidad, la varianza de la distribucidén (¥; f..), distribucién de frecuencias unidimensio-
nal de la variable Y.

Otra via alternativa para resolver este ejercicio pasa por considerar que

yi=y+

= (= x),
X

0, lo que es lo mismo,

S S —
i _'xi+ - 5 4
Y Si y S?(

por lo cual, cuando hallamos los valores tedricos de la recta de regresién de Y sobre X, estamos
obteniendo, realmente, los valores de la distribucion transformada

S - S
= Nty 5%
(Si s f)

X

a partir de la distribucion (x;; f;), siendo, en este caso’, a = S/S)z( yb=y— (S/Si) x

3 No hay que confundir con los valores a y b de la recta de regresion, pues, en esta ocasion, estamos siguiendo las
notacién del capitulo 1, correspondiente a transformaciones lineales
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En consecuencia, aplicando los resultados conocidos del capitulo 1 sobre el cdlculo de la media
y de la varianza de una distribucién transformada, tendremos que, por un lado, la media de los
valores tedricos es

y, por otro lado, la varianza es

) 2
S%, — (%) Si = S_z
Sk Sx

Puede el lector comprobar, razonando de modo andlogo, que la varianza de X, varianza de los
valores tedricos en la regresién lineal de X sobre Y, es

S2
Sy

Sk

siendo la media de X igual a x.

Demuéstrese que el coeficiente de determinacién lineal responde a la expresion:

’/‘2 = SZ .
S%- Sy

SOLUCION
Sustituyendo en la definicién de coeficiente de determinacion lineal en la regresion de Y sobre X,

2
2 Sy
]

r =
2
Sy

el valor S% = S2/S)2(, obtenido en 2.26, resulta, de modo inmediato, que

, SISk _ S

sz si.st

r

expresion habitual de este coeficiente.
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Si el punto de partida para esta demostracién hubiera sido la regresion lineal de X sobre Y,
habrfamos llegado a idéntico resultado:

2 S_)Z( s2

r_ =
Sy Sy Sy

En consecuencia el mismo (inico) coeficiente de determinacidn lineal, r~, sirve para interpre-
tar la bondad del ajuste de Y sobre X y de X sobre Y. Esta conclusion es coherente con el hecho
de que con este coeficiente estamos midiendo el grado de relacion lineal entre las variables
XeY.

En la regresion lineal de Y sobre X, demuéstrese la siguiente relacion denominada
descomposicion de la varianza:

Sy =83 + SZ.

SOLUCION

Teniendo en cuenta los resultados de los problemas anteriores, la demostracién es inmediata,
ya que, por un lado,

S2
S2=8r -5
X

y, por otro lado,

2 82
S? = —2.
Sx

Con lo cual, resulta evidente, sumando ambas ecuaciones miembro a miembro, que la varian-
za de la variable Y se descompone en la varianza de Y y en la varianza de e, segin queriamos
demostrar.

Si consideramos la regresion lineal de X sobre Y, con un razonamiento andlogo demostraria-
mos que

St = Si+ Sk

2 . 2 . L. . .
donde Sy es la varianza de X, S es la varianza de los valores tedricos y S2 es la varianza resi-
dual.
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A partir de la relacién demostrada en el problema anterior, justifiquese la expresion
del coeficiente de determinacién lineal de la regresion lineal de Y sobre X y comén-
tese, utilizando dicho coeficiente, las diferentes situaciones que pueden plantearse en
el estudio de la bondad del ajuste.

SOLUCION

La relacién
S2=S; + 8%

correspondiente a la regresion lineal de Y sobre X, indica que toda la variabilidad de Y, varia-
ble que queremos explicar, queda determinada por la varianza de los valores tedricos, es decir,
por la regresion realizada, junto con la varianza de los residuos. Ello significa que, cuanto me-
nor sea la varianza residual, mayor serd la varianza de Y en relacién con la varianza de Y, o lo
que es igual, mayor serd la varianza de Y que habremos conseguido explicar con la regresién
efectuada. Este razonamiento justifica la definicién del coeficiente de determinacién lineal
como la proporcién de varianza de Y explicada por la regresion, es decir, la proporcién que la
varianza de Y representa sobre la varianza total:

2
Sy

72 =

La descomposicién de la varianza de Y en suma de dos cantidades positivas explica igualmente
el hecho de que el numerador de r2 sea siempre menor que el denominador y el que, por tanto,

0=r2=1.

En cuanto a la interpretacion de los diferentes valores de este coeficiente, consideremos las
siguientes situaciones:

. ., L. . 2
* Sir?2 = 0, entonces, el numerador de su expresion serd igualmente nulo, es decir, S7 = 0. Ello
. . ., . 2 2 .
quiere decir que, por la relacion existen entre Sy, S7 y SZ, necesariamente se cumple que

Sy =82,

por lo que, en este caso, resulta nula la parte de la variabilidad de Y que ha quedado explicada
por la regresion: el ajuste lineal es pésimo, no existiendo relacién lineal entre las variables X e Y.

Obsérvese, ademds que, al ser cero la varianza de los valores tedricos, Sy, no hay dispersion,
con lo cual, la variable Y es constante, coincidiendo con su media:

S}i = .):) = y’
para todo i = 1, ..., h, siendo la recta de regresion de Y sobre X:

y =y
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. . 2 2
Este razonamiento es coherente con el hecho de que, si r2 = 0, y puesto que r? = S%/Sy - Sy,
entonces, necesariamente, S = 0, con lo cual, la expresion de la recta de regresion de Y sobre
Xesy=y.

Ademas, al ser la covarianza, S, igual a cero, la recta de regresién de X sobre Y es x = x, con-
clusion a la que llegariamos igualmente, partiendo de la descomposicién de la varianza en la
regresion de X sobre Y, Sy = S)Z} + S2, y siguiendo un razonamiento paralelo al efectuado en
este punto con la regresion de Y sobre X.

* Si r? =1, numerador y denominador del coeficiente de determinacién lineal coinciden,
2 2 . . . . .
Sy = S5, por lo que el ajuste lineal es perfecto, al conseguir explicar toda la varianza de Y
mediante la regresion realizada.

Noétese, ademds, que por la relacion existente entre las tres varianzas, en este caso resulta ser
nula la varianza residual, lo que supone que la variable e es constante y coincide con su valor
medio:

e;=e=0,

para cualesquiera i y j.

Pero como
e =Y~ Vi

se deduce, que, para cada valor x; de la variable X, existe un valor y; de la variable Y tal que
y; = ¥;» situdndose los puntos del diagrama de dispersion perfectamente alineados y exis-
tiendo, por tanto, dependencia lineal perfecta entre X e Y.

 En la medida en que r? se acerque a cero, peor serd el ajuste, esto es, menor el grado de
dependencia lineal entre las variables, y viceversa, cuanto mas se aproxime a 1, mejor serd
la regresion y, por tanto, mayor el grado de dependencia lineal entre X e Y.

A partir de la descomposicion de la varianza, el coeficiente de determinacion lineal admite la
expresion:

,_Si _Si—st_ S

TTe T e T
Y Y Y

en la regresion de Y sobre X, y

2

oSk S8 _ 8
s2 s2 sz
X X X

en la regresion de X sobre Y.

Demuéstrese que, si existe dependencia lineal perfecta entre las variables X e Y, esto es, si
Y=a+b X
donde a y b son niimeros reales, b # 0, entonces,

|S| =8-S,
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SOLUCION

. . . . ., ] .
Por las propiedades de la varianza de una variable vistas en el capitulo 1, si Sy es la varianza
de la variable X, entonces, la varianza de la variable Y es

2 2
SY = b2 . Sxy
y, en consecuencia, su desviacidn tipica es

s, = lpl. s,

Para calcular la covarianza entre X e Y, S, hay que considerar que, para cada valor de la varia-
ble X, x;, existe un valor de la variable Y, a + b - x;, con lo cual, puede escribirse un tinico suma-
torio en la expresion de S; ademds, por las propiedades de la media aritmética, se cumple que
y = a + b - x. Teniendo en cuenta estos comentarios, la covarianza entre las variables X e Y es

SZi (xi—f)-[(a+b-x,-)—(a+b-76)]ﬁ.=bi (x; —X) f.=b- S
i=1 i=1
Por tanto, tomando médulos en la expresién anterior, se tiene, por un lado,
Isl=1nl-s2,
y, por otro lado, el producto de las desviaciones tipicas es
Sy - Sy = Sx'|b| Sy = |5 - 53
En definitiva, comparando ambas expresiones:
|S | =Sy Sy,

seglin queriamos demostrar.

Se concluye, por tanto, que, si la relacidn entre las variables es creciente, esto es, si b > 0,
entonces,

S=b-8%
es una cantidad positiva, con lo cual, |S | =Sy
S= 8¢Sy,

siendo, en tal caso, el coeficiente de correlacion lineal,

__S
SX . Sy,

r

igual a 1.
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Por el contrario, si la relacion entre X e Y es decreciente, es decir, si b < 0, entonces,

— 7. Q2
S=b-Sy
es menor que cero, siendo, en ese caso, |S | = — Sy verificindose que
§= —Sx-Sy,

con lo cual, el coeficiente de correlacion lineal, , toma el valor —1.

En el departamento comercial de una empresa, con restaurantes de comida répida re-
partidos por la geograffa de una gran ciudad, se sospecha el nimero de personas que
consumen diariamente el «menu de la casa» depende del precio de éste, puesto que al
variar los precios en 10 establecimientos se han obtenido los siguientes resultados en
un cierto dia:

Establecimientos 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Precio menu (en euros) 45| 46| 47 | 48| 49| 50 | 5,1 |52 |53 |54
N.° comensales 80| 79 72 65 70 | 64 | 61 50 45 | 43

a) Obténgase la ecuacion lineal que exprese la dependencia estadistica intuida.
b) Represéntese la nube de puntos de la distribucién y la recta de regresion obtenida.
¢) Calcilese una medida de la bondad del ajuste.

d) Hallese una prediccién del ndmero diario de comensales, si el precio del mend
fuera de 6 euros.

SOLUCION

a) Denotando por X la variable precio del ment y por Y la variable nimero diario de comen-
sales, la ecuacién que expresa la relacion lineal entre ambas variables, intuida por el de-
partamento comercial de la empresa, es la recta de regresion:

_ S _
—y=—(x—Xx).
y—y S§

Al ser las frecuencias unitarias, es decir, al no repetirse los pares de observaciones de las unidades
de la poblacién analizada, que en este caso son los establecimientos, la tabla de correlacion es:
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X Y| 43 | 45 | 50 | 61 64 | 65 | 70 72 | 79 |80
4,5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

4,6 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
4,7 0 0 0 0 0 0 0 1 0 [0
4.8 0 0 0 0 0 1 0 0 0 [0
4,9 0 0 0 0 0 0 1 0 0 |0
5,0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 [0
5,1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 [0
5,2 0 0 1 0 0 0 0 0 0 |0
5,3 0 1 0 0 0 0 0 0 0 [0
54 1 0 0 0 0 0 0 0 0 [0

Se trata, por tanto, de una tabla en la que cada fila y columna tiene un uno y sélo un uno y el
resto son ceros; en este caso, los valores de la variable bidimensional coinciden con las obser-
vaciones y cada dato de la variable X se corresponde con un dato, y sélo uno, de la variable Y.
Esta situacidn permite que las notaciones y los cdlculos de los momentos necesarios para la
obtencidn de las rectas de regresion y coeficientes de bondad de ajuste sean mds sencillos.

Asi, 1a media, suma de las observaciones entre el total de datos, de cada una de las variables, es

N
T= Y x = o (@5 H46+4T 4844945+ 51+52+53+54) = 495 euros

~<

N
y=%z y,-=%(80+79+72+65+70+64+61 +50 + 45 + 43) = 62,9 comensales.
i=1

. . sz 2 3
Para obtener el coeficiente de regresiéon by,y = S/S%, calculamos numerador y denominador,
apoyandonos en los momentos no centrales:

que, con los datos del problema, son

4 _45.-80+4,6-79+4,7-72+4,8-65+49-70+5-64+5,1-61+5,2-50+5,3-45+5,4-43
L= ’
’ 10
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es decir,
a;; = 307,86,
y

ayo = % (4,52 + 4,6° + 4,72 + 4,82 + 49 + 52+ 5,12 + 522 + 532 + 54%) = 24,585.

En las expresiones genéricas de todos los momentos calculados los sumatorios toman valores
desde 1 hasta N, puesto que, segtin se ha dicho, el nimero de valores de ambas variables coin-
cide en este caso con el nimero de datos.

En definitiva,

S a —xX-y 307,86 — 4,95 - 62,9  —3495

b= @ T T @ T 24585495 00825

— 42,36.

Por tanto, la recta de regresion de Y sobre X es

y— 62,9 =—4236 (x — 4,95)
0, lo que es igual,
y =1272,582 — 42,36 - x.
El coeficiente de regresion obtenido, pendiente de la recta de regresidon, —42,36, indica que un
aumento unitario de la variable X, en este caso un incremento de un euro en el precio del mend,

produciria una disminucién de 42,36 unidades en la variable Y, es decir, un descenso de mds
de 42 clientes diarios en un establecimiento.

b) En la siguiente tabla figuran los valores de la variable X, junto con los valores tedricos pro-
porcionados por la regresion lineal, es decir, los valores de la variable Y:

Xi Vi
4,5 81,962
4,6 77,726
4,7 73,490
4,8 69,254
4,9 65,018
5,0 60,782
5,1 56,546
5,2 52,310
53 48,074
5,4 43,838
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Se observa que, por ejemplo, el valor ; = 56,546 se obtiene como 272,582 — 42,36 - 5,1, esto
es, sustituyendo el valor x; = 5,1 en la recta de regresion calculada. Los pares de puntos
(x;, 9;), hallados mediante este proceso y que conforman la recta de regresiéon minimo cuadra-
tica de Y sobre X, aparecen representados en la siguiente grafica, junto con la nube de puntos
de los pares (x;, y;).

Puede apreciarse que existe mucha similitud entre la nube de puntos y la recta de regresion,
hecho que se constatard de modo objetivo en el siguiente apartado con la obtencién de los coe-
ficientes de determinacién y de correlacion lineal. Ademas, tanto la nube de puntos, como la
recta de regresion, cuya pendiente tiene signo negativo, muestran la relacidon decreciente entre
el precio del mend y el nlimero de comensales que acuden a un establecimiento.

¢) Una medida de la bondad del ajuste es el coeficiente de determinacién lineal:

2 s

= Si.S?

Puesto que del apartado a) se tienen los valores de la covarianza, S, y de la varianza de X, S5,
tinicamente resta calcular el valor de la varianza de la variable Y:

2 _ =2
Sy =apy =y,
con

_ 1

4 2
app = N

Yi
1

HMz

Sustituyendo los datos del problema, resulta que

ag, = 11—0 (807 + 792 + 72% + 652 + 707 + 64 + 617 + 50> + 457 + 43%) = 4 114,1,
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siendo, por tanto, la varianza de la variable Y:
Sy =4114,1 — 62,9> = 157,69.
De este modo, el coeficiente de determinacion lineal es

(—3,495)?
2\ IO
0,0825 - 157,69 0,9389

y el coeficiente de correlacion lineal, raiz cuadrada del coeficiente de determinacién lineal,
toma el valor

__ S
SX'SY

= —0,968.

r

El signo negativo del coeficiente de correlacion lineal, signo de la covarianza, expresa la exis-
tencia de una relacion decreciente entre las variables X e Y.

Los coeficientes calculados son indicativos de un alto grado de correlacién lineal entre las
variables, reflejo, igualmente, de un buen ajuste.

d) Para resolver este apartado basta con sustituir el valor de la variable X, en este caso, x = 6,
en la recta de regresion obtenida:

y =272,582 — 42,36 - 6,
con lo cual, resulta un valor
y = 18,42,

esto es, un nimero diario de comensales igual a 19.

Dado que, segtin se ha comprobado en el apartado anterior, existe un alto grado de dependen-
cia lineal entre las variables, tiene sentido la estimacién planteada.

De un estudio elaborado sobre la relacién entre la renta per cdpita mensual, X, en eu-
ros, y el nimero de vehiculos matriculados por cada 100 habitantes, Y, en 12 ciuda-
des de un pais, se ha obtenido la siguiente distribucién de frecuencias bidimensio-

nal:
Ciudades 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Renta 900 [1000{1025(1050|1200{1500|1700({2000(2100|2 150|2 3002400

N.° vehiculos 16,5| 17 | 17,5 [17,25| 19 | 19,5 (20,5 | 22 |22,5 (22,75 25 | 26
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a) Estimese la relacién de dependencia lineal.
b) Represéntese graficamente la ecuacién obtenida en el apartado anterior.

c) Calculese la bondad del ajuste.

SOLUCION

a) Las variables del enunciado nos hacen pensar que lo mas sensato a la hora de estimar la re-
lacién de dependencia lineal entre las variables es explicar Y a partir de X, esto es, obtener
la recta de regresion de Y sobre X,

Para ello, y teniendo en cuenta que, al igual que ocurria en el problema anterior, se trata de una
distribucién de frecuencias unitaria, construiremos, en esta ocasion, una tabla de apoyo que
puede resultar de interés al lector para la resolucidn de este tipo de problemas.

Como puede verse, ademads de la primera y segunda columnas de la tabla que contienen, res-
pectivamente, los valores de las variables X e Y, en la tercera columna se incluyen los produc-
tos entre dichos valores; en la cuarta y quinta columna estdn los cuadrados de los valores de
cada variable. Cada casilla de la dltima fila de la tabla es la suma de los elementos de su co-
lumna.

Xi Vi X+ Yi x7 ¥?
900 16,50 14 850,0 810 000 272,2500
1 000 17,00 17 000,0 1 000 000 289,0000
1025 17,50 179375 1 050 625 306,2500
1 050 17,25 18 112,5 1102 500 297,5625
1200 19,00 22 800,0 1 440 000 361,0000
1500 19,50 29 250,0 2250 000 380,2500
1700 20,50 34 850,0 2 890 000 420,2500
2 000 22,00 44 000,0 4 000 000 484,0000
2100 22,50 47 250,0 4 410 000 506,2500
2150 22,75 48 912,5 4 622 500 517,5625
2300 25,00 57 500,0 5290 000 625,0000
2 400 26,00 62 400,0 5760 000 676,0000
19 325 245,50 414 862,5 34 625 625 5135,3750
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Las medias de las variables son

N
% g X; 19 325 =1610,417 euros

N
y= %; Vi = 2455 = 20,458 vehiculos.

. . . 2 .
Numerador y denominador del coeficiente de regresion, by = S/S%, se calculan mediante los
momentos respecto al origen:

N
414 862,5
H—%Z = T = 34571875
y
| N o, _ 34625625 _
= ; > = 2 885 468,75.
Por tanto,
b= S G TX Y 34 571,875 — 1610417 - 20,458 _ 1625964 _ 0.005567,

2 gy - % 288546875 — 16104172 292 025,836

y la recta de regresion de Y sobre X es

y — 20,458 = 0,005567 (x — 1610,417),
es decir,

y = 11,4928 + 0,005567 - x.

b) En la siguiente grafica se recoge, tanto la nube de puntos de los pares de valores de las va-
riables consideradas, (x;, y;), como la recta de regresion hallada en el apartado anterior for-
mada por los puntos (x;, ¥;).

Como puede verse, existe una fuerte dependencia lineal creciente entre las variables.
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'X[

¢) El coeficiente de determinacién lineal,

r2 = Sz s

S.583

toma, para los datos del problema, el valor

1 625,9642

2 — 2 =
"= 202005836 - 942 006
donde la varianza de Y se ha calculado como
2 1 w
— v R 2 T2 — _ 2
Sy =ag,—y N Z yi—y 427,948 — 20,458 9,42.

i=1

La raiz cuadrada positiva —pues positiva es la covarianza— del coeficiente de determinacién
lineal es el coeficiente de correlacion lineal:

r=+0,96 = 0,979.

Aunque el estudio de la bondad de la regresion realizada ya estaria terminado, con un elevado
coeficiente de determinacion lineal indicativo de un buen ajuste, vamos a ver con este ejemplo
algunos de los resultados tedricos estudiados. Para ello, completamos la tabla anterior con las
columnas correspondientes a los valores al cuadrado de la variable ¥ y a los valores de la varia-
ble e, junto con sus cuadrados.
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Xi Vi y? € ef
900 16,5031 272,3523 —0,0031 0,0000
1 000 17,0598 291,0368 —0,0598 0,0036
1025 17,1990 295,8047 0,3010 0,0906
1 050 17,3382 300,6114 —0,0881 0,0078
1200 18,1732 330,2652 0,8268 0,6836
1500 19,8433 393,7566 —0,3433 0,1179
1700 20,9567 439,1833 —0,4567 0,2086
2 000 22,6268 511,9721 —0,6268 0,3929
2100 23,1835 5374747 —0,6835 0,4672
2150 23,4619 550,4584 —0,7118 0,5067
2300 24,2969 590,3393 0,7031 0,4943
2 400 24,8536 617,7014 1,1464 1,3142
19 325 245,5 5 130,96 0 4,2874

Los valores de la variable e se han obtenido como

€=y~ Y

Con todos estos datos, son varios los resultados que podemos comprobar. Asi, por ejemplo,
vemos que la media de los valores tedricos,

= 20,458,

<l

| &
:N;

coincide, efectivamente, con la media de los valores observados o media de la variable Y, y.

Comprobamos, también, que la media de los residuos en la regresion lineal es O:

(\ |

lw _ 0 _
Nge—lz—o.

1
F—yi= % —20,458% = 427,58 — 418,53 = 9,05,

()
~ito
I
2|
||'M2
_Kﬂ

‘<\
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y la varianza residual,

N
:%Z 42874—0,36,

E
observamos que se cumple la descomposicién de la varianza,
2 2
Sy =87+ S
Por ultimo, el coeficiente de determinacidn lineal puede hallarse también como

Sy 9,05
Sz 9,42

2:

r = 0,96,

coeficiente que nos indica que el 96 por ciento de la varianza total ha sido explicada por la
regresion lineal efectuada.

En la regresion lineal de Y sobre X, demuéstrese la siguiente relacion:

S2=S3(1 —r.

SOLUCION

Hay que tener en cuenta que, segtin vimos en 2.25,

S2
S Sy - S_7

X

P 2
con lo cual, sacando factor comin a Sy, resulta:

2
s=si(1-Gg)=sia-n

X " Oy
quedando, asi, demostrada la igualdad.

Puede intentar el lector plantear y resolver un problema andlogo a propdsito de la regresion
lineal de X sobre Y.
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Pruébese que
— 2
by - bxyy = 17,

donde by,y y by,y son los coeficientes de regresion de las rectas de regresion.

SOLUCION

Puesto que, por definicién,

S
byx = S_i’
y
S
byy = S_)%
entonces, de modo inmediato, se obtiene que
S S S? )

byx - by = re.

282 sies

En la regresion lineal de Y sobre X, demuéstrese la siguiente expresion de la recta de
regresion a partir de coeficiente de correlacion lineal, r.

__+ & P
y=y+r SX(x X).

SOLUCION

Multiplicando numerador y denominador del coeficiente de regresion de la recta de regresion
de Y sobre X, S/Si, por Sy, en la expresion de dicha recta, se tiene:

_ S . S . S _

y= i+ L a-n =yt LB =F+r L),

Sx Sy Sx- Sy Sx Sx

expresion de la recta de regresion de Y sobre X en funcién del coeficiente de correlacion, r.

Invitaremos al lector a que demuestre que la recta de regresién de X sobre Y puede escribirse
como
_ 1 Sy _
y=y+—-—(x—Xx).
rooSy
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Analicese la relacidon que existe entre las pendientes de las rectas de regresion de Y
sobre X y de X sobre Yy los correspondientes coeficientes de regresion.

SOLUCION

La recta de regresion de Y sobre X es
— S —
y=y+—&—x),
Sk
cuya pendiente, cantidad que multiplica a x, py,y, €s S/S)zf, por lo que

Py/x = byx.

En cuanto a la recta de regresion de X sobre Y,

x=x+-—S0G-y),
0, lo que es igual, despejando,
2
=5+ L (x—%)
y=ymTg )

su pendiente, cantidad que multiplica a x, tras despejar la variable y, py,y, s S3/S, con lo cual
se deduce que, en este caso,

1
Pxsy byy

Como puede observarse, los coeficientes de regresion tienen el mismo signo que las pendien-
tes de las rectas de regresion, signo que coincide, a su vez, con el de la covarianza, S, y, con-
secuentemente, con el signo del coeficiente de correlacion, r.

Comparemos ahora las pendientes de ambas rectas de regresion, partiendo de sus expresiones
en funcion del coeficiente de correlacion lineal, obtenidas es 2.35:

Sy

5 (=,

Y=y
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recta de regresion de Y sobre X e

_ 1 Sy _
yYEYT TS, (x = X),
recta de regresion de X sobre Y.
Puesto que
[rl =1,

entonces, invirtiendo ambos miembros de la desigualdad anterior y cambiando, por tanto, el
sentido de la misma,

se concluye que
L=l
-
Consecuentemente, multiplicando ambos miembros por la cantidad positiva Sy/Sy,
Sy Sy

—2|r| N

Sy Sy

1
p

resulta que entre los valores absolutos de las pendientes de las rectas de regresion se cumple la
siguiente relacidn:

|PX/Y| = |pY/X|’
dandose la igualdad, si, y solamente si,
1] _
‘ r‘ = Irl.

hecho que ocurre cuando | r| = 1, es decir, cuando existe dependencia lineal perfecta y ambas
rectas de regresion coinciden.

Desde el punto de vista practico no suele ser razonable el célculo de las dos rectas de regre-
sidn, ya que el sentido de la causalidad generalmente es tinico —o bien X depende de Y, o bien
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Y depende de X—. Sin embargo, resulta de interés tedrico analizar las relaciones existentes
entre ambas rectas.

Sobre una muestra de 94 empresas se realiza un estudio sobre la situacién laboral de
los trabajadores. Sea X la variable que designa el nimero de trabajadores por empre-
sa e Y la variable nimero de ellos con contrato temporal. La siguiente tabla recoge la
distribucién conjunta de estas variables.

Y 1 2 3
X
1-3 25 0 0
3-5 4 25 5
5-7 0 0 35

a) Calcilese el nimero medio de trabajadores por empresa.
b) Hallese la funcién de regresion lineal de Y sobre X.

¢) Estudiese la bondad del ajuste realizado.

SOLUCION

a) En la siguiente tabla se recoge la distribucién marginal de la variable X:

25
34
35
94

N EN ISR

donde los valores x; son las marcas de clase de los intervalos de la variable y n; las correspon-
dientes frecuencias.

Por tanto, la media de esta distribucion de frecuencias es

=1
Il

2’1: 2-25+4-34+6-35
X; - n;.=
i=1

o4 = 4,21 trabajadores.
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b) Para hallar la recta de regresién de Y sobre X obtenemos los momentos no centrales y cen-
trales a partir del siguiente diagrama de apoyo, en el que se recogen solamente las filas y
columnas necesarias para realizar los cdlculos oportunos.

E k
X Y 1 2 3 n; X; - n;. X7 n; 2 Yj - Wi 5 2 Yj - i
i= =
2 25 0 0 25 50 100 25 50
4 4 25 5 34 136 544 69 276
6 0 0 35 35 210 1260 105 630
n; 29 25 40 94 396 1904 199 956
Vo, 29 100 360 489

Asi, los momentos no centrales son:

Iy \ 956
al’l = NZ Z x,- yj }’LU - 9—4 = 10,17

A partir de estos momentos, hallamos los momentos centrales, covarianza y varianza de X:

mL] =9= al’] - alyo . ClO!] = 10,17 - 4,21 . 2,12 = 1,25

My = S = ayo — a1y = 20,26 — 4,21> = 2,54.

En definitiva, la mejor explicacidn lineal del nimero de trabajadores con contrato laboral tem-
poral con respecto al ndimero total de trabajadores,

- S _
y—y=—x—x),
X

es, sustituyendo por los valores calculados:

1,25
y =212 =350 (= 42D),
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esto es,
y = 0,057 + 0,49 - x.

¢) Para hallar el coeficiente de determinacion lineal,

2 s

Cs2.s2

ademads de los momentos obtenidos en el apartado anterior, necesitamos calcular la varianza de
la variable Y-

Sy =ag, —y*=52—2,122=0,71.

Por consiguiente,

oS 1,25°
S?{ . 512/ 2,54 - 0,71

= 0,860,

lo cual significa que el 86,6 por ciento de la variabilidad de la variable Y ha resultado explica-
da por la regresion lineal realizada.

En la siguiente tabla se recogen los datos, en miles de euros, correspondientes al pa-
sado afio, referentes a gastos de personal y al beneficio anual de 200 empresas dedi-
cadas al sector servicios.

Beneficio 20-60 60-70 70-140
Gastos
6-10 90 1 0
10-14 4 30 1
14-18 1 0 73

a) Obténgase la recta de regresion del beneficio sobre el gasto.

b) Calciilese una medida de bondad del ajuste.
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SOLUCION

a) Los momentos necesarios para hallar la recta de regresion del beneficio, Y, sobre el gasto, X,
_ S _
—y= 5@ -,
y—y S?{

se obtendran utilizando el siguiente diagrama de apoyo en el que, prescindiendo de coinciden-
cias, aparecen solo aquellas filas y columnas que intervienen en el cdlculo de dichos momentos.

k k
x Y| 2060 | 6070 | 70-140 | =, Xoom | xRem |Vt | XY, Vi
j=1 j=1

6-10 90 1 0 91 728 | 5824 3665 29 320
10-14 4 30 1 35 420 | 5040 2230 26 760
14-18 1 0 73 74 1184 | 18944 8 800 140 800

n; 95 31 74 200 2332 | 29808 14 695 196 880
¥} n, 152000 | 130 975 |1065600 |1 348 575

Los momentos no centrales,

__ 1w 2332 _ .
x= le X n = 200 11,66 miles de euros,

-_1 o _ 14695 _ .
YN Z Y- n; 200 73,475 miles de euros,

h
ayy = %Z xt-n, = 292§88 = 149,04

1 4 196 880
G N,-§1 /;1 YT 00 T 9844,

permiten hallar la varianza de X y la covarianza entre las variables:

S% =y, — X2 = 149,04 — 11,66> = 13,08

S=a;;,—x-y=984,4— 11,66 - 73,475 = 127,68.
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Sustituyendo en la expresion de la recta de regresion, se obtiene que la mejor explicacion line-
al de Y sobre X es

127,68

y — 73,475 = 13.08

(x — 11,66),

esto es,

y=—40,32 + 9,76 - x.
b) Con la varianza de la variable Y,

21 o, 1348575 B
Sy =y 2 vion =V =00 73,4757 = 1 3443,

junto con la varianza de X y la covarianza entre X e Y, ya calculadas, se obtiene el coeficiente
de determinacion lineal,

,_ 8 127,68
T g2 s 130813443

= 0,927,

valor que muestra un buen grado de relacidn lineal entre las variables, indicando, asi, que el
ajuste realizado es correcto. Ademads, el signo positivo de la covarianza expresa que la relacion
lineal entre las variables es creciente.

Se considera la distribucion de frecuencias:

fi 1/3 1/3 1/3

Demuéstrese que las variables X e ¥ = X? estéan incorrelacionadas pero son dependientes.

SOLUCION

Antes de resolver este ejercicio, proponemos al lector que dé respuesta a la siguiente pregun-
ta: ;en qué problema anterior se ha comentado ya la idea fundamental de que la incorrelacién
no es condicién suficiente para la independencia entre variables?
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La distribucién conjunta de estas variables aparece en la siguiente tabla:

Y 0 1
-1 0 1/3
0 1/3 0
0 1/3

Las frecuencias conjuntas iguales a 1/3 corresponden a aquellos pares de valores cuya segun-
da componente, valor de Y, es igual al cuadrado de la primera componente, valor de X.

Puesto que x = 0y y = 2/3, como puede comprobar el lector, se tiene que la covarianza de esta
distribucién es

h k h k
=Y X w0 0-DH=Y Xuyfy=—1 15400+

i=1j=1 i=1j=1

+1-1-

con lo cual, las variables X e Y estan incorrelacionadas.

Por otro lado, es obvio que las variables X e Y son dependientes, puesto que ¥ = X2, con lo
cual, existe dependencia funcional perfecta entre ellas. En cualquier caso, puede comprobarse
del modo habitual, que estas variables no son independientes, ya que, por ejemplo, f;; = 0 no
coincide con

1
9

b)|>—

fofi=%

Si nuestro interés fuera obtener la recta de regresion de Y sobre X, llegariamos a que ésta es
y =Yy = 2/3, con pésimo ajuste, pues r> es igual a cero: jestamos empefidndonos en explicar
linealmente la variable Y en funcién de la X cuando la forma de la relacién es parabdlica!

Las siguientes distribuciones representan, en cientos de euros, la renta, Y, y el gasto
en ocio, X, de 100 individuos, en un cierto afo.

Renta 80-100 100-150 150-300
N.° individuos 20 50 30
Gasto en ocio 1-2 2-4 4-8
N.° individuos 15 75 10
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La mejor explicacién lineal del gasto en funcién de la renta viene dada por la ecuacién
x = 3,075.

a) (Es esta informacion suficiente para afirmar que estas variables son independientes?

b) Calciilese la recta de regresion de la renta en funcién del gasto. Desde el punto de
vista econdmico, ;estd justificado el sentido de esta relacién?

SOLUCION

a) Al ser la recta de regresién de X sobre Y igual a una constante, la covarianza entre las va-
riables es cero, es decir, las variables estan incorrelacionadas, lo cual, como sabemos, im-
plica que no existe relacion lineal entre ellas, no que sean independientes. Puesto que la in-
correlacién es condicién necesaria pero no suficiente para la independencia, podemos decir
que esta informacion no basta para afirmar que estas variables sean independientes.

En cualquier caso, el resto del enunciado tampoco proporciona informacién para poder anali-
zar la posible independencia entre las variables, ya que dicho andlisis requiere la comparacion
de los productos de las frecuencias marginales, que aparecen en las tablas anteriores, con las
correspondientes frecuencias de la distribucién conjunta de las que no se dispone.

b) Como la covarianza entre las variables es igual a cero, la recta de regresién de la renta, Y,
en funcién del gasto, X, serd y =y, paralela al eje de ordenadas.

Utilizando las marcas de clase de la distribucién agrupada en intervalos correspondiente a la
variable Y, puede comprobar el lector que se obtiene un valor medio, y = 148, con lo cual la
recta de regresion de Y sobre X es

y = 148.

En realidad, no parece tener demasiado sentido, desde el punto de vista econdmico, que la ren-
ta de los individuos dependa de lo que éstos gasten en ocio.

El gerente del servicio de transportes urbanos de la comarca de Villamayor cree que
el nimero de viajeros depende del precio del billete. En el municipio hay 15 lineas,
que recorren las diferentes zonas de la comarca, variando en cada una de las lineas
el precio del billete en funcién del tipo de recorrido y de la distancia médxima de la
misma.

En un andlisis de la relacidn existente entre el precio del billete, en céntimos de euro, X, y el
nimero de viajeros, en cientos, Y, que utilizan diariamente estos servicios, se obtiene que
el coeficiente de correlacion lineal es igual a — 1, hecho que resulta suficiente para que el
gerente afirme que el aumento de precio de billete es el tinico motivo del descenso en el niime-
ro de viajeros. ;Qué opinién estadistica merece esta conclusion?
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SOLUCION

Cualquier andlisis de regresion tiene que tener un fundamento teérico que profundice en la na-
turaleza de las relaciones entre las variables y que apoye el ejercicio estadistico llevado a cabo.
Esto es necesario pues, en caso contrario, podriamos encontrarnos con ajustes Optimos que son,
en realidad, resultado de la casualidad y no de una verdadera relacion causa-efecto entre las
variables estudiadas.

Conviene también alertar al lector sobre el hecho de que un elevado coeficiente de correlacién
lineal entre dos variables puede ser la consecuencia de la influencia implicita de una tercera
variable. Asi, en este ejemplo, podria suceder que hubiera otra variable que influyera en el
aumento del precio del billete que seria la que, realmente, produciria el descenso en el nime-
ro de viajeros.

Demuéstrese que las rectas de regresion de X sobre Yy de Y sobre X se cortan en el
punto (x, y).

SOLUCION

Si sustituimos el valor de y de la recta de regresion de Y sobre X,

tendremos:

x_;C:i(eri.x_i.;_;)
Sy\ Sk sk '
Simplificando y operando, resulta que
_ S2 _ SZ
xX—x=

_x. —x. .
S3 - Sy S3 - Sy
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Por tltimo, agrupando términos semejantes,

N - N
x(l— ; 2>=x(1— ; 2),
Sx'Sy Sx'Sy

es decir,

x(1—r)=Xx(1—r?.
Si suponemos que
1—-r2=0,

esto es, si 1 =

coinciden.

1, entonces, el ajuste el perfecto y, como sabemos, las dos rectas de regresién

Si, por el contrario,

1—r2#0,

entonces, dividiendo por esa cantidad los dos miembros de la igualdad se obtiene que x es Xy,
sustituyendo, por ejemplo, en la recta de regresion de Y sobre X resulta un valor de y igual a y;
en definitiva, las rectas de regresion tienen como punto de corte (x, ¥), punto denominado cen-
tro de gravedad.

Al finalizar la campaiia publicitaria de Navidad, y de cara a preparar la del préximo
afio, la empresa de productos cosméticos Santa Lorena analiza los siguientes datos
correspondientes a 40 fragancias. La variable X indica el nimero de anuncios emiti-
dos de dichas fragancias durante la Navidad, y la variable Y refleja el nimero de uni-
dades, en miles, vendidas en esta €poca navidefia. Sean las rectas de regresion:

y=43+51-x
y=-65+57" x
Calculese:
a) La media de unidades vendidas por fragancia en ese periodo.
b) El nimero medio de anuncios emitidos por fragancia.

¢) La proporcién de la variabilidad de la variable Y que viene explicada por la co-
rrespondiente regresion.
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SOLUCION

a) La media de unidades vendidas por fragancia en ese periodo y el nimero medio de anun-
cios emitidos se obtienen resolviendo el anterior sistema de ecuaciones, ya que los valores
de este modo calculados, punto de corte de las dos rectas de regresion, son las medias de
ambas distribuciones.

Asi, igualando las ecuaciones,
43 +51-x=—-65+57-x,
y, agrupando términos semejantes,
43+65=57-x—5,1"-x,

resulta el valor

108
x="¢ =18

es decir, el nimero medio de anuncios emitidos por fragancia, x, es igual a 18.

b) Para calcular la media de unidades vendidas por fragancia, sustituimos el valor hallado en
el apartado anterior, por ejemplo, en la primera ecuacion:

y=43+51-18 = 96,1,

con lo cual, el nimero medio de unidades vendidas por fragancia, y, es de 96 100.

¢) La proporcién de la variabilidad de la variable Y explicada por la correspondiente regresién
es, por definicién, el coeficiente de determinacion.

Puesto que como dato del problema tenemos las dos rectas de regresion, el procedimiento de
calculo de este coeficiente consiste en el empleo de los coeficientes de regresion:

2 _
r* = by - byy.

Ahora bien, como sabemos por 2.36, la recta de regresion de Y sobre X es la que tiene menor
pendiente en valor absoluto, por lo cual, dicha recta de regresion es

y=43+5,1"x,
y su coeficiente de regresion, que coincide con la pendiente, es

byy = 5,1.
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Sin embargo, en la recta de regresion de X sobre Y,
y=—6,5+57"x,

el coeficiente de regresion es el inverso de la pendiente, por lo que

1
b = —
XY 5,7
En definitiva, el coeficiente de determinacion sera

=5,1 = 0,89,

L

5,7
quedando, por tanto, un 89 por ciento de la variable Y explicada por la regresién lineal de Y
sobre X.

Sean X e Y las variables que designan, en euros, la renta y el consumo en alimenta-
cién mensual, respectivamente, de un grupo de familias. Las rectas de regresion mi-
nimo-cuadraticas correspondientes a estas variables son:

- X
MET)
X
== —120.
y=q9 20
Hallese:
a) Larenta media y el consumo medio en alimentacién mensual por familia.
b) Los coeficientes de regresién de cada una de las rectas.
c¢) El coeficiente de correlacion lineal.
SOLUCION

a) La renta media y el consumo medio en alimentacién mensual por familia, es decir, x € y,
se obtienen resolviendo el sistema de ecuaciones correspondiente a las dos rectas de re-
gresion. Asi, igualando ambas ecuaciones, se tiene que

XX

10 9 20,
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expresion que, tras sencillas operaciones, conduce al valor
x =1 800.

Sustituyendo esta cantidad, por ejemplo, en la primera ecuacidn, resulta

_ 1800

y="1p = 180.

En definitiva, la renta media, x, y el consumo medio en alimentacién mensual por familia, y,
son, respectivamente, 1 800 y 180 euros.

b) Para identificar las rectas anteriores, hemos de considerar, segin vimos en 2.36, que la rec-
ta de regresion de Y sobre X es la de menor pendiente en valor absoluto. Como la recta

Y~ 70

tiene una pendiente igual a 1/10 y a la recta

=X _
y=3 20

le corresponde una pendiente de 1/9, se concluye que

T0
es la recta de regresion de Y sobre X, siendo by,x = 1/10 el correspondiente coeficiente de
regresion.

Ademas,

=X _
=9 20

es la recta de regresion de X sobre Y y su coeficiente de regresion es by,y = 9, valor inverso a
la pendiente de dicha recta.

c¢) El coeficiente de correlacién lineal, raiz cuadrada del coeficiente de determinacién lineal,
con signo igual al de las pendientes de las rectas —en este caso positivo—, se calcula a par-
tir de los coeficientes de regresion:

r=\byx - buy =[5 -9 = 0.95.
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Demuéstrese que, si, para cualquier j, x/(Y = y;) = x, entonces, las variables X e Y estdn

incorrelacionadas.

SOLUCION

Puesto que, dada la distribucion condicionada (x;/Y = y;; fi;), se verifica que

fi

ﬁ/j = f"

despejando la frecuencia relativa conjunta, se tiene:
Jiy = Juj - Ji

Sustituyendo f;; de la igualdad anterior en la definicion de covarianza,
hok ho ok
=% Bayefy 5= % Bneyefy i
i= = i= =
y reagrupando términos semejantes dentro de los sumatorios, resulta:

k h k
S:Z )’j'sz xi‘ﬁ/j_}'y Z (/Y = y]))—x Yy,
=1 i=1 i=
pues, por definicion,

h
xX((Y =y;) = z X; + fije

j=1

Reemplazando x/(Y = y;) por x en la expresién anterior, se obtiene que

k
$=3 3 f5-3-F= Z

j=1

><|
<
Il
=
<
I
=
<
Il
S

estando incorrelacionadas las variables X e Y.

Dada la distribucién de frecuencias bidimensional:
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Digase, sin hacer operaciones, cudl es el valor del coeficiente de determinacién lineal entre
XeY.

SOLUCION

La tabla anterior muestra que el diagrama de dispersion de la distribucién de frecuencias bidi-
mensional estd formado por dos tinicos puntos: (2;5) y (3;7). Como se sabe, por dos puntos
pasa una sola recta, por lo que existe un ajuste lineal perfecto entre X e Y'y, en definitiva, el co-
eficiente de determinacidn lineal entre estas dos variables es igual a 1.

En todo caso, este ejercicio estd planteado solamente desde un punto de vista didactico con
objeto de que el lector fije los conceptos estudiados, pues el coeficiente de determinacién line-
al es tanto mds fiable cuanto mayor sea el niimero de observaciones®.

Dada una distribucion de frecuencias bidimensional (x;, y;; f;), cuyo coeficiente de
correlacion lineal es r, obténgase el coeficiente de correlacidn lineal de la distribucién
de frecuencias (a - x; + b, ¢ - y; + d; f;;), siendo a y b nimeros reales positivos. En
particular, calculese el coeficiente de correlacion lineal de la distribucion transforma-
da por un cambio de origen y de escala en cada una de las variables.

SOLUCION

Denotando por Sy y Sy a las desviaciones tipicas de las distribuciones marginales (x;, f;.) e
(yj: f;), resulta, segin se demostrd en el capitulo 1, que las desviaciones tipicas de las distribu-
ciones transformadas, (a - x; + b; f;) y (c - y; + d; f;), son, respectivamente,

|a| - Sy

lel - s, -
Por otro lado, en el problema 2.21 se probd que la covarianza de la variable transformada es

S'=a-c-S,

donde § es la covarianza de la distribucion bidimensional (x;, y;; f;;)-

4 Este hecho tiene que ver con el concepto de grados de libertad que el lector puede consultar en cualquier libro de
inferencia estadistica.
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En consecuencia, el coeficiente de correlacion de la nueva distribucién es, sin mas que susti-
tuir,

. a-c-S _a-c
r'= = -7,
al-le]-Sx- Sy a]-|e]
con lo cual, si a y c tienen el mismo signo,
r=r

y, si tienen distinto signo,

r=-—r
En particular, sia = 1/e|, b = — o,/e;, ¢ = 1/e; y d = — 0,/e,, es decir, si realizamos un cam-

bio de origen y de escala sobre las variables, teniendo en cuenta que e;, e, > 0, el coeficiente
de correlacion de la distribucion transformada coincide con r. En consecuencia, el coeficiente
de correlacion lineal no se ve afectado por cambios ni de origen ni de escala en las variables.

La empresa Eduarsa, dedicada a la plantacién de kiwis, posee 20 fincas distribuidas
por el territorio nacional. El rendimiento de la finca, Y, en toneladas, asi como la su-
perficie de la misma, X, en hectareas, se refleja en la siguiente tabla:

Y 10 11 12
X
1 4 0 0
2
3 0 0 10

a) Sabiendo que el rendimiento de una finca depende de la superficie de ésta, ob-
téngase una medida del grado de relacién lineal existente entre las variables.

b) Si el kilo de kiwis se vende a mayoristas a 1,5 euros, hdllese el grado de depen-
dencia lineal de los ingresos y la superficie.

SOLUCION

a) Para obtener el coeficiente de correlacion lineal, medida del grado de relacion lineal entre
las variables,
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hallaremos los momentos no centrales y centrales, apoyandonos en el siguiente diagrama.

Y 10 11 12 n. X om
b'¢
1 4 0 0 4 4
2 0 5 1 24
3 0 0 10 10 90
n; 4 5 11 20 118
¥ n 40 55 132 227
v on, 400 605 1584 | 2589
ﬁ X; - ny 4 10 32 46
i= lh
Vi D, Xy 40 110 384 534

i=1

=Ly _ 46 _ ,
X=N 2 Xpnp =50 = 2,3 hectareas

y el rendimiento medio

_ 1% 227
y = N Z y] . ”~j = 2—0 = 11,35 toneladas.

Ademas,

azyo =

h
Ex?‘ni,=&=5,9,
i=1

con lo cual, la varianza de la variable X es
Sy =asy— x> =59 —232=0,6l.
De modo anélogo,

1 < 2589
dgs = N.ZI ¥ en;= 5o = 12945
=
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y, en consecuencia, la varianza de Y es
Sy =ag, — y* = 129,45 — 11,352 = 0,6275.

Por tdltimo, el momento de orden (1, 1) respecto al origen,

I & < 534
TN & &= g = 26T,

permite calcular la covarianza de las variables:
S=a;,;,—x-y=267—-23-1135=0,595.
En definitiva, el coeficiente de correlacion lineal es

s 0595
r=5.0s, T 0a8-079 - 0965

La interpretacién de este coeficiente es clara: existe un alto grado de dependencia lineal entre
la superficie de la finca y el rendimiento de la misma, siendo, ademads, su signo positivo refle-
jo de una relacién creciente entre ambas variables.

Puede comprobar el lector que, si suponemos que es la variable Y, rendimiento, la que depen-
de de X, superficie, la recta de regresion de Y sobre X es

y = 9,1075 + 0,975 - x,

recta cuyo coeficiente de regresion expresa que un incremento de una unidad en la variable X,
esto es, de una hectdrea, supondria un incremento de 0,975 unidades en la variable Y, es decir,
de 975 kilos. Ademas, dado que > = 0,9312, el 93,12 por ciento de la varianza de Y esté expli-
cada por la regresion lineal.

b) De la distribucién inicial (x;, Y 1), hemos pasado a una distribucion transformada,
(x;, 1500 - y;; ny;), distribucion bidimensional de las variables, superficie de una finca, en
hectareas, X, e ingresos, en miles de euros, 1,5 - Y.

La transformacién realizada en la variable Y es un cambio de escala con e, = 1/1 500, por lo
cual, segtin vimos en el problema anterior, el coeficiente de correlacién entre la superficie de
la finca y los ingresos coincide con el coeficiente de correlacién entre la superficie de la finca
y el rendimiento, esto es, 0,965.

Demuéstrese que el coeficiente de correlacion lineal de la distribucion (x;, y;; f;;) es
igual a la covarianza de las variables tipificadas.
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SOLUCION
Sean
_X—X
U= S,
y
_ Y-y
V= 5,

las variables tipificadas de X e Y, respectivamente.

La covarianza de U y V es, por definicion,

h k
= D i —w) (v, — V) fi
i=1j=1

Ahora bien, segin se demostré en el capitulo anterior, # = v = 0, con lo cual, sustituyendo,

h k
v=2 2”7'“’1‘ i
i=1j=1 i

i =

4 < X;p— X i~y
550 P00
1j=1 X Y

siendo el dltimo miembro de la igualdad resultado de sustituir los valores de las variables U y
V en funcion de los valores de las variables X e Y.

Operando se obtiene:

_ s __ S5 _
Suv= Sy SY,,”Z (x; X)'(y_,' J’)ﬁjf—SX_Sy Ixy,

como pretendiamos probar.

Obténgase la mejor explicacion de la variable Y en funcién de la variable X segtn el

modelo potencial:
y=a-x"

aplicando el criterio de los minimos cuadrados.

SOLUCION

Para obtener los valores de a y b por aplicacién del criterio de los minimos cuadrados, se pue-
de trabajar de igual modo que en la regresién lineal, esto es, haciendo minima la suma de los
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cuadrados de las distancias entre los valores observados y los valores tedricos del modelo o, lo
que es igual, minimizando los residuos al cuadrado:

hok bk
2. f. = — 4. yb)2
ZEegﬁ:f > O = a-x)" f.
i=1j=1 i=1j=1
Existe, sin embargo, otra forma de trabajar que resulta mas cémoda: se trata de linealizar la

funcién del modelo de regresion planteado. Pasamos asi de un modelo de regresion potencial
a un modelo de regresion lineal, para el cual los pardmetros estdn calculados.

En efecto, si
y=a-x",
entonces, tomando logaritmos 2, se tiene la relacién equivalente
Iny=Ina+b-Inx

que, oportunos cambios de variable

InY=1YV,
InX=U
y
Ina=c
con a > (, permiten escribir como
v=c+b-u

Las estimaciones de los pardmetros ¢ y b en la regresion lineal de V sobre U son, como es sa-
bido,

S
p="2"
Sy
y
o Suy
cC=V—— i
Sy

3 La base de los logaritmos puede ser cualquiera.
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con lo cual,

_ _ — SU,V —
a=-exp(c) =exp|(v——-ul
Su

Obténgase la mejor explicacion de la variable Y en funcién de la variable X segun el
modelo exponencial:

y=a-b"

SOLUCION

Repitiendo el procedimiento llevado a cabo en el ejercicio anterior, transformamos linealmen-
te el modelo, tomando logaritmos:

Iny=Ina+x-Inb.

Realizando el cambio de variable

InYy=V
y denotando
c=lIna
y
d=1Inb,
con a, b > 0, resulta el modelo lineal:
v=c+d-x

Por aplicacién del criterio de los minimos cuadrados se obtienen, en este caso, los valores

Sxv
S%

d:



Distribuciones de frecuencias bidimensionales 179

Y, en definitiva,

S
b =-expd) = exp(%)

X
y
_ _ — SX,V -
a = exp(c) = explv — —5 - x|
Sx
La empresa Telepastel, dedicada a la venta de dulces a domicilio, tiene centros de
venta en 10 ciudades espafiolas. Durante el pasado afio se repartieron folletos de pro-
paganda por los buzones, siendo X el niimero de folletos repartidos, en miles, e Y, los
ingresos por ventas, en miles de euros, en cada una de las ciudades.
N.° folletos Ingresos

1 6

1,5 8

2 12

2,5 17

3 25

4 45

4,5 70

5 96

6 190

6,2 250
a) Represéntese la nube de puntos de la distribucién de frecuencias bidimensional.
b) Obténgase, a la vista de la gréfica anterior, la ecuacién de regresién que mejor re-

fleje la dependencia de los ingresos del nimero de folletos de propaganda emitidos.
¢) Analicese la bondad del ajuste realizado.
SOLUCION

a) Larepresentacion de los pares de puntos de la distribucién de frecuencias unitaria que pro-
porciona el enunciado sugiere que €stos se alinean en torno a una curva exponencial, intu-
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yéndose, por tanto, la posible existencia de una dependencia exponencial de la variable Y,
ingresos, con respecto a X, nimero de folletos de propaganda.

b) A la vista de la grafica anterior, lo més acertado es aplicar el criterio de los minimos cua-
drados para obtener los valores a y b que proporcionen la mejor explicacion de Y sobre X,
segun el modelo:

y=a-b"
Siguiendo los pasos de 2.51, linealizamos el modelo exponencial, tomando logaritmos:

Iny=Ina+x-Inb,

con lo cual, realizando el cambio de variable

V=InY
y denotando
c=Ina
y
d=1Inb,
resulta el modelo:
v=rc+d-x,

que permite la estimacion de ¢ y d en un modelo lineal.
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En la siguiente tabla se recogen los cdlculos que servirdn de apoyo en la obtencion de los dis-
tintos momentos necesarios para hallar la ecuacién de regresion exponencial. Los datos de cada
casilla de la dltima fila son la suma de los elementos de la correspondiente columna.

Xi Yi v =lIny, X Vi x7 v}
1 6 1,79 1,790 1 3,20
1,5 8 2,08 3,120 2,25 4,33
2 12 2,48 4,960 4 6,15
2,5 17 2,33 7,075 6,25 8,01
3 25 3,22 9,660 9 10,37
4 45 3,81 15,240 16 14,52
4,5 70 4,25 19,125 20,25 18,06
5 96 4,56 22,800 25 20,79
6 190 5,25 31,500 36 27,56
6,2 250 5,52 34,224 38,44 30,47

35,7 719 35,79 149,494 158,19 143,46

Los pardmetros de la recta de regresion de V sobre X son

S
d= xz,v
Sx
y
o Sxv -
C=V =5 X,
Sx

con lo cual, hemos de calcular las medias de las variables,

>< |

1w~ 357 _ .
=N ; XNT 0 T 3,57 miles de folletos

_ 1% 3579_358

"TN,

y la varianza de X y la covarianza entre X y V:

N
o1 L 18819
Sv=~ §: o~ 35T =3074
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y
Sev= LS = MO s ess
WONA T o
En definitiva,
_ Sxv _ 2,1688
d= S}% = 3.074 = (,7055
y
- SX,V - —
c=v— > x—3’58_0,70553,57_150617
X

y, al aplicar los resultados de 2.51, se tiene que

b = exp(d) = 2,025

a = exp(c) = 2,889.

En consecuencia, la ecuacién minimo-cuadritica que expresa la dependencia exponencial exis-
tente entre el ingreso y el nimero de folletos emitidos es

y = 2,889 - 2,025*.

¢) El estudio de la bondad del ajuste de la variable Y sobre X en modelos no lineales median-
te el coeficiente de determinacion:

2
Sy
R2 = ?7
Y

denotado con una letra mayuscula con el fin de diferenciarlo del coeficiente de correlacién li-
neal, puede ser erréneo, porque, al no estar garantizada la descomposicién de la varianza de Y,
podria ocurrir que el coeficiente tomara valores no comprendidos entre O y 1. Este hecho hace
conveniente el empleo del cociente:

3
S_)2/’

como medida de bondad de ajuste en modelos no lineales, pues parece coherente con el crite-
rio de los minimos cuadrados la comparacién de la varianza residual con la varianza de la varia-
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ble que queremos explicar por el procedimiento de regresion. El empleo de este coeficiente per-
mitird la discriminacién entre modelos, considerdndose mds adecuado aquel cuya varianza resi-
dual sea menor en relacién con la varianza de la variable Y.

Conviene también mencionar que no debe analizarse la bondad del ajuste del modelo no line-
al a partir del modelo linealizado, pues, en general, 1 — 72, esto es, la proporcién que la varian-
za de los residuos en la regresion lineal del modelo transformado representa sobre la varianza
de Y, no coincide con S2 /3, proporcién que la varianza residual del modelo no lineal repre-
senta sobre la varianza de la variable Y.

En la siguiente tabla figuran, ademds de los valores de las variables Y e Y, los valores de la
variable e, asi como sus cuadrados, lo cual facilitard el cdlculo de las correspondientes va-
rianzas.

X; Vi ¥ e; e
1 6 5,85 0,15 0,0225
1,5 8 8,33 -0,33 0,1089
2 12 11,85 0,15 0,0225
2,5 17 16,86 0,14 0,0196
3 25 23,99 1,01 1,0201
4 45 48,58 -3,58 12,8164
4.5 70 69,13 0,87 0,7569
5 96 98,37 -2,37 5,6169
6 190 199,20 -9,20 84,64
6,2 250 229,39 20,61 4247721
35,7 719 711,55 7,45 529,7959

Los valores tedricos, y;, se han obtenido, aplicando la ecuacién de ajuste anterior. Por ejemplo,
$¢ = 48,58 se ha calculado mediante el valor xs = 4 como 2,889 - 2,025%; en cuanto a los valo-
res de la variable e se han hallado como ¢; = y; — ¥,.

La varianza de Y es

donde

N
5= % 3y, = 22 = 71,9 miles de euros

N
agy = % Y = —1151599 = 115899,
i=1



184 ESTADISTICA DESCRIPTIVA Y CALCULO DE PROBABILIDADES

con lo cual,
S,z, = 11589,9 — 71,92 = 6 420,29.

En cuanto a la varianza de e, varianza residual,

1 N
2 _ 2_ 52
$-xTa-w
se tiene, dado que el modelo no es lineal, que, por un lado, la media de los residuos no es nula,

7,
1

5

e= €~= = 0,745,

\\Mz

1
N,
y, por otro lado,

N
%ge? _ 529,7959

10 = 52,97959,

por lo que la varianza de los residuos es
S2 =52,97959 — 0,745% = 52,42.

Finalmente,

S2 5242
§2 642029 00082,

valor préximo a 0 que apoya la hipétesis de relacion de las variables conforme a un modelo
exponencial. En concreto la varianza de los residuos representa unicamente un 0,82 por ciento
de la varianza de la variable Y.

Segun comentamos al principio de este apartado, en este caso, se comprueba cémo la varianza
de Y,

Sy = 6 420,29,
no coincide con la suma de varianzas de los residuos y de los valores tedricos:
S2 + S,%, = 52,42 + 5958,952 = 6 011,372.

En una residencia hospitalaria se desea estudiar la posible relacién entre la edad y el
gasto en medicamentos. Para ello se ha elegido una muestra de 10 individuos, cuyas
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edades, X, y gastos mensuales en medicamentos, Y, en euros, figuran en la siguiente

tabla.

Edad Gasto
30 27
40 60
50 120
60 200
70 350
75 500
80 510
85 610
90 740
95 900

a) Represéntese el diagrama de dispersion de esta distribucion de frecuencias.

b) Obténgase, a la vista de la gréfica anterior, la ecuacién de regresién que mejor refleje
la dependencia estadistica de los gastos en medicamentos de la edad de los individuos.

¢) Analicese la bondad del ajuste realizado.

SOLUCION

a) Mediante la representacion de los pares de puntos (x; y;), se obtiene el siguiente diagrama
de dispersion:
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b) En el cumplimiento del primer objetivo en la resolucién de un problema de regresién como
es la determinacion de la forma de la dependencia existente entre las variables, parece
adecuado considerar, a la vista de la representacion grafica, una ecuacién de ajuste poten-
cial:

y=a-x"
Segtin se vio en 2.50, el procedimiento mas sencillo para hallar los pardmetros a y b del mode-

lo anterior consiste en aplicar el criterio de los minimos cuadrados al modelo linealizado obte-
nido a partir del modelo potencial sin mas que tomar logaritmos,

Iny=Ina+b-Inx,

ya que, haciendo los cambios de variable

V=InX
y
U=InY,
y denotando
c=Ina,
resulta el modelo lineal
v=c+b-u,

cuyos parametros ¢ y b se calculan mediante expresiones conocidas:

S
b= U2,V
Sy
y
I
C=V——0 U
Sy

La siguiente tabla servird para la obtencién de los momentos no centrales y centrales. En las
casillas de la dltima fila —marcadas en negrita— aparecen las sumas de los elementos de cada
una de las columnas.
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b v; vi=Iny | u;=Inx u; - v; u? v?
30 27 3,2958 3,4012 11,2097 11,5682 | 10,8623
40 60 4,0943 3,6889 15,1035 13,6080 | 16,7633
50 120 4,7875 3,9120 18,7287 15,3037 | 22,9202
60 200 5,2983 4,0943 21,6928 16,7633 | 28,0720
70 350 5,8579 4,2485 24,8873 18,0498 | 34,3150
75 500 6,2146 4,3175 26,8315 18,6408 | 38,6213
80 510 6,2344 4,3820 27,3191 19,2019 | 38,8677
85 610 6,4135 4,4427 28,4933 19,7376 | 41,1330
90 740 6,6067 4,4998 29,7288 | 20,2482 | 43,6485
95 900 6,8024 4,5539 30,9774 | 20,7380 | 46,2726
675 4017 55,6054 41,5408 | 234,9721 | 173,8595 | 321,4759
Tenemos, asi, que los valores medios son
_ 1 i 41 5408 — 415408
U= =4,
N <
y
1N _ 556054 6054
VS, Z = 5,56054.

Ademads, la varianza de U y la covarianza entre U y V son, respectivamente,

| &
P
y
Ly
S, == u. - v;
Uv Ni ~ i
En definitiva,
y
_ SUV

cC=V—

U

— 4,15408% = 0,1296

_ o 1738595
10
2349721
VT
_ Syy 03983
b= s2 01296 307
_ 0,3989
U = 5,56054 — 0.1296

— 4,15408 - 5,56054 = 0,3983.

-4,15408 = — 7,23,

187
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con lo cual, despejando, se tiene que
a = exp(c) = 0,0007.
Por consiguiente, el modelo es

y = 0,0007 - x307.

¢) En la tercera columna de la tabla figuran los valores de la variable Y obtenidos por la re-
gresion efectuada. De este modo, por ejemplo, y; = 115,06 se ha hallado a partir de x; = 50
como 0,0007 - 50307,

Xi Vi i
30 27 23,98
40 60 58,00
50 120 115,06
60 200 201,38
70 350 323,26
75 500 399,52
80 510 487,06
85 610 586,70
90 740 699,23
95 900 825,49
675 4017 3 719,68

Las representaciones de los pares de puntos, (x;, #;), y de la nube de puntos, (x;, y;), aparecen
en la gréfica siguiente:
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Para medir la bondad del ajuste realizado, utilizaremos, como en el problema anterior, el
cociente

2
Se
2 2
Sy
proporcion que la varianza residual representa sobre la varianza de la variable Y.

Completamos la tabla con las columnas que permitirdn hallar las varianzas de Yy de e; en con-
creto, la pendltima columna corresponde a los valores de los residuos:

€=y~ Ji
Xi Yi Vi ¥t € ef
30 27 23,98 729 3,02 9,1204
40 60 58,00 3600 2,00 4,0000
50 120 115,06 14 400 4,94 24,4036
60 200 201,38 40 000 -1,38 1,9044
70 350 323,26 122 500 26,74 715,0276
75 500 399,52 250 000 100,48 10 096,2304
80 510 487,06 260 100 22,94 526,2436
85 610 586,70 372 100 23,30 542,8900
90 740 699,23 547 600 40,77 1 662,1929
95 900 825,49 810 000 74,51 5 551,7401
675 4017 3 719,68 2421 029 297,32 19 133,7530

A partir de estos datos se obtiene que

N
5= %Z v, = 2007 _ 4017 euros

i=1 10
y
1 < 2421 029
02 =% Y oy = = - 2421029,

con lo cual,

S2 = ag, — y = 242 102,9 — 401,7% = 80 740,01.
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De igual modo, para el cdlculo de la varianza residual,
N
1
2 = =
=y

se tiene, por un lado,

y, por otro lado,

1w ,_ 19133753
N; e} =——g = 191338,

siendo, en consecuencia, la varianza de e igual a
Sz =1913,38 — 29,7322 =1 029,39.
En definitiva,

2 _ 1029,39
s2 8074001 00127,

representando la varianza residual el 1,27 por ciento de la variabilidad de Y.



Capitulo 3

Analisis de atributos

Principales conceptos y resultados

Si la caracteristica objeto de estudio en las unidades de una poblacién es cualitativa, es decir,
no numérica, se denomina atributo. Las observaciones distintas de un atributo, A, son sus
modalidades, que se denotan por A, ..., A,.

Se llama frecuencia absoluta de una modalidad de un atributo al nimero de observaciones
iguales a dicha modalidad, denotdndose por #; la frecuencia absoluta genérica de la modalidad
A;. Si N es el nimero de observaciones, se cumple que

h
ZniZN.
i=1

La frecuencia relativa de una modalidad de un atributo es la proporcidén de observaciones
iguales a dicha modalidad, siendo f; la frecuencia relativa genérica. Puesto que

_n
=%

se cumple, entonces, que

h
Y f=1
i=1

Se denomina distribucion de frecuencias del atributo A al conjunto de modalidades
con sus correspondientes frecuencias, absolutas o relativas, y se denota por (A;; n;) o bien

(A ).
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Al igual que ocurre con las distribuciones de frecuencias de variables, si todas las frecuencias
absolutas son iguales a la unidad, la distribucién de frecuencias de un atributo es una distribu-
cion de frecuencias unitaria.

Las representaciones graficas mds habituales de la distribucién de frecuencias de un atributo
son el diagrama de barras y el diagrama de sectores. Para representar un diagrama de barras
se marcan segmentos sobre el eje de abscisas correspondientes a cada modalidad del atributo,
elevando sobre ellos barras cuyas longitudes son iguales a las frecuencias absolutas o relativas.
El diagrama de sectores es un circulo, dividido en sectores, siendo sus dreas proporcionales a
las frecuencias absolutas o relativas.

Dado el caricter no cuantitativo de los atributos, no es posible obtener medidas numeéricas que
resuman la informacién proporcionada por los datos. Escasas son las excepciones, como es el
caso de la moda, modalidad con mayor frecuencia. Cuando las modalidades de un atributo
admitan una ordenacién por el grado de intensidad de la caracteristica, es posible calcular tam-
bién la mediana de la distribucién, modalidad que tiene el mismo nimero de observaciones
«mayores» y «menores» que ella.

La observacion conjunta de dos atributos, A y B, en las unidades de una poblacién lleva a la
obtencién de pares de datos cuyas componentes son cualitativas, siendo (A;, B;) la modalidad
genérica de (A, B).

La frecuencia absoluta de (4;, B;), o frecuencia absoluta conjunta, es el nimero de veces que
aparecen simultdneamente A; y B; en las unidades de la poblacion y se denota por n;;. Si Ay, ..., A,
son las modalidades del atributo A y By, ..., B, las modalidades del atributo B, entonces,

La frecuencia relativa de (A;, B;), o frecuencia relativa conjunta, f;, es la proporcion de
observaciones iguales a dicho par.

La distribucion de frecuencias bidimensional correspondiente a (A, B) es el conjunto de
pares de modalidades, junto con sus frecuencias. Utilizaremos indistintamente la notacién
(A, Bj; nyj), 0 (A;, Bj; f;) con frecuencias absolutas o relativas.

La disposicién més frecuente de una distribucién bidimensional de atributos es una tabla de
doble entrada denominada tabla de contingencia, que, al igual que las tablas de correlacién en
el caso de variables, contiene en su interior las frecuencias conjuntas.

B B, B, By
A
A, ny ny; Ny
A; nj nj; ik
A, Ny, o Ny
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Partiendo de la distribucién de frecuencias bidimensional pueden obtenerse las distribuciones
marginales de los atributos A 'y B, (A;; n;)) y (B;; n;), respectivamente, donde

k
”i~:Z N
i=1

h
”-/‘:Z"ij
i=1

son las frecuencias marginales genéricas.

También es posible calcular distribuciones condicionadas partiendo de la distribucién bidi-
mensional. Asi, la distribucion del atributo A condicionada por la modalidad B; del atri-
buto B es (A,/B;; n;;), conforme se recoge en la siguiente tabla:

A,/B; Ny,
A ny;
A 1y
A, ny;

De igual modo, la distribuciéon del atributo B condicionada por la modalidad A; del atri-
buto A se denota por (B;/A;; n;;), donde

Bj/A,- 1y
B, nj
B, n;
By N

A partir de las frecuencias absolutas condicionadas se calculan las frecuencias relativas
condicionadas, segin las relaciones genéricas:

Ny

ﬁ/i = T
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Dada una distribucién de frecuencias bidimensional (A;, Bj; f;;), los atributos A y B son inde-
pendientes, si, para cualesquiera iy j,

fi =fi 1y
0, lo que es igual,
n,- * l/l]
n,»j = Ta

para cualesquiera i y j, condicién que denominaremos condicién de independencia entre las
modalidades A; y B,.

Cuando la tabla de contingencia es de dimensién 2 X 2, es suficiente comprobar la condicion
de independencia con una pareja de modalidades.

La condicién anterior es equivalente a

fi/j = [

Jj'/i =fj’

para cualesquiera i y j, es decir, que la condicién necesaria y suficiente para que dos atributos
sean independientes es que las frecuencias relativas condicionadas sean idénticas a sus respec-
tivas frecuencias relativas marginales.

Cuando los atributos no son independientes, se habla de tipo de asociacion entre sus modali-
dades. Asi, si

esto es, si la frecuencia absoluta conjunta entre las modalidades A; y B; es mayor que la que
existiria en el caso de que los atributos A y B fuesen independientes, se dice que entre las moda-
lidades A; y B; existe asociacion positiva.

Reciprocamente, si

entonces, entre las modalidades A; y B; hay asociacion negativa.

En las tablas de contingencia de dimensién 2 X 2, cuando los atributos no son independientes,
el estudio del tipo de asociacién de un par de modalidades de la tabla determina el tipo de aso-
ciacién del resto de los pares. Si, por ejemplo,
ny. - ny
Ny > ——>
12 N

es decir, si entre A; y B, la asociacién es positiva, también serd positiva la asociacién entre
A, y B;, dindose, en cambio, asociacidn negativa entre A; y B, y entre A, y B,.
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Este hecho justifica la utilizacién del coeficiente de asociacion'

nl, . I’l,l
Hzn” - N —

cuya interpretacion es la siguiente:

* Si H es cero, se cumple la condicién de independencia para las modalidades A, y B, y, al ser
una tabla de dimension 2 X 2, ello implica que los atributos son independientes.

* Si H > 0, entonces los atributos no son independientes, habiendo asociacién positiva entre las
modalidades A, y B, y entre A, y B,, y asociacién negativa entre A; y B, y entre A, y B;.

» Si H <0, los atributos no son independientes y entre A, y B, y entre A, y B, hay asociacién
negativa, y asociacion positiva entre A; y B, y entre A, y B,.

El estudio de la independencia entre atributos cuando las tablas de contingencia son de dimen-
sién h X k requiere la comprobacién de la condicién de independencia con todos los pares de
modalidades.

Cuando los atributos no son independientes, es posible dar una medida de su grado de asocia-
cidn, utilizando el coeficiente y* de Pearson,

que, segiin se observa, compara cada frecuencia absoluta conjunta, n;;, con las frecuencias abso-
lutas tedricas que corresponderian en el caso de que existiera independencia, n;.- n;/ N. Asi, si
este coeficiente es cero, los atributos son independientes, siendo mayor el grado de asociacion
cuanto mayor sea su valor>.

Cuando los atributos que se analizan admiten una ordenacién de sus modalidades como con-
secuencia de la mayor o menor intensidad con la que se presenta la caracteristica®, es posible
estudiar el grado de asociacion que existe entre ellos, mediante medidas mds precisas.

Para ello, definimos dos variables X e Y, con valores iguales a los respectivos rangos o nime-
ros de orden de las modalidades de los atributos A y B. De este modo, de la distribucion de fre-
cuencias (A;, B;; n;), resulta la distribucion de frecuencias (x;, y;; n;;), a partir de la cual es
posible calcular el coeficiente de correlacion lineal, cuyo valor serd indicativo del grado de aso-
ciacién entre las intensidades de los atributos: un valor positivo y proximo a 1 del coeficiente

! Este coeficiente puede definirse a partir de una pareja cualquiera de modalidades, siendo su interpretacién andloga
a la realizada en el texto.

2 De este coeficiente derivan otros, entre los que destacamos el coeficiente de contingencia de Pearson,
C = Jx*/ N + x?, coeficiente acotado entre 0 y 1.

3 El coeficiente del que hablamos a continuacién se utiliza para analizar el grado de asociacién entre dos caracteristicas
cuyos estados admiten una ordenacion por rangos; pudiendo ser dichas caracteristicas numéricas, es decir, variables.
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denotard una gran asociacién creciente (positiva) entre las intensidades y, reciprocamente, un
valor negativo y cercano a —1 serd indicativo de una asociacién decreciente (negativa) y ele-
vada entre las intensidades.

Una situacion particular del anélisis descrito surge cuando se dispone de N unidades clasifica-
das segtn el rango o posicién que tienen en relacion a dos atributos*, A y B, y les asociamos
dos variables X e Y, cuyos valores son los rangos de A y B, respectivamente. Tendremos, en este
caso, pares de observaciones (x;, ¥;), ..., (X;, ¥;), ..., (Xy> Y), donde (x;, ¥;) son los rangos que
tiene la unidad i-€sima, con respecto a los atributos A y B.

Sobre las variables X e Y se realiza un andlisis de correlacion, a partir del coeficiente de corre-
lacién lineal visto en el capitulo 2, que servird para estudiar la concordancia o discordancia
entre las ordenaciones de las unidades de la poblacién segun los rangos de los dos atributos.
Una correlacién positiva y alta entre ambas variables es indicativa de una fuerte concordancia
entre las ordenaciones segun los rangos de los dos atributos; y reciprocamente, una elevada
correlacion negativa nos hace pensar en una fuerte discordancia entre las ordenaciones. El coe-
ficiente de correlacién lineal en esta situacién se denomina coeficiente de rangos de
Spearman y adopta la expresién

N

N

6, d
pzl_i,

N*—N

donde d; = x; — y; es la diferencia genérica entre los rangos de ambos atributos.

Otro procedimiento para el andlisis de la concordancia o discordancia entre los rangos de dos atri-
butos consiste en ordenar las unidades segtin el orden natural de los rangos de uno de los dos atri-
butos, por ejemplo del primero, obteniéndose pares de observaciones (1, y,), ..., (, ¥;), -.., (N, y)-
Cuanto mas proxima esté la ordenacioén yy, ..., y;, ..., yy al orden natural 1, ..., i, ..., N que tienen
los rangos del primer atributo, mayor la concordancia entre ambas ordenaciones y, viceversa,
cuanto més proxima esté dicha ordenacion a la ordenacién inversa del orden natural, N, ..., i, ..., 1,
mayor la discordancia. Este andlisis se sintetiza mediante el coeficiente T de Kendall:

N

22, 80
i
ONWN- )

donde 6(y;, y;) tiene el valor 1 si entre y; e y; se sigue el orden natural, es decir, siy; < y;, y vale
—1, en caso contrario.

Este coeficiente estd acotado entre —1 y 1, tomando el valor 1 cuando la concordancia es per-
fecta y el valor —1 cuando existe una perfecta discordancia.

4 Los coeficientes seguidamente descritos analizan el grado de concordancia entre dos ordenaciones, pudiendo pro-
venir €stas del estudio de caracteristicas numéricas, esto es, de variables, sobre las unidades de la poblacion.
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APLICACION DE CONCEPTOS Y DEMOSTRACION DE RESULTADOS

Una encuesta realizada por la revista El Mensual sobre el ranking que ocupa un gru-
po de suplementos de fin de semana arroja los siguientes resultados: El Mensual al-
canza 6 millones de lectores, siendo 4,5, 1,8, 1,5 y 1,2 millones los lectores de los
dominicales Magazine, La Semana, Comunidad y Tierra, respectivamente.

a) Preséntese en una tabla la distribucién de frecuencias del enunciado.
b) :Qué porcentaje de lectores lee La Semana? ;Y €l dominical Tierra?

¢) Represéntese graficamente, mediante diagrama de barras y diagrama de sectores,
la distribucion de frecuencias.

SOLUCION

a) En la primera columna de la tabla colocamos las modalidades de la caracteristica su-
plemento que se lee el fin de semana, A, esto es, las revistas del grupo considerado,
dejando la segunda columna para las frecuencias absolutas de cada una de dichas modali-
dades, es decir, el nimero de lectores que lee cada una de las revistas. En la tabla siguien-
te se presenta, por tanto, la distribucién de frecuencias (A;; n;), donde A; es la modalidad

genérica y n; su correspondiente frecuencia absoluta.

Suplemento N.° lectores
El Mensual 6,0
Magazine 4,5
La Semana 1,8
Comunidad 1,5
Tierra 1,2

De este modo, de la consulta de la tabla se desprende que, por ejemplo, n, = 1,5 indica que la
revista Comunidad, A,, tiene 1,5 millones de lectores, mientras que n, = 6 muestra que son 6
los millones de personas que leen El Mensual, A,.

La suma de los elementos de la segunda columna de la tabla, suma de las frecuencias absolu-
tas de las modalidades del atributo, es N = 15, por tanto, 15 millones es el nimero de unida-

des de la poblacion.
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b) A partir de los datos de la tabla anterior, aplicando la expresién genérica:

se obtiene una nueva columna de frecuencias relativas de cada una de las modalidades:

Suplemento N.° lectores Proporcién lectores
El Mensual 6,0 0,40
Magazine 4,5 0,30
La Semana 1,8 0,12
Comunidad 1,5 0,10
Tierra 1,2 0,08

Puesto que f; = 0,12 es la frecuencia relativa de la modalidad A;, La Semana, el 12 por cien-
to de los lectores leen este dominical. De igual modo se concluye que el 8 por ciento de los
lectores se decantan por Tierra, puesto que la frecuencia relativa de esta modalidad es
f5 = 0,08.

¢) Pararepresentar con un diagrama de barras la distribucién de frecuencias, colocamos en el
eje de abscisas cinco segmentos de igual longitud, uno para cada una de las modalidades,
en este caso revistas, del atributo considerado, elevando sobre cada segmento una barra
cuya longitud es igual a la frecuencia absoluta de cada modalidad:

6,0

4,5

1,8

1,5

1,2

B

ElMensual Magazine La Semana Comunidad Tierra

La siguiente representacion gréfica es un diagrama de sectores, es decir, un circulo dividido en
sectores, siendo el drea de cada uno de ellos proporcional a la frecuencia de la respectiva moda-
lidad. Para calcular el drea de los sectores hay que considerar que el hecho de que dichas édreas
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sean proporcionales a las frecuencias es equivalente a que sus dngulos lo sean. Ahora bien, si
o; es el dngulo del sector de la modalidad genérica A; con frecuencia absoluta n,, entonces,
puesto que el dngulo de todo el circulo es igual a 360 grados, necesariamente ha de cumplirse
la relacién de proporcionalidad:

de lo cual,

a,.=360-%=360.f,..

Asi, por ejemplo, el dngulo «, de la modalidad, A,, El Magazine, es igual a 360 - 0,3 = 108 gra-
dos, lo cual equivale a que el 30 por ciento del drea del circulo corresponde a esta modalidad.

Tierra
28,8°

Comunidad
36°

El Mensual

La Semana 144°

43,2°

Magazine
108°

3.2 Una empresa dedicada a la construccion de muebles de disefio cuenta con 200 traba-
jadores de los cuales 100 pertenecen a la seccién de carpinteria, 20 a la de transpor-
te, 50 trabajadores son de la seccién de administracion y el resto es personal de di-
reccion.

a) (Cuil es la poblacién objeto de estudio? ;De cudntas unidades consta? ;Qué tipo
de caracteristica se analiza en ella?

b) ;Cudl es la distribucién de frecuencias de la caracteristica analizada? ;Qué peso
tiene cada seccién en el conjunto de la empresa?

¢) (En qué seccién hay mayor ndmero de trabajadores?
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d) Represéntese graficamente la distribucién de frecuencias obtenida en el aparta-
do b).

SOLUCION

a) La poblacién que se estudia estd formada por los 200 trabajadores de la empresa de cons-
truccion de muebles, sobre la que se analiza la caracteristica seccion a la que pertenece
cada trabajador. Esta caracteristica no es numérica, pues sus distintos estados no son cuan-
tificables; se trata, por tanto, de un atributo cuyas modalidades son: seccion de carpinteria,
seccion de transporte 'y seccion de administracion y direccion.

b) La distribucién de frecuencias del atributo estd formada por sus modalidades —primera co-
lumna de la tabla siguiente—, junto con sus correspondientes frecuencias; en este caso, el
enunciado proporciona las frecuencias absolutas de cada modalidad, segiin se recoge en la
segunda columna de la tabla:

Secciones N.° trabajadores % trabajadores
Carpinteria 100 50
Transporte 20 10
Administracién 50 25
Direccién 30 15

Asi, puesto que 50 trabajadores de la empresa pertenecen a la seccion de administracién, en-
tonces, n; = 50.

En la tercera columna aparece el peso de cada sector en el conjunto de la empresa, es decir, la
frecuencia relativa de cada modalidad del atributo, obtenida como cociente entre la frecuencia
absoluta y el ndmero total de datos. Por ejemplo, f, = 30/200 = 0,15, con lo cual, el 15 por
ciento del total de la empresa es personal de direccién.

¢) La seccidn de carpinteria, con 100 empleados, es la seccién con mayor niimero de trabaja-
dores; por tanto, esta modalidad es la moda de la distribucion.

d) Representaremos la distribucion de trabajadores por secciones, esto es, la distribucién de
frecuencias del atributo considerado, utilizando un diagrama de barras y un diagrama
de sectores.

Para obtener el diagrama de barras, colocamos en el eje de abscisas segmentos de igual medi-
da para cada modalidad del atributo; en esta ocasion, para cada seccién de la empresa. A con-
tinuacién, sobre cada uno de los segmentos elevamos una barra cuya altura sea igual a la co-
rrespondiente frecuencia, absoluta o relativa. Si consideramos frecuencias absolutas, se obtiene
la siguiente representacion grafica.
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100

50

30

20

Carpinteria Transporte  Administracion ~ Direccién

En cuanto al diagrama de sectores, hemos de calcular el drea de cada sector, teniendo en cuen-
ta que, como sabemos, esto es equivalente a obtener la medida de su dngulo, segun la expre-
sién genérica demostrada en el problema anterior:

a; = 360 - f.

Si se aplica esta igualdad a cada una de las modalidades, resulta la siguiente representacion gra-
fica:

Direccién
54°

Administracion

90° Carpinteria

180°

Transporte
36°

A partir de un estudio realizado sobre el plan de formacién bianual 2003-2004 para
funcionarios, se ha conocido que la asistencia a cursos formativos, segin los distin-
tos grupos (categorias), fue la que se presenta a continuacion:
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Grupo Asistentes 2003 Asistentes 2004
Grupo A 38 704 39 704
Grupo B 51782 53782
Grupo C 57 007 57 507
Grupo D 87 053 90 053
Grupo E 13 990 13790
TOTAL 248 536 254 836

a) (Cudl es la poblacién que se analiza? ;De cudntas unidades consta? ;Cudl es la ca-
racteristica estudiada? Obténgase la correspondiente distribucion de frecuencias.

b) Represéntese graficamente la informacién de la tabla, separadamente, afio por
afio, y de modo conjunto.

SOLUCION

a) En este problema se plantean dos poblaciones de funcionarios que se presentan a cursos
formativos: una de 248 536 unidades para el afio 2003 y otra de 254 836 unidades para el
afio 2004. Sobre cada poblacién se analiza la misma caracteristica cualitativa o atributo, ca-
tegoria o grupo al que pertenece el funcionario, cuyas modalidades son: grupo A, grupo B,
grupo C, grupo D'y grupo E.

Tendremos, por tanto, dos distribuciones de frecuencias:

Categoria Asistentes
Grupo A 38 704
Grupo B 51782
Grupo C 57 007
Grupo D 87 053
Grupo E 13 900

para el afio 2003, y, para el afio 2004:

Categoria Asistentes
Grupo A 39 704
Grupo B 53782
Grupo C 57 507
Grupo D 90 053

Grupo E 13790
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Donde, por ejemplo, n; = 57 007, en la primera tabla, indica que hubo 57 007 funcionarios del
grupo C que asistieron a cursos de formacién en 2003, y n; = 39 704, en la segunda tabla, ex-
presa que en 2004 fueron 39 704 los funcionarios del grupo A que se presentaron a cursos for-
mativos.

b) En la siguiente grafica aparecen dos diagramas de barras que se corresponden con cada una
de las distribuciones. Para cada categoria profesional o modalidad del atributo se ha mar-
cado un segmento doble sobre el cual se ha elevado una doble barra con alturas iguales a
las frecuencias absolutas de cada distribucion para dicha modalidad. Este andlisis conjun-
to permite la comparacién gréfica de las situaciones de ambos afios.

37053 90 053
57007 57 507
51782 53782
38 704 39 704
13990 13 790
Grupo A Grupo B Grupo C Grupo D Grupo E

Y, por dltimo, con un diagrama sectorial representamos el niimero total de asistentes en ese pe-
riodo:

Grupo E
5,52%

Grupo A
15,58%

Grupo D
35,18% Grupo B

20,97%

Grupo C
22,75%
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Asi, por ejemplo, el 6 por ciento correspondiente al grupo E se ha obtenido como

13990 + 13790
248 536 + 254 836

100.

3.4 Una empresa con centros comerciales distribuidos por todo el territorio nacional pre-
tende abrir nuevos mercados en el sur de Francia. Con objeto de seleccionar personal,
realiza encuestas a los futuros trabajadores, presentdndose a las pruebas 1 000 perso-
nas, cuyas titulaciones se reflejan en la siguiente tabla:

Nivel de titulacion N.° aspirantes
Sin estudios 10
Primaria 20
Secundaria 30
Bachillerato 300
Diplomatura 220
Licenciatura 400
Doctorado 20

a) Represéntese graficamente la distribucién de frecuencias.

b) Calciilese la mediana de la distribucién.

SOLUCION

a) Las modalidades de la caracteristica nivel de fitulacion admiten la ordenacién que aparece
en la primera columna de la tabla correspondiente a la distribucién de frecuencias. Por esta
razon, a la hora de representar graficamente dicha distribucién con un diagrama de barras,
colocaremos las modalidades también de modo ordenado en los segmentos marcados so-

bre el eje de abscisas.

10

————1

400

300

220

20 30 20

s B

Sin estudios

Primaria ~ Secundaria Bachillerato Diplomatura Licenciatura Doctorado
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b) Obtendremos, en primer lugar, las frecuencias acumuladas que aparecen en la tercera co-
lumna de la tabla siguiente. Obsérvese que, aunque nuestra caracteristica es un atributo, el
hecho de que admita una ordenacién de sus modalidades permite el cdlculo de este tipo de
frecuencias, mediante las expresiones:

N, =n,y N=n+..+n, parai =2, ..., h.

Nivel de titulacion n; N;
Sin estudios 10 10
Primaria 20 30
Secundaria 30 60
Bachillerato 300 360
Diplomatura 220 580
Licenciatura 400 980
Doctorado 20 1 000

Por ejemplo, N, = 360 significa que hay 360 candidatos que tienen a lo sumo estudios de
Bachillerato.

Proponemos al lector la obtencién de las frecuencias relativas acumuladas a partir de la defini-
cién que de esta clase de frecuencias se dio en el capitulo 1.

A continuacion, siguiendo con el cdlculo de la mediana, hallamos, al igual que en el andlisis de
variables correspondiente al capitulo 1, la cantidad N/2, que en este caso es igual a 500. Puesto
que no existe una modalidad cuya frecuencia absoluta acumulada, N,, sea igual a 500", la me-
diana es aquella modalidad tal que su frecuencia absoluta acumulada es estrictamente mayor
que 500, es decir, el nivel de titulacién de diplomado con N5 = 580.

Finalizada la campafia de Navidad, la asociacion de productores de cava de la peque-
fia regién de Arautiol pretende hacer un estudio sobre los hibitos de consumo de esta
bebida en la comarca donde sus empresas distribuyen el producto. En el estudio tienen
en cuenta dos zonas totalmente diferenciadas (zona norte y zona sur), por considerar
que la orografia del terreno hace que las costumbres de ambas sean distintas.

La siguiente tabla refleja el total de litros de cava (brut, seco y semiseco) vendidos en la ulti-
ma temporada navideiia, diferenciando las ventas en las zonas norte y sur.

! Si hubiera existido una modalidad, A;, cuya frecuencia absoluta acumulada, N,, fuera igual a 500, habria dos media-
nas: las modalidades A; y A;4,.
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Zona Norte Sur

Cava
Brut 1 000 2000
Seco 600 500
Semiseco 400 1500

a) Obténganse las distribuciones de frecuencias marginales.

b) Hallense las distribuciones condicionadas.

SOLUCION

a) Latabla de contingencia del enunciado corresponde a la distribucion bidimensional (A;, B;;
n,-j) de los atributos, A, tipo de cava, cuyas modalidades son brut, seco 'y semiseco 'y B, zona
de venta, con modalidades norte y sur; en las casillas de esta tabla se encuentran las fre-
cuencias conjuntas, ;. Asi, por ejemplo, el nimero de litros vendidos de cava semiseco en
la zona sur es ny, = 1 500.

A partir de dicha tabla, se calculan las distribuciones de frecuencias marginales de cada atri-
buto (A;; n;) y (Bj; n;), teniendo en cuenta las relaciones entre frecuencias marginales y con-
juntas, para todo i, y, para cualquier j,

n.= Z Rij»
j

h
”7:2 .
i=1

De este modo, sumando cada elemento de la primera columna con su correspondiente elemen-
to de la segunda, se hallan las frecuencias del atributo A, tipo de cava, segin se recoge en la
dltima columna de la siguiente tabla. Se observa, por ejemplo, que el niimero de litros de cava
del tipo seco vendidos en la dltima temporada, es decir, n,. = 1 100, se obtiene como suma de
los litros vendidos de este tipo en la zonas norte y sur, esto es, n,; + n,, = 600 + 500.

Zona Norte Sur n;.
Cava
Brut 1 000 2 000 3000
Seco 600 500 1 100
Semiseco 400 1 500 1 900
n; 2 000 4 000 6 000
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Andlogamente, las frecuencias de la distribucion marginal (B;; n;) se calculan sumando, casi-
lla a casilla, las filas de la tabla de contingencia, obteniéndose los datos de la dltima fila de la
tabla anterior. De este modo, por ejemplo, el nimero de litros de cava vendidos en la zona sur,
n, = 4 000, es igual al total de litros que en esta zona se han vendido de cada uno de los tipos
de cava, ny, + n,, + n3, =2 000 + 500 + 1 500.

En definitiva, la distribucién de frecuencias marginal del primer atributo, es decir, la distribu-
cion de ventas segtn el tipo de cava, es la siguiente:

Cava n;. £
Brut 3 000 0,500
Seco 1 100 0,183
Semiseco 1900 0,317

Como puede observarse, en la dltima columna de la tabla figuran las frecuencias relativas de
cada modalidad del atributo obtenidas segtin la relacién genérica:

n.

i

f,u—ﬁ

De igual manera la distribucién de frecuencias marginal del segundo atributo, esto es, la dis-
tribucion de ventas de cava segun la zona es la que se recoge a continuacién:

Zona n; 1
Norte 2 000 0,33
Sur 4 000 0,67

Notese que la tercera columna de la tabla anterior de frecuencias relativas de las modalidades,
se ha calculado segtin la expresion genérica:

_
f-j—ﬁ'

b) A partir de la distribucién bidimensional (4;, Bj; n;), se hallan las distribuciones del atri-
buto A condicionadas por cada modalidad B; del atributo B. Asi, la distribucién de ventas
por tipo de cava dentro de la zona norte, esto es, (A; / B;; n;,), tiene como modalidades,
brut, seco 'y semiseco, siendo sus frecuencias las de la primera columna de la tabla de con-
tingencia:

nin = N,

para todo i.
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En la siguiente tabla se recoge esta distribucién de frecuencias unidimensional:

Cava N/ fin
Brut 1 000 0,50
Seco 600 0,30
Semiseco 400 0,20

En la tercera columna de la tabla se incorporan, ademads, las frecuencias relativas de la distri-
bucién unidimensional calculadas segin la expresién genérica:

N nj

fin=—"=

n, n,

Como puede observar el lector, el nimero de litros de cava de tipo brut vendidos dentro de la
zona norte, n;,; = 1 000 coincide con el nimero de litros de cava que en esta temporada se han
vendidos en la zona norte y de tipo brut, esto es, n;;; la proporcién de litros de cava de este tipo
es fin = 1 000/2 000 = 0,5.

De igual modo se obtendria la distribucién condicionada (A; / B; n;,), es decir, la distribucion
de ventas por tipo de cava dentro de la zona sur:

Cava Ny fin
Brut 2 000 0,500
Seco 500 0,125
Semiseco 1 500 0,375

Para hallar las distribuciones condicionadas del atributo B por cada modalidad A; del atributo
A, es decir (B; / A;; n;;), actuamos de idéntica forma. En consecuencia, la distribucion de ven-
tas por zonas de cava de tipo brut, (B; / Ay; n;;,) es

Zona nin f/"/ 1
Norte 1 000 0,33
Sur 2 000 0,67

donde los elementos de la segunda columna, coinciden con la primera fila de la tabla de con-
tingencia:

nin = Ny,

para todo j.
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Asi, por ejemplo, del total de litros de tipo brut, los que se han vendido en la zona sur, es de-
cir, n,,, coincide con los litros que se han vendido de tipo brut y en la zona sur, esto es,
n;, = 2 000, siendo la correspondiente frecuencia relativa f,;;, = 2 000/3 000 = 0,67.

Dejamos al lector la comprobacion de que la distribucién de ventas por zonas de cava de tipo
seco (B;/Aj,; ny,) y la distribucion de ventas por zonas de cava de tipo semiseco (B;/As; njj3)
son, respectivamente, las recogidas en las siguientes tablas.

Zona i fir
Norte 600 0,55
Sur 500 0,45

Zona N/ fir3
Norte 400 0,21
Sur 1 500 0,79

La asociacion de comerciantes de una ciudad realiza una consulta a todos los traba-
jadores de este sector para conocer sus preferencias respecto al horario de trabajo. En
concreto se les plantea si desean realizar o no jornada continua, frente a la opcién de
jornada partida. El resultado de la encuesta indica que el 70 por ciento de las trabaja-
doras desea jornada continua, siendo este porcentaje de un 35 por ciento entre los va-
rones.

a) (A qué distribuciones de frecuencias corresponden los porcentajes del enunciado?

b) Suponiendo que un 60 por ciento de las personas que trabajan en este sector son
mujeres, obténgase el porcentaje de los que trabajan en este sector que prefieren
jornada continua.

SOLUCION

a) Sobre la poblacién de trabajadores del sector del comercio se han considerado dos atribu-
tos, A, preferencia respecto al horario de trabajo, y B, sexo de los trabajadores. Cada uno
de estos atributos posee dos modalidades, jornada continua y jornada partida, y mujer y
hombre, respectivamente.

El enunciado proporciona las frecuencias condicionadas correspondientes a las distribuciones
condicionadas del atributo A, para cada una de las modalidades del atributo B. Asi, decir que
el 70 por ciento de las trabajadoras desea jornada continua equivale a decir que la frecuencia
relativa condicionada de la modalidad jornada continua, A,, dentro de la modalidad mujer, B,
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es 0,7, siendo, por tanto, 0,3 la frecuencia relativa de la modalidad jornada partida, A,, dentro
de la modalidad mujer, B,.

Ai/B, Jin
Continua 0,7
Partida 0,3

Por un razonamiento andlogo, 0,35 es la frecuencia relativa condicionada de la modalidad jor-
nada continua, A,, dentro de la modalidad hombre, B,, y, consecuentemente, 0,65 se corres-
ponde con la frecuencia relativa condicionada de la modalidad jornada partida, A,, dentro de
la modalidad hombre, B,.

Ai/B, Jir
Continua 0,35
Partida 0,65

El siguiente diagrama de rectdngulos recoge simultdneamente las dos distribuciones condicio-
nadas anteriores.

Mujeres
0,70 Hombres
0,65
Hombres
0,35 Mujeres
0,30
Continua Partida

b) El 60 por ciento de los que trabajan en el sector comercio son mujeres, es decir, la fre-
cuencia relativa marginal de la modalidad B, es f; = 0,6.

La cuestién que se plantea en este apartado es el porcentaje de los que trabajan en este sec-
tor que prefieren jornada continua, esto es, la frecuencia relativa marginal de la modalidad

Al:fl-'
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Ahora bien, como, por un lado,

fi.=fu s

y, por otro lado, segiin se demostro en el capitulo 2 para variables, las frecuencias relativas con-
juntas de la expresion anterior pueden calcularse como

Ju=Jfin fa

Jo=fin- fo
entonces, con los datos del problema, se tiene que

fll = 0,7 N 0,6 = 0,42

fi2=10,35-0,4 = 0,14,
y, en definitiva, la frecuencia pedida es
fi.=042 + 0,14 = 0,56,

con lo cual, el 56 por ciento de los trabajadores del sector comercio prefiere jornada continua
y el 44 por ciento jornada partida.

Puede comprobar el lector que la representacion grafica, mediante diagrama de sectores, de
esta distribucion de frecuencias unidimensional, distribucién marginal del atributo A, es la que
figura a continuacion:

Partida
158,4°

Continua
201,6°

Se ha realizado encuesta sobre 1 000 personas para analizar, entre otros aspectos, la
posible relacién existente entre el medio de transporte utilizado habitualmente para
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asistir al trabajo y la clase social a la que se pertenece. Los resultados obtenidos se
recogen en la siguiente tabla:

Medio | Tren | Autobis| Coche particular A pie

Clase social

Baja 150 200 50 40
Media 150 50 60 30
Alta 100 50 90 30

(Son independientes estos dos atributos?

SOLUCION

Dos atributos son independientes si, para cada modalidad i del primer atributo y cada modali-
dad j del segundo atributo, la frecuencia relativa conjunta es igual al producto de las corres-
pondientes frecuencias relativas marginales; esto es, para que dos atributos sean independien-
tes tendrd que cumplirse, para cualesquiera i y j, que

fij = fi f]
0, equivalentemente,
My _ M 1y
N N N

Simplificando, la igualdad anterior se convierte en

condicion de independencia, que, cuando los atributos son independientes, se cumple para to-
dos los pares (i, j).

Es interesante recordar que de esta condicidn se habl6 también en el capitulo anterior, pues es
igualmente vélida para el estudio de la independencia entre variables.

Para estos dos atributos observamos que, si tomamos, por ejemplo, la primera modalidad de
cada uno de ellos, la frecuencia absoluta conjunta es

ny, = 150,
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mientras que

mic My 400 - 440 _
N 1000 176,

no cumpliéndose, por tanto, la condicién de independencia para, al menos, una pareja de mo-
dalidades, y pudiéndose concluir, en consecuencia, que los atributos no son independientes.

La dependencia entre los atributos permite el estudio del tipo de asociacién entre las modali-
dades de cada uno de ellos. De este modo, si comparamos

ny = 150
con
ny - n;
— =116,
N
vemos que la relacion
ny - ny
Ny > 7N

indica que entre las modalidades clase social media 'y elegir el tren como medio de transporte
existe asociacion positiva.

Seria un buen ejercicio para el lector el anélisis del tipo de asociacién del resto de pares de mo-
dalidades.

La propietaria del centro de estética Unisex sospecha que no existe relacién entre el
sexo de los clientes y los tratamientos que solicitan. La siguiente tabla refleja la cla-
se de tratamientos realizados a los 200 clientes que, entre hombres y mujeres, han
acudido el pasado mes.

Sexo Hombres Mujeres
Tratamiento
Peluqueria 20 80
Tratamiento facial 14 56
Tratamiento corporal 6 24

(Tiene raz6n la empresaria en su suposicioén?

SOLUCION

El cumplimiento de la condicién de independencia para todos los pares de modalidades de dos
atributos es condicién necesaria y suficiente para que éstos sean independientes. Ahora bien, al
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igual que ocurria en el estudio de la independencia entre variables, este hecho es equivalente a
que, para cualesquiera i y j, se cumpla que

0, lo que es igual, que

Js‘/i =fj’

condiciones que equivalen, asimismo, a la proporcionalidad de filas y columnas de la tabla de
contingencia.

A partir de los datos iniciales, obtenemos las frecuencias marginales que aparecen en las 1lti-
mas fila y columna de la siguiente tabla:

Sexo Hombres Mujeres n;.
Tratamiento
Peluqueria 20 80 100
Tratamiento facial 14 56 70
Tratamiento corporal 6 24 30
n; 40 160 200

Se comprueba, de modo inmediato, que

20 _ 80 _ 100
40 160 200’

esto es,
Jin = fin = fis

que, ademds,

14 _ 56 _ 70
40 ~ 160~ 200°

es decir,
fon = o = oo

y que, por ultimo,

6 _ 24 _ 30

40~ 160~ 200’
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0, lo que es igual,
fin = fan = s

quedando, asi, demostrada la independencia de ambos atributos.

Puede probarse, de igual forma, que también se cumplen las condiciones:

Jin=hn=hn=r
y
fon = fon = oz = fa
Dadas dos modalidades A; y B; de una distribucion de frecuencias bidimensional
(A;, B, n;), analicense las relaciones entre las frecuencias relativas condicionadas f;;
y fi ¥ las frecuencias relativas marginales, f;. y f;, a partir del signo de
l’li, ° I’l.j
n;; N
SOLUCION
Supongamos que
ni, * nj

con lo cual, como es sabido, existe asociacion positiva entre las modalidades A; y B;.

Ahora bien, la condicién anterior es equivalente a

M

n;. N
0, lo que igual, a

Siri =1

lo cual significa que la proporcion de unidades de la poblacion que posee la modalidad B; den-
tro de las que tienen la modalidad A; es mayor que la proporcién de unidades de la poblacién
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que poseen la modalidad B; en el total, hecho que es coherente con que exista asociacién posi-
tiva entre A; y B;.

De la condicién

ni. ‘N
n;; > N z,
también se deduce que
l’llj n;.
— —
nAj N
esto es, que
f;‘/j >.f;‘~’

de lo cual se concluye que la proporcidn de unidades de la poblacidn que tiene la modalidad A;
dentro de las que tienen la modalidad B; es mayor que la proporcién de unidades que tienen la
modalidad A; en el total de la poblacién.

Por un razonamiento anélogo, si, por el contrario, se cumpliera que

se deducirfa que f;,; > f; y que f;,; > f;., dejando al lector la interpretacion de estas desigualda-
des entre proporciones.

Demuéstrese que en una tabla de contingencia de dimensién 2 X 2 es suficiente pro-
bar la condicién de independencia con una pareja cualquiera de modalidades para que
los atributos sean independientes.

SOLUCION

Supongamos que, partiendo de la tabla de contingencia,

B B, B, n;.
A
A ny np ny.
Ay Ny Nnay ny.
n; n, n,
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comprobamos que se cumple la condicién de independencia para las dos primeras modalida-
des de los atributos, es decir, que se verifica:

n]‘ * n<l
nyp = N —>
entonces, la frecuencia absoluta conjunta
Ny = Ny = Ny,
puede escribirse como
nl, . n,l
Nyp =Ny = Ny = Ny — N

sin mds que tener en cuenta la condicién de independencia para las modalidades A, y B;.

Operando en la igualdad anterior, resulta:

N-n.—n.-n; n.(N—n,

En definitiva, considerando que n,; + n, = N, se obtiene que

n], N n,2

ny, = N_,

condicién de independencia de las modalidades A, y B,.
Puede comprobar el lector que igualmente se cumplen las condiciones de independencia para

los dos pares de modalidades restantes.

Demuéstrese que el tipo de asociacién entre dos modalidades en una tabla de contin-
gencia de dimensién 2 X 2 determina el resto.

SOLUCION

Supongamos que existe asociacion positiva entre las dos primeras modalidades de cada atri-
buto,

ny. - ny
ny>——:
11 N

y queremos analizar el tipo de asociacién que hay entre el resto de pares de modalidades.
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Si nos fijamos, por ejemplo, en la segunda modalidad del primer atributo, A,, y en la primera
del segundo, B, y observamos su frecuencia absoluta conjunta, comprobamos que

I’ll_ . l’l_l

Nyyp =Ny — Ny <nj— N

donde la ultima desigualdad es el resultado de aplicar la condicién de asociacién positiva en-

tre las dos primeras modalidades y de tener en cuenta que un cambio de signo en los dos miem-
bros de una desigualdad implica un cambio en el sentido de la misma:

ny. - ny
B o

Operando en la frecuencia absoluta conjunta, resulta:

N - ny — Ny -ny n, (N - nlA)
}’l21 < N = N s

esto es,

nz, * n,1
Ny < —N s

con lo cual existe asociacién negativa entre las modalidades consideradas.

Proponemos que el lector compruebe, mediante procedimiento andlogo, la existencia de aso-
ciacidn positiva entre las modalidades A, y B,,

n2, * n,2
Ny > ———>
22 N
y de asociacidn negativa entre la primera modalidad del primer atributo, A, y la segunda mo-
dalidad del segundo atributo, B,,

nl, . n,z

Ry < N

Una empresa con 1 000 trabajadores ha solicitado un estudio con objeto de conocer
la relacion existente entre el sexo y el poseer o no titulacién superior. Los resultados
obtenidos se recogen en la siguiente tabla:

Sexo | Hombre Mujer

Titulacién superior

Si 200 300
No 150 350
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a) (Son independientes los atributos considerados?

b) Estudiese el tipo de relacién que existe entre ser mujer y no poseer titulacion su-
perior.

SOLUCION

a) Si tomamos, por ejemplo, la segunda modalidad de primer atributo, no poseer titulacion
superior, y la primera del segundo atributo, ser hombre, vemos que

ny - ny
n21 = 150 # 175 = T’

es decir, no se cumple la condicién de independencia para, al menos, una pareja de modalida-
des y, por tanto, podemos afirmar que los dos atributos no son independientes.

Obsérvese que, por tratarse de una tabla de contingencia de dimensién 2 X 2, si se hubiera
cumplido la condicién de independencia para las dos modalidades elegidas, este hecho seria su-
ficiente para afirmar que los dos atributos habrian sido independientes.

b) Vemos que

Ny, = 350
€S mayor que

Ny - Ny  500-650
N 1000 =32,

con lo cual, entre las modalidades no poseer titulacion superior, segunda modalidad del primer
atributo, y ser mujer, segunda modalidad del segundo atributo, existe asociacion positiva. Esto
supone que el porcentaje de mujeres que no posee titulacién superior es mayor al que existiria
en caso de que ambos atributos fueran independientes.

Se puede obtener la misma conclusién teniendo en cuenta que, seglin comprobamos en el apar-
tado anterior,

nz‘ * }'l‘l

ny; = N ’

por lo que entre las modalidades no poseer titulacion superior'y ser hombre existe asociacion
negativa, lo que implica, necesariamente, que hay asociacion positiva entre las modalidades no
poseer titulacion superior'y ser mujer.
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Se ha analizado una poblacién de 300 individuos y se han clasificado segtn el tipo de
trabajo que realizan (manual o intelectual) y su ideologia politica (conservador o li-
beral).

El estudio se ha elaborado con muestras de 100 trabajadores (3 estratos diferentes): hombres
mayores de 30 afios, mujeres mayores de 30 afios y jovenes (hombres y mujeres) menores de
30 afios.

* Los resultados obtenidos en la primera muestra, mujeres mayores de 30 afios, han sido:

Trabajo Manual Intelectual
Ideologia
Conservador 36 24
Liberal 24 16

* Los resultados obtenidos en la segunda muestra, hombres mayores de 30 afios, han sido:

Trabajo Manual Intelectual
Ideologia
Conservador 40 20
Liberal 20 20

* Por dltimo, para la tercera muestra, jévenes menores de 30 afios, los datos han sido:

Trabajo Manual Intelectual
Ideologia
Conservador 10 20
Liberal 70 0

Analicese la relacidn existente entre estos atributos para cada una de las muestras seleccionadas.

SOLUCION

Por lo que se refiere a la primera muestra, si observamos, por ejemplo, las modalidades manual
y conservador, vemos que se cumple la condicién de independencia:

—2p . 00-60 _ M.y
m=36= 750 N
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En otros términos, la proporciéon de conservadores entre los que realizan trabajo manual,
ny/n, = 36/60, es la misma que la proporcién en el total, n,./N = 60/100, es decir, el 60 por
ciento.

Ademads, por tratarse de una tabla de dimension 2 X 2, el cumplimiento de la condicién de in-
dependencia para una pareja cualquiera de modalidades es suficiente para afirmar que existe
independencia entre estos dos caracteres. Podemos observar, en cualquier caso, que con el res-
to de parejas de modalidades ocurre lo mismo.

Sin embargo, para la segunda muestra, si nos fijamos en la misma pareja de modalidades, se
tiene que

B _60-60 _ m.omy
my =40 # 36 = o0 T

esto es, no se cumple la condicidn de independencia entre estas dos modalidades, pudiendo de-
cirse, por tanto, que existe dependencia entre estos dos atributos.

Ademas, como

nl, 'n,1
ny > 4N >

existe asociacion positiva entre las modalidades manual y conservador, con lo cual, el porcen-
taje de conservadores entre los que realizan trabajos manuales n,,/n., = 40/60, esto es, el 66,66
por ciento, es superior al porcentaje de conservadores entre el total que, como sabemos, es del
60 por ciento.

Por tltimo, para la tercera muestra vemos que

_ _30-80 _m.-n,
nygy = 10<24— 100 N ’

por lo que existe dependencia entre los atributos, habiendo, ademds, asociacién negativa entre
las modalidades manual y conservador porque el porcentaje de conservadores entre los que re-
alizan trabajos manuales, n;,/n., = 10/80, es decir, 12,5 por ciento, es menor que 30, porcen-
taje de conservadores en el total de esta muestra.

Este ejemplo pone de manifiesto que el hecho de que exista o no independencia entre atributos
y el tipo de asociacién entre las modalidades de los mismos en caso de que éstos sean depen-
dientes, no es algo intrinseco ni a los atributos ni a sus modalidades, sino que es consecuencia
exclusivamente de las correspondientes frecuencias.

Proponemos al lector que analice el tipo de asociacién que hay entre todos los pares de modalida-
des de los atributos considerados en los tres casos, bien directamente, esto es, comparando frecuen-
cias, bien teniendo en cuenta que se trata de tablas de dimensién 2 X 2 y aplicando el resultado 3.11.
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Un estudio sobre la ocupacién hotelera durante el mes de agosto del pasado afio en
10 comunidades auténomas y su relacién con el nimero de dias lluviosos en dicho
mes arrojé los siguientes resultados:

Ocupacién hotelera < 50% = 50%
Dias Iluviosos
<10 2 4
=10 3 1

Indiquese qué tipo de asociacidn existe entre las modalidades de los atributos considerados.

SOLUCION

Puesto que estos atributos tienen dos modalidades cada uno de ellos, es decir, se trata de una
tabla de contingencia de dimension 2 X 2, para el estudio del tipo de asociacién existente en-
tre cada par de modalidades podemos utilizar el coeficiente de asociaciéon H, tomando como re-
ferencia una pareja cualquiera de modalidades. Asi, considerando, por ejemplo, la primera mo-
dalidad del primer atributo y la segunda modalidad del segundo, se obtiene un valor del
coeficiente de asociacion:

n. Ny 6-5

Hznlz_T:4—T=l

que, al ser positivo, permite concluir la existencia de asociacion positiva entre las modalidades
menos de 10 dias lluviosos y 50 por ciento o mds de ocupacion hotelera.

En consecuencia con lo anterior, podemos afirmar, también, que entre las modalidades /0 o
mds dias lluviosos y menos del 50 por ciento de ocupacion hotelera existe, igualmente, aso-
ciacion positiva; que entre menos de 10 dias lluviosos y menos del 50 por ciento de ocupacion
hotelera hay asociacidn negativa y, por ultimo, que entre 10 o mds dias lluviosos'y 50 por cien-
to o mds de ocupacion hotelera existe, también, asociacién negativa.

Puede comprobar el lector que llegariamos a idénticas conclusiones calculando el coeficiente
de asociacion H a partir de cualquier otra pareja de modalidades.

Se clasifica una poblacidn seglin su sexo y situacion laboral, y se obtienen los si-
guientes resultados:

Situacién laboral Ocupado Parado
Sexo
Hombre a 15
Mujer 30 10
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a) (Cuadl tendria que ser el valor de la constante a para que los atributos considera-
dos fuesen independientes?

b) (Qué condicién deberia cumplir la constante a para que existiera asociacién po-
sitiva entre las modalidades mujer y parado?

SOLUCION

a) Puesto que, como es sabido, en una tabla de dimensién 2 X 2 es suficiente comprobar la
condicién de independencia con una pareja cualquiera de modalidades, eligiendo, por
ejemplo, las dos segundas modalidades de los dos atributos, éstos serdn independientes, si
se cumple la igualdad:

nz_ N n_2
Ny N

Teniendo en cuenta que el total de individuos de la poblacién coincide con la suma de los ele-
mentos de las cuatro casillas de la tabla,

at15+30+10=a+ 55,
la condicién de independencia anterior se convierte en

_ 4025

10 a+55

con lo cual, despejando, se obtiene un valor de a igual a 45 para que los atributos sean inde-
pendientes.

b) Si queremos que exista asociacién positiva entre las modalidades mujer y parado deberé
cumplirse:

ny Ny
Nypy > ———

2 N
Un desarrollo andlogo al realizado en el apartado anterior lleva a la condicién a > 45 para que
las modalidades mujer y parado tengan asociacién positiva.

Una empresa con 100 trabajadores estudia la posibilidad de instalar en sus depen-
dencias una maquina cafetera. Ante la duda de colocarla en el drea de descanso de
hombres o mujeres, la direccién encarga a dos de sus empleados, S. Alonso y
L. Martinez, un estudio que arroje informacién sobre cudl de los dos grupos de tra-
bajadores es mayor consumidor de café durante la jornada de trabajo.
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Las tablas A y B recogen los resultados obtenidos por S. Alonso y L. Martinez, respectivamente:

A B
Hombre Mujer Mujer Hombre
Toma café 25 50 Toma café 50 25
No toma 15 10 No toma 10 15

A la vista de los datos, S. Alonso dice que «existe asociacién negativa entre el sexo y el tomar
o no café», mientras que L. Martinez afirma lo contrario. ;Qué opinién estadistica merecen es-
tas conclusiones?

SOLUCION

Como puede observarse, los datos obtenidos por ambos empleados, y reflejados en sus corres-
pondientes tablas, son idénticos —tinicamente estdn cambiadas las columnas de orden—, aun-
que sus conclusiones sean opuestas y, por supuesto, ambas erroneas, ya que realizan afirma-
ciones sobre la existencia de tipo de asociacién entre atributos, siendo posible unicamente
analizar si dos atributos son o no independientes y, cuando sean dependientes, su grado de aso-
ciacion; el tipo de asociacion se estudia solamente entre las distintas modalidades de cada atri-
buto, en el caso de que éstos no sean independientes.

El tnico matiz que afiadimos a lo comentado en este parrafo se refiere, como veremos en pro-
blemas posteriores, al caso de atributos cuyas modalidades admiten una ordenacidn; en tal cir-
cunstancia es posible analizar, ademds del grado de asociacién entre los atributos, si la asocia-
cion entre las intensidades de ambos es creciente (positiva) o decreciente (negativa).

En consecuencia, con los datos obtenidos por estos empleados deberiamos empezar por com-
probar la existencia o no de independencia entre los dos atributos.

Asi, teniendo en cuenta que se trata de una tabla de dimensién 2 X 2 y fijdndonos, por ejem-
plo, en las dos primeras modalidades de cada atributo, la condicién de independencia es

nl, * I’l,l

n =
11 N
En este caso, tomando como referencia la tabla A, se tiene, por un lado,

ny = 25,

y, por otro,

Moy 775440

N 100 30,

con lo cual los atributos no son independientes.
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Una vez constatada la dependencia entre los atributos, cabe preguntarse por el tipo de asocia-
cién que existe entre las modalidades de los mismos.

Puesto que

< n],~n,1
n e—]
11 N

concluimos que entre las modalidades hombre y tomar café hay asociacién negativa o discor-
dancia, y que es positiva la asociaciéon entre las modalidades hombre y no tomar café.
Asimismo, entre las modalidades mujer y tomar café existe asociacion positiva o concordancia
y entre las modalidades mujer y no tomar café, discordancia o asociacién negativa.

Se puede resolver este apartado utilizando el coeficiente de asociacidon H para otra pareja cual-
quiera de modalidades.

Una editorial desea promocionar, en unos grandes almacenes, una coleccién de libros
escritos por mujeres. Con objeto de decidir sobre la ubicacién de los folletos de pro-
paganda en una seccién de compradores mayoritariamente masculinos o femeninos,
intenta analizar la posible relacion entre el sexo y los hébitos de lectura de autores fe-
meninos, realizando, para ello, una encuesta a 100 personas de edades comprendidas
entre 30 y 45 afios.

Los resultados obtenidos, referidos a las caracteristicas sexo y nimero de libros escritos por
mujeres adquiridos en un afio, se recogen en la siguiente tabla.

N.° libros <5 5-10 > 10
Sexo
Mujer 8 5 37
Hombre 32 5 13

A partir de los datos se calcul6 el coeficiente de asociacion,

n,.-n
H:nlz_%zo,

y se concluyé que ambas caracteristicas son independientes. ;Es acertada esta afirmacién?

SOLUCION

Al calcular el coeficiente de asociacién H, tomando como referencia la modalidades primera y
segunda de cada atributo, respectivamente, se estd comprobando implicitamente la condicién
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de independencia parai = 1 yj = 2, que, en caso de verificarse, esto es, en caso de que H fue-
ra igual a cero, bastaria para concluir que los atributos son independientes, siempre y cuando
estemos ante una tabla de dimensién 2 X 2. Puesto que en esta ocasion la tabla es de dimen-
sién 2 X 3, el hecho de que H sea cero es condicidn necesaria pero no suficiente para afirmar
que los atributos son independientes y, en consecuencia, la conclusién, en principio, y salvo
comprobaciones adicionales, es errénea.

Hecha esta consideracion, y aunque para verificar que entre estos atributos no existe indepen-
dencia, basta con observar, por ejemplo, que

I’ll, ° n,3
nl3:375&25:T’

vamos a optar, sin embargo, por utilizar el coeficiente y? de Pearson, medida del grado de aso-
ciacion entre atributos:

Se observa que, en realidad, con el numerador de cada uno de los sumandos estamos compro-
bando la condicién de independencia para cada par de modalidades de los atributos.

El cédlculo de las frecuencias tedricas para cada par de modalidades nos lleva la siguiente tabla
de doble entrada:

N.° libros <5 5-10 > 10
Sexo
Mujer 20 5 25
Hombre 20 5 25

En consecuencia, el coeficiente de contingencia de Pearson, coeficiente que compara las fre-
cuencias observadas con las frecuencias tedricas, es

20— 82 (5-57 (25-372 (20—-32° (5-52 (25— 130
2 —
X 20 5 Vvt T ts tT s

= 25,92,

valor distinto de cero indicativo, como ya sabiamos, de que los atributos no son independien-
tes.
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El coeficiente y? es, ademds, la base para el cdlculo del coeficiente de contingencia:

coeficiente acotado entre 0 y 1, hecho que facilita su interpretacion. Para los datos de este pro-
blema, este coeficiente resulta ser

25,92
100 + 25,92

= 0,45,

que, al estar mds proximo a 0 que a 1, nos indica que existe escasa relacién entre los atributos.

Demuéstrese que el coeficiente y? admite como expresion la siguiente:

SOLUCION

El coeficiente y? es igual a

Desarrollando el binomio que aparece en el numerador de este coeficiente, se tiene que

2
n. -n. n. - n.
2 4| ) 0.y
; (N) e

Descomponiendo el doble sumatorio anterior en tres sumandos y haciendo las oportunas sim-
plificaciones, resulta:
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Ahora bien, por un lado,

y, por otro,

Xzzzh‘,zk: +N—-2-N= NZ Zi—N

i=1j=1 i=1j=1 N, ~j

0, equivalentemente, tras sacar factor comun,

h k I’l~2-
X=NY X —— 1),

i=1j=1 n;-n,

segin queriamos demostrar.

El departamento de recursos humanos de un laboratorio farmacéutico se propone con-
trolar el absentismo laboral. El jefe de personal opina que éste puede estar relaciona-
do con el nivel educativo de los trabajadores.

En la siguiente tabla se recoge la informacién sobre estas dos caracteristicas para los emplea-
dos del laboratorio.

Absentismo Alto Medio Bajo

Nivel educativo

Primario 1 26 33
Secundario 2 4 4
Superior 12 10 8

Indiquese si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

a) Existe independencia entre el absentismo laboral y el nivel educativo de los tra-
bajadores.

b) Existe asociacion positiva entre el absentismo laboral y el nivel educativo de los
trabajadores.
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¢) Existe asociacién negativa entre el absentismo laboral y el nivel educativo de los
trabajadores.

d) La proporcién de trabajadores con un absentismo laboral alto es la misma, sea
cual sea su nivel educativo.

e) El porcentaje de absentismo laboral medio dentro de los trabajadores con estu-
dios secundarios es el mismo que en el total de trabajadores.

SOLUCION

Completamos la tabla de contingencia con las frecuencias absolutas marginales, afiadiendo las
dltimas fila y columna de la tabla:

Absentismo Alto Medio Bajo n;.
Nivel educativo
Primario 1 26 33 60
Secundario 2 4 4 10
Superior 12 10 8 30
n; 15 40 45 100

a) FALSO. Basta con comprobar, por ejemplo, que

nl,-l’l,l
n11=1¢9=T,

con lo cual no se cumple la condicién de independencia para las dos primeras modalidades de
los atributos, condicién necesaria para que éstos sean independientes.

b) FALSO. No tiene sentido hablar del tipo de asociacién existente entre atributos; esta clase
de andlisis sélo puede realizarse entre modalidades.

¢) FALSO. Por idénticas razones a las expresadas en el apartado anterior.

d) FALSO. La proporcién de absentismo laboral alto dentro del nivel educativo primario es
igual a

M1
Jin = .~ 60 0,0167,

en el nivel educativo secundario es

np
f1/2:T:_2052
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y, dentro del nivel educativo superior, la proporcién de absentismo laboral alto es

n3 12
fin == =30 = 04

ns.
e) VERDADERO. El porcentaje de absentismo laboral medio entre los trabajadores con es-

tudios secundarios se obtiene a partir de la proporcién de trabajadores con absentismo la-
boral medio dentro del nivel de estudios secundarios:

o)
fon = s =5 =04

Por tanto, el referido porcentaje es del 40 por ciento, valor que coincide con el porcentaje que
representa dicho nivel de absentismo entre el total de los trabajadores, ya que

_ 2 _ 40 _
f2= N 100 = 04.

Se realiza una encuesta con el fin de estudiar las preferencias en materia de vivienda
de los habitantes de una ciudad, resultando que el 40 por ciento de ellos prefieren la
zona centro frente a la zona residencial.

Dividida la poblacién en estratos, se obtuvo, ademds, que el 90 por ciento de los jévenes (en-
tre 18 y 35 afos) prefiere la zona centro, siendo estos porcentajes del 30 por ciento y del 50 por
ciento para adultos (entre 35 y 65 afios) y ancianos (mds de 65 afios), respectivamente.

a) (Existe relacién entre la edad y las preferencias sobre vivienda?

b) ;Qué tipo de asociacién hay entre la poblacion adulta y la preferencia por la zona
residencial?

SOLUCION

La informacién que proporciona el enunciado puede expresarse de forma mas cémoda me-
diante la siguiente tabla:

Edad Zona residencial Zona centro
Jovenes 10% 90%
Adultos 70% 30%

Ancianos 50% 50%




Andlisis de atributos 231

Las filas segunda, tercera y cuarta de esta tabla contienen las frecuencias relativas condiciona-
das, expresadas en porcentajes, de las tres distribuciones del atributo preferencia en materia de
vivienda, A, condicionadas por cada modalidad, B;, del atributo edad, B:

Edad Zona residencial Zona centro
Jovenes S Jon
Adultos fin Son

Ancianos fin fon

Conviene tener en cuenta, ademds, que, formalmente, haciendo las oportunas sustituciones, se
obtiene que

Ny Nyt nRp  ng

Sin +on = LI = = =1,
n, n, n, n,

esto es, las frecuencias relativas de la distribucién del atributo A condicionada por las modali-
dad ser joven, del atributo B, suman, naturalmente, la unidad.

Proponemos al lector que compruebe este hecho para las dos filas restantes de la tabla ante-
rior.

a) Como puede observarse en las casillas de la primera columna de la tabla, la proporcién de
jovenes que prefieren la zona residencial, f;;, = 0,10, no es la misma que la proporcién
de adultos, f;, = 0,70, ni que la proporciéon de ancianos que tienen tal preferencia,
fis = 0,50, con lo cual, puede afirmarse que existe dependencia entre los atributos edad y
preferencia en materia de vivienda. Si no fuera asi, es decir, si los atributos fueran inde-
pendientes, se cumpliria que

Jin = fin = fis = S

esto es, las proporciones serian iguales y coincidirian, ademads, con la proporcién total de indi-
viduos de la poblaciéon —jdévenes, junto con adultos y ancianos— que prefieren la zona resi-
dencial, que es igual a 0,6, es decir, al 60 por ciento.

Habriamos llegado a idéntico resultado razonando con las casillas de la segunda columna de la
tabla.

b) Por un lado, el 60 por ciento de los individuos de la poblacién prefieren la zona residencial
y, por otro lado, el porcentaje de adultos que prefieren la zona residencial es de un 70 por
ciento —mayor que el referido 60 por ciento—, puede afirmarse, entonces, que entre las
modalidades adulto y zona residencial existe asociacién positiva.
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En realidad, hemos comparado las frecuencias relativas f;. y fi,, viendo que

fl- <fl/2’

lo cual, segiin comprobamos en el problema 3.9 es equivalente a

ny.-ny
Ny > ——>
12 N

condicidn indicativa de que existe asociacion positiva entre estas modalidades.

Para conocer la relacién existente entre el sexo y la posesion del titulo de doctor en
una universidad, se ha realizado un estudio sobre su profesorado, obteniéndose que el
30 por ciento no posee titulacion de doctor.

De los resultados del estudio se obtuvo que el 15 por ciento de los hombres no son doctores.

(Qué tipo de asociacién hay entre ser hombre y estar en posesion de titulo de doctor?

SOLUCION

Como los dos atributos considerados, sexo y poseer o no titulacion de doctor, tienen tnica-
mente dos modalidades cada uno, la informacién que proporciona el enunciado es suficiente
para saber que el 70 por ciento, esto es, 100-30, de los profesores universitarios poseen
titulacién de doctor y que, ademds, este porcentaje aumenta hasta el 85 por ciento, es decir,
100-15, en el caso de los hombres: en definitiva, entre hombre y estar en posesion del titulo de
doctor existe asociacidn positiva.

Un estudio sobre las «grandes superficies» que se distribuyen por todo el territorio na-
cional pretende conocer si el tamafio de éstas estd relacionado con sus beneficios
anuales. Sobre una muestra de 100 centros se han obtenido los siguientes datos rela-
tivos a su tamafio y a sus beneficios anuales, en millones de euros.

Beneficios | Menos de 1 | Entre 1 y 5 | Mas de 5 y menos de 7 | 7 o mds
Tamafio
Pequefio 8 20 8 2
Mediano 1 15 10 8
Grande 1 5 12 10

Estudiese la relacion existente entre estos dos atributos.
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SOLUCION

Definimos para el atributo tamaiio del centro comercial la variable X, cuyos valores 1, 2 y 3
son el rango o nimero de orden de las modalidades pequeiio, mediano y grande. De la misma
forma, para la caracteristica beneficios anuales se define una variable, Y, con valores 1, 2,3 y
4, correspondientes a los estados de esta caracteristica. Hay que tener en cuenta que este ca-
racter es cuantitativo, es decir, se trata, en realidad, de una variable de la cual nos interesa, ex-
clusivamente, la ordenacién de sus estados a la hora de estudiar el grado de asociacién con las
intensidades del atributo tamaiio del centro comercial.

Para este analisis se calcula el coeficiente de correlacién entre las variables X e Y,

__S
Sx'Sy,

r

El diagrama siguiente, cuya estructura fue analizada con detalle en el capitulo 2, servird de apo-
yo a la hora de hallar los momentos necesarios para la obtencién de r.

k k
x Y1 o2 3 4| n Xom | xEem | X Ve | K Vit
j=1 j=1
1 8 20 8 2| 38 38 38 80 80
2 115 10 8| 34 68 136 93 186
3 15 12 10| 28 84 252 87 261
n, 10 40 30 20| 100 190 426 260 527
VP on 10 160 270 320 | 760

Del diagrama anterior resultan los momentos no centrales:



234 ESTADISTICA DESCRIPTIVA Y CALCULO DE PROBABILIDADES

A partir de estos momentos, obtenemos los momentos centrales, covarianza y varianzas de X'y
de Y:

S = al’l - 61170 . a()’l = 5,27 - 1,9 . 2,6 = 0,33,

S}% = az’o - a%’o = 4,26 - 1,92 = 0,65

S} =ay,—a}, =7,6—2,6=084
Por consiguiente, el coeficiente de correlacion lineal entre X e Y es

0,33

r=—2—— =045,
V0,65 - 0,84

indicativo de un cierto grado de asociacién creciente entre las intensidades de los caracteres
considerados.

N
Obténganse los valores maximo y minimo de Z 0 (v ¥;) y justifiquese, a la vista
i 1

=
i<j

de los resultados, la expresion del coeficiente T de Kendall.

SOLUCION

Supongamos una ordenacién de las N unidades de la poblacién, segin el orden natural de los
rangos del primer atributo, A, de manera que la primera unidad ser4 la que tenga el rango 1 para
el atributo A, la segunda unidad tendrd rango 2 respecto al atributo, A, etc. De este modo, ten-
dremos parejas de observaciones (1, y,), ..., (i, ), ..., (N, Yy), donde la primera componente es
el rango de cada unidad segtn el atributo A y la segunda el rango respecto al atributo B.

Cuanto més proxima esté la ordenacién de los rangos del atributo B, yy, ..., ¥;, ..., Yy, al orden
natural de los rangos del atributo A, 1, ..., i, ..., N, mayor serd la concordancia, y cuanto mas
préxima dicha ordenacidn esté al orden inverso al natural, N, ..., i, ..., 1, mayor serd la discor-
dancia. Consecuentemente, medir el grado de concordancia entre ambas ordenaciones es equi-
valente a ver cudl es el desorden —entendido como diferencia con el orden natural— que hay
en los rangos del atributo B.

Por tanto, el coeficiente 7 de Kendall, medida del grado de desorden en los rangos del atributo
B, tendré que reflejar en sus valores mdximo y minimo las dos situaciones extremas, situacio-

N
nes que habrdn de recogerse necesariamente en los valores mdximo y minimo de Z O (Vi ¥j)s
i=1
i <j
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ya que el resto de los términos que aparecen en la expresion del coeficiente no estdn influidos

por la ordenacién de los rangos.

Esta expresion alcanza su médximo cuando el resultado de todas las comparaciones entre cada
rango, y;, y cada uno de los rangos siguientes, y;, con i < j, da como resultado un 1, es decir,
cuando se mantiene el orden natural entre todos los rangos que se comparan, hecho que se pro-
duce cuando cada valor es menor que todos los siguientes. En tal caso, los pares de observa-
ciones serdn (1, 1), ..., (N, N), existiendo concordancia absoluta entre las ordenaciones segtin
los rangos de los dos atributos.

Ahora bien, ;cudnto vale esa suma cuando todos los sumando son iguales a 1? Para saberlo,
basta con calcular el nimero de comparaciones, cantidad que, por supuesto, coincide con el
nimero de sumandos. Ahora bien, teniendo en cuenta que y; se compara con los N—1 rangos
siguientes, y, con los N—2 rangos siguientes y, asi sucesivamente, hasta llegar al rango yy_;
que se compara exclusivamente con y,, tendremos un total de comparaciones igual a

N-D+N-2)+..+1 =%_1),
siendo el segundo miembro de esta igualdad el resultado de sumar los N—1 términos de la pro-

gresion aritmética anterior?.
N

Por el contrario, z 8 (y;» y;) toma su minimo valor cuando todos sus sumandos son iguales a
i=1
i<j
—1, esto es, cuando cada rango que se compara es menor que el siguiente, situacién que se da
cuando la ordenacidén segun los rangos del atributo B es N, ..., 1. En ese caso, los pares de da-
tos son (1, N), ..., (N, 1), estando en la situacién de discordancia perfecta entre las dos orde-

naciones. Este valor minimo sera

_NWN-D
2 2

cantidad que se obtiene multiplicando por —1 el nimero de comparaciones.

En definitiva,

N(N-—1 u N(N-—1
i=1
i<j

2 Recordemos que la suma de los n primeros términos de una progresién aritmética es

a, +a,
S=——F7-n,
2

donde a, y a, son el primero y el dltimo término de dicha progresién, respectivamente.
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Dividiendo los tres miembros de las desigualdades anteriores entre N (N—1)/2, resulta:

N
225()’@)’]‘)
i=1
B i<j <
NN —-1) ’

esto es, el coeficiente 7 de Kendall estd acotado entre —1 y 1, tomando sus valores extremos
en las situaciones de perfecta discordancia y perfecta concordancia, respectivamente.

En los tdltimos afios se ha venido impartiendo un curso de iniciacién en técnicas in-
formaticas destinado a los empleados de una cierta empresa. Los profesores estan
convencidos de que existe un alto grado de concordancia entre la efectividad del cur-
so y el niimero de afios que el empleado lleva en la empresa. Para probarlo toman un
grupo de cinco trabajadores, J. Ferndndez, M. Dominguez, L. Séez, F. Gonzdlez y
T. Pérez, cuyo orden, atendiendo al niimero de afios que han dedicado a la empresa,
es:2,4,5, 3y 1.

Tras finalizar el curso, se les somete a un examen y su clasificacién, segtn las puntuaciones ob-
tenidas, es la siguiente: 4,2, 5,3y 1.

A la vista de ambas ordenaciones, ;qué juicio merece la opinién de los profesores?

SOLUCION

El enunciado presenta cinco individuos, o unidades de la poblacién, ordenados segtin los ran-
gos de dos caracteristicas. De estas caracteristicas, niimero de aiios que han dedicado a la em-
presa 'y puntuacion que han obtenido en un examen, que, por naturaleza, son variables pues sus
observaciones son numéricas, no nos interesa, sin embargo, su cuantificacion, sino la ordena-
cién que sobre los individuos inducen.

Para analizar la posible existencia de concordancia entre estas dos ordenaciones vamos a cal-
cular el coeficiente T de Kendall,

N
22805
T
NN—-1)

donde & (y;, y;) es un indicador de la existencia o no de orden natural entre los rangos y; € y;.

Para hallar el valor del coeficiente elegimos una de las dos caracteristicas, por ejemplo, niime-
ro de afios dedicados a la empresa, y ordenamos a los trabajadores siguiendo el orden natural
—empezando por 1 y terminando por 5—, adjudicdndoles, después, el rango correspondiente
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de la otra caracteristica, y;. El resultado de esta reordenacién queda recogido en la siguiente
tabla.

Trabajador Rango antigiiedad g pUStuaciones
i
T. Pérez 1 1
J. Fernandez 2 4
F. Gonziélez 3 3
M. Dominguez 4 2
L. Sdez 3 5

En la ordenacién, y, ..., yy, comparamos cada rango con todos los siguientes, asignando un 1,
si hay orden natural y un —1, en caso contrario, es decir, si hay inversién del orden natural. Asf,
por ejemplo, & (y;, y,) = 6 (1,4) = 1, ya que 1 es menor que 4 y, por tanto, hay orden natural;
en cambio, & (y,, y;) = 6 (4,3) = —1, pues, en este caso, hay inversion del orden natural al ser
4 menor que 3.

Repitiendo el proceso para el resto de los rangos, se obtienen los valores de todos los indica-
dores:

8 (yiy) =1 8 (¥ y3) = —1 8 (y3y) = —1 8 (yar ys) = 1
oy, y3) =1 8 (¥ y4) = —1 8 (y3y5) = 1

Sy =1 8y ys) =1

o, ys) =1

Por tanto, la suma de los indicadores es

N
Y sGuy)=l+1+1+1—-1—-1+1—-1+1+1=4
i=1
i<j

y el coeficiente de Kendall toma el valor

__2-4 _
TTSGo1n 0%

reflejo de cierta concordancia entre las dos ordenaciones.

De un estudio realizado por el departamento de marketing del grupo editorial Omega
se obtiene que 10 de las familias consultadas presentan los ingresos anuales, en mi-
les de euros, que aparecen recogidos en la siguiente tabla:
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Familia F 1 F2 F3 F4 F5 F6 F7 Fg F9 F 10
Ingresos 10 | 52 | 61 30 63 | 28 | 23 80 | 31 18

Atendiendo al gasto anual en suscripciones a cualquier tipo de revista, la ordenacién (de me-
nor a mayor gasto) de estas familias es: 1,6, 7,4, 8,2,3,9,5y 10.

A la vista de los datos, ;puede afirmarse que el gasto anual en suscripciones a revistas y los in-
b
gresos familiares estdn relacionados?

SOLUCION

Responder a esta pregunta es equivalente a analizar si existe o no concordancia entre las orde-
naciones de las familias segtn los rangos de las dos caracteristicas consideradas. Por ello, cal-
culamos el coeficiente 7 de Kendall,

N
22 80m )
=
T= >
NN —-1)

para lo cual, elegimos una de las dos caracteristicas, por ejemplo, los ingresos familiares, y re-
clasificamos a las familias por el orden natural, haciéndoles corresponder después el respecti-
vo rango de la caracteristica gasto anual en suscripciones. Este proceso se recoge en la si-
guiente tabla:

Familia Rango en ingresos Rango gasto e; suscripciones
F, 1 1
Fio 2 10
F; 3 3
Fs 4 2
F, 5 4
F, 6 5
F, 7 6
F; 8 7
F;s 9 8
Fg 10 9

En la nueva ordenacién, y, ..., yy, hemos de comparar cada rango con todos los siguientes,
asignando un 1, si existe orden natural, y un —1, en caso contrario, es decir, si hay inversién.
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Este modo de proceder conduce a los valores que se explicitan en la tabla adjunta y que puede
resultar comoda al lector a la hora de calcular estos coeficientes. Obsérvese que en la primera
fila de la tabla se recogen los resultados de comparar el rango y; con todos los siguientes; la se-
gunda surge de comparar y, con los siguientes y asi, hasta la dltima fila de la tabla, donde se
compara y, con Y.

Y2 | ¥ Ya Vs Yo Y7 Vg Yo Y10
Vi 1 1 1 1 1 1 1 1 1

b -1|({-1|-1] -1 -1 —-1] -1 —1
Y3 -1 1 1
Y4 1 1
Vs 1
Yo
Y7
Vs
Y9 1

—
—
—_

—_— = [ = =

—_ =
—_ =
—

—_
—

En consecuencia, la suma de los indicadores, esto es, la suma de todos los elementos de la ta-
bla anterior, es

N
2 0wy =27
=
y el coeficiente de Kendall resulta ser

_ o 2.27
T=Toao—1 %6

de lo cual concluimos que existe cierta concordancia entre ambas ordenaciones.

Obténgase la expresion del coeficiente de rangos de Spearman.

Segun se vio en el capitulo anterior, dada una distribucién de frecuencias bidimensional
(x;, Vi n,»j), el coeficiente de correlacion entre las variables X e Y se define como

__S
Sx‘Sy,

r

donde S, Sy y Sy son, respectivamente, la covarianza y las varianzas de las variables.
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En esta situacion, tenemos una distribucion de frecuencias bidimensional unitaria con una ta-
bla de correlacién formada por unos y ceros (véase problema 2.31), pues cada valor de la va-
riable X se corresponde con un valor y s6lo uno de la variable Y y, ademads, las dos variables
toman los valores, 1, ..., N. Estas razones conducen a una expresion del coeficiente de correla-
cion adaptada al caso que nos ocupa.

Asi,

S TN 1 NWN+1) N+1
y—x—Ng —Nl+...+N)—N- > =5

pues in , suma de los términos de una progresion aritmética’, es igual a N (N + 1)/2.
i=1

Ademds, los momentos no centrales de orden 2 de las variables son*

a2’0:a0’2 Z 2__(12++N2):
z—l
_1l NNtDH-@-N+1 _ N+1D-2-N+1
6 6

=

con lo cual, las varianzas son

1
= 2 —
Sz =Sy N

ﬁ: N+ D-Q@-N+1) (N+1Q_ N —1
2, Xi X 6 2 2

sin mds que realizar sencillas operaciones aritméticas.

Denotando por d; = x; — y;, se tiene que

N
di=2, (= y)'= Z [0 =) = 0 = PP

||M2

siendo el dltimo miembro consecuencia de sumar y restar la misma cantidad, pues x coincide con Yy.

Desarrollando el binomio anterior y descomponiendo en tres sumandos el resultado, se obtiene que
N N N N

A= =X+ i 2 (D) (V).

= i = i=1 i=1

3 Véase nota 2.

4 Estos momentos se obtienen a partir de la suma de los cuadrados de los n primeros niimeros naturales que, recor-
demos, es igual a

nn+1D-Q-n+1)
- .
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Dividiendo los dos miembros de esta igualdad por N y sustituyendo por los correspondientes
momentos, resulta que

N
%ngzsws%—z-s,
i=1

por lo que, despejando la covarianza y teniendo en cuenta que las varianzas de las variables son
iguales, se obtiene:

ta
Il
%)
oS
|
—
"MZ
Y
“‘N

Por dltimo, sustituyendo los valores de la varianza calculada anteriormente, se tiene el valor de
la covarianza,

1

%)
Il
=
[38)
|
—
|
"MZ
ISH
"‘l\)

En definitiva, el coeficiente de correlacidn para esta distribucién de frecuencias o coeficiente
de correlacién de rangos de Spearman es, tras efectuar las oportunas operaciones:

N1 1S N1 1 idiz

esto es,

N
6, d?

i=1

N(N2—1)

El nivel de eficiencia de los servicios de proteccion contra incendios de 5 ciudades
espafolas se analizé mediante dos técnicas diferentes. Los resultados obtenidos con
la primera técnica indican que la ciudad mas eficiente es Getafe, seguida, por orden
de eficiencia, por Marbella, Santander, Barcelona y Oviedo. La ordenacién propor-
cionada por la segunda técnica es: Marbella, Getafe, Santander, Oviedo y Barcelona.
(Puede decirse que ambas técnicas conducen a analogos resultados?
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SOLUCION

Para ver si ambas técnicas aportan resultados anédlogos, esto es, para analizar el grado de con-
cordancia entre ambas ordenaciones, calcularemos, en esta ocasion, el coeficiente de correla-
cién de rangos de Spearman:

N
6, d?
pzl_ i=1 ,
N3—N

donde d; es la diferencia genérica entre los rangos de los dos atributos, es decir, entre los ran-
gos de las dos ordenaciones.

En las columnas de la siguiente tabla aparecen ambas ordenaciones, asi como los valores de d;.

Cindad Rango 1* :}rdenacién Rango 2° )c:rdenacién e
Getafe 1 2 -1
Marbella 2 1 1
Santander 3 3 0
Barcelona 4 5 -1
Oviedo 5 4 1

Teniendo en cuenta que

N
Ddi= (1P P+ 0+ (-1 +17=4

i=1

y sustituyendo en la expresion del coeficiente, resulta:

valor proximo a 1, lo cual indica que hay concordancia entre las ordenaciones y, en definitiva,
que hay semejanza entre los resultados proporcionados por ambas técnicas.

En el pais de Malustiana se han celebrado recientemente elecciones generales en las
que los ciudadanos votaron a sus representantes politicos. Cinco fueron los partidos
y coaliciones que se presentaron a los comicios con las siguientes siglas: P.O.S.;
C.CA;PVT;ASP.yU.P
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La empresa Alfa Cuatro, dedicada a estudios de mercado, realizé una encuesta previa a las elec-
ciones con los siguientes resultados:

Partido P.O.S. C.CA. PVT. ASP U.P.

% votos 30% 20% 9% 40% 1%

Una vez finalizado el escrutinio de los votos se obtuvieron los siguientes porcentajes:

Partido P.O.S. C.CA. PV.T. AS.P. U.P.

% votos 15% 10% 30% 5% 40%

Analicese el grado de concordancia existente entre los resultados de las votaciones y los pre-
vistos por la encuesta.

SOLUCION

Para obtener el coeficiente de correlacién de rangos de Spearman,

calculamos las correspondientes diferencias d; entre los rangos de ambas ordenaciones, segin
se recoge en la tltima fila de la tabla adjunta:

Partido P.O.S. C.C.A. P.V.T. A.S.P. U.P.
1* ordenacion (encuesta) 2 3 4 1 5
2% ordenacién (votaciones) 3 4 2 5
d; -1 -1 2 -4 4

Sustituyendo en la expresion de coeficiente resulta que

_,_6-38 28 _
P 5 -5 120

—0,9,

valor indicativo de una fuerte discordancia entre las dos ordenaciones.






Capitulo 4

Numeros indices y tasas de variacion

Principales conceptos y resultados

Con frecuencia interesa analizar la evolucién de una magnitud en el tiempo o en el espacio;
mads concretamente, el objetivo puede ser comparar las observaciones de una variable obtenida
a lo largo del tiempo o del espacio.

Asi, un nimero indice es una medida estadistica que sirve para estudiar las variaciones de una
magnitud en distintas situaciones’.

La observacién que deseamos comparar pertenece al denominado periodo actual o corriente
y se hace con respecto a una observacion tomada en el periodo base o de referencia.

Si se trata de estudiar la evolucién de una magnitud simple —variable estadistica unidimensio-
nal—, utilizaremos indices simples. Si, por el contrario, el propdsito es analizar la variacion
de una magnitud compleja —variable estadistica N-dimensional—, trabajaremos con indices
complejos. A su vez, los indices complejos pueden ser no ponderados o ponderados, segin
se considere, a la hora de realizar la comparacién, que las componentes de la magnitud han de
tener la misma importancia o no.

Sea una variable Y y sean y, e y, las observaciones de dicha variable en los periodos base y
actual, respectivamente. El ntimero indice simple mide la variacién de la variable entre los
periodos considerados y se define como

Vi
IZ = —
0 Yo

! Los ejercicios de este capitulo corresponden tinicamente a comparaciones en el tiempo.
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Los indices simples mas frecuentes son los que resultan de considerar como variables el pre-
cio, la cantidad o el valor de un bien.

Los indices complejos mas utilizados son el indice de Laspeyres y el indice de Paasche. Estos
indices son indices complejos ponderados y estdn basados en la media aritmética ponderada®.

Asi, dada una variable Y, cuyas componentes son Y, ..., ¥;, ..., Yy y dadas y;, e y; observacio-
nesde Y; (i = 1, ..., N) en los periodos base y actual, respectivamente, se define el indice media
aritmética ponderada en el periodo ¢ con base en el periodo 0 como

M=

Iy (@) - w;
i=1
16: b

N
sz-
i=1

donde
Vit

i0

o) =

N
es el indice simple de la componente i-ésima, w; es el coeficiente de ponderacion 'y w;/ Z w;
i=1

es el peso o ponderacion de dicho indice simple.

Cuando en la expresion anterior consideramos como magnitud compleja el precio de N bienes,
P, ..., P, ..., Py, y como coeficiente de ponderacidon w; = p;, - g;,, obtenemos el indice de pre-
cios de Laspeyres®:

N
Zpit'qio
i=1

r o=
pO

1

HMZ

Pio " qio
1

Si, por el contrario, tomamos como coeficiente de ponderaciéon w; = p;,- g,,, tendremos el indi-
ce de precios de Paasche:

2 Los indices complejos resumen en una sola medida la informacién proporcionada por los indices simples de cada
componente, siendo, por tanto, razonable utilizar promedios a la hora de realizar dicha sintesis de informacién. En
este sentido, podemos construir indices complejos basados en otras medidas de posicion.

3 El indice de precios al consumo, IPC, es un indice de Laspeyres.
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Andlogamente, se definen los indices de cantidades de Laspeyres y Paasche. Estos indices
miden la evolucion conjunta de las cantidades correspondientes a N bienes, Q, ..., Q,, ..., On-

Por tanto,

N
Z%'Pio
. =1

q0 —

HMZ

dio * Pio
=3

1

es el indice de cantidades de Laspeyres, en el que como coeficiente de ponderacion se utiliza
Wi = dqio " Pio» ¥

qit * Pir
' 1

q0
qio " Pit

'Mz ]'Mz

es el indice de cantidades de Paasche, cuyo coeficiente de ponderacion* es w; = g,y - pir-
Las propiedades deseables de un niimero indice son:
* Existencia: un nimero indice ha de ser una cantidad finita distinta de cero.

e Identidad:

* Circular: al considerar los periodos 0, t'y ¢ se cumple que
b=15- 1.

e Inversion:
1
=—
1

* Proporcionalidad: dada una constante de proporcionalidad k, si

Iy

yv=0+Ky,
entonces,

b= +Kk) I

4 En los indices de produccién se pondera por el valor neto o valor afiadido del bien, esto es, se toma como precio
correspondiente al afio base la diferencia entre el precio de venta y el precio de coste.
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* Homogeneidad: no debe estar afectado por cambios en las unidades de medida de la magnitud.

Estas propiedades se cumplen en los niimeros indices simples y, en general, no se cumplen en
los complejos.

El cambio de base en una serie de niimeros indices simples se realiza aplicando la propiedad
circular®. En efecto, dados los periodos 0, ' y 7, se cumple que

_ 1

=7

t
I

expresion que permite referir la serie de indices al afio ¢'.

En el estudio de la evolucién en el tiempo del valor de una magnitud econémica, surge el
problema de la depreciacion monetaria. Para poder comparar el valor de una magnitud eco-
némica en distintas situaciones hemos de considerar su valor real a precios constantes, esto
es, a precios que rigen en el mercado en un periodo concreto. Con objeto de transformar el
valor nominal, expresado a precios corrientes que rigen en cada periodo, en valor real, se
utiliza un ndmero indice denominado deflactor. El deflactor mds utilizado es el indice de
Laspeyres.

En general, la transformacién de precios corrientes a precios constantes responde a la expre-
sién:

precios corrientes aflo ¢

precios constantes afio ¢ (base 0) = D )
0

donde Dj, es el nimero indice utilizado como deflactor.

Dada una serie temporal, y,, ..., y, la variacién absoluta entre los periodos t — 1 y f es

Ay, =Y =Yi_1.

La variacién relativa o proporcional o tasa de variacién entre los periodos 7 — 1 y ¢ se defi-
6.
ne como-:

N

i Yi-1 - Vi1

Operando en la expresion de la tasa de variacion relativa resulta la igualdad:
Y=Y (L+y),

5 El hecho de que los indices complejos no cumplan, en general, la propiedad circular supone que el cambio de
base en ellos se realice s6lo de manera aproximada.

% La tasa de variacion, y,, es igual al indice simple, I!_,, menos la unidad.
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es decir, el valor correspondiente al periodo z, y,, es el resultado de incrementar el valor en el
periodo anterior, y,_, en la tasa de variacion, y,.

La tasa media de variacion o tasa media acumulativa, tm, es un valor que, aplicado sucesi-
vamente de periodo a periodo a las distintas observaciones de la serie, permite la obtencién de
la dltima observacidn, partiendo de la primera:

yr=y (1 +tm)" -1

tm = T”/&— 1,
by

expresion de la tasa media de variacién en funcién de las observaciones inicial y final.

Despejando se tiene que

La tasa media de variacién puede calcularse, también, mediante las tasas de variacion:

tm=""N1+y,)...(1L+y) -1,
interpretandose como la media geométrica de los factores de variacion unitarios, (1 + y,), ...
(1 + y;), de cada periodo menos la unidad.

De la aplicacion de las definiciones de variacidn absoluta y relativa a un indice surgen los con-
ceptos de repercusion y participacion.

En efecto, dado un indice complejo ponderado de indices simples,

N
3 15 G) - wy
i=1

16: s

N
Zwi
i=1

se denomina repercusion absoluta de la componente i-ésima sobre la variacion absoluta del
indice entre los periodos ¢ -1y ¢, Al = I, — I}, al cociente:
ALy () - w;

N
ZW,-
i=1

i

donde AI} (i) = Ity (i) — I~ ' (i) es la variacion absoluta del indice simple de la componente i-
ésima entre los periodos t — 1 y ¢.
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La variacién absoluta del indice se obtiene como suma de las repercusiones absolutas de todos
los bienes.

El cociente
ALy () - w;

N
Y o) -w
i=1

i

es la repercusion relativa de la componente i-ésima sobre la variacion relativa del indice entre
los periodos £ — 1 y £, I{) = AIy/I§~ ", y suele expresarse en porcentajes.

La suma de las repercusiones relativas de todos los bienes es igual a la tasa de variacién del
indice.

Se denomina participacién de la componente i-ésima en la variacion relativa del indice al
cociente entre la repercusion relativa de la componente y la tasa de variacion del indice:

La suma de las participaciones de las componentes de un indice complejo ponderado, expresa-
das en porcentajes, es igual a 100.

Los conceptos de participacion y repercusion son habitualmente aplicados al indice de precios
de Laspeyres.
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APLICACION DE CONCEPTOS Y DEMOSTRACION DE RESULTADOS

4.1 Dado el precio de un bien para el periodo 1999-2004, obténgase una serie de indices,
tomando como afio base el afio 1999.

Afos Precios
1999 10
2000 15
2001 17
2002 20
2003 25
2004 30

SOLUCION

Para obtener una serie de nimeros indices con base en el afio 1999, comparamos los precios
del bien para cada afo, y,, con el precio de 1999, yq,, esto es,

Iy = >
Yoo
con lo cual, resulta una serie de indices fijos:
10
=22
Yoo 10
15
g=20= 15
Yoo 10
Yoi 17
I=—=—=17
» Yo9 10
20
m=22_-=_>
Yoo 10
25
1G=20_-=_75s
Yo 10
30
1= = 10 =3,
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serie que pone de manifiesto el crecimiento del precio a lo largo del periodo, llegando a ser
dicho aumento del 300 por ciento entre los afios 1999 y 2004.

Es inmediato comprobar que el indice definido, como indice simple que es, cumple la propie-
dad de la identidad:

Bg=2=1,

Y99

y, también, la propiedad de la inversion:

Proponemos al lector que calcule otras series de indices simples con los datos del enunciado,
cambiando el afio de referencia.

Para obtener la serie de nimeros indices en cadena, comparamos el precio en cada afio con el
precio del bien en el afio inmediatamente anterior, segtin la relacién

L
-1 ’

Vi1

que, aplicada a los datos del problema, proporciona la serie de indices:

15
g=0-__15
Yo9 10
17
=20t 13
Yoo 15
20
=22y
Yo1 17
25
=20 -2 _ s
Yo2 20
30
e )

Yo3 25
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Se obtendria el mismo resultado con la propiedad circular de los indices simples que demos-
tramos a continuacién. Asi, dado un indice simple de una magnitud en el afio # con base en el
afio 1999,

multiplicando y dividiendo por y,_ resulta que

r Vi Yi-1
99 — ’ ’

Vi1 Yoo

0, lo que es igual,
t — Jt t—1
Iog=11_-Io",

propiedad circular de los indices simples.

Ahora bien, despejando en la igualdad anterior, se obtiene:

t
Ty
=17 1’
99

relacion entre los indices en cadena y los indices fijos con base, en este caso, el aio 1999.

Puede ser un buen ejercicio para que el lector se familiarice con las notaciones de este capitu-
lo el comprobar que este camino conduce, efectivamente, a la misma solucién.

Sean las variables Y, Uy V, tales que Y = U - V. Exprésese el indice simple de la va-
riable Y en el afio ¢ con base en el afio 0, I{, a partir de U} y de V}, indices simples de
las variables Uy V en el aio ¢ con base en el afio 0, respectivamente.

SOLUCION

Por definicién de indice simple,

Y
16=—’.

Yo

De la relacion existente entre las variables Y, Uy V se tiene, para los afios ¢ y 0, que

Ve = U Vg
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Yo = Uy Vo-

Sustituyendo en la expresion del indice simple de la variable Y, resulta la siguiente relacion
entre los indices simples de las tres variables:

' U~ Vi t
Iy =—"—-"=U;-Vi
Uy - Vo

El precio de la bombona de butano aument6 entre 2002 y 2004 un 12 por ciento dis-
minuyendo la cantidad vendida en un 5 por ciento. Obténgase el valor relativo de este
articulo entre los afios considerados.

SOLUCION

La relacién entre las variables valor, V, precio, P, y cantidad, Q, es V = P - Q, por lo que apli-
cando el resultado del ejercicio anterior, se tiene que

04 — po04 04
Vo = Pg - Qs

donde V§, PJ y O% son los correspondientes indices simples.

El enunciado del problema especifica que el precio de la bombona aumenté en un 12 por cien-
to entre 2002 y 2004, es decir, el precio en el afio 2004, p,, se relaciona con el precio en 2002,
Doz, S€gUN la expresion:

Pos = Pox T+ 0,12 - pp, = (1 + 0,12) py, = 1,12 - py,.

Por tanto, el precio relativo es

1,12 -
pg=Lu_ 2oy,
P Po2

Este resultado es coherente con la definicién de indice simple, indicador de la variacién de una
magnitud entre dos periodos.

Puesto que, por otro lado, la cantidad disminuy6 un 5 por ciento, la relacidn entre las cantida-
des en 2004, g4, y en 2002, g,, €s

Gos = qo2 — 0,05 - g, = (1 = 0,05) g, = 0,95 - qpp,
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con lo cual, la cantidad relativa es

0,95 -
R Y

do2 qo2
que refleja la disminucién de la cantidad vendida en un 5 por ciento entre 2002 y 2004.

En definitiva, el valor relativo de este articulo entre los afios considerados es
Vi =1,12-0,95 = 1.064,

que indica que entre 2002 y 2004 el valor del articulo de consumo aumenté un 6,4 por ciento.

El precio de un modelo de «deportivas» en 2004 es un 3 por ciento superior a su pre-
cio en 2003 y un 15 por ciento superior a su precio en 2000. Hallese el precio relati-
vo entre 2000 y 2003.

SOLUCION

Por definicién de indice simple, y segtn lo visto en 4.3, se tiene, por un lado, que el precio rela-
tivo de las «deportivas» en 2004 respecto a 2003 es

P3 = 1,03,
y, por otro lado, el precio relativo en 2004 respecto a 2000 es
P3 = 1,15.

Para calcular P}, precio relativo en 2003 respecto a 2000, ha de aplicarse la propiedad cir-
cular:

Pl = Pl - PR
Despejando en la igualdad anterior,

P _ 115
po3 2 =
=g =103 e

indice que expresa que entre 2000 y 2003 el precio de las «deportivas» se increment6 un 11,6
por ciento.

Los créditos obtenidos por un pais en los mercados internacionales a medio y largo
plazo, en miles de euros, en el periodo 2001-2004, han sido:
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Afios 2001 2002 2003 2004

Créditos 9000 9200 6300 6000

Determinese la tasa media de variacién para dicho periodo.

SOLUCION

El incremento medio anual o tasa media de los créditos se obtiene a partir de las observacio-
nes inicial, y;, y final, y;, de la serie de créditos:

:T—llﬁ_ :4—1/6000 1 = —
tm v 1 9000 1 0,126.

Adpvierta el lector que son 4 los periodos (afios) considerados, con lo cual, el orden de la raiz
es 4-1.

Demuéstrese que tm = Tl +y) (T +y) .. (A +yp — 1.

SOLUCION

La tasa media de variacidn es, por definicion,

tm = T“/E - 1.
1

Multiplicando y dividiendo el cociente y;/y, por y,, 3, ..., ¥r.; S€ tiene que

yr_v ¥ v
D1 Yy Y2 Yr-1

Ahora bien, de la definicion de tasa de variacion,
Yo=Y (I + ),
resultan, de modo inmediato, las siguientes igualdades:

Y2 .
—=1+
Y, Y2
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Y3

—=1+y

v, V3

yr .
=1+ vy,
Yr-1 T

Con lo cual, sin mds que sustituir en la definicién de tasa media,

tm = H/% —1= H%'%" ny1 — 1=+ 3y - (L) o (L + ) — 1,
T_

queda demostrado el resultado que permite la obtencién de la tasa media acumulativa a partir
de las tasas de variacion.

El precio medio, en miles euros, de las motos de una cierta cilindrada para el perio-
do 2000-2004 ha sido:

Afios 2000 2001 2002 2003 2004
Créditos 800 850 900 950 1000

a) Hallense los incrementos relativos de los precios en el periodo considerado.

b) Calciilese la tasa media anual de los precios medios a partir de las tasas obteni-
das en el apartado anterior.

SOLUCION

a) Los incrementos relativos de los precios, esto es, las tasas de variacién de la variable pre-
cio, se calculan segun la expresion genérica:

para t = 2001, ..., 2004.

Los resultados obtenidos de la aplicacién de esta expresion para los afios del periodo conside-
rado se recogen en la tabla siguiente:
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b) La tasa media de los precios para el periodo 2000-2004, calculada a partir de las tasas de

variacion, es

Afios Tasas de variacién
2001 % —1=0,062
2002 % —1=0,059
2003 % —1=0,055
2004 % —1=0,053

tm ="7/(1 + 0,062) - (1 +0,059) - (1 +0,055) - (1 + 0,053) — 1 = 0,057.

La siguiente tabla recoge el nimero de alumnos, en miles, en Educacién infantil/

Preescolar y EGB/Primaria para un cierto periodo:

Afios 1995 1996 1997 1998 1999
Publicos 47,63 46,44 44,80 43,25 41,73
Privados 34,47 33,57 32,47 30,67 28,98

Calciulese la tasa media de variacion del total de alumnos para el periodo considerado.

SOLUCION

Puesto que hemos de calcular la tasa media de variacién del total de alumnos y la informacion
del enunciado estd desagregada en centros publicos y privados, obtendremos el total en cada
afio sumando los totales de cada tipo de centro. Ahora bien, para el cdlculo de la tasa media de
variacién s6lo necesitamos dicho valor para el primer y ultimo afio, es decir, para 1995 y para

1999.

Asi, el total de alumnos para el afio 1995 es

Yos = 47,63 + 34,47 = 82,10

y el total de alumnos para 1999 resulta ser

voo = 41,73 + 28,98 = 70,71.
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En consecuencia, la tasa media de variacion es

s /Y9 4 70,71 - _
tm /y% 1 /82,10 1 0,0366.

También podriamos haber llegado al mismo resultado partiendo de las tasas de variacién cal-
culadas de afio en afio,
_ 80,01

oo = gy — 1 = ~0.0254
Yo = % — 1= —0,0342
Sog = ;323 ~ = —0,0433
Yoo = % — 1= —0,0434,

y, aplicando el resultado 4.6:

tm =1+ o) - (1 + Yo7) - (1 + Yog) - (1 + Jgg) — 1 =
= V(l —0,0254) - (1 — 0,0342) - (1 — 0,0433) - (1 — 0,0434) — 1 = —0,0366.

La siguiente tabla refleja la recaudacién liquida por operaciones corrientes de un
Ayuntamiento, en miles de euros, para el periodo 2001-2004.

Ingresos por capitulos 2001 2002 2003 2004
1 Impuestos directos 5500 5 666 6227 6743
2 Impuestos indirectos 583 391 456 388
3 Tasas y otros ingresos 3934 4185 4079 4341
4 Transferencias corrientes 3508 3661 3899 4 426
5 Ingresos patrimoniales 204 724 242 201
Total operaciones corrientes 13729 14 627 14 903 16 099

a) Calculese el incremento relativo interanual de la recaudacién liquida por opera-
ciones corrientes para el periodo considerado.

b) (En qué capitulo se produjo un mayor incremento medio anual?
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SOLUCION

a) El incremento relativo interanual o tasa de variacion entre t—1 y t es, por definicién,

Por tanto, las tasas de variacion del periodo considerado son:

14627 |
Sio = 3759 — 1 = 0,063
. 14903 .

Yos = Jap7 ~1 70019

16099 .

b) Calculando la tasa media de variacién de cada uno de los capitulos de ingresos, segin la

expresion:
tm = 7! /& -1,
Y1

se obtienen las tasas que figuran en la tabla siguiente.

Ingresos por capitulo Tasa media
1 Impuestos directos 0,070
2 Impuestos indirectos —0,127
3 Tasas y otros ingresos 0,033
4 Transferencias corrientes 0,080
5 Ingresos patrimoniales —0,005

Como puede observarse, la mayor tasa media, 0,080, corresponde al capitulo 4, transferencias
corrientes.

Un empresario dedicado a la hosteleria posee hoteles en varios puntos turisticos del
pais. Para paliar la necesidad de personal que se le plantea durante algunos periodos
del afio realiza contratos temporales, seleccionando estudiantes de las escuelas de
hosteleria y turismo.

El nimero de contratos temporales que realizé durante el periodo 2001-2004 se refleja en la
siguiente tabla.
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2001 2002 2003 2004
1¢* Trimestre 10 15 20 25
2° Trimestre 100 120 130 200
3° Trimestre 50 55 70 100
4° Trimestre 15 16 20 30

Hallese una serie de nimeros indices en cadena del niimero anual de contratos para el periodo

considerado.

SOLUCION

Sumando las casillas de cada columna, se obtiene el nimero de contratos de cada afio:
Yor = 10 + 100 + 50 + 15 = 175
Yoo = 15 + 120 + 55 + 16 = 206
Yo3 = 20 + 130 + 70 + 20 = 240
You = 25 + 200 + 100 + 30 = 355,

con lo cual, la serie de nimeros indices en cadena resulta:

206
02 — =¥~
1§ = 1oe = 1177
240
03 — =™V _
1§ = 55 = 1165
355
04 — 2~ __
I8 = 555 = 1479.

La cifra de ventas de discos en un comercio aumenté entre 2001 y 2002 en un 25 por
ciento y entre 2002 y 2003 en un 30 por ciento. Sin embargo, la puesta en marcha de
un centro comercial en la zona redujo las ventas del producto en un 10 por ciento en-

tre 2003 y 2004.

a) Hallese la serie de indices simples de las ventas de discos para el periodo 2001-2004
con base en el afio 2001.

b) (Cuidles han sido las tasas de variacién de las ventas en el periodo considerado?

c) Obténgase la tasa media de variacion correspondiente a dicho periodo.
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SOLUCION

a) El indice entre 2001 y 2002 de la cantidad (vendida), Q, esto es, Q93, cantidad (vendida)
relativa, recoge la variacioén de esta magnitud entre dichos afios, con lo que es igual a 1,25.

De manera andloga, la cantidad (vendida) relativa entre 2002 y 2003, 0%, es igual a 1,3 y Q%,
cantidad (vendida) relativa entre 2003 y 2004 es 0,9.

Con estos tres indices en cadena, 07, O3 y Qf3, y aplicando la propiedad circular de los indi-
ces simples, se obtienen los indices con base en el afio 2001:

0= 081 - 08 = 1.3-1.25 = 1,625

0% = 0% . 0% =09 1,625 = 1,4625.

b) De la serie de indices en cadena proporcionada por el enunciado resultan las tasas de va-
riacién, ya que ambos conceptos se relacionan segtn la expresion genérica:

v — Jt
Vi = I =1 1.
Por tanto, las tasas de variacion de las ventas en el periodo considerado han sido:

Yoo = 1,25 — 1 =025
}.703 1,3 - 1 = 0,3
).704 0,9 —-1= _0,1

¢) Aplicando la relacién entre la tasa media y las correspondientes tasas de variacién, se ob-
tiene la tasa media para el periodo 2001-04:

tm="NV1+5) A+ -+ — 1=V +025 -(1+03) -(1—0,1)—1=0,135.

La siguiente tabla recoge el nimero medio por entidad de suscripciones de fondos de
inversion mobiliaria, clasificadas por grupos financieros en los afios 2003 y 2004
de una region.

Grupo financiero Afo 2003 Afio 2004
Cajas 50 616 28 612
Bancos 45 000 94 280
Sociedades de valores 1 560 4120
Agencias de valores 212 324
Compaiifas de seguros 972 2562
Cooperativas de crédito 1 000 1832
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Se sabe, ademads, que el nimero de entidades de cada grupo es 5, 46, 12, 4, 5 y 6, respectiva-
mente.
a) Hallense los indices simples que midan la evolucién del nimero medio de sus-
cripciones de cada uno de los grupos financieros entre los aios 2003 y 2004.

b) Hallese un indice complejo ponderado de la evolucién del nimero medio de sus-
cripciones para el periodo considerado.

SOLUCION

a) Para obtener la serie de nimeros indices que miden la variacién de la magnitud en cada uno
de los grupos financieros entre los afios considerados, aplicamos la expresion general,

Yoa (1)

04 (1) — ,
Tos @) Yoz (i)

donde yy; (i) e yo(i) son, respectivamente, el niimero medio de fondos de inversién mobiliaria
del afio 2003 y del afio 2004 suscritos por la entidad financiera i-ésima.

De este modo, con los datos del enunciado resulta la siguiente serie de indices simples:

19 (1) = gg 2%2 = 0,565
1% 2) = Z;‘ ggg = 2,095
1% 3) = % = 2,641
1% 4) = % 1,528
1% (5) = 2957—622 = 2,636
1% (6) = % — 1,832,

b) Un indice complejo ponderado de la evolucién del nimero medio de suscripciones para el
periodo 2003-2004 es

N
I3 () - w;
Ig;t:’:‘—,

N
Zwi
i=1
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donde w; es el coeficiente de ponderacién del grupo i. En este caso, parece razonable tomar
como coeficiente de ponderacién de cada grupo el nimero de entidades que lo constituyen, con
lo cual, el indice complejo ponderado es

oa _ 0,565-5+2095-46 + 2,641 -12 + 1,528 -4 + 2,636 -5+ 1,832-6

Ios = 5+46+12+4+5+6 = 2,066.

Sean P, ..., Py las variables que denotan los precios de N bienes en los periodos
tyO.

a) Demuéstrese que el indice de precios de Laspeyres en el periodo ¢ con base en el
periodo 0 es un indice complejo ponderado con coeficiente de ponderacién
Wi = DPio " Gio-

b) Pruébese que el indice de precios de Paasche en el periodo ¢ con base en el pe-

riodo 0 es, también, un indice complejo ponderado, siendo el coeficiente de pon-
deracion, para este caso, w; = p;g - qi;-

SOLUCION

Cuando en la expresién genérica de un indice complejo ponderado,

N
> G- w
i=1

16: b

donde

h(i) =2k

Yio

es el indice simple de la componente i-é€sima y w; es el coeficiente de ponderacién de dicho

indice simple, consideramos como magnitud compleja el precio de N bienes, Py, ..., P;, ..., Py,

en los periodos base y actual y como coeficiente de ponderacién w; = p;q - ¢;9, simplificando,
obtenemos

N

Dit P q
z: *Pio * dio
ii=1Pio i
L= ! -

N
zpio'qz'o
i=1

esto es, el indice de precios de Laspeyres.
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Notese que el coeficiente de ponderacién es, en este caso, el valor de la cantidad correspon-
diente al bien i-ésimo en el periodo base a precios de dicho periodo.

b) Si, por el contrario, tomamos como coeficiente de ponderacién w; = p;g - g;;, esto es, el va-
lor de la cantidad del bien i-€simo en el periodo actual a precios del afio base, tendremos
el indice de precios de Paasche:

N pt N
Y =P g Z Pir* Qi
zflplo i=
P(t): = N
Z Pio* G Zp,o G
i=1 P

Proponemos la realizacion de un ejercicio andlogo con los indices cudnticos de Laspeyres y
Paasche.

La direccién comercial de una empresa dedicada a la venta de combustibles desea
construir un indice que refleje la evolucién conjunta en los tdltimos tres afios de los
tres tipos de combustibles que tiene a la venta. El precio de venta, en euros, y la can-
tidad, en kilolitros, de combustible vendida en dicho periodo fueron los siguientes:

2002 2003 2004
Combustible
Precio Ventas Precio Ventas Precio Ventas
Tipo A 1,25 200 1,37 210 1,75 350
Tipo B 1,30 250 1,43 265 1,80 320
Tipo C 1,50 300 1,65 301 2,00 370

Calculense los indices de precios de Laspeyres para 2003 y 2004, con base en el afio 2002.

SOLUCION

El indice de Laspeyres para los precios de combustible, con base en el afio 2002, es

“qi02

t
Lp02 -

Pio2 * din2

2
b

donde p;(, ¥ ¢,02 SON, respectivamente, el precio y la cantidad (vendida) del combustible i-ési-
mo (i = 1, 2, 3) en el afo 2002.
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Sustituyendo p;, por p;o3 Y Pios» precios del combustible i-€simo en los afios 2003 y 2004, se
obtienen, respectivamente, los indices de Laspeyres correspondientes a dichos afios:

1,37 - 200 + 1,43 - 250 + 1,65 - 300
1,25 - 200 + 1,30 - 250 + 1,50 - 300

L%, = = 1,099

o4 _ 1,75-200 + 1,80 - 250 + 2,00 - 300

Lpo2 = 755200 + 1.30 - 250 + 1,50 - 300

= 1,366.

Téngase en cuenta que para el cdlculo de estos indices no son necesarias las columnas de ven-
tas de los afios 2003 y 2004.

Una panaderia produce cuatro tipos de panes: de centeno, de dos cereales, de avena y
de maiz. El coste de las materias primas para cada tipo de pan por kilogramo es de 1,
1,5, 2 y 0,75 euros. Las ventas en los tltimos afios, asi como el precio de venta por
kilogramo, se reflejan en la siguiente tabla.

2002 2003 2004
Tipo Precio Kilos Precio Kilos Precio Kilos
de venta | vendidos | de venta | vendidos | de venta | vendidos
Centeno 1,10 200 1,15 228 1,20 384
Dos cereales 1,80 300 1,90 480 2,00 858
Avena 3,00 510 5,10 605 5,30 700
Maiz 1,00 809 1,20 1 000 1,50 1500

Calculense los indices de produccidon de Laspeyres para 2003 y 2004, tomando como base
2002.

SOLUCION

El indice de produccién de Laspeyres con base en el afio 2002 es

qit * Pio2

t frd
q02

qi02 " Pio2

N
i=1
N
i=1
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donde ¢;, es la cantidad (vendida) en 2002 del tipo de pan i-ésimo (i = 1, ..., 4) y p;p; €8 la
diferencia entre el precio de venta y el precio de coste correspondiente al tipo i-ésimo en dicho
afio base.

Sustituyendo g;, por las cantidades vendidas del tipo de pan i-ésimo en los afios 2003 y 2004,
esto es, ¢ip3 Y ¢ios, resultan:

228 -0,1 +480-0,3+605-1+ 1000-0,25

03 — =
La> = =200-0.1 300-03 + 5101+ 809 025 >4
y
105, = 384 0.1 +858 03+ 7001 + 1500025 _ )

200-0,1 +300-0,3 +510-1 + 809 -0,25

indices cudnticos de Laspeyres para 2003 y 2004 con base en el afio 2002.

Demuéstrese que el indice de Laspeyres cumple la propiedad de la proporcionalidad.

SOLUCION

Si entre el precio del bien i-ésimo (i = 1, ..., N) en el afio ¢, p;,, y su precio en el afio ¢', p;,,
existe la relacion:

pir = A + k) py,

con k valor constante, entonces, sustituyendo p;, por su valor en funcién de p;, en la expresion
del indice de precios de Laspeyres del afio ¢' con base en el afio 0, se tiene que

N
Dir * Gio z (I + k) pi- g

i=1

M- [ia-

N
Pio - Gio Z Pio - dio
i=1

i
Poniendo fuera del sumatorio la constante (1 + k), resulta:

N
z Pit - dio

i=1

L(t):(l"rk)Ni,

zpio‘qz'o
i=1
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esto es,

Ly=(1+k L,

donde L} es el indice de precios de Laspeyres del afio ¢ con base en el afio 0, quedando asfi,
demostrado el resultado.

Una pequefia empresa se dedica a la venta de productos lacteos. El nimero de unida-
des vendidas, en miles, y el precio por unidad, en euros, durante el afio 2003, de cua-
tro productos fueron:

Producto Precio Unidades
Leche 0,90 300
Mantequilla 1,20 100
Yogur 0,20 400
Queso 5,00 125

En 2004 se incrementaron los precios de todos los productos en un 1 por ciento y las cantida-
des vendidas disminuyeron en un 10 por ciento. Héllense los indices de precios de Laspeyres
y de Paasche de 2004 con respecto a 2003, sin transformar los datos de la tabla.

SOLUCION

Puesto que en 2004 se incrementan los precios de todos los productos en un 1 por ciento, la
relacién entre el precio del producto i-ésimo en 2003, p;3, y el precio del mismo producto en
2004, p;os, €8, parai = 1,2, 3, 4,

Pioa = 1,01 - pjgs.

Sustituyendo la relacién anterior en la expresién genérica del indice de precios de Laspeyres,
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resulta el indice de precios del Laspeyres para el afio 2004 con base 2003:

N N
Pios * 9i03 z L,O1 - pios * Gios 1,01 z Dio3 * qio3

N
i=1 i=1 i=1
N

LY = = = = 1,01.

N
on3 qdio3 2 Pio3 " qio3
i=1

\\Mz

Pio3 * qio3
1

Por lo que respecta al indice de precios de Paasche,

Py =
plO qit

e

hay que considerar, ademads de la variacién en los precios, la variaciéon que se produce en las
cantidades entre los afios 2003 y 2004. Puesto que la cantidad vendida de cada bien en 2004,
;04> disminuy6 un 10 por ciento con respecto a la cantidad de 2003, g;;, se tiene la relacion:

Gios = 0,9 - g3,
parai =1,2,3,4.

En consecuencia, el indice de precios de Paasche para el afio 2004 con base 2003 es

N N
Pioa * Gioa Z 1,01 - p;o3 - 0,90 - gy03 1,01 - 0,90 Z Pio3 * qio3

)
04 i = _i=1 _ i=1 _
Pgs =~ = ~ = ~ = 1,01.
2 Pio3 * Gioa z Pioz - 0,90 - g;03 0,90 Z Pio3 * 9i03
i=1 i=1 i=1
(Cudl es el indice de precios mds adecuado para realizar una deflacién?
SOLUCION

Supongamos que la serie que se desea deflactar, expresada, por tanto, en unidades monetarias
corrientes, es una serie de valores, esto es, puede descomponerse en producto de precios por
cantidades. Asi, el valor de N bienes a precios corrientes del afio #-ésimo es

\\Mz

1

Pit " it
1
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Para que el valor de estos N bienes esté expresado en unidades monetarias constantes es nece-
sario tomar como precios los correspondientes al afio base, esto es, el valor para el afio -ésimo
deberia ser

N
Zpio it

i=1

El paso de una serie de valores expresados a precios corrientes a una serie de valores constan-
tes se lleva a cabo con un indice, D{,, denominado deflactor, mediante la transformacion:

~ valor corriente afio ¢
valor constante afio ¢ (base 0) = DI )
0

con lo cual, ha de buscarse el indice D, para que se cumpla la igualdad:

Como puede comprobar el lector fiacilmente, esta relacion se verifica utilizando como deflac-
tor el indice de precios de Paasche,

M=

Dit * i
1

=
I

M= 0

1

Pio " 9it
1

Aunque desde el punto de vista tedrico el indice de precios de Paasche es el deflactor mas ade-
cuado, en la prictica suele utilizarse el IPC que es un indice de precios construido con la meto-
dologia de un indice de Laspeyres.

El precio medio, en euros, de los alquileres de viviendas en la zona residencial de una
ciudad, asi como la correspondiente serie de indices de precios en el periodo 2000-
2004, ha sido:

Afios 2000 2001 2002 2003 2004
Precios 800 850 900 950 1 000
Indices 100 110 112 120 120

a) (Cudl es el afio de referencia considerado?

b) Analicese la evolucién del precio medio de los alquileres en términos reales.
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SOLUCION

a) El afio de referencia considerado es el afio 2000 puesto que el indice de precios para dicho
afio es igual a 100.

b) Para expresar el precio del alquiler de cada afio en términos reales, transformando precios
corrientes en precios constantes, se necesita un deflactor. Ahora bien, como en el enuncia-
do del problema no se especifica cudl ha de ser el afio de referencia que debe considerar-
se, lo mas sencillo es tomar como base el afio 2000 —afio base de la serie de indices—, y
deflactar los precios del periodo 2000-2004, convirtiéndolos en precios constantes del afio
2000. Para ello, habra que dividir el precio de cada afio por el correspondiente indice que
desempeifiard, entonces, el papel de deflactor. En definitiva,

precios corrientes afio ¢

precios constantes afio ¢ (base 2000) = -
00

Aplicando la expresion anterior a la serie de precios corrientes, se tienen los precios en térmi-
nos reales de cada uno de los afios que aparecen en la tabla siguiente.

Afios Precios (en términos reales)
2000 800/1 = 800,00
2001 850/1,10 = 772,73
2002 900/1,12 = 803,57
2003 950/1,15 = 826,09
2004 1 000/1,2 = 833,33

Obsérvese que la expresion de conversion de precios corrientes a precios constantes requiere
que el indice sea una proporcién y no un porcentaje para que los precios sigan estando en las
mismas unidades.

Los precios medios de una mercancia, en euros, asi como los indices de precios del
periodo 1999-2004, son:

Afios Precios Indices (1999 = 100) Indices (2002 = 100)
1999 4 100

2000 45 112

2001 52 115

2002 6,3 122 100

2003 6,4 110

2004 8.1 120
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Obténgase la serie de precios en términos reales con base en el afio 2002.

SOLUCION

Para poder expresar los datos originales a precios constantes del afio 2002, mediante la rela-
cién
precios corrientes afio ¢

precios constantes afio ¢ (base 2002) = S )
02

hay que utilizar como deflactor un indice con base en dicho afio y que bien pudiera ser el indi-
ce de precios que proporciona el enunciado.

Ahora bien, explicitamente s6lo se dispone de indices con base en 2002 para el periodo 2002-
2004, estando los indices del periodo 1999-2002 referidos al afio 1999. No obstante, para el afio
2002 disponemos de dos indices, lo cual permitird enlazar ambas series, refiriendo todos ellos
a la misma base. De este modo, dividiendo los indices correspondientes al periodo 1999-2001,
Iy, entre el indice del afio 2002 con base en 1999, es decir, entre €l enlace técnico, 1%, resulta:

0o _ 13 _ 100

Dy = 1_8% = 10 = 0,8196
1% 112
0 = 2 — = —
PE =77 = 153 0,9180
101
pY == =115 _ 9426

0272 T 122

Hay que tener en cuenta, por un lado, que los indices hallados son proporciones, y, por otro, que
para realizar el enlace entre ambas series hemos aplicado la propiedad circular a indices complejos.

Se obtiene, de este modo, una serie completa de indices con base en 2002, Dj,, para el perio-
do 1999-2004: 0,8196, 0,9180, 0,9426, 1, 1,1 y 1,2.

Dividiendo los precios del periodo considerado, precios corrientes, entre los correspondientes
indices, deflactores, se tiene la serie de precios en términos reales con base en el afio 2002 que
se recoge en la siguiente tabla.

Afios 1999 2000 2001 2002 2003 2004
Precios 4 45 52 6,3 64 8,1
constantes | 0,8196 4.88 0,918 4.9 0,9426 3,52 1 6,3 L1~ >.82 1,2~ 6,75

Obsérvese que en el afio 2002 los precios corrientes y constantes coinciden puesto que se tra-
ta del afo base y el deflactor, que, para dicho afio, es igual a 1.
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Los precios por unidad de un jabén ecoldgico, en euros, para el periodo 1998-2004

son:
Afos Precios corrientes Precios constantes
1998 9 7
1999 11 8
2000 13 10
2001 14 14
2002 16 19
2003 17 26
2004 20 29

a) (Cuil es el incremento medio anual de los precios en dicho periodo?

b) Obténgase una serie de indices con base en el afio 2003.

SOLUCION

a) Elincremento medio anual de los precios, es decir, la tasa media de variacion, entre 1998

y 2004 es
tm = 7—1/% — 1 =0.142.

b) La serie de precios constantes estd referida al afio 2001 puesto que en ese afio los valores
nominal y real son iguales. En consecuencia, a partir de la relacion:

. - precios corrientes afio ¢
precios constantes afio ¢ (base 01) = - )
o1

resulta, despejando, que

precios corrientes afio ¢

D6] = .
precios constantes afio ¢ (base 01)

Aplicando esta relacién a los datos del periodo considerado, se tiene la siguiente serie de indi-
ces con base en el afio 2001, Dj;:

D = 2 = 1,286
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DY = = 1375
DY == 13
DY =15 =1
D= % — 0,842
DY = % = 0,654
DY = % — 0,689.

Para calcular la serie de niimeros indices con base en el afio 2003, es decir, para efectuar un
cambio de base en la serie de indices anteriores, no hay mas que dividir cada uno de los indi-
ces entre el enlace, que, en este caso, es el indice DJ:

D3 1,286

98 = — = 2 =

T3 DY 0,654 1,966
D3 1,375

9 — Y 2 =

Ios D% 0,654 2,102
DY} 1,3

00 — Y 2 =

T3 DY 0,654 1,988
D} 1

0l = 1 — - —

I3 DY 0,654 1,529
D3 0,842

02 = — = 2 =

Tos D® 0,654 1,287

oo DB 0654

3 DY 0,654
DO4

19 =0 - 0089 53

7 DE 0,654

Se obtiene, asi, una serie de nimeros indices simples que miden la evolucidn, entre cada afio
de la serie y el afio 2003, de los indices de precios que han sido utilizados como deflactores.

La poblacién de un pais alcanzé en 1998 la cifra de 15 millones de habitantes. En la
siguiente tabla figura, ademds, la poblacién del pais en el periodo 1999-2004 expre-
sada como proporcién de la correspondiente al afio anterior.
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Afios Poblacion afio ¢#/Poblacién afio £—1
1999 0,90
2000 0,95
2001 0,96
2002 1,10
2003 1,05
2004 1,06

a) Calcilese las tasas de variacion del periodo considerado.
b) Determinese una serie de indices para dicho periodo con base en el afio 1998.

¢) Hallese el nimero de habitantes del pais para cada afio del periodo 1999-2004.

SOLUCION

a) Como datos del problema se dan los cocientes:

POB,
POB,_,’

por lo que, para hallar la tasa de variacion de la poblacién entre los periodos ¢ — 1y ¢ basta con
restar una unidad a la cantidad anterior. Asi,

Realizando esta operacion para cada afo, resultan las tasas de variacion del periodo 1999-2004
que figuran en la tabla siguiente:

Afios 1999 2000 2001 2002 2003 2004
Tasas -0,10 -0,05 -0,04 0,10 0,05 0,06

b) A partir de la serie de indices en cadena de la poblacién entre —1 y ¢ que proporciona el
enunciado,

t — ﬁ
=17 POB,_,’
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ha de aplicarse la propiedad circular para obtener una serie de indices fijos con base en el afio
1998:

I3 = 0,90

IR =118 =09-095= 0855

1% =131 = 0,855-0,96 = 0,821

I =18 1% =0821-1,1=0903

1§ =1% 1% = 0,903 - 1,05 = 0,948

I8 =13 - 18 = 0,948 - 1,06 = 1,005.

¢) Puesto que un indice expresa la variacion, en este caso de la variable poblacién, entre los

afios considerados, para obtener el niimero de habitantes del afio 1999, POBy,, habrd que
multiplicar el niimero de habitantes del afio 1998, POByg, por la poblacion relativa (indice)
entre 1998 y 1999, I3. Asi,

POBgy = POByg - I3 = 1509 = 13,5.

Operando de igual modo para el resto de los afios, se completan los datos referentes a la pobla-
cion en el periodo 1999-2004, en millones de habitantes:

POBy, = POBy, - 1% = 13,5- 0,95 = 12,825
POB,, = POB,, - 1§} = 12,825 - 0,96 = 12,312
POBy, = POB,, - 1§ = 12,312 - 1,1 = 13,543
POBy; = POB,, - 1§ = 13,543 - 1,05 = 14,220

POB,, = POB,; - I = 14,220 - 1,06 = 15,073.

El precio de un bien, en euros, asi como una serie de indices de precios para el pe-
riodo 2000-2004 son:

Afos 2000 2001 2002 2003 2004
Precios 10 15 20 35 51

Indices 95,5 100 110,3 120 122,4
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Indiquese si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:
a) El precio del bien en 2004, a precios constantes del afio 2004, es 51 euros.
b) El afio base de la serie de indices anterior es 2000.
c) El precio del bien en 2004, en términos reales base 2001, es de 26 euros.

d) El precio del bien en 2004, a precios constantes base 2003, es de 50 euros.

SOLUCION

a) Por definicién de precios constantes se cumple que el precio de un bien en un afio, consi-
derado en términos reales de ese mismo afio, coincide con el precio del bien. En efecto,

precios corrientes afio 04

precios constantes afio 04 (base 04) = Dot
04

Puesto que D, deflactor que mide la evolucién de los precios entre 2004 y 2004, es igual a la
unidad, se tiene que

precios constantes afio 04 (base 04) = % = 51 euros.

En definitiva, esta afirmacién es verdadera.

b) Para que el afio 2000 fuese el afio base de esta serie de indices, deberia cumplirse que el
indice de dicho afio fuera igual a 100. Como el indice del afio 2000 es 95,5, la afirmacién
es falsa.

Obsérvese que el indice de 2001 es 100, por lo que éste es el afio base al que estd referida la
serie de indices de precios.

¢) Utilizando como deflactor el indice de precios del afio 2004 que, segtin hemos comentado
en el apartado anterior, tiene como afio base 2001, se tiene que

precios corrientes afio 04 5]
DY 1,224

precios constantes afio 04 (base 01) = = 41,67 euros,

cantidad que no coincide con 26, siendo falsa esta afirmacidn.

d) En este caso es necesario calcular:

precios corrientes afio 04

precios constantes afio 04 (base 03) = Do
03
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Con los datos del problema el deflactor D3} se obtiene del cambio de base:

It _ 1224
04 = = 2 =
D= o =50 = 102

El indice simple asi hallado mide la variacién de los indices de precios entre 2003 y 2004.

En consecuencia,

precios constantes afio 04 (base 03) = =50,

con lo cual, esta dltima afirmacién es verdadera.

El precio de un bien, en euros, asi como la serie de indices de precios para el perio-
do 1999-2004, ha sido:

Afios 1999 2000 2001 2002 2003 2004
Precios 10 15 25 30 45 50
Indices 100 105 109,9 115,1 119,2 121,3

Indiquese cudl de las siguientes afirmaciones es cierta:

a) El afio base considerado es anterior a 1999 y el precio de dicho bien en 2004, en
euros de 2003, es de 50,88 euros.

b) El afio base considerado es anterior a 1999 y el precio de dicho bien en 2004, en
euros de 2003, es de 50 euros.

¢) El afio base considerado es 1999 y el precio de dicho bien en 2004, en euros de
2003, es de 49,135 euros.

d) El afio base considerado es 1999 y el precio de dicho bien en 2004, en euros de
2003, es de 50 euros.

SOLUCION

El afio base considerado es 1999 porque es el afio para el cual el indice de precios es igual
a 100. A partir de aqui sélo pueden ser correctas las respuestas ¢) o d).
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El cédlculo del precio del bien en 2004, en euros de 2003, resulta de aplicar la expresion:

precios corrientes afio 04

precios constantes afo 04 (base 03) =

DY
Utilizando como deflactor el indice
DY = % = 1355 = 10176,
se tiene que
precios constantes afo 04 (base 03) = 1,3?76 = 49,135,

siendo, en consecuencia, cierta la afirmacién c).

279

En el afio 2002 un ayuntamiento establecié una tarifa de 40 euros para el impuesto so-
bre vehiculos de traccién mecénica de una cierta cilindrada. Cada afio se ha revisado
este impuesto en base al incremento del IPC, obteniéndose los siguientes importes:

Afios 2002 2003 2004

Importes 40 44 47,08

Sabiendo que el IPC del afio 2002 es 110, calcilense los valores de dicho indice para los afios

2003 y 2004.

SOLUCION

Puesto que el impuesto en el afio 2003, yy;, se ha incrementado respecto al correspondiente al

afno 2002, y,, en funcién del incremento del IPC entre ambos afos, se tiene la relacion:

Yo3 IPC{?
Yo2 a IPC82’

que, despejando, conduce a

IPCY = IPCY - 22

Yo2
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Como, por un lado,

Y3 _ 44 _

- - 171’
Yoo 40

es decir, el incremento ha sido del 10 por ciento, y, por otro lado, el indice de precios al con-
sumo del afio 2002 es

IPCY? = 1,1,
sustituyendo, resulta que
IPCP =1,1-1,1 =1,.21.

Ademas, de la relacion

Yo3 IPC{
Yo2 a IPC82,

se tiene, por las propiedades de las operaciones con fracciones, que

Yoo _ Vo3
IPC® ~ IPCYP’

lo cual equivale a
precios constantes afio 02 (base 0) = precios constantes afio 03 (base 0),

igualdad cuyo significado es que el hecho de que la tarifa del impuesto se haya revisado en base
al incremento del IPC es equivalente a decir que no ha sufrido variacion en términos reales.

Andlogamente, el incremento del impuesto entre 2003 y 2004 es igual al incremento del IPC
entre ambos afios, con lo que

Yoa IPC 84

Yo3 a IPC83’

y, por consiguiente,

Yot

IPCJ* = IPCJ -
Yo3
Puesto que, por los datos del enunciado, se obtiene que el incremento ha sido del 7 por ciento:

& _ 47,08
Yo3 44

= 1,07,
y, ademas,

IPCY = 1,21,
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sustituyendo, resulta que el indice de precios al consumo en 2004 es

IPCY* = 1,21 - 1,07 = 1,2947.

Sabiendo que el precio de tasacion del metro cuadrado de suelo urbanizable en una
zona residencial en 2004 fue de 5 000 euros y los indices de precios al consumo del
pais para los afios 2004 y 2005 fueron 110 y 115, ;cudl ha sido el precio de tasacién
en 2005, si no ha experimentado variacién en términos reales?

SOLUCION

El hecho de que entre 2004 y 2005 el precio de tasacién no sufriera variacion en términos rea-
les significa, segtin hemos visto en el problema anterior, que se cumple la igualdad:

precios constantes afio 04 (base 0) = precios constantes afio 05 (base 0).

Suponiendo que el deflactor utilizado ha sido, en ambos casos, el indice de precios al consu-
mo, la relacién anterior puede expresarse como

precios corrientes afio 04 precios corrientes afio 05
IPCy IPCYP

Despejando, se tiene que

IPC{S
i ientes afio 05 = i ientes afio 04 - ;
precios corrientes aflo precios corrientes aflo IPCY
esto es,
. . - 1,15
precios corrientes afio 05 = 5 000 - T 5 227,27 euros.

Advierta el lector que, segiin vimos también en el problema anterior, el que el precio de tasa-
cién no haya sufrido variacién en términos reales significa que se ha obtenido en base al incre-
mento del indice de precios al consumo.

El salario medio anual de los trabajadores de un pais en 2003 fue de 25 mil euros,
siendo el IPC igual a 150.

a) Sabiendo que en 2004 el convenio entre trabajadores y patronal contempl6 un au-
mento salarial basado exclusivamente en el incremento del IPC y que éste fue de
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un 10 por ciento respecto al del afio anterior, ;qué ingresos medios anuales per-
cibieron los trabajadores en 20047

b) Obténgase el valor anterior en términos reales.

SOLUCION

a) Dado que el IPC del afio 2004 se ha incrementado un 10 por ciento con respecto al del afio
2003, y puesto que el salario de los trabajadores en 2004, y,, resulta de aplicar dicho in-
cremento al salario de 2003, y,s, se tiene:

Yoa = Vo3 T 0,1 - yo3 = yo3 (1 + 0,1) = 25 - 1,1 = 27,5 miles de euros.

b) Para poder expresar el salario de los trabajadores en el afio 2004 a precios constantes del
afio 2003 se necesita un deflactor, es decir, un indice que mida la variacién de los salarios
entre estos dos afios.

Ahora bien, la relacién entre el IPC del afio 2004 y el IPC del afio 2003 permite escribir:
IPCJ* = IPCJ® + 0,1 - IPC$ = 1,1 - IPCJ,
con lo cual, el deflactor que se utilizara es

IPC Y

ey~ bh

indice que expresa la variacion del IPC entre los afios 2003 y 2004.

Asi,

precios corrientes afio 04

precios constantes afio 04 (base 03) = 11 )

es decir, el salario real de los trabajadores en 2004 con base 2003 es

27,5
1,1

= 25 mil euros.

El resultado obtenido es obvio puesto que el convenio entre trabajadores y patronal contem-
pla una subida salarial basada exclusivamente en el incremento del IPC: eliminando el efec-
to de la inflacién —dividiendo por 1,1—, el salario del afio 2004 seguiré siendo igual al de
2003.
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Obsérvese, también, que el enunciado no especifica el afio base para el cdlculo del salario del
afio 2004 en té€rminos reales. Por ello, una solucién igualmente valida pasaria por calcular:

_ ~ precios corrientes afio 04
precios constantes afo 04 (base 0) = " )
IPCj

para lo cual serfa necesario conocer el valor del IPC del afio 04. Ahora bien, segtin se ha visto,
IPCY = 1,1 - IPC% = 1,1 - 150 = 165,
con lo que

27,5
1,65

precios constantes afo 04 (base 0) = = 16,67 miles de euros.

Como el salario de los trabajadores no experimentd evolucién en términos reales, entonces,
precios constantes afio 04 (base 0) = precios constantes afio 03 (base 0),

y el salario en términos reales en 2003 fue, también, de 16,67 miles de euros.

En 2003 el precio del billete de autobus de una ciudad era de 0,90 euros. Sabiendo
que los indices de precios al consumo para los afios 2003 y 2004 fueron 115 y 120,
respectivamente, ;cudnto costd el billete en 2004, si su precio en términos reales au-
ment6 un 10 por ciento?

SOLUCION

Si el precio del billete sufrié entre 2003 y 2004 un incremento del 10 por ciento en términos
reales, se cumple que

precios constantes afio 04 (base 0) = 1,1 - precios constantes afio 03 (base 0),

expresion que, suponiendo que el deflactor utilizado ha sido el indice de precios al consumo,
puede escribirse como

precios corrientes afio 04 T precios corrientes afo 03
IPC{? ’ IPCJ?

Despejando de la igualdad anterior el precio del billete en 2004, se tiene que

IPCY*

precios corrientes afio 04 = 1,1 - precios corrientes afio 03 - TPCE
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por lo que, sustituyendo los datos del problema, resulta el precio del billete de autobus en
2004:

1,2
1,15

precios corrientes afio 04 = 1,1 - 0,90 - = 1,033 euros.

De la relacién entre los precios corrientes y los indices de precios al consumo de los afios 2003
y 2004 se obtiene:

precios corrientes afio 04 IPC{*

. . ~ - h——— ]
precios corrientes afio 03 > IPCYP

lo cual indica que un aumento de un 10 por ciento en términos reales es lo mismo que una revi-
sién del precio en base a un incremento del 10 por ciento en la variacién del indice de precios
al consumo.

Para elaborar una serie de nimeros indices de precios, un analista dispone de la si-
guiente informacién: en 2001 el indice de precios fue de 102; en 2002 de 104; en
2003 el incremento del indice fue de un 10 por ciento respecto al del afio anterior y
en 2004 dicho incremento fue de un 7 por ciento, también respecto al afio anterior.

a) Calculese una serie de indices con base en el afio 2004.

b) Hallese la tasa media de variacién de la serie de indices de precios elaborada en
el apartado anterior.

¢) (Cuénto debe ser el salario de un individuo en 2004 para no perder poder adqui-
sitivo, si en 2003 percibié 30 000 euros?

SOLUCION

El enunciado del problema permite completar la serie de indices con base en el afio 0 de los
afios 2003,

IP =13+ 0,1-IF =17 1,1=1144,
y 2004,

I =18 +0,07-IP =19 1,07 = 122,41.

En resumen, la serie de indices es la que figura en la tabla siguiente:

Afios 2001 2002 2003 2004
Indices base 0 102 104 114,4 122,41
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a) Dividiendo cada uno de los indices anteriores, I}, por el indice correspondiente al afio
2004, 1%,

1% Iy

1% 122417

y multiplicando por 100 el resultado, se obtiene una serie de indices con base en el afio 2004,
expresados en porcentajes:

Afios 2001 2002 2003 2004
Indices base 2004 83,33 84,96 93,46 100

b) La tasa media de variacién de la serie de indices es

/ 100
tm = 83.33 1 =0,063.

¢) Para que no pierda poder adquisitivo, el salario del individuo en 2004 debe incrementarse

en el mismo porcentaje en que se incrementan los precios, esto es, en un 7 por ciento, con
lo cual, tendréd que ser

30 000 - 1,07 = 32 100 euros.
Los fondos destinados por las distintas administraciones publicas para la formacién

de funcionarios durante el periodo 1995-1999, expresados en millones de unidades
monetarias, se reflejan en la siguiente tabla:

Distribucién de fondos 1995 1996 1997 1998 1999
Admén. General de Estado 1250 1759 1871 2 063 2308
Comunidades Auténomas 1250 1759 1871 2105 2331
Corporaciones Locales 1250 1759 1871 1765 1797
Centrales Sindicales 750 1523 1470 1577 1711

Se sabe que los indices de precios para los afios del periodo 1995-1999 han sido: 116,7, 120,5,
122,9, 124,77 y 128.

a) Calculese el importe de la suma total de fondos destinados a formacién, en tér-
minos reales con base en el afio 1999.
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b) Hallese la tasa media de variacién del total de fondos destinados a formacion du-
rante el periodo considerado, en términos reales con base en el afio 1999.

SOLUCION

a) El total de fondos destinados a formacién se obtiene sumando, para cada afio, los fondos
de cada una de las Administraciones, es decir, Estado, Comunidades Auténomas, Corpo-
raciones Locales y Centrales Sindicales. Asi, por ejemplo, para el afio 1995, dicha cantidad
se calcula como

1250 + 1250 + 1250 + 750 = 4 500.

Para pasar de unidades monetarias corrientes a unidades monetarias constantes, con base en el
afio1999, segtin la férmula de conversion:

. _ precios corrientes afio ¢
precios constantes afio ¢ (base 99) = - )
99

puede emplearse como deflactor el indice que mide la variacién entre cada uno de los indices
que proporciona el enunciado, I}, y el correspondiente al afio 1999, I3°, es decir,

= L
Py

Asi, para cada uno de los afios del periodo considerado, resulta la siguiente serie de deflac-
tores:

DY = ;—gz - Eg; = 0,910
DY = j—gz - }ggg ~ 0,939
DYy = 5_2; - % ~ 0,958
D3 = j—gz - 3;; = 0972
py =10 183 _,

1P 1283
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En esta tabla se recoge, para cada afio, el importe total de fondos, el deflactor utilizado y el total
de fondos en términos reales con base en el afio 1999. Obsérvese que las cantidades de la ulti-
ma fila se obtienen dividiendo las correspondientes de las dos filas anteriores.

Afios 1995 1996 1997 1998 1999
Importe fondos 4500 6 800 7 083 7510 8 147
Deflactor (base 1999) 0,910 0,939 0,958 0,972 1

Importe fondos precios constantes de 1999 494505 | 7241,75 | 7393,53 | 7726,34 8 147

b) La tasa media de variacién es
8 147
= S—1j~~-7° —
tm ,/4945’05 1 =0,133.

El salario minimo interprofesional de la reptiblica de Arasua durante el periodo 2002-
2004, en euros, ha sido de 400, 620 y 700, para cada uno de los afios del periodo.
Sabiendo que la inflacién es sistemética y regular, tal que el nivel de precios de un
afio es un 10 por ciento superior al del afio anterior, calctilese el salario minimo in-
terprofesional corregido de la depreciacién monetaria para los afios de dicho periodo.

SOLUCION

La informacién proporcionada corresponde al salario minimo interprofesional para los afios
2002 a 2004, a precios corrientes, 0, lo que es 1o mismo, al salario en términos nominales. Para
el célculo del salario minimo corregido por la depreciaciéon monetaria, esto es, del salario en
términos reales, ha de deflactarse la serie de salarios corrientes mediante la expresion:

precios corrientes afio ¢

precios constantes afio ¢ (base 0) = D )
0

para lo cual se requiere utilizar un deflactor, D{. Ahora bien, puesto que la inflacién ha sido
sistemadtica y regular, de manera que el nivel de precios de un afio ha sido un 10 por ciento supe-
rior al del afio anterior, tomando como afio base 2002, se tienen las siguientes relaciones:

%=1
IB=11-1%=11-1=1,1

I$=11-18=11-11=121.
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Utilizando esta serie de indices de precios como serie de deflactores puede calcularse la serie
de salarios a precios constantes para este periodo, con base en el afio 2002. El resultado de apli-
car la férmula de conversion de precios corrientes a constantes para los diferentes afios, queda

recogido en la siguiente tabla:

Afios Precios constantes (base 2002)
2002 400/1,0 = 400

2003 620/1,1 = 563,64

2004 700/1,21 = 578,51

El precio de un modelo de teléfono mévil, en euros, asi como la serie de indices de
precios para el periodo 1999-2004, ha sido:

Afios 1999 2000 2001 2002 2003 2004

Precios 100 150 250 300 450 500

Indices 100 105 109,9 115,1 119,2 121,3
Calculense:

a) Las tasas de variacién de los precios de dicho bien.

b) La tasa media de variacion de los precios, expresados éstos en términos cons-

tantes.

SOLUCION

a) Aplicando la expresion de tasa de variacién entre los periodos t—1y ¢,

. Vi
= — 1’
Vi V-1

a cada uno de los afios del periodo considerado resultan las siguientes tasas:

150
S =150 — 1 =050
o250 .
Yor = 750 1 =0,67
30 om0

Yoo = 250
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s 450
Yoz = 300 1 0,50
o500
S0 =35 — 1= 0.11.

b) Para obtener la tasa media de variacién,

tm 26*1/&—1,
Y99

€s necesario conocer y'o, € y'9, precios en términos constantes. Puesto que no se especifica el
afio base respecto al cual referir los precios, lo mds sencillo es utilizar como deflactor el indi-
ce de precios que proporciona el enunciado y cuya base es el afio 1999.

Ahora bien, y'yy es igual a 100, precio del bien en 1999, ya que éste es el afio base considerado.

Por otro lado,

. N precios corrientes afio 04
precios constantes afio 04 (base 99) = Do )
99

esto es,
500

Youa = m = 412,2.

En definitiva, la tasa media de variacion de los precios en términos constantes con base en el

afio 1999 es
14122
=5 2 — =
tm 100 1 =0,327.

Dada la tasa de variacién de la variable Y entre los periodos r — 1 y ¢, y,, héllese la
tasa de variacion de la variable

en funcién de y,.

SOLUCION

La tasa de variacién de la variable Z entre los periodos t — 1 y ¢ es, por definicidn,

Z = —1.
{1-1
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Ahora bien, como

Z :l
! Vi
y
zZ -
! Yi-1

sustituyendo las relaciones anteriores en la expresion de la tasa de variacion de la variable Z,
se tiene que

1/ _
Z, = Vi —1=yt1—1,
]/yt—l Vi
esto es,
1+ Z.[ — Vi1 .

t

Por otro lado, a partir de la expresion genérica de la tasa de variacion,

I Yoo 1,
Yi—1
puede escribirse:
. Vi
1 + = )
Vi Yi-1
es decir,
1 — Vi1
1+y, Vi
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Dadas las variables Y, Uy V, tales que
Y=0U-V,

obténgase la tasa de variacion de la variable Y entre los periodos r — 1y 7, y,, en funcién
de u, y v,, tasas de variacién de U y V entre los periodo 7 — 1 y 7, respectivamente.

SOLUCION

De la definicién de tasa de variacidn de una variable entre dos periodos consecutivos resultan
las siguientes expresiones para las variables ¥, Uy V:

e = (1 + yt) Yi-15

U, = (1 + ut) Uiy

v =0+v)v,_,.
Considerando las igualdades anteriores, la relacion
Yo = Uy vy,
es equivalente, sustituyendo, a
A+y)y=A+u)u (1 +v)vy,

esto es, a
1+yt:(1+”ir)'(1+‘}r),

ya que

Yi-1 = U—1 " Vi—1-
En definitiva, la tasa de variacién de Y en funcion de las tasas de variaciéon de Uy V es

v=0Q0+u,)-1+v)—1

Dadas las variables Y, Uy V, tales que

obténgase la tasa de variacién de Y entre los periodos ¢ — 1y ¢, y,, en funcién de las tasas de
variacion de Uy V, u, y v,, respectivamente.
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SOLUCION

Haciendo el cambio de variable

se tiene que

Aplicando la solucién del problema anterior, resulta:
)}r :(1 +ut)(1 +Zz)_ 1.

Ahora bien, segiin demostramos en el problema 4.33,

con lo cual, sustituyendo en la igualdad anterior,

o= (i) (14— 1 1_1+a, 1
S E R ) T4y

0, equivalentemente,

. _1+ut_1_‘>z_ar_‘}z
Ye = 1+, T+,

Dada la tasa media de variacién de la variable Y en un cierto periodo, tm(Y), hallese
la tasa media de variacion de la variable

Z 1
Y.

La tasa media de variacion de la variable Z es, por definicion,

tm(z) = 1L — 1,
S|



Numeros indices y tasas de variacion 293

expresion que, tras sencillas operaciones, se convierte en

z
[tm(Z) + 1] = =
<1
Sustituyendo las observaciones de la variable Z en funcién de las observaciones de la variable
Y, se tiene que

1/yr _n
1y, yr

[tm(Z) + 1] =

Teniendo en cuenta que la tasa media de variacién de la variable Y también verifica la relacién:

yr
+ 1 -1 = )
[tm(Y) + 1] y

1

entonces, se cumple la igualdad:

1

T iy + 1

En consecuencia, extrayendo la raiz T —1-ésima de ambos miembros, se tiene que

3 1
tm(Z) + 1 = T
esto es,
mZ) = ——~
my)+1

Obténgése la tasa media de variacién para un cierto periodo de la variable
Y=0u-YV,

en funcién de tm(U) y tm(V), tasas medias de variacion de las variables U y V para
el mismo periodo, respectivamente.

SOLUCION

Puesto que la variable Y es el producto de las variables U y V, la relacién

Ir
1

[tm(Y) + 1] =
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puede escribirse como

Ur- Vv Uur Vv
[tm(Y) + 1]71 = Zr 'r _%r T
up- v U v

Aplicando la definicién de tasa media de variacion a las variables Uy V, resulta:

[(tm(Y) + 117! = [tm(U) + 117" [tm(V) + 1]7,

ya que

ur

[m(U) + 1] = -

Vr
[tm(V) + 1] = V_l

Por dltimo, extrayendo la raiz T —1-ésima, se tiene que
[tm(Y) + 1] = [tm(U) + 1] - [tm(V) + 1],
es decir,

tm(Y) = [tm(U) + 1] - [tm(V) + 1] — 1.

Haéllese la tasa media de variacién para un cierto periodo de la variable

a partir de las tasas medias de variacion de Uy V, para el mismo periodo.

SOLUCION

Este ejercicio es consecuencia inmediata de los problemas 4.36 y 4.37. En efecto, haciendo el
cambio de variable

Z:

se tiene que
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por lo que, considerando el resultado del problema 4.37, resulta:
tm(Y) = [tm(U) + 1] - [tm(Z) + 1] — 1.

En cuanto a la tasa media de variacién de la variable Z, por aplicacién del problema 4.36 se tie-
ne que

1

m& =y 11

1.

Sustituyendo en la expresion de tm(Y) antes hallada resulta:

tm(Y) = [tm(U) + 1].<m_ . 1)_1 2%_ .
o, lo que es igual,
_ in(0) — tm(v)
tm(Y) = m+ 1

Las tasas anuales de variacién del PIB y de la poblacion de un pais en el periodo
1998-2004 han sido:

Afos Tasa de crecimiento PIB Tasa de crecimiento poblacién
1999 2,4 0,3

2000 2,5 0,2

2001 2,3 0,1

2002 2,5 0

2003 2,6 0,1

2004 2,7 0,1

a) Calcilense las tasas medias anuales de variacién del PIB y de la poblacién para
el periodo considerado.

b) Hallense las tasas de variacién del PIB per cépita para dicho periodo.

¢) Obténgase la tasa media de variacién del PIB per cdpita para el periodo 1993-1999.

SOLUCION

a) La expresién que relaciona las tasas de variacién con la tasa media permite obtener ésta
para las variables PIB 'y poblacién, POB. Asi, teniendo en cuenta que el periodo de cédlculo
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de las tasas medias es 1998-2004 y que, por tanto, el orden de las raices es 7 — 1 = 6, re-
sulta que

m(PIB) ="""(1 +24)-(1+25)-(1+23)-1+25-(1+26)-(1+27) —1=2498

es el incremento medio del PIB para el periodo 1993-1999 y

tm(POB) = ""\(1+03)-(1+0,2)-(1+0,1)-(1+0)-(1+0,1)-(1+0,1) —1=0,129

es la tasa media anual de la poblacién para el mismo periodo.

b) La variable PIB per cdpita, PIBC, es el cociente entre las variables PIB y poblacién, POB,

PIB

PIBC = POB’

Por ello, segiin se demuestra en el problema 4.35, la tasa de variacion de esta variable entre los
periodos t — 1y t, PIBC,, se calcula como

: PIB, — POB,
PIBC,= —————",
1 + POB,

donde PfB, y POB, son, respectivamente, las tasas de variacion del PIB y de la poblacién entre
los periodos t — 1 y ¢.

Los resultados obtenidos de la aplicacién de la expresion anterior para los afios del periodo
considerado aparecen en la tabla siguiente.

Afios Tasa de crecimiento PIB per cépita
1999 1,615
2000 1,917
2001 2,000
2002 2,500
2003 2,273
2004 2,364

donde, por ejemplo,

: PIBy, — POB 2,5 —
PIBCy, = = POBy _ 2570 _ 2,5.
1 + POBy, 1+0
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¢) La tasa media de variacién del PIB per cédpita, PIBC, se obtiene de las tasas de variacién
anteriores:

tm(PIBC) ="\ (1 + 1615)-(1 + 1917) - (1 + 2 - (1 +2,5) - (1 + 2273) - (1 + 2364) — 1 =2,097.

Se llega al mismo resultado utilizando las tasas medias anuales de variacién del PIB y de la
poblacién. En efecto, mediante lo demostrado en el problema 4.38:

tm(PIB) — tm(POB)
tm(POB) + 1

’

tm(PIBC) =

y, con los datos calculados en el apartado a), se obtiene idéntico valor para la tasa media.

Se dispone de la siguiente serie de indices de precios de un modelo de coche para el
periodo 1998-2004.

Afios Indices (1999 = 100) Indices (2001 = 100)
1998 95

1999 100

2000 105

2001 108 100

2002 105

2003 110

2004 112

Se sabe que la tasa media anual del precio en el periodo 1998-2004 es 0,23. Obténgase la tasa
media anual del precio en términos reales con base en el afio 2003.

SOLUCION

La variable precio real, Py, es el cociente entre la variable precio nominal, Py, y el deflactor,
Dy, esto es, el indice con base, en este caso, en el afio 2003':

Py
PR_D—(B'

! Se han eliminado los subindices correspondientes a los afios corriente y de referencia para evitar complicaciones
en la notacién.
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Esta relacion permite aplicar el resultado del problema 4.38 para calcular la tasa media de la
variable Pg. Asi,

tm(Py) — tm(D03).

M) = Dy + 1

Puesto que el enunciado proporciona la tasa media del precio, hay que calcular la correspon-

diente a la variable deflactor:
| D&
tm(D03) = 7-1 Dg% - 1.

Ahora bien, por un lado, la serie de indices con base en 2001 permite hallar el deflactor:

1§ 112
04 — — — = —
D& %~ 110 1,0182,
y, por otro lado, para obtener
198
D = o
Io1

se empleari el indice 13§ correspondiente a la primera serie de indices y el enlace técnico, 195
De este modo, el numerador de la expresién anterior? es

135 95
B = 2 = = =
I3 19 108 0,8796,
con lo cual,
87,96
98 — 2 =
D 10 0,7996.

Puede calcularse, entonces, la tasa media de la variable deflactor:

tm(D03) = 6'%;22 - 1= 0,041

En definitiva, la tasa media anual del precio en términos reales con base en el afio 2003 es

0,23 — 0,041

tmPr) = =0 041 + 1

= 0,181.

2 Como habr4 advertido el lector, este indice, obtenido por aplicacion a indices complejos de la propiedad circular,
no deberia denotarse de igual modo que éstos; sin embargo, nos permitimos esta licencia para que la notaciéon no
resulta engorrosa.
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Demuéstrese que la suma de las repercusiones absolutas de las componentes de un in-
dice complejo ponderado,

es igual a la variacion absoluta del indice.

SOLUCION

La variacién absoluta de un indice complejo ponderado entre los periodos ¢t — 1y ¢ es, por defi-
nicion, la diferencia entre los valores del indice en dichos periodos:

Aly =1y — I,

es decir,
N

N
I -w D170 w > ) — 15 ()] w
_i=1 i=1 =1
Al = - =

HMZ

HMZ
=

'Mz
=

\\Mz
=

Ahora bien, I} (i) — I}~' (i) es la variacin absoluta de la componente i-ésima del indice com-
plejo ponderado, Al (i), con lo cual,

N
2 ALD W vz
Aly=""1 = Z ‘jv
Wi ! Z

Como puede observarse, cada sumando del dltimo sumatorio es, por definicidn, la repercusion
absoluta de cada una de las componentes, por lo que

N
Al =Y R,
i=1

@) - w;

HMZ

1

i

segiin queria demostrarse.

Demuéstrese que la repercusion absoluta de la componente i-€sima sobre la variacion
absoluta de un indice complejo ponderado entre t — 1 y ¢, dividida entre el valor del
indice en r — 1 es igual a la repercusion relativa sobre la variacion relativa de dicho
indiceentre t — 1 y t.
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SOLUCION

Dado el indice complejo ponderado,

N
> G- w,
="

N
sz‘
i=1

la repercusion absoluta de la componente i-ésima sobre la variacién absoluta del indice entre
t— 1yt es, por definicidn,

AL§ (@) - w;

—
Zwi
i=1

Dividiendo R; por el valor del indice en el periodo ¢ — 1 se tiene:
ALy (@) - w;

N
R IR NSO

i i=1
t—1
I

- k)

N N
Y G Y G
i=1 i=1

N
Zwi
i=1

expresidn que se corresponde, en efecto, con la repercusion relativa de la componente i-ésima
sobre la variacion relativa del indice, r;.

Demuéstrese que la suma de las repercusiones relativas del indice complejo ponderado

N
> 1 G) - w

i=1

N
Zwi
i=1

Iy =

es igual a su tasa de variacion.
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SOLUCION

La tasa de variacion del indice I} entre los periodos t — 1 y t es, por definicion,

ALy Iy — 15!

16 Irl_ 16—1 ’
con lo cual,
N N
> IhG) - w > IG)
= i=1
N a N N
2w 2w 2 @~ 17 Ol w Z ALy (i) - w,
. =1 i=1 i=1 i=1
16: N - N - N
> I - w Z I G) - w, > I G) w
i=1 = i=1
N
ZW,-
i=1
es decir,
NoOAIG) - w N
:Z :Zr
i=1 N i=1
> It w

seglin queriamos demostrar.

También puede realizarse la comprobacion teniendo en cuenta los resultados obtenidos en los
dos ejercicios anteriores. Asi, por un lado, la suma de las repercusiones relativas es

N N i |2
PILEP I e P T

Pero, por otro lado, la suma de las repercusiones absolutas, Z R;, es igual a la variacion abso-
i=1
luta del indice, Alj, con lo que la expresidn anterior se convierte en

t

N
PR g
0>
quedando, asi, demostrado el resultado.

Dado un indice complejo ponderado, demuéstrese que la participacion de la compo-
nente i-ésima sobre la variacion del indice entre los periodos t—1 y ¢ es igual al
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cociente entre la repercusion absoluta de dicha componente y la variacién absoluta
del indice entre los periodos t—1y t.

SOLUCION

Por definicidn, la participacién de la componente i-€sima sobre la variacién de un indice com-
plejo ponderado es el cociente entre su repercusion relativa y la tasa de variacion del indice:

AL§ @) - w;

=1 () - w.
WO k@ w

N
AL (i) - w, Y AL G) - w
i =1

DM=| M=

M= |

1571 @) - w;

i=1
N
Ahora bien, dividiendo numerador y denominador de la expresion anterior por Z w;, se obtie-

ne que la participacion de la componente i-€sima es i=1
‘s
AL§ @) - w;

N

wa
P‘: i=1 — R
' N N
> AL - w,
i=1

esto es, el cociente entre la repercusion absoluta y la variacion absoluta del indice.

Demuéstrese que la suma de las participaciones de las componentes de un indice
complejo ponderado, expresadas en porcentajes, es igual a 100.

SOLUCION

El resultado probado en el ejercicio anterior permite expresar la suma de las participaciones,
en tanto por ciento, como

N N R.
,-; P=Y g7 100 =77 D R - 100.

i=1
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Ahora bien, puesto que la suma de las repercusiones absolutas es igual a la variacién absoluta
del indice,

se deduce de manera inmediata el resultado.

Téngase en cuenta que se habria llegado a la misma conclusién, considerando que, segtin vimos
también en 4.44, la participacién de la componente i-ésima puede expresarse como

AL§ () - w;

N
DAL @) - w,

i=1

P.:

1

Obténganse la participacion y las repercusiones absoluta y relativa del precio del bien
i-€simo en la variacién del indice de precios de Laspeyres entre los periodos t—1 y ¢.

SOLUCION
El indice de precios de Laspeyres es un indice complejo ponderado de la forma

N

NI G) - w

“~
L6=l b

N
Ewi

i=1
donde Iy(i) = pu/pio Y Wi = Pio * Gio-

Por definicion, la repercusion absoluta del bien i-é€simo sobre la variacién absoluta entre los
periodos ¢t — 1 y ¢ de un indice complejo ponderado es

R — ALy () -wi () — Iy D]w;

i N N
Zwi ZW,-

i=1 i=1

>

con lo cual, para el indice de precios de Laspeyres, se tiene que

(&_ pi”)p' i
R = Pio Pio 0o _ (P — Pu-14i0 _ Api - qio

N N N ’
'ZP,' *qio .ZPio *qio ZPio *io

i=1 i=1 i=1
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Andlogamente, el cociente
Al (@) - w;

N
Nty w

i=1

es la repercusion relativa del bien i-ésimo sobre la variacién relativa del indice complejo pon-
derado entre los periodos r — 1 y t. Aplicando esta definicién al indice de precios de Laspeyres,
se obtiene:

(& _ pit—])p' 4
Pio pio )T (Pir — Pu-i0 Apii - gio

v, = = =

N il
Z il - DPio * Gio szz 1 Gio zpit—l' dio

i=1 Pio i=1 i=1

Por dltimo, la participacion del bien i-ésimo en la variacién del indice es el cociente entre la
repercusion anterior y la tasa de variacién del indice de Laspeyres. Ahora bien, la tasa de varia-
cién de indice de precios de Laspeyre entre los periodos t — 1 y ¢ es

Pir " qio z Pir—1 " 4io

i=1

N
on qio Z DPio " dio Z (Pic — Pi-1) Gio E Apic o

i=1

N N

Z Pit—1 " Gio z Pir—1 " 4io Z Pir—1 " 4io
i= i=1 =

z Pio - io

i=1

HMz le

)

con lo cual, la participacion del bien i-€simo es

Api; - Gio
Pit — 1" 4io
i Api - q;
P,'= i _ v \Dir * 40
Aplf dio Z Apit'qm
i=1

M= [1pg- 1D

Pu -1°"9i0
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El 50 por ciento de los trabajadores de una cadena de montaje para la fabricacion de
piezas de automdvil pertenece al turno de mafiana, el 35 por ciento al turno de tarde
y el resto al turno de noche. Se dispone de informacién sobre el niimero medio de uni-
dades producidas por hora y por trabajador para los afios 2002, 2003 y 2004, en cada
uno de los turnos.

Afios Turno mafiana Turno tarde Turno noche
2002 79 75 54
2003 80 77 56
2004 84 78 58

a) Hallense los indices complejos ponderados de 2003 y 2004, con base en el afio
2002, que midan la evolucién del nimero medio de unidades producidas por hora
y trabajador en toda la cadena de montaje.

b) Obténgase la repercusion absoluta de cada uno de los turnos en la variacién del in-
dice entre los afios 2003 y 2004, asi como su participacién porcentual en la misma.

c) (Cuadl es la repercusion relativa de cada turno de trabajadores en la variacién del
indice entre 2003 y 20047

SOLUCION

a) El indice complejo ponderado del afio ¢ con base en el afio 2002 es

N

2@ w "

i=1 . !
Ity =———— =2 lp() ——

donde 7§, (i) es el indice simple que mide la variacion entre los afios 2002 y ¢ del nimero medio
N

de unidades producidas por hora y por trabajador en el turno i-ésimo y w; /2 w; es la pondera-
i=1
cién de dicho turno en tanto por uno.

En la siguiente tabla se recogen los indices simples de los afios 2003 y 2004, con base en el
afio 2002, expresados en porcentajes, asi como la ponderacién correspondiente a cada turno,
esto es, la proporcién que representa sobre el total.
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Turnos

Turno de mafiana

Turno de tarde

Turno de noche

Indice simples 2003

(80/79)100 = 101,3

(77/75)100 = 102,7

(56/54)100 = 103,7

Indices simples 2004

(84/79)100 = 106,3

(78/75)100 = 104

(58/54)100 = 107,4

Ponderaciones

0,5

0,35

0,15

A partir de los datos de la tabla anterior, calculamos los indices compuestos para los afios 2003
y 2004, con base en el afio 2002:

1% =101,3-0,5 + 102,7 - 0,35 + 103,7 - 0,15 = 102,15

I% =106,3-0,5+ 104 - 0,35 + 107,4 - 0,15 = 105,66.
b) La variacién absoluta del indice que mide la evolucién del nimero medio de unidades pro-
ducidas por hora y trabajador en toda la cadena de montaje entre los afios 2003 y 2004, con
base en el ano 2002, es

(Cudl es la variacion absoluta del indice simple de cada turno entre 2003 y 2004? La respues-
ta es sencilla: la diferencia entre los indices simples de cada uno de dichos afios, esto es,

AIG (i) =133 () — 133 (D).

Los resultados de aplicar esta expresion a cada uno de los turnos de trabajo se recogen en la
ultima fila de la tabla:

Turnos Turno de manana Turno de tarde Turno de noche

Ponderaciones 0,5

1063 — 101,3 =5

0,35
104 —102,7 =13

0,15
107,4 — 103,77 = 3,7

Variacion absoluta indices simples

Multiplicando la variacién absoluta del indice simple de cada turno por su respectiva pondera-
cidn, en tanto por uno, resulta la repercusion absoluta de cada turno sobre la variacion abso-
luta del indice complejo entre los afios 2003 y 2004, segtn la expresion genérica:

AIB () - w; w;
R‘ZLZAI%U)'T’

! N
Zwi Zwi
i=1 i

i=1
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con lo cual,

= 04 .L: . =
Ry = AIfS (1) — 5.0,5 = 2.5,

Wo

R, = AI% (2) - = 1,3-0,35 = 0,455

w
Ry = AIff 3) - ——— =37 0,15 = 0,555,

S

i=1

cantidades cuya suma es igual a la variacién absoluta del indice complejo.

La participacion relativa porcentual de cada turno sobre la variacion del indice complejo res-
ponde a la expresion general

P, = F?,‘z‘ - 100,
con lo cual,
R 25 _
P, AL - 100 = 351 - 100 = 71,225,
R 0,455 _
P, AL - 100 = 351 - 100 = 12,963
y
R 0,555 _
P, = NG - 100 = 351 - 100 = 15,812,

siendo la suma de las participaciones relativas igual a 100.

En la siguiente tabla figuran las repercusiones absolutas y las participaciones, ambas en por-
centajes, de cada turno en la variacién absoluta del indice:

Turnos Turno de mafiana Turno de tarde Turno de noche
Repercusiones absolutas 2,5 0,455 0,555
Participaciones 71,225 12,963 15,812
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Concluimos, asi, que el indice complejo que mide la evolucién del nimero medio de unidades
producidas por hora y trabajador en toda la cadena de montaje ha sufrido una variacién de
un 3,51 por ciento, teniendo el turno de mafiana una repercusion en este aumento igual a 2,5
por ciento, lo que supone una participacién en términos relativos del 71,225 por ciento; asi-
mismo, la repercusién del turno de tarde en el aumento del indice ha sido de 0,455 por ciento,
que constituye una participacién relativa del 12,963 por ciento; finalmente, el turno de noche
ha repercutido con un 0,555 por ciento en la variacién absoluta del indice complejo, esto es,
con una participacién porcentual de 15,812.

c) Segtin vimos en 4.42, dividiendo la repercusién absoluta de cada turno por el indice com-
plejo del afio 2003 y multiplicando por 100 el resultado, se obtiene la repercusion relativa
de cada turno sobre la variacion del indice, expresada en porcentajes,

Ri 100
ri=—- ,
13
esto es,
R, 2,5 .
n=n 100 = 105,15 - 100 = 2,45,
R, 0,455 B
= 1100 = 75575 - 100 = 0.4
y
R 0,555 B
ry = I - 100 = 102.15 - 100 = 0,54.

Por otro lado, la variacién relativa del indice, o tasa de variacién, entre los afios 2003 y 2004,
en porcentajes, es

0 AL 3,51
1§ = - 100 = - 100 = 3,43,
N [ 102,15

que, como puede comprobar el lector, es igual a la suma de las repercusiones relativas de cada
turno en la variacién del indice.

En la tabla siguiente figuran los valores del indice de precios del consumo de un pais
para los afos 1999 y 2000 con base en el afio 1993, para cada uno de los doce grupos
que lo constituyen, asi como los coeficientes de ponderacion, con base en el mismo
aflo, correspondientes a cada uno.
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Grupo Coeficiente de ponderacién | Indice 1999 | Indice 2000

Alimentos y bebidas no alcohdlicas 20 110 112
Bebidas alcohdlicas y tabaco 3 180 181
Vestido y calzado 11 101 104
Vivienda 12 140 142
Medicina 7 143 145
Menaje 2,7 122 125
Transporte 14,2 127 123
Comunicaciones 2 169 172
Ocio y cultura 8 113 110
Ensefianza 0,8 133 134
Hoteles, cafés y restaurantes 9,5 119 121
Otros 9,8 167 168
Total 100

a) Hallese el indice de precios para los afios 1999 y 2000. ;Cudl es la variacion ab-

soluta del indice entre estos dos afios? ;Y el incremento relativo?

b) Obténgase las participaciones y repercusiones de cada grupo en la variacion ex-

perimentada por el indice entre los afios 1999 y 2000.

SOLUCION

a) Un indice de precios al consumo es un indice complejo ponderado que responde a la ex-

presion general:

N
D26 - w;

o i=1

donde 7} (i) y w; son, respectivamente, el indice de precios y el coeficiente de ponderacién del

grupo i-€simo.

Teniendo en cuenta que, en este caso, son doce los grupos que constituyen el indice, que para
cada uno de ellos se dispone del coeficiente de ponderacion correspondiente a los afios 1999 y
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2000 y que la suma de los coeficientes de ponderacion es igual a 100, los indices de precios de
dichos afios con base en 1993 son:

o _ 11020+ 1803 + 101 - 11+ 140 - 12+ 143 -7+ 12227 + 127 142
I = 100

169-2 +113-8 + 133-08 + 119-9.5 + 167 - 9.8
+ 100

= 127,803

112-20+ 181 -3+ 104 - 11 + 142 - 12+ 145 -7 + 125 -2,7 + 123 - 14,2 n

1% = 100

172-24110-8 + 13408 + 121 -9.5 + 168 - 9.8
+ 100

= 128,572.

La variacién absoluta del indice con base en 1993 entre los afios 1999 y 2000 es
AIY = — I3} = 128,572 — 127,803 = 0,769.
En cuanto a la variacion relativa, su célculo es inmediato, pues

00
JOO = Alg ,
93 199

93

con lo cual,

Q= % — 0,00601,

siendo, por tanto, del 0,601 por ciento el incremento relativo del indice, con base en 1993, entre
los afios 1999 y 2000.

b) La repercusién absoluta del grupo i-ésimo en la variacion absoluta del indice entre los afios
1999 y 2000 es

19 () - w;
Zw

i=1
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Aplicando esta expresion a cada uno de los doce grupos y considerando que la suma de los coe-
ficientes de ponderacion es igual a 100, se obtienen las repercusiones absolutas de cada uno de
los grupos sobre la variacion absoluta del indice:

A w112 - 110020

e N 100
Zwi

i=1

0.4

AI(2)-w; (181 — 180) 3
Ry = —— = 0 = 0,03

Zwi

i=1

AIOO 3 ‘Wl' —_
R, = 03 (3) _ (104 — 10D 11 033

N 100
Z Wi

i=1

_ A @) w142 - 140) 12

. - 00 = 0,24
2w
i=1
AI(5)-w;, (145 — 143) 7
e T
Zwi
i=1
AT (6) - w; (125 — 122) 2,7
6= = 00 = 0,081
2w
i=1
AIOO 7 'Wl‘ —_
- 03 (7) _ (123 -127) 142 _ 0568

N 100
2w

i=1

AIOO 8 ‘Wl' —_
Ry = 03 (8) _ (172 -169) 2 — 0,06

N 100
Zwi
i=1
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AIE(9)-wi _ (110~ 113) 8

N 100
Z wi

i=1

9 =

= —0,24

AI55 (10) - wi (134 — 133) 0.8

N 100
Z w;

i=1

10

= 0,008

AIOO 11 'Wl' —_
R, = 93 (11) _ (a2t 119)9,5:0’19

N 100
2 w;

i=1

AI35(12) - wi _ (168 — 167) 9.8

N 100
Z Wi

i=1

12 —

= 0,098.

Como se puede comprobar, la variacién absoluta del indice entre los afios 1999 y 2000, esto es,
AI'), calculada en el apartado anterior, es igual a la suma de las repercusiones absolutas:

N

Y R, = 0,769.

i=1

Dividiendo las repercusiones absolutas entre el valor del indice para 1999 resultan, segtin se
demostré en el problema 4.42, las repercusiones relativas de cada grupo. Asi, las repercusiones

relativas, en porcentajes, son las siguientes:

rl:%-mo:#ﬁm-loo:%w
,2:%.1002%.1%:0,023
,3:%.1002%.1%:0,258
r4=%.1oo=%~100=0,188
,Sz%.looz%.mo:mw
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Rg

Fe = —oe
N
R,
= —
TR
Ry

Ve = ——
T
Ry

Vo = ——
PI
Ry
rlO_Igg :
Ry
"I
_ Ry
712_182

-1OO=%
-100=%
-100=%
-100=%:§33
100 = 008
o= L1
+100= 13’7(?233

313

- 100 = 0,063
100 = —0,444
- 100 = 0,047
100 = —0,188
- 100 = 0,006

- 100 = 0,149

- 100 = 0,077.

Se comprueba que la suma de las repercusiones relativas,

N
Y r = 0,601

i=1

)

coincide con la variacion relativa del indice, expresada en porcentajes, es decir, con la tasa de

variacion del indice, 193, hallada en

el apartado a).

La participacion de la componente i-ésima del indice en la variacién del mismo es, segiin se
demostr6 en el problema 4.44, igual a

R.

1

A

P

En consecuencia, la participacién, en porcentajes, de cada grupo de bienes es

P, = Ry 100 = 22100 = 52,02
PTOAIR 0,769 ’
R ~ 0,03 _

P, = AT 100 = 076 100 = 3,9
R 033 B

Py = A 100 = 0760 100 = 42,91
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55100 =

——55- 100 =

= Ay
Fs= 539
Po= iy
R,
Y
Py
Fo= Aljgsg
Py = AR;(;’g
e
P, = f%lgg :

Los grupos que mds han influido en la variacién del indice entre los afios 1999 y 2000 han
sido el primer grupo (alimentos y bebidas no alcohdlicas) y el séptimo (transporte).

El primer grupo es el que mds ha contribuido al incremento del indice, ya que su repercusion
del 0,4 por ciento supone una participacion del 52,01 por ciento sobre la variacién total. En sen-
tido opuesto, el séptimo grupo es el que més ha influido en la disminucién del indice, pues su
repercusion de —0,568 por ciento supone, en sentido negativo, una participacion del 73,86 por

ciento en la variacion total.

En la siguiente tabla figuran los coeficientes de ponderacién con base en el afio 1994
del indice de precios al consumo de un pais, asi como el valor del indice en el mes de
febrero del afo 2001 y su tasa de variacién anual, en porcentajes, para cada uno de

——=- 100 =

—— - 100 =

ESTADISTICA DESCRIPTIVA Y CALCULO DE PROBABILIDADES

0,24

100 = 559+ 100 = 31,21

-100 = 0(?’71649 100 = 18,21
%- 100 = 10,53
_()?7’228 100 = —73,86
0?;0669 100 = 7,8

100 = 82’6294 100 = —31,21
8:223 -100 = 1,04

-100 = O(?’71699 100 = 24,71

100 = 8:(7)22 - 100 = 12,74.

los ocho grupos de bienes utilizados para la elaboracién del indice.
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Grupo Coeficiente de ponderacién Indice febrero 2001 | Tasa variacién anual
1 19,05 124,0 4,7
2 12,32 1349 33
3 11,25 156,8 2,6
4 9,76 122,7 44
5 14,02 111,1 2,8
6 8,68 1473 22
7 9,03 123,6 1,4
8 15,89 148,5 1,1

a) Hallese el indice de precios al consumo del mes de febrero del afio 2001 con base

en 1994.

b) Obténgase, para cada grupo, el indice del mes de febrero del afio 2000.

¢) Determinense las repercusiones de cada grupo en la variacién experimentada por
el indice entre febrero de 2000 y febrero de 2001. Calcilese la participacion del
grupo 5 en dicha variacion.

d) Calciilese la tasa de variacién anual del indice de precios al consumo para el mes
de febrero del ano 2001.

SOLUCION

a) Elindice de precios al consumo es un indice complejo ponderado de los indices simples de
precios de cada grupo de bienes:

i=1
101=
94 N

2w

i=1

N
280 - w,

Sustituyendo por los datos de la tabla y teniendo en cuenta, como puede comprobarse, que la
suma de los coeficientes de ponderacion es igual a 100, resulta:

01 —
194_

14,02 - 111,1 + 8,68 - 147,3 + 9,03 - 123,6 + 15,89 - 148,5

100

100

19,05 - 124 + 12,32 - 134,9 + 11,25 - 156,8 + 9,76 - 122,7 n

= 132,98.
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b) Considerando que, por definicién, la tasa de variacién anual entre febrero del afio 2000 y
febrero del afio 2001, expresada en tanto por uno, del indice del grupo i-ésimo es

18} (i)
A OO N

18 ) =
se obtiene, despejando, el indice del mes de febrero de 2000 de dicho grupo:

I()l ;
1 =20
I3 () +1

Sustituyendo por los datos de la tabla resulta, entonces, el indice del mes de febrero para cada
grupo:

1%
19 (1) = - s 124 =118,4
GM+1 0047 +1
1% 2
19(2) = - 02 _ 1349 = 130,6
G@+1 0033+1
1% (3
ey =D 1568 g
943 +1 0026 +1
18} 4
ey = B 12Ty,
1@ +1 0044 +1
184 (5
19(5) = = 20) _ LI = 108,1
946G +1 0028 +1
18} (6
e = 2O 13,
I3%@®+1 0022+1
1% (7
oy =186y

197 +1 0014 +1

I@®) 1485
19@®) +1  0011+1

IR (8) = = 146,9.

¢) Larepercusion absoluta del grupo i-ésimo en la variacién absoluta del indice entre los me-
ses de febrero de los afios 2000 y 2001 responde a la expresion:

_ AIS) (i) - w;

N
Zwi
i=1

R.

i s
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donde AI§} (i) es la variacién absoluta del indice del grupo i-ésimo entre los dos periodos con-
templados, esto es,

ALY (i) =19} (i) — 139 (i).
En la tabla siguiente figuran los indices de precios para el mes de febrero de los afios conside-

rados, asi como la variacién absoluta y la repercusién absoluta de cada grupo, calculadas segin
las expresiones anteriores.

Grupo Indice febrero 2000 | Indice febrero 2001 Variacién absoluta | Repercusién absoluta
1 1184 124,0 5,6 1,067
2 130,6 1349 43 0,530
3 152,8 156,8 4 0,450
4 117,5 1227 52 0,507
5 108,1 111,1 3 0,421
6 1441 1473 32 0,278
7 121,9 123,6 1,7 0,153
8 146,9 148,5 1,6 0,254

Por lo que respecta a las repercusiones relativas, hay que dividir cada una de las absolutas entre
el valor del indice en el mes de febrero de 2000, 19, indice del que no se dispone explicita-
mente pero que es posible obtener.

Como recordard el lector, la suma de las repercusiones absolutas es igual a la variacién abso-
luta del indice, con lo cual, en este caso,

N
Y R, = 3,66 = AIS},

i=1

y, a su vez, por definicién de variacidn absoluta,
01 — 701 _ 700
AI 94 — 194 I 94>

por lo que, conocidos los valores de la variacién absoluta y del indice del mes de febrero del
afno 2001, se tiene que

199 =19} — AI} = 132,98 — 3,66 = 129,32.
En definitiva, las repercusiones relativas de cada componente, en porcentajes, son:

_ R, 1,067
=700 100=75633

- 100 = 0,825
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R 0,53

r,= 1—83 100 = 12932 100 = 0,41

= %. 100 = 1(2)’;22 100 = 0,348
= IR_S?} 100 = 102’3?372 -100 = 0,392
= IR_g;} 100 = 102"9"2312 .100 = 0,326
o IR_gﬁg 100 = 102’3’7382 -100 = 0,215
r7=1%- 100=%§32- 100 = 0,118
o = IR_ggg 100 = 102’5;5;42 100 = 0,197.

Por ultimo, la participacion, en porcentaje, del quinto grupo de bienes en la variacion del indi-
ce entre los periodos considerados es

R
5100 2 0421

Ps =arg 3.66

- 100 = 11,50,
con lo cual, el grupo 5 ha influido en la variacién del indice con una repercusion del 0,421 por
ciento, que supone una participacién del 11,50 por ciento.

d) Por definicidn, la tasa de variacién anual df;l indice de precios al consumo entre el mes de
febrero de 2000 y el mismo mes de 2001, 19}, es

Sustituyendo, entonces, los valores del indice para el mes de febrero de los afios 2000 y 2001,
hallados en los apartados a) y ¢), respectivamente, resulta:

o 132,98
Ios = 12932

1 =0,0283,

es decir, una tasa de variacién anual del 2,83 por ciento.

Puede comprobar el lector que la suma de las repercusiones relativas obtenidas en el aparta-
do ¢) es igual a la tasa de variacion anual del indice.



Capitulo 5

Analisis clésico de series de tiempo

Rincipales conceptos y resultados

Una serie temporal es el conjunto de observaciones de una variable en diferentes periodos de
tiempo. En el andlisis de una serie de tiempo la variable se explica exclusivamente por su his-
toria, es decir, cada dato estd determinado por el simple paso del tiempo.

La teoria clasica en el andlisis de las series temporales se basa en que cada observacion de la
variable es el resultado de la accién conjunta de cuatro componentes':

» Tendencia o componente a largo plazo de la serie, 7.

* Ciclo o componente a medio plazo, c.

* Variaciones estacionales de periodicidad corta, e.

* Componente accidental o residual sin periodicidad reconocida, a.

Considerando N periodos de tiempo divididos en k subperiodos, la observacion genérica de la

variable Y, y;, (i = 1, ..., N; j = 1, ..., k), se obtiene como

Yij = Tij + Cij + €ij + dijs

si optamos por un esquema aditivo.

! El andlisis de las series de tiempo ha experimentado un gran avance en las dltimas décadas, a partir de los trabajos
de Box y Jenkins basados en el concepto de proceso estocastico. Con el andlisis clasico de las series temporales se
pretende una aproximacion al conocimiento de la evolucién en el tiempo de una variable, mediante la descripcién de
las componentes de la serie.
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Por el contrario, con un esquema multiplicativo tendremos que las cuatro componentes se rela-
cionan segtin el modelo?:

Yij = T - ¢ e toa;
Cuando las observaciones de la variables estan referidas a periodos, sin consideracién de sub-
periodos dentro de los mismos, denotaremos por? y, al dato del periodo .

El estudio descriptivo de una serie de tiempo pretende aislar las distintas componentes de la
fmad
misma®.

El método mecanico de las medias méviles es un procedimiento para aislar la tendencia de la
serie, suavizandola al eliminar oscilaciones’, mediante el c4lculo de las denominadas medias mévi-
les®. La media mévil de orden 2/ + 1 de la observacion y, responde a la expresion:

= _ Yi=h Tttty Tyttt yt+h‘
Vi 2 h+1

Si el ndmero de observaciones consideradas es impar, las medias moviles estan centradas. Si,
por el contrario, promediamos un niimero par de observaciones, las medias méviles aparecerdn
descentradas, siendo necesario centrarlas, promediando, esta vez de dos en dos, los valores de
la serie de medias méviles descentradas.

El método analitico de los minimos cuadrados consiste en estimar la tendencia mediante la
regresién minimo-cuadratica de la variable con respecto al tiempo. Puesto que lo més habitual
es contar con mds de una observacion por periodo, lo correcto es realizar la regresiéon de los
valores medios de cada periodo de la variable sobre el tiempo expresado en periodos, obvian-

2 La eleccién de uno u otro esquema se basa en métodos empiricos aplicados sobre la componente estacional. Uno
de los métodos mas utilizados consiste en calcular los valores medios y las desviaciones tipicas de las observaciones
correspondientes a cada periodo y obtener el ajuste lineal entre estas nuevas variables; una linea prdcticamente
paralela al eje horizontal es indicativa de esquema aditivo.

En cualquier caso, las series correspondientes a magnitudes econdmicas suelen regirse por el esquema multiplica-
tivo.

Notese, también, que, por su naturaleza errdtica, la componente accidental no ha de tener relacién con el resto de las
componentes, con lo cual, su influencia sobre la observacién debe ser aditiva.

3 Al no disponer de observaciones de la variable en los subperiodos, no es posible estudiar la componente estacional
cuya periodicidad es inferior a un periodo.

4 En este capitulo estudiamos los métodos descriptivos habitualmente utilizados para aislar la tendencia y el ciclo
conjuntamente, esto es, la denominada componente extraestacional, también llamada componente a largo plazo, asi
como la componente estacional. El aislamiento del ciclo y de la componente accidental requiere el empleo de técni-
cas mds complejas que superan los objetivos de esta obra.

3 Cuando la serie tiene componente estacional, con este modo de actuar eliminamos, ademas de esta componente,
parte de la componente accidental, queddndonos con la componente extraestacional. En cualquier caso, para series
desprovistas de componente estacional, también emplearemos el método de las medias méviles como intento de des-
prendernos de la componente ciclica.

¢ Al promediar observaciones contiguas, y dado que las componentes estacional y residual tienen signos opuestos de
unos periodos a otros debido a su corta duracién, conseguimos eliminar estos tipos de fluctuaciones.
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do en el andlisis la existencia de componente estacional. Resultard, asi, la ecuacién de la rec-
ta’ de tendencia,

§i~ =a + b * i,
donde y;. es el valor medio del periodo i-ésimo.

Cuando en la estimacién de la recta de tendencia se obtiene y;. = a, esto es, una recta paralela
al eje horizontal, el modelo se denomina estacionario o de media constante.

El método de las relaciones (razon o diferencia, segiin que el esquema sea multiplicativo
o aditivo) a la media mévil, que permite la obtencién de la componente estacional, consta de
las siguientes fases:

* Se halla la serie de tendencia® mediante el procedimiento de cdlculo de las medias méviles
con el objeto de eliminar distorsiones debidas a la componente estacional.

* Si el esquema es multiplicativo (aditivo) se dividen (restan) las observaciones de la serie original,
Yij» POr las correspondientes observaciones de la serie de tendencia, obteniéndose, asi, una nueva
serie de observaciones, y';, que corresponden solamente a las componentes estacional y residual.

* Para eliminar la componente residual de la nueva serie se calcula la media aritmética de cada
uno de los subperiodos, esto es, para todo j,

_ 1
V= N‘Z Vi

i=1

* Se obtiene la media global:
1y
e
i=

* Si el esquema es aditivo, la componente estacional, expresada en las mismas unidades que la
variable®, del subperiodo j-ésimo se obtiene restando, segin la expresién genérica:

* Si el esquema es multiplicativo, la componente estacional genérica, coeficiente adimensio-
nal'o, es

7 La representacion grafica de la serie de tiempo puede sugerir una tendencia no lineal, siendo en tales casos mas
adecuado el ajuste funcional que mejor refleje dicha tendencia. Es frecuente, sin embargo, que las series econémicas
presenten tendencia lineal.

8 En realidad, la componente a largo plazo, constituida por tendencia y ciclo. Véase nota 4.
° Cuando el esquema es aditivo, todas las componentes estdn expresadas en las mismas unidades que la variable.

10" En un esquema multiplicativo las componentes estacional, ciclica y accidental son adimensionales.
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Es frecuente, en este caso, expresar la componente estacional en tanto por ciento, obteniéndo-
se el denominado indice de variacién estacional, cuya expresion genérica es

I;=e; - 100.

j
El método de las relaciones de las medias de cada subperiodo con respecto a la tendencia
permite, también, la identificacién de la componente estacional y consta de las siguientes fases:

* Se calculan las medias de cada subperiodo, segiin la expresidn genérica:

I
Y= Ngl Yije

* Se corrigen las medias anteriores por la tendencia, eliminando la variacién debida tnica-
mente al paso del tiempo. Para ello, y una vez estimada la tendencia por el método de los
minimos cuadrados, se resta de cada media la proporcién del incremento de todo el periodo
que corresponde a cada subperiodo que ha transcurrido; la media corregida del subperiodo
J-€simo se calcula como

—~ - b,
Y=y G= D,

donde b/k es la variacién que se produce en el valor medio del subperiodo por el paso de un
subperiodo.

Se halla la media global corregida, esto es, el promedio de las medias corregidas:

S (RS
Y =7 .Zl 3.
J =

* Si el esquema es aditivo, la componente estacional del subperiodo j-ésimo se obtiene por
diferencia!,

proporcién de variacién sobre el valor global medio de una observacién por pertenecer a un
subperiodo determinado.

Aligual que en el método de las relaciones a la media mdvil, expresando la componente esta-
cional en porcentajes, se obtiene el indice de variacidn estacional.

' Nétese que estamos considerando, por un lado, la tendencia y la componente ciclica conjuntamente y, por otro, esta-
mos ignorando la posible existencia de componente accidental.
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APLICACION DE CONCEPTOS Y DEMOSTRACION DE RESULTADOS

5.1 Un consultorio psicopedagégico desea estudiar la evolucion que, desde su inaugura-
cién, se ha producido en el nimero de clientes que han acudido al mismo.

La siguiente tabla recoge el nimero de personas, en miles, que anualmente han acudido a la
consulta desde 1990.

Afios N.° pacientes
1990 7,30
1991 7,50
1992 8,40
1993 8,80
1994 9,12
1995 9,80
1996 10,22
1997 10,95
1998 11,31
1999 11,70
2000 12,04
2001 12,77
2002 13,50
2003 14,60
2004 17,20

a) Represéntese graficamente la serie de tiempo.
b) Calcilese la tendencia, utilizando el método de los minimos cuadrados ordinarios.

¢) Sino se produce un cambio en la estructura de la serie, ;qué nimero de pacien-
tes se prevé que acuda en el afio 2006?

d) Analicese la fiabilidad del resultado obtenido.

SOLUCION

a) Tenemos un conjunto de observaciones de la variable Y, nimero de personas, en miles, que
anualmente han acudido a un consultorio psicopedagdgico en diferentes periodos de tiem-
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po, como son los dltimos quince afios; se trata, por tanto, de una serie temporal de la va-
riable Y.

La representacion gréfica de la serie temporal estd formada por pares de puntos, (%, y,), corres-
pondiendo la primera componente al periodo de tiempo —en este caso el afio— y la segunda
a la observacidn de la variable en dicho afio.

Dibujamos, por tanto, unos ejes de coordenadas, donde el eje de abscisas es para los periodos
de tiempo y el eje de ordenadas para los valores de la variable.

Y

1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 ¢

Si, en lugar de datos anuales, es decir, observaciones de la variable referidas a un periodo de
tiempo, hubiéramos dispuesto de datos correspondientes a subperiodos (semestres, cuatrimes-
tres, trimestres o meses), la serie de tiempo mostraria oscilaciones de periodicidad inferior al
afio debidas a la componente estacional. Con la informacién disponible no seria posible, por
tanto, realizar un estudio de dicha componente para la variable considerada.

b) La existencia de una tendencia lineal sugerida por la representacién grafica de la serie de
tiempo conduce a la estimacién de la recta de regresion de la variable Y con respecto al
tiempo,

yw=atb-t

donde los pardmetros a y b se hallan mediante aplicacién del criterio de los minimos cuadra-
dos; es necesario comentar que, aunque el procedimiento de regresion es el mismo que hemos
seguido con dos variables cualesquiera en el capitulo 2, en esta ocasidn no es nuestra intencién
explicar la variable Y a partir del tiempo, sino unicamente en funcién de su propio comporta-
miento en el tiempo.

Los valores tedricos resultantes de este ajuste lineal son los valores de tendencia de la serie de
tiempo.

Para la obtencidén de la recta de regresion se transforman las observaciones de la variable tiem-
po, pasandode rat — o = t', donde o es el periodo que ocupa la posicidn central; de este modo,
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se logra que la media de la variable transformada sea cero, con la consiguiente simplificacién
de las operaciones. Obtendremos, asi, los pardmetros de la recta de regresion,

yvy=a+b-t,

cont' =1t — 1997, en este caso.

En la siguiente tabla aparecen los cédlculos intermedios que permitirdn la obtencién de los
momentos no centrales y centrales necesarios para realizar el ajuste: ademas de las dos prime-
ras columnas correspondientes a las dos variables de partida, la tercera columna contiene las
observaciones de la variable transformada que, como puede verse en la tltima casilla de dicha
columna —suma de los valores de la misma—, tiene media cero; la cuarta y quinta columna
contienen, respectivamente, los cuadrados de las observaciones de la variable transformada y
de la variable Y; finalmente, en la sexta columna figuran los productos de las observaciones de
ambas variables.

2

t v, t' i y; v, t'
1990 7,30 =7 49 53,2900 —=51,10
1991 7,50 -6 36 56,2500 —45,00
1992 8,40 =5 25 70,5600 —42,00
1993 8,80 —4 16 77,4400 —35,20
1994 9,12 -3 9 83,1744 —217,36
1995 9,80 =2 4 96,0400 —19,60
1996 10,22 -1 1 104,4484 —10,22
1997 10,95 0 0 119,9025 0,00
1998 11,31 1 1 127,9161 11,31
1999 11,70 2 4 136,8900 23,40
2000 12,04 3 9 144,9616 36,12
2001 12,77 4 16 163,0729 51,08
2002 13,50 5 25 182,2500 67,50
2003 14,60 6 36 213,1600 87,60
2004 17,20 7 49 295,8400 120,40

165,21 0 280 1 925,1959 166,93

Las expresiones de las estimaciones de los pardmetros de la recta de regresion estudiadas en el
capitulo 2 se adaptan al contexto de las series de tiempo, de modo que el coeficiente de regre-
sién de la recta es
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y el término independiente:
a=y—>b-t.

La eleccidn de la variable transformada ¢' hace que' el célculo, tanto de su varianza como de la
covarianza de las variables, se simplifique. Asi, si N es el ndmero de periodos,

1 - - _ 1 __ 1
Sz:y,:ﬁzf"yt—t'-ytZNZt‘-yt—O'y=NZz'-y,

S%Z%Zt'z—2'22%21"2—02%21"2.

En definitiva, los coeficientes de la recta de tendencia son:

1 .
R XY 16693

I T

= 0,596

165,21
15

a=y = 11,014.
Por tanto, la ecuacién de la recta de tendencia resulta:
y, = 11,014 + 0,596 (+ — 1997).
Habriamos llegado a idéntico resultado partiendo del sistema de ecuaciones normales que,

como puede comprobar el lector, adaptando las notaciones del capitulo 2 en la regresion de la
variable Y sobre la variable transformada ¢', es

Zy,ZN-a—i-bZt'
Zt'-y,=a2t'+bzt'2.

! Prescindiremos de los indices de los sumatorios para evitar complicar las notaciones; en cualquier caso, estos
sumatorios se extienden a todas las observaciones de cada variable. Con idéntico fin hemos empleado mintsculas
para designar las variables en las expresiones de los momentos.
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Puesto que Z t'= 0, el sistema anterior queda reducido a

Zy,=N-a
Zl‘"y,: bztlz,

de donde se despejan lo valores de a y de b.

¢) Si suponemos que la tendencia se mantiene a lo largo del tiempo, la previsién del nimero
de pacientes para 2006 serd, sustituyendo en la recta de tendencia el valor de dicho afio,

Vie = 11,014 + 0,596 (2006 — 1997) = 16,378 miles de pacientes.

d) Para analizar la fiabilidad del resultado anterior, calculamos el coeficiente de determina-
cion lineal, medida de la bondad del ajuste en la regresion lineal efectuada:

S,

2 1y

T s
r’ Yt

Puesto que la covarianza entre las variables es

1 , 166,93
S,,y[:ﬁz“r-y,z 5 = 11128,

y las varianzas

§2 = %Zﬂ = % = 18,67

8= Tyi-y =2 o1 = 704,

el coeficiente de determinacion lineal resulta ser

, 11,128

" T 1867 - 7.04

= 0,942,

de lo cual se concluye que la prediccion es razonablemente fiable.

Un estudio destinado a analizar la evolucién experimentada por el nimero de vivien-
das nuevas construidas en una ciudad, cuyo desarrollo urbanistico se ha producido
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fundamentalmente en los dltimos veinte afios, arroja, entre otros, los datos que figu-
ran en la siguiente tabla.

Afo N.° viviendas nuevas
1985 1 100
1986 2 000
1987 800
1988 500
1989 1 800
1990 450
1991 800
1992 1500
1993 920
1994 1 400
1995 800
1996 1400
1997 850
1998 1500
1999 1225
2000 1 600
2001 700
2002 1 800
2003 1 350
2004 2 000

Obténgase la serie de tendencia aplicando el método de las medias méviles, bajo el supuesto
de que esta variable tiene oscilaciones ciclicas de periodo igual a 5 afos.

SOLUCION

El método de las medias méviles consiste en suavizar la serie quitando las oscilaciones; en este
caso, al tratarse de datos anuales y no existir, por tanto, componente estacional en esta serie,
nuestro objetivo serd eliminar las oscilaciones ciclicas que presenta la variable, para lo cual
hallaremos medias méviles de orden 5.

La obtencién de una media mévil de una observacion de la variable consiste en sumar dicha
observacion con las inmediatamente anteriores y posteriores, dividiendo el resultado por el
nimero de observaciones consideradas; se trata, por tanto, de una media aritmética de obser-
vaciones. La expresién genérica de la media movil de orden 5 de la observacién y,, es

_ Y2 TVt Yyt Y T Vi
, ,
5
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siendo la primera media mévil de la serie la correspondiente a la tercera observacién de la
variable y la dltima media mévil a la antependltima observacion.

La aplicacién de la expresion anterior a los datos de la variable Y, nimero de viviendas nuevas
construidas en una ciudad, conduce a la obtencién de la serie de medias méviles que aparece
en la siguiente tabla:

Afio Media mévil
1985 —
1986 —
1987 1240
1988 1110
1989 870
1990 1010
1991 1094
1992 1014
1993 1084
1994 1204
1995 1074
1996 1190
1997 1155
1998 1315
1999 1175
2000 1365
2001 1335
2002 1490
2003 —
2004 —

Asi, por ejemplo, la media mévil de la observacion de la variable en el afio 1995, esto es, de
Y11, se calcula como

95 — -
5 5

=1074.

Como se ve, el método mecdnico de las medias mdviles conduce a una pérdida de observacio-
nes como consecuencia de la obtencién de promedios.

En la gréfica aparecen dos representaciones: la linea poligonal que une los pares de puntos
(t, y,) es la serie de tiempo de la magnitud estudiada, mientras que la poligonal que une los
pares de puntos (¢, y,), mucho mas suave que la anterior y mds corta, como consecuencia de la
pérdida de observaciones, es la linea de tendencia.
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Vi

t

1985 1986 1987 1988 1989 1990 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004

Obténgase la ecuacién de ajuste de una tendencia potencial:

y, =a-t"

SOLUCION

Para estimar a y b, utilizando el procedimiento de los minimos cuadrados ordinarios, el méto-
do mads sencillo consiste en linealizar la ecuacion anterior, seglin vimos en el capitulo 2 en rela-
cion a la regresion entre dos variables X e Y. En efecto, tomando logaritmos neperianos, se tiene
la ecuacién:

Iny,=Ilna+b-Int.

A partir de ella, haciendo los cambios de variable:

y;=Iny,

t'=1Int,
y denotando por ¢ = In a (a > 0), resulta la ecuacion lineal:
yi=c+b-t.

Hemos pasado, por tanto, de una tendencia potencial a una tendencia lineal, con lo cual, apli-
cando minimos cuadrados, se estiman los coeficientes de la ecuacion anterior del modo habitual:

St',yl

b= 52
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c=y —b-t,
quedando también estimados los coeficientes de la ecuacién de tendencia potencial, ya que

a = exp(c).

Hiéllese la ecuacién de ajuste de una tendencia exponencial:

y,=a-b.

SOLUCION
Procediendo igual que en el problema anterior, se linealiza la ecuacién de tendencia:
Iny,=Ina+¢-Inb.

Haciendo el cambio de variable

yr=1Iny,
y denotando por
c=Ina
y
d=1nb,

con a, b > 0, se obtiene la estimacion de los coeficientes de la ecuacion de ajuste de una ten-
dencia exponencial:

b= = LY
exp(d) exp( 52 )

a = exp(c) = exp(y' — d - 7).

El canal de televisién privado Antena Norte ha realizado un estudio sobre la evolu-
cién de la audiencia en un periodo de 20 afios con los siguientes datos, en millones,
correspondiente al nimero de telespectadores:
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N.° telespectadores
6
7
8
9

10
14
18
16
17
24
22
26
30
34
38
42
46
50
54
61

a) Obténgase, mediante el método de las medias méviles con periodo igual a 3, la
serie suavizada.

b) Ajistese una recta de tendencia a la serie suavizada.

SOLUCION

a) Puesto que los datos son anuales no existe componente estacional en esta serie, con lo cual,
el cdlculo de las medias moviles servird para suavizarla, eliminado otras oscilaciones como
pueden ser las debidas a las componentes ciclica y accidental.

La obtencién de las medias méviles de orden 3 aplicando la expresion

— YTyt
A

conduce a los resultados que figuran en la segunda columna de la tabla siguiente:
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Afios Media mévil
1 _
2 7
3 8
4 9
5 11
6 14
7 16
8 17
9 19

10 21
11 24
12 26
13 30
14 34
15 38
16 42
17 46
18 50
19 55
20 —

b) Hallamos, a continuacidn, la recta de tendencia de las medias méviles,
y=a+b-t

con la aplicacién del criterio de los minimos cuadrados, cuyos célculos de apoyo aparecen
recogidos en la tabla siguiente:

t Vi 2 yi r-y;
1 7 1 49 7
2 8 4 64 16
3 9 9 81 27
4 11 16 121 44
5 14 25 196 70
6 16 36 256 96
7 17 49 289 119
8 19 64 361 152
9 21 81 441 189
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t Vi 1 yi Y
10 24 100 576 240
11 26 121 676 286
12 30 144 900 360
13 34 169 1156 442
14 38 196 1444 532
15 42 225 1764 630
16 46 256 2116 736
17 50 289 2 500 850
18 55 324 3025 990
171 467 2109 16 015 5786

Se obtienen, asi,

Ly5-7.5=27860 1711 467 _ 551 44— 95.2594 = 7501

555N 18 18 18

Sj= g Xr -1 =2 - 957 = 2691,

donde N es el nimero de afios e y es la media de las observaciones de la serie de medias mévi-
les.
En definitiva, los coeficientes de la recta de tendencia son

_ Sy, _ 75,01
§2 2691

= 2,787

a=y —b-1=2594—2787-9,5=0,5365,
con lo cual, la recta de tendencia es
y, = 0,5365 + 2,787 - ¢.

En la siguiente grafica se representan la serie de medias mdviles y la recta de tendencia.
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i

Demuéstrese que, utilizando un esquema multiplicativo,

k

j=1
SOLUCION

Por definicién de componente estacional, para cualquier subperiodo j, se tiene que

V'
e..= =
Y

donde, y'; es la media del subperiodo e y' la media global, esto es, la media de las medias ante-
riores. Estas medias son las que se derivan de los métodos de obtencién de la componente esta-
cional a partir de un procedimiento de ajuste de tendencia o de medias moviles.

Por tanto,

Ahora bien,

con lo cual, despejando,
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y sustituyendo, resulta que

SOLUCION

Por definicién de componente estacional se tiene que, para cualquier subperiodo j,

e; =Y,
donde y'; e y' son, respectivamente, la media del subperiodo y la media global correspondien-
tes al método de obtencién de la tendencia utilizado. Por tanto, sustituyendo y operando con
sumatorios, se obtiene que

~

k k
Ze Z(y,—§'>= Y V-2 y=2y,—k-y =0,

j=1 j=1 Jj=1 j=1 Jj=1

ya que

segin se demostré en el problema anterior.

Con objeto de organizar la zona de aparcamientos en un gran centro comercial, si-
tuado a las afueras de una ciudad, la direccion del centro ha estudiado la evolucion
del ndmero de vehiculos, en miles, que han estacionado en el periodo 2000-2004, ob-
teniéndose los siguientes datos.

Trimestres 2000 2001 2002 2003 2004
1 16 15 17 20 30
2 20 24 25 34 40
3 25 25 27 32 60
4 35 40 51 58 70

Eliminese la influencia de la componente estacional, suponiendo un esquema multiplicativo.
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SOLUCION

Antes de desestacionalizar la serie, es decir, de eliminar la componente estacional, comproba-
remos que las componentes de la misma se relacionan bajo un esquema multiplicativo; para
ello se recogen en la siguiente tabla las medias y las desviaciones tipicas de las observaciones
de cada afio.

Afios Medias Desviaciones tipicas
2000 24 7,11
2001 26 8,97
2002 30 12,69
2003 36 13,78
2004 50 15,81

Por ejemplo, la media del afio 2003, que toma el valor 36, se ha obtenido calculando la media
aritmética de las observaciones 20, 34, 32 y 58, siendo 13,78 su desviacion tipica.

Se comprueba que el coeficiente de regresion de la recta de regresion de las desviaciones tipi-
cas sobre las medias es b = 0,31, valor indicativo de que la desviacién tipica crece moderada-
mente al crecer la media, aumentando, por tanto, la amplitud de las oscilaciones de la serie a
lo largo del tiempo, lo cual justifica la hipétesis de un esquema multiplicativo.

A partir de aqui procederemos a eliminar la componente estacional de la serie, mediante el
método de las relaciones de las medias de cada subperiodo, en este caso trimestres, con res-
pecto a la tendencia. A grandes rasgos, este procedimiento consiste en comparar los valores
medios de cada subperiodo con la media de todas las observaciones, considerando que, si no
existiera estacionalidad, ambos valores coincidirfan. Con el fin de eliminar la influencia que el
paso del tiempo tiene en la estacionalidad, en primer lugar, se corrigen estas cantidades a par-
tir de un ajuste de tendencia realizado previamente.

La descripcion del método requiere la formalizacion de los conceptos. Asi, supondremos que y;;
es la observacion genérica de la serie de tiempo, donde i, i = 1, ..., N, es el periodo al que esta
referida la observacién y j, j = 1, ..., k, el subperiodo dentro periodo inicial. Generalmente los
periodos son afios, refiriéndose el primer subindice al afio concreto al que corresponde la obser-
vacidn; los subperiodos suelen ser meses, trimestres, cuatrimestres o semestres.

La primera etapa del procedimiento de desestacionalizacidn consiste en obtener la ecuacion de
tendencia, para lo cual calculamos los valores medios de cada periodo, media aritmética de las
observaciones referidas al mismo, segtin la expresion genérica:

S
yi-:zAZyij’

j=1
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que, en esta ocasion, se traduce en

Obsérvese que estos valores ya fueron hallados al principio del problema a la hora de discutir

00-

Yoi. =

y02~

§03-

Yos.

16 +20 + 25 +35 _

4

15+24+25+40 _

4

17 +25 +27+51 _

4

20 + 34 +32 + 58 _

4

30 +40+60+70 _

4

24

26

30

36

50.

el tipo de esquema de relacion entre las componentes de la serie de tiempo.

A continuacién, se estiman los pardmetros de la recta de regresiéon minimo cuadrética de los
valores medios anuales por trimestre con respecto al tiempo,

donde i' =i — 2002.

yi=a+b-i,

Sirva la siguiente tabla de apoyo en la realizacién de los cdlculos necesarios:

i i'=i— 2002 3. i” ¥ i i
2000 -2 24 4 576 —438
2001 -1 26 1 676 -26
2002 -0 30 0 900 0
2003 1 36 1 1296 36
2004 2 50 4 2 500 100

0 166 10 5948 62

Como Z i' = 0, a partir del sistema de ecuaciones normales, se obtiene, seglin vimos en el pro-

blema 5.1, el sistema simplificado:

zyL:N'

ity =bY.i?
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cuya resolucién conduce a los valores estimados:

XN e

Zl"Z B 10 B

b 6,2,

pendiente y
1 — 166
a=— . =——=1332,
N2V = s
término independiente de la recta de tendencia, respectivamente, siendo, por tanto,

yi. =332+ 6,2 (i — 2002),

la ecuacion de dicha recta.

La siguiente etapa del método consiste en calcular las medias de cada subperiodo, y.;, que, en
la situacién que nos ocupa, serdn las medias trimestrales:

Yo é(16+ 15 + 17 + 20 + 30) = 19,6

Y2 %(20 +24 + 25+ 34 +40) = 28,6

Y3 %(25 + 25+ 27+ 32+ 60) =338

?,4=%(35 + 40 + 51 + 58 + 70) = 50,8.

A continuacién se corrigen las medias de cada subperiodo con la eliminacion de la variacion
debida al paso del tiempo. Esta etapa del método consiste en restar a cada media la proporcion
que, sobre el efecto total del periodo, representa el hecho de encontrarse en un subperiodo con-
creto; el resultado de esta correccidn son las llamadas medias corregidas de cada subperiodo:

Obsérvese que b es la pendiente de la ecuacién de tendencia, es decir, el incremento que sufre
el valor medio del periodo cuando la variable tiempo aumenta una unidad, es decir, un perio-
do, con lo cual, al subperiodo j le corresponde una proporcion del incremento total, b, igual a
(j — D/k; asi, por ejemplo, al primer subperiodo le corresponde una proporcién de incremento
igual a cero, pues todavia no ha transcurrido ningin subperiodo, siendo, por ello, y'; = y.,.
Merece también la pena resefiar que este proceso de correccion presupone que el incremento
total se reparte uniformemente a lo largo del periodo.
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La medias trimestrales corregidas son

o 6,2
YYo=y, - 4 1-1)=196
Y2=Yo— 6412 2—1)=127,05

_ 6,2
Y3=Yys— - G- 1D =307

Vie=V4-— % @ — 1) = 46,15.

Seguidamente habremos de comparar cada una de estas medias corregidas con la media de
todas ellas, media global corregida,

ya que, si no existiera estacionalidad, es decir, si no influyera el hecho de que la observacién
pertenezca a uno u otro periodo, todas las medias corregidas serfan iguales entre si y, en con-
secuencia, iguales a la media global.

Asi, en la tltima etapa del método se calcula la proporcioén que sobre la media global repre-
senta cada una de las medias corregidas de cada subperiodo, esto es,

siendo esta proporcién de aumento o disminucién debida, precisamente, a la existencia de esta-
cionalidad.

A partir de estos cocientes se obtienen el indice de variacion estacional para cada subperiodo,
cuya expresion genérica es

porcentaje de aumento o disminucién sobre el valor medio global corregido que tiene una
observacion por pertenecer al subperiodo j.

El promedio de las medias trimestrales corregidas, esto es, la media global corregida, es, en
este caso,

_ 3 +_l +_Y _"__l
¥ = YiTYa . Y3 T Va4 _ 30,875,
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con lo cual, las componentes estacionales de los subperiodos son

€1 % - 3(1),98’35 = 0,635
e, = % - 3207’330755 = 0,876
s = % - % — 0,994
¢4 = % - ;06,§1755 = 1,495,

y los indices de variacién estacional:

I, =e,-100 = 0,635- 100 = 63,5
L =e,-100 = 0,876 - 100 = 87.6
I, = e - 100 = 0,994 - 100 = 99,4

I, =e4-100 = 1,495 - 100 = 149,5.

La interpretacion de estos indices es clara. Por ejemplo, el hecho de que una observacion per-
tenezca al tercer trimestre hace que tenga un valor de un 100 — 99,4 = 0,6 por ciento inferior
al valor que tendria en el caso de que no existiera estacionalidad; igualmente, si la observacién
corresponde al cuarto trimestre, su valor es un 149,5 — 100 = 49,5 por ciento superior al que
tendria si no influyera el hecho de pertenecer a un trimestre u otro.

Ademads, segiin se demostr6 en 5.6, la suma de las componentes estacionales es, en este caso,
4, numero de subperiodos de cada periodo.

Dividiendo cada observacion de la serie de tiempo por la componente estacional de cada uno
de los trimestres, resultan las observaciones de la serie desestacionalizada. De este modo, la
observacién del trimestre j del afio i se obtiene mediante la expresion:

e. j '
que, aplicada a los datos del problema, proporciona los resultados que figuran en la siguiente
tabla.
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Trimestres 2000 2001 2002 2003 2004
1 25,20 23,62 26,77 31,50 47,24
2 22,83 27,40 28,54 38,81 45,66
3 25,15 25,15 27,16 32,19 60,36
4 23,41 26,76 34,11 38,80 46,82

Asi, por ejemplo, la observacién del segundo trimestre del afio 2003, una vez eliminada la
influencia de la componente estacional, es 34/0,876 = 38,81.

La representacion de ambas series —la original y la desestacionalizada— muestra que esta tlti-
ma es mds suave que la serie inicial como consecuencia de la eliminacién de las oscilaciones
debidas a la componente estacional.

Vi

La recta de tendencia de las ventas medias anuales por semestre, en miles de euros,
de una empresa se ha obtenido a partir de los datos del periodo 2002-2004:

yi. = 53,667 + 2,5(i — 2003).

Se sabe, ademds, que la varianza de dichos valores medios es 4,186 y que la varianza de la
variable transformada, i'= i — 2003, es 0,667.

a) Obténgase una prediccion de la venta media por semestre para el afio 2005.

b) Analicese la fiabilidad del resultado.

SOLUCION

a) Sustituyendo en la recta de ajuste de la tendencia la variable i por el valor 2005, se obtiene

Yos. = 53,667 + 2,5(2005 — 2003) = 58,67 miles de euros,

prediccion de las ventas media por semestre para el afio 2005.
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b) La fiabilidad del resultado se estudia mediante el coeficiente de determinacion lineal:

S2

2 i, yi.

T2
S5 S_W

No se dispone de la covarianza, aunque si implicitamente, ya que el coeficiente de la recta de
tendencia es

con lo cual, despejando, se obtiene que
Si',yi, = b : S12'7
esto es,
S5 = 2,5-0,667 = 1,667,

siendo, en definitiva, el coeficiente de determinacion lineal:

, 1,667

= 0,667 - 4186 _ 99>

valor préximo a 1, de lo que se concluye que la prediccién es correcta.

El ndmero de personas, en miles, que han realizado sus compras en un pequefio co-
mercio de una ciudad en el periodo 2001-2004 ha sido:

Trimestres 2001 2002 2003 2004
1 4,3 4,7 52 5,5
2 2,8 3,1 3,6 4
3 1,5 1,9 2,4 29
4 4.4 4,9 5,6 6

a) Indiquese cudl es el tipo de esquema que relaciona las componentes de esta serie
de tiempo.

b) Hallese la tendencia de la serie gréificamente.
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¢) Obténgase la componente estacional de la serie, utilizando el método de la rela-
cién a la tendencia.

d) Eliminese la componente estacional de la serie de tiempo.

SOLUCION

a) En la siguiente tabla se recogen las medias y desviaciones tipicas de los valores medios
anualespor trimestre:

Afios Medias Desviaciones tipicas
2001 3,25 1,193
2002 3,65 1,228
2003 4,20 1,281
2004 4,60 1,227

Como puede comprobar el lector, la regresion lineal entre estas dos variables —medias y des-
viaciones tipicas— conduce a un coeficiente de regresiéon b = 0,035, con lo cual, el ajuste line-
al corresponde a una recta prdcticamente paralela al eje horizontal. Este hecho prueba que la
amplitud de las oscilaciones se mantiene aproximadamente constante a lo largo del tiempo, por
lo que el esquema que debe considerarse en este caso es el aditivo.

b) Antes de estimar la recta de tendencia mediante el criterio de los minimos cuadrados,
vamos a aproximar esta componente grdficamente.

Para ello, se trazan dos lineas poligonales: una de ellas uniendo los puntos mdximos de la serie
y la otra los puntos minimos, tal y como se recoge en la figura siguiente. Se dibujan, después,
los segmentos de distancia entre las dos lineas, esto es, perpendiculares al eje de abscisas par-
tiendo de cada maximo y de cada minimo. La aproximacion grafica a la tendencia es la linea
poligonal que une los puntos medios de dichos segmentos.

Téngase en cuenta que no se consideran las observaciones primera y ultima porque, al no dis-
ponerse de datos anteriores ni posteriores, no sabemos si constituyen maximos de la serie.

e,

Vi
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¢) Para estimar los pardmetros de la recta de tendencia, y dado que el ndmero de afios es una
cantidad par, realizaremos el cambio de variable:

i'=2(G— o),
siendo o la media aritmética de los dos afios centrales:

 _ 2002 + 2003

> =2002,5.

Utilizando este cambio de variable sigue cumpliéndose que Z i' = 0, con la consiguiente sim-
plificacién de los cdlculos, pero hay que tener en cuenta que ahora la ecuacidn de tendencia
responde a la expresion:

yi.=a+2-bi— 2002,5),
por lo cual, la pendiente de la recta o incremento de los valores medios anuales por trimestre

debidos al transcurso de un afio, cantidad por la que, proporcionalmente al trimestre de que se
trate, habremos de corregir las medias trimestrales es, en esta situacion, igual a 2 - b.

i i Vi i Vi i
2001 -3 3,25 9 —9,75
2002 -1 3,65 1 —3,65
2003 1 4,20 1 4,20
2004 3 4,60 9 13,80

0 15,70 20 4,60

La tabla anterior sirve de apoyo para la estimacién del pardmetro b, partiendo del sistema de
ecuaciones normales:

2 i =N-a
ity =bYi?
correspondiente a la ecuacion

yi,:a+b'i',

sistema del que resulta el valor
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siendo, por tanto, la pendiente de la recta de tendencia igual a
20,23 = 0,46.

Mediante este valor se corrigen las medias trimestrales, y., = 4,925, y., = 3,375, y; = 2,175
y y.4 = 5,225, obteniéndose las siguientes medias trimestrales corregidas:

3, = 4,925

¥, =3375 - % = 3,6
¥4 = 2,175 — % = 1,945
¥, =5225— 3'4& = 4,88,

cuya media global corregida es

v 4,925 + 3,26 + 1,945 + 4,88
4

y = 3,7525.

Por tratarse de un esquema aditivo, la componente estacional se calcula por diferencia:

e, =y, —y =4925—3,7525 = 1,1725
e, =Y,—y =326—37525=—-0,4925
e3=y;3—y =1945 — 37525 = —1,8075

es =y, —y =488 —3,7525 = 1,1275.
d) Para eliminar la estacionalidad en la serie de tiempo, se resta de cada observacién la co-
rrespondiente componente estacional. El resultado de este proceso se recoge en la siguien-
te tabla:

Trimestre 2001 2002 2003 2004
1 4,3 -1,1725 = 3,1275 | 4,7 -1,1725 = 3,5275 | 5,2 - 1,1725 = 4,0275 | 5,5 - 1,1725 = 4,3275
2 2,8 +0,4925 = 3,2925 | 3,1 + 0,4925 = 3,5925|3,6 + 0,4925 = 4,0925| 4,0 + 0,4925 = 4,4925
3 1,5 + 1,8075 = 3,3075 | 1,9 + 1,8075 = 3,7075| 2,4 + 1,8075 = 4,2075| 2,9 + 1,8075 = 4,7075
4 4,4 - 1,1275 = 3,2725 | 4,9 - 1,1275 = 3,7725 | 5,6 — 1,1275 = 4,4725 | 6,0 — 1,1275 = 4,8725

Con el procedimiento empleado hemos eliminado la componente estacional, pues la serie obte-
nida carece de oscilaciones trimestrales. Ademads, el aspecto tan suavizado de la representacion
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de la serie desestacionalizada, muy préximo a la recta de tendencia, hace pensar que las osci-
laciones que presenta la serie original son debidas casi en su totalidad a la componente esta-
cional, siendo practicamente inapreciable la influencia de las componentes ciclica y accidental,
al menos para el periodo —sin duda corto— considerado.

El nimero de personas, en miles, que ha visitado un museo ubicado en una regién
nortefia durante el periodo 2002-2004 ha sido:

Cuatrimestre 2002 2003 2004
1 30 40 35
2 50 60 50
3 35 52 20

a) Lafundacién que regenta el museo se estd planteando la posibilidad de organizar
una exposicion en el afio 2005 dedicada a los pintores del siglo XX cuyas obras
han estado inspiradas en la regién. ;Qué cuatrimestre del afio parece el mds ade-
cuado para llevarla a cabo?

b) Calcilese una prediccién para el nimero de visitantes en el afio 2005 y para el
cuatrimestre en el que parece mds razonable celebrar la exposicion.

SOLUCION

a) Un factor que puede influir considerablemente en la decision sobre el cuatrimestre mas
idéneo para organizar la exposicion es conocer cudl es el cuatrimestre con mayor afluen-
cia de visitantes. Con el fin de disponer de dicha informacién, realizamos un estudio de la
estacionalidad de la serie, mediante el método de las relaciones de las media cuatrimestra-
les con respecto a la tendencia.
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Los resultados de las distintas etapas de este método: cdlculo de las medias cuatrimestrales y
de las medias cuatrimestrales corregidas, asi como la obtencién de la componente estacional
y de los indices de variacion estacional, considerando que el esquema es multiplicativo, se
recogen en la tabla siguiente.

Cuatrimestre Media Media corregida Componente estacional
1 35 35 0,84
2 53,33 53,885 1,28
3 35,67 36,78 0,88

Téngase en cuenta que las medias cuatrimestrales corregidas son el resultado de eliminar la ten-
dencia en las medias cuatrimestrales con la pendiente de la recta de regresion de las valores
medios anuales por cuatrimestre con respecto al tiempo, que, como puede comprobar el lector,
esb = —1,665.

De multiplicar por cien la componente estacional de cada uno de los cuatrimetres, resultan los
indices de variacion estacional:

I, = 0,84 - 100 = 84
L =129-100 = 128
I, = 0,88 - 100 = 88.

A la vista de los datos parece adecuado celebrar la exposicion en el segundo cuatrimestre, pues
su indice de variacion estacional es el mayor de todos, indicando que dicho cuatrimestre serd
el de mayor afluencia de visitantes.

b) La estimacién de la ecuacién de tendencia que, segin puede comprobarse, es
yi. = 41,33 — 1,665( — 2003),

permite dar una prediccioén para el nimero medio de visitantes correspondientes al afio 2005.
En efecto, sustituyendo el afio 2005 en dicha recta, se tiene que

Yos. = 41,33 — 1,665(2005 — 2003) = 38 mil visitantes,

nimero medio de visitantes por cuatrimestre previsto para el aiio 2005. La prediccién del fotal
de visitantes se halla multiplicando por 3, nimero de cuatrimestres, dicho valor medio:

Yos. = 3 - 38 = 114 mil visitantes.

Por lo que se refiere al segundo cuatrimestre, subperiodo con mayor afluencia de visitantes,
para la estimacion de la cifra prevista se ha de considerar el hecho de que existe estacionali-
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dad, segtin se ha comprobado con los datos del periodo 2002-2004. Ello obliga a multiplicar la
prediccion del nimero medio de visitantes por cuatrimestre para el afio 2005 por la correspon-
diente componente estacional:

Yos2 = Yos. - €2 = 38 - 1,29 = 49,02 miles de visitantes.

Téngase en cuenta que esta prediccion se realiza bajo la hip6tesis de que la estacionalidad obte-
nida con los datos del periodo 2002-2004 se mantiene en el afio 2005.

La tabla adjunta recoge los beneficios trimestrales, en miles de euros, para los afios
2002, 2003 y 2004 de una red de comercios dedicados a la venta de articulos de playa:

Afios Trimestre 1 Trimestre 2 Trimestre 3 Trimestre 4
2002 10 40 30 20
2003 10 52 30 40
2004 15 45 40 20

a) Obténgase la serie de tendencia, aplicando el método de las medias méviles.

b) Calculense los indices de variacion estacional por el método de la razén a la me-
dia mévil, suponiendo un esquema multiplicativo.

c) Desestacionalicese la serie original.

SOLUCION

a) Si se toman 4 observaciones para formar las medias méviles, quedardan promediadas las va-
riaciones de cada estacion y, por tanto, eliminada la componente estacional. Obtenemos,
asi, la siguiente serie de medias méviles:

— _nty»tysty 10+40+30+20 _

= = 2
Va5 n 1 5
- yatyityatys  40+30+20+ 10
V35 = = =25

4 4
— V3t ywtystys  30+204+ 10+ 52 _
Va5 = = =28
4 4
- _y4+y5+y6+y7_20+10+52+30_2
Y55 = 4 = 4 =28
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S _ ¥ TYetyr Tty 10+52+30+40 _

= = 33
V6.5 4 4
+y, oyt

Vs = Yo T Y7 TYs T Yo _ 52 +30+40+15 — 3425
4 4

— Yyt Yst Yty _ 30+40+ 15+ 45 _

Ygs5 = = =325
4 4

- »wtYtyotyn 40+ 15445+ 40 ~ 35

Yos5 = 4 = 4

- _ Yot yotyntyn _15+45+40+20 _
Yios = 2 = 1 = 30.

Al haberse promediado un nimero par de observaciones, las medias méviles calculadas apare-
cen descentradas. Promediandolas nuevamente se obtienen las medias méviles centradas:

5, = Yas t¥35 25425 _

= = 2
3 5 5 5
= V35 + Yas 25 + 28
= — = =26,5
y4 2 2 )
= _ Yastyss _ 28+28 _
ys = 5 > 28
= _ YsstYes _ 28+33 _
Y6 = 5 > 30,5
_ v + v
3, = Yos T Y15 _ 33 + 3425 _ 33.625
2 2
_ &Y + v
Je = Y15 T Vg5 _ 34,25 +325 _ 33375
2 2
= _ YsstVos _ 325+35 _
Yo = 5 3 33,75
_ Y + v
10 = Yos T Yios _ 35+ 30 _ 32.5.

2 2

Hemos obtenido, de esta manera, una serie de observaciones de la denominada componente
extraestacional o componente a largo plazo.

b) Dividiendo cada dato de la serie original, y,, por la correspondiente media mévil, y,,
(teniendo en cuenta las observaciones perdidas por el procedimiento), resulta una nueva
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serie, cuyas observaciones denotaremos por y;, que recoge conjuntamente las componen-
tes estacional y accidental. En la siguiente tabla aparece esta nueva serie:

Afios Trimestre 1 Trimestre 2 Trimestre 3 Trimestre 4
2002 — — 30/25 = 1,2 20/26,5 = 0,75
2003 10728 = 0,36 52/30,5 = 1,71 | 30/33,625 = 0,89 | 40/33,375 = 1,20
2004 15/33,75 = 0,44 45/32,5 = 1,38 — —

Por ultimo, para eliminar la componente accidental de la serie obtenida, se calculan, en primer
lugar, las medias aritméticas de las observaciones de cada uno de los cuatro trimestres; con este
modo de actuar estamos suponiendo implicitamente que las componentes accidentales de los
trimestres se compensan unas con otras, siendo su media aritmética igual a cero:

G2 0364044
2

oo LTLE138
2

oo 124089
2

— +

T, = M ~ 0,98,

En segundo lugar, se promedian las medias anteriores,

_ -+ + +
5 = 040+ 155 ! 105+ 098 _ 595

Por dltimo, comparando las medias trimestrales, y';, con su promedio, y, y multiplicando por
100 el resultado, se obtienen los indices de variacion estacional:

I =% 100=&%- 100 = 40,20
L= % 100 = 01,’95955 - 100 = 155,78
I = % 100 = 01”90955 - 100 = 105,53
I, = 24 100 =298 100 = 95,49,

<
=
Ne)
\O
()]
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¢) Para desestacionalizar la serie original hay que dividir cada una de sus observaciones por
su respectivo indice de variacién estacional expresado en tanto por uno, es decir, por la
componente estacional,

Yij )
1,/100

En la tabla siguiente se recogen los resultados de este proceso:

Anos Trimestre 1 Trimestre 2 Trimestre 3 Trimestre 4
2002 24,88 25,68 28,43 20,31
2003 24,88 33,38 28,43 40,61
2004 37,31 28,89 37,90 20,31

Obsérvese que, por ejemplo, el dato del segundo trimestre del afio 2002 se ha obtenido como

Yoo 40 _ .
L7100 = 155.78/100 25,68 miles de euros.

Comentemos, por Ultimo, que, segin puede comprobar el lector siguiendo el procedimiento de
problemas anteriores, la suposicién de un esquema multiplicativo para las observaciones de esta
serie estd fundamentada, porque del andlisis de regresion entre los valores medios y las desvia-
ciones tipicas de las observaciones de cada afio se obtiene un valor del coeficiente de regresion
igual a 0,50, indicativo de una relacién ligeramente creciente o positiva entre ambas variables.

La relacion de la media anual de parados de un pais, en miles de personas, con res-
pecto a la tendencia es

yi. =2299,5 — 45,2(i — 2003).
a) ¢Qué indica el signo negativo de la pendiente de esta recta?

b) De los datos observados por cuatrimestres para cada uno de los afios, se tienen
las siguientes medias cuatrimestrales: y.; = 2 362,33,y, = 2226,33,y; = 2 310.
Obténgase la prediccion del niimero de parados para el segundo cuatrimestre de
2005, suponiendo un esquema multiplicativo.

SOLUCION

a) El signo negativo del coeficiente b, pendiente de la recta de tendencia de la serie de tiem-
po del nimero de parados, indica que el nimero medio anual de parados por cuatrimestre
disminuye como consecuencia del paso de un afo.
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b) Sustituyendo el afio 2005 en la recta de regresion, se calcula la prediccién del valor medio
por cuatrimestre de ese afio. Asi,

Yos. = 2 299,5 — 45,2(2005 — 2003) = 2 209,1 miles de parados

es el nimero medio previsto por cuatrimestre para el afio 2005, siempre y cuando se conside-
re que la serie temporal analizada mantendra su estructura, por lo menos, hasta dicho afio.

Para obtener la cifra de parados prevista para el segundo cuatrimestre hay que considerar la
posible existencia de estacionalidad.

Siguiendo el método de las relaciones de las medias cuatrimestrales con respecto a la tenden-
cia, se elimina la tendencia de dichas medias:

¥, =236233
¥, =2226733 + 42—’2 = 224140
y,=2310 + —453’2 -2 =2340,13,

siendo el promedio de estas medias cuatrimestrales corregidas igual a

Yat Yot Y
s y32 Vs _ 2362+2211§26+2279,87 231462

La estacionalidad del segundo cuatrimestre es, por tanto,

_ Y2 224140 _
€r= 5 = T3 ~ 908

Multiplicando esta componente estacional por el valor medio de parados por cuatrimestre pre-
visto para el afio 2005, se obtiene una prediccién del nimero de parados del segundo cuatri-
mestre:

Yos2 = 2 209,1 - 0,968 = 2 138,40 miles de parados,
cifra que estd por debajo de 2 209,1 miles de parados, cantidad prevista para el segundo cua-

trimestre si no hubiera existido estacionalidad.

Se espera que las ventas totales de una empresa alcancen un montante de 8 millones
de euros para el afio pr6ximo, considerandose, ademads, que el sistema de indices de
variacion estacional es:
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Trimestres 1 2 3 4
Indices 130 90 105 75

Si suponemos un esquema multiplicativo, ;cudles serdn las cifras de ventas previstas para cada
trimestre?

SOLUCION

La media de ventas prevista por trimestre para el pr6ximo afio es

yi = % = 2 millones de euros,

cantidad que coincidiria con las ventas de cada uno de los trimestres en el caso de que no hubie-
ra habido estacionalidad.

Utilizando el sistema de indices de variacion estacional, se obtienen las cifras de ventas pre-
vistas para cada trimestre; asi, si e; es la componente estacional del trimestre genérico, para
obtener el correspondiente valor trimestral de las ventas, y;;, habrd que calcular:

ko —k
Yij = Yi.r €

lo cual supone, como es sabido, una modificacién del valor de y;, por exceso o por defecto,
segun el caracter de la estacionalidad.

En este caso, las cifras de ventas, en millones de euros, previstas para cada trimestre son

v =2-130=26
v, =2-0,90=18
Vi =2-105=21
v, =2-0,75 = 15.

En el periodo 2002-2004, la media anual de ingresos por cuatrimestre por la venta de
entradas en un cine de una pequefia ciudad, en miles de euros, responde a la siguien-
te ecuacion:

¥, = 6+ 1,2(i — 2003).
Se sabe, también, que para el mismo periodo los ingresos medios por afio de cada cuatrimes-

tre han sido: 7,16, 2,5 y 8,33, respectivamente. Calcilese la prediccién de ventas para cada uno
de los cuatrimestres del afio 2005, suponiendo un esquema aditivo.
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SOLUCION

Sustituyendo el afio 2005 en la recta de regresion de las medias anuales con respecto al tiem-
po, resulta la prediccion de la media anual de ingresos por cuatrimestre para dicho afio:

Yos. = 6 + 1,2(2005 — 2003) = 8,4 miles de euros,

siendo tres veces esta cantidad la cifra de ventas prevista para el afio 2005, esto es, 3 - 8,4 = 25,2
miles de euros. Para repartir este montante en cada uno de los cuatrimestres del afio, sera nece-
sario conocer la componente estacional, cuya expresion genérica, al tratarse de un esquema adi-
tivo, es

e;=y; =Y,

donde y'; e y' son, respectivamente, la media cuatrimestral corregida genérica y la media glo-
bal corregida.

Ahora bien, eliminando la tendencia de las medias cuatrimestrales, resultan los siguientes valo-
res corregidos:

y, =116

_— 12
y,=25 3 2,1

Y3 =833 — 132 -2 =153,

siendo la media global corregida:

Yt Yoty 716+ 21+ 7,53
yo 3 B 3

= 5,5966.

Por consiguiente, las componentes estacionales resultan ser:

e, =y, —y=1716— 55966 = 1,563

e, =Yy, —y=21-—15596 = —3,496

e;=Yy3—y=1753—55966 = 1,933,
que, como puede comprobarse, suman 0.

De la aplicacién de la expresion genérica:

% o x
Yos,j = Yos. T €,
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donde cada observacién serd igual a la media anual mds la componente estacional del respec-
tivo subperiodo, se obtienen las cifras de ventas, en miles de euros, previstas para cada cuatri-
mestre:

Yos1 = 1,563 + 8,4 = 9,963
Vosa = —3,496 + 8.4 = 4,904

Yos3 = 1,933 + 8,4 = 10,333.

Hay que apreciar que, tal y como comentdbamos al principio del problema, hemos repartido,
efectivamente, el total de ventas entre los tres cuatrimestres, ya que la suma de las cantidades
obtenidas por cuatrimestre resulta ser igual al total, 25,2:

Yos,i T Yos2 T Yos3 = Yos.

A partir de datos trimestrales del periodo 2002-2004, se han previsto las cifras de in-
gresos, en miles de euros, por las ventas de entradas en un zoo para cada trimestre del
afio 2006: 112,8, 126, 130 y 120. Analicese la estacionalidad de cada trimestre, su-
poniendo un esquema multiplicativo.

SOLUCION

Para obtener la componente estacional, e. j» para cada trimestre del afio 2006, hemos de cono-
cer primero —en realidad, predecir— la media anual de ingresos por trimestre de dicho afio.

La informacién proporcionada por el enunciado permite realizar esta prediccién, promediando
las cifras previstas para cada uno de los trimestres del afio 2006 que, evidentemente, han sido
halladas utilizando una ecuacién de estimacion de la tendencia:

yéﬁ,l + y36,2 + y86,3 + y36,4 i
4 = Yo6-»

esto es,

112,8 + 126 + 130 + 120

) = 122,2 miles de euros.

Si tenemos en cuenta que la observacion de cada trimestre del afio 2006 ha sido obtenida con-
siderando la existencia de estacionalidad, bajo la hipétesis de un esquema multiplicativo, es
decir,

* ==
Yos.j = Yoe * €>
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se obtiene, despejando, que

_ y;a .
y86~

J

En consecuencia, las componentes estacionales de cada cuatrimestre son

s

e, = yy_‘);‘ - igg = 09231
ey = yy_":j = 112—22?2 = 1,0311
ey = yy‘f: = 11232?2 = 1,0638
e, = yy_":: = 11222?2 = 0,9820.

Utilizando un sistema de indices de variacién estacional, se ha previsto que el nime-

ro de visitantes a una exposicion, en miles de personas, para cada uno de los trimes-
tres del afio 2006 sera:

Anos 1 2 3 4

N.° de visitantes 8,1 10,8 11,7 5.4

a) (En qué sentido influye la existencia de estacionalidad sobre el nimero de visi-
tantes del segundo trimestre? (Supdngase un esquema aditivo).

b) Hallese el nimero de visitantes para cada uno de los trimestres, si no hubiera es-
tacionalidad.

SOLUCION

a) Puesto que se conoce la previsién del nimero de visitantes para cada trimestre del afio

2006, puede predecirse el nimero medio de visitantes por trimestre para dicho afio, pues-
to que, necesariamente,

I (S
Yoo = E Z Yoe, j+

j=1
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Por tanto, para los datos del problema,

— _ 81 +108+11,7+54

Yoo = 1 = 9 mil visitantes.

La prediccién del nimero de visitantes del segundo trimestre del afio 2006 se ha realizado con-
siderando la existencia de estacionalidad, es decir,

Yos2 = Yoo T €2
bajo hipdtesis de esquema aditivo.

En consecuencia, despejando,

_ox T
€2 = Yo62 — Yo6-
es decir,

e, = 10,8 — 9 = 1,8 miles de visitantes.

Si no existiera estacionalidad, la componente estacional seria igual a cero, con lo cual, la cifra
media de visitantes por trimestre para el afio 2006, 9 mil, habria coincidido con la cifra del
segundo trimestre de dicho afio. Cualquier desviacidn por encima o por debajo de cero es indi-
cativo de la influencia que tiene la estacionalidad del trimestre correspondiente, en este caso,
el segundo. Dado que e, es igual a 1,8, el nimero de visitantes al museo previsto para el segun-
do trimestre supera, como sabemos, en 1,8 miles de visitantes al valor medio por trimestre pre-
visto.

b) Como consecuencia de todo lo comentado anteriormente, si no existiera componente esta-
cional, las cifras de visitantes tendrian que ser iguales para todos los trimestres del
afio 2006 e iguales a la cantidad media de visitantes por trimestre; en este caso 9 mil visi-
tantes.

Un grupo de empresas de publicidad ha realizado un estudio para el periodo 2000-
2004, estimando la ecuacion de la tendencia a partir de la media anual del nimero de
articulos adquiridos a través de teletienda, en miles de unidades. De esta estimacién
se ha hallado que el incremento trimestral del nimero medio por trimestre de articu-
los adquiridos mediante este procedimiento de compra es del 15 por ciento, obte-
niéndose, ademas, que el esquema es aditivo y que la componente estacional, también
en miles de unidades, es:

Trimestres 1 2 3 4

Componente estacional 6,12 -84 -15,3 17,58




Andlisis cldsico de series de tiempo 359

a) Se espera que las ventas totales para el afio 2005 alcancen un montante de 122,4
miles de articulos. ;Cudles son las cifras de ventas previstas para cada trimestre
de dicho afio?

b) Calculese la prediccion de ventas para el afio 2006.

SOLUCION

a) Puesto que para el afio 2005 se prevén unas ventas de 122,4 miles de unidades, dividiendo
dicha cantidad entre cuatro, resulta la prediccién del nimero medio de unidades por tri-
mestre para dicho afio, esto es,

Yos. = % = 30,6 miles de unidades,

cantidad que coincidiria con la cifra de ventas de cada trimestre, siempre y cuando no existie-
ra estacionalidad. El hecho de contar con una componente estacional nos obliga a corregir este
valor trimestral por la correspondiente componente estacional. Asi, y puesto que el esquema es
aditivo, la cifra de ventas del trimestre genérico es

Yos.; = Yos. T €
En definitiva, las cifras de ventas trimestrales, en miles de unidades, son
Yos. = 30,6 + 6,12 = 36,72
Yosa = 30,6 + (=8.4) =222
Yosz = 30,6 + (—153) =153
Yos4 = 30,6 + 17,58 = 48,18.

b) Como consecuencia del transcurso de un aio el niimero medio anual de ventas por trimes-
tre aumenta en cuatro veces el incremento debido al paso de un trimestre. Puesto que di-
cho incremento ha sido del 15 por ciento, es decir, 0,15, se tiene que 0,15 - 4 = 0,6 es el
aumento anual del valor medio por trimestre, esto es, la pendiente de la recta de tendencia.

En definitiva,
Yos. = 30,6 + 0,6 = 31,2 miles de articulos.
Finalmente, las ventas totales previstas para el afio 2006 serdn de

Yoo. = 4 - Voo, = 124.,8 miles de articulos.
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Calciulense los indices que reflejen la variacion estacional de las ventas de un empre-
sa en un cierto aflo, sabiendo que durante el primer trimestre el nivel de ventas fue un
12 por ciento superior al segundo y que en el segundo y tercer trimestre no hubo es-
tacionalidad.

SOLUCION

Llamando I}, I,, I; e 1, a los indices de variacidn estacional, se tiene, por la informacién del
enunciado, que

L=L+012-1,
L = 100

I, = 100.

De las dos primeras igualdades se deduce, de modo inmediato, que
I, =112.

Por tltimo, para obtener el valor del indice correspondiente al cuarto trimestre, hay que consi-
derar que la suma de los indices es igual a 400, con lo cual,

I, =400 — (I, + I, + I) = 400 — 112 — 100 — 100 = 88.

Describase el método de las relaciones de las medias de cada subperiodo respecto a
la tendencia cuando el modelo sea estacionario.

SOLUCION

El hecho de que el modelo sea estacionario implica que, en la estimacion con el criterio de los
minimos cuadrados de la recta de tendencia a partir de las medias de los periodos, se ha obte-
nido la ecuacién:

y[. = a’

siendo, por tanto, igual a cero el coeficiente de regresion, b, y, en consecuencia, nulo el incre-
mento de los valores medios de los periodos debido al paso de un periodo.

En tal caso, a la hora de calcular la componente estacional, ni las medias de cada subperiodo,

R
Y= N; Yijs
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ni la media global,

bajo un esquema multiplicativo, y

si el esquema es aditivo.

361

Las componentes de la serie de ventas, en miles de euros, de un producto durante el
periodo 1990-2004 estdn relacionadas segtin un esquema aditivo. Ademds, dicha se-
rie es estacionaria pero presenta estacionalidad; en concreto, la componente estacio-

nal del primer semestre es de 10 mil euros.

Calculese la cifra media de ventas de cada semestre, sabiendo que la media de ventas de todo

el periodo es de 74 mil euros.

SOLUCION

El hecho de que la serie sea estacionaria significa que no tiene tendencia, con lo cual, a la hora
de calcular la componente estacional no hay que corregir las medias semestrales por la influen-
cia del paso del tiempo. Ello implica que la media global, es decir, la media aritmética de las
medias semestrales, coincide con la media de las observaciones que, en este caso, es y = 74.

Por tanto, se tiene, por un lado, que
y ==

y, por otro, al tratarse de un esquema aditivo,

ey =y, =Y.

En consecuencia, sustituyendo las cantidades conocidas en las relaciones anteriores resulta que
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y que
10 =Yy, — 74,
con lo cual,
v, =84
y
Yo = 64,

valores medios por afio, en miles de euros, de las ventas del primer y segundo semestre, res-
pectivamente.

Obsérvese, ademds, que como ha de cumplirse que e, + e, = 0, entonces, la componente esta-
cional del segundo semestre es igual a —10, es decir, el hecho de que una cifra de ventas sea
del segundo semestre significa que serd 10 mil euros inferior al valor que tendria en el caso de
que no existiera estacionalidad.

El ndimero medio de turistas por trimestre que visitaron cierta estacion de esqui en
2001 fue de 18 mil, registrandose idéntica afluencia media en los afios 2002 y 2003.

a) (Cudl es la ecuacién de la recta de tendencia obtenida a partir de los valores me-
dios anuales por trimestre?

b) De las observaciones recogidas para cada uno de los trimestres del periodo con-
siderado se sabe, ademads, que las medias trimestrales son: 40 mil, 10 mil, 2 mil
y 20 mil, respectivamente. Obténgase un sistema de indices de variacidn estacio-
nal, considerando un esquema multiplicativo. ;Cémo influye la estacionalidad en
el nimero de turistas correspondiente al segundo trimestre?

SOLUCION
a) La ecuacién de la recta de tendencia obtenida mediante el criterio de los minimos cuadrados
para el periodo 2001-2003 es
y.=a+b-i

donde b, pendiente de la recta, refleja la variacion (creciente o decreciente) producida en los valo-
res medios de la variable nimero de turistas, en miles, debida exclusivamente al paso del tiempo.
En este caso, los valores medios anuales por trimestre son iguales para los tres afios, esto es,

Yoi. = Yoo = Yoz = 18,



Andlisis cldsico de series de tiempo 363

lo cual significa que el paso del tiempo no hace que las observaciones varien; por ello, b es
igual a cero, resultando, entonces, la ecuacién de tendencia:

y, = 18.

El modelo de tendencia obtenido —recta paralela al eje de abscisas a la altura de la ordenada
en el origen— es un modelo estacionario o de media constante.

b) Las medias trimestrales son

vy, =40
y, =10
y3=2
v =20,

y, consecuentemente, para hallar la componente estacional de cada trimestre, ha de comparar-
se, en esta ocasion, cada media trimestral, y. j» con la media, y = 18, segin vimos en el proble-

ma 5.20:
e;= %
En definitiva,
e, = % = 2,222
e, = }_(8) = 0,556
e; = % =0,111
€4= % = 1,111.

Multiplicando por 100 los valores anteriores, se tiene el sistema de indices de variacion esta-
cional: 22,22, 55,6, 11,1 y 111,1 por ciento.

Concluimos, por tanto, que durante el segundo trimestre visitaron la estacién de esqui un 44,4
por ciento menos de turistas de los que la habrian visitado si no hubiera existido estaciona-
lidad.
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Utilizando datos trimestrales del periodo 1996-2004, un grupo de expertos ha esti-
mado la relacion con respecto a la tendencia de la media anual de hectareas arrasadas
en los bosques de una cierta comarca. Dicha estimacidn ha permitido:

» Conocer que el incremento del nimero medio de hectdreas arrasadas debido al transcurso de
un trimestre es 0,5.
» Prever que el total de hectdreas arrasadas durante el afio 2007 serd de 108.

Obténgase la correspondiente prediccién para el afio 2008.

SOLUCION

Con los datos trimestrales del periodo 1996-2004, se ha estimado la ecuacion de la recta de
tendencia a partir de los valores medios anuales por trimestre, y;, siendo la pendiente de dicha
recta igual al incremento que se produce en los valores medios anuales por el transcurso de un
afio y correspondiendo, por tanto, la cuarta parte de la pendiente al incremento del ndmero
medio anual por trimestre de hectdreas arrasadas debido al transcurso de un trimestre que,
segtn la informacién que proporciona el enunciado es 0,5.

En consecuencia, la pendiente de la recta de tendencia resulta ser
0,5-4=2.

Se sabe, ademds, que la prevision del nimero total de hectareas arrasadas en el afio 2007, yy.,
es igual a 108, con lo cual, la prediccién del valor medio por trimestre para dicho afio es

Yor. = % = 27 hectéreas.

Incrementando este valor medio en la cantidad correspondiente al transcurso de un afio, es
decir, en 2 hectdreas, resulta la prediccion del nimero medio por trimestre de hectareas arrasa-
das en el afio 2008:

Yos. = 27 + 2 = 29 hectéreas,
y, en definitiva, el total de hectareas arrasadas previsto para dicho afo es

Yos. = 4 - 29 = 116 hectdreas.

La serie de ventas de productos textiles en una localidad costera, en miles de euros,
en el periodo 2001-2004 ha sido:
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Estacion 2001 2002 2003 2004
Primavera 4 4 5 6
Verano 14 16 19 20
Otofio 4 5 5 6
Invierno 2 3 3 4

a) Bajo un esquema multiplicativo, y sabiendo que en el ajuste lineal minimo-cua-
drético de la media de ventas anuales por estacion respecto a la tendencia el va-
lor de la pendiente es uno, ;qué ventas pueden esperarse para el verano de afio
2005, atendiendo a este modelo?

b) Constriiyase una serie de ndimeros indices para las ventas anuales con base 2001.

¢) Sabiendo que la serie de indices de precios de este tipo de mercancias para el pe-
riodo considerado ha sido: 100, 98, 103 y 104, calcilese la tasa media de variacién
experimentada por las ventas anuales en términos reales con base en el afio 2001.

SOLUCION

a) Para calcular el indice de variacidn estacional del verano, aplicando el método de las rela-
ciones de la media de cada estacion respecto a la tendencia, ha de hallarse la media de ven-
tas de cada estacion:

y‘1):4+4:[5+6:4’75

Soo 416419420 oo
4

_ _4+5+5+6

I

_ _2+3+3+4 _

yi= =

Puesto que el enunciado proporciona el valor de la pendiente en la regresién minimo-cuadrética de
la media de ventas anuales con respecto a la tendencia, pueden corregirse las anteriores medias:

v, =475
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siendo la media global corregida:

Vi TV Y+ VY
5o Yot 4y y =4,75+17Z4,5+2,25 _ 7125,

Por tanto, el indice de variacion estacional del verano es

Y 17

I,= —=-100 = 7125 100 = 238,59.

En consecuencia, en verano se vende un 138,59 por ciento mds de lo que se venderia si no exis-
tiera estacionalidad.

La pendiente de la recta de regresién de la media anual de ventas respecto a la tendencia es
igual a uno, lo cual implica que la cifra media de ventas aumenta en una unidad, es decir, en
mil euros, al pasar del afio 2004 al afio 2005. Ahora bien, la media de ventas en el afio 2004
fue, en miles de euros,

_ 6+20+6+4
yo4<:f:9,

esto es, 9 mil euros, por lo que en el aflo 2005 pasa a ser de 10 mil euros.

Invitamos al lector a que compruebe el valor de la pendiente de la ecuacidon de tendencia
mediante estimacién minimo-cuadratica con los datos del enunciado, teniendo en cuenta que el
cambio de variable adecuado en esta ocasion es

yi.=a+2-b@i— 2002)5).
En definitiva, para el verano de 2005 las ventas previstas se calculan como

* =%
Yos,y = Yos. * €.y»

por lo que éstas serén
Yos., = 10 - 2,3859 = 23,859 miles de euros.

b) Se puede obtener de modo sencillo una serie de nimeros indices simples para las cifras de ven-
tas anuales con base en el afio 2001, sin mé4s que aplicar la expresién conocida del capitulo 4:

i

Yor.

donde y,,. son las ventas correspondientes al afio 2001 e y; las ventas de cada uno de los afios
del periodo 2001-2004 que se calculan sumando las observaciones de todas las estaciones para
cada uno de ellos.
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En la siguiente tabla se recogen los valores de las ventas, en miles de euros, asi como los indi-
ces simples de los afios considerados.

Afios 2001 2002 2003 2004
Ventas anuales 24 28 32 36
Indices 1 1,167 1,333 1,5

¢) La tasa pedida responde a la expresion:

tm = 4!/ & -1,
Yot.

donde yy,. son las ventas tanto en términos nominales como reales del afio 2001, pues éste es
el afio base, e y{,. las ventas del afio 2004, en términos reales con base en el afio 2001.

Considerando que, segtin vimos en el capitulo 4,

by = Yoa.
04 = poa’
Dy

donde D} es el deflactor del afio 2004 con base en el afio 2001, resulta que

.36 _
You = Tog = 3461

En definitiva, sustituyendo las ventas en términos reales, la tasa media de variacién de las ven-
tas anuales en términos reales con base en el afio 2001 es

, [34.61

m ="

—1=10,1298.

Demuéstrese que a lo largo de una tendencia lineal la tasa de crecimiento es decre-
ciente.

SOLUCION

Considerando una tendencia lineal,

y=a+b-t,
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la tasa de variacién entre t — 1y ¢,

responde a la expresién:

. a+b-t _1=a+b-t—a—b(t—1)
T A F b —1) a+b@i—1)

sin mds que sustituir los valores de tendencia para dichos periodos.

Si b > 0, es decir, si la variable aumenta con el paso del tiempo, hecho que suponemos al
hablar de tasa de crecimiento, entonces,

- b
T A b= 1)

disminuye a medida que aumenta el valor de 7. Se concluye, asi, que la tasa de crecimiento a

lo largo de una recta de tendencia disminuye a medida que transcurre el tiempo.

Demuéstrese que a lo largo de una tendencia exponencial la tasa de variacién se man-
tiene constante.

SOLUCION

Dada una tendencia exponencial,
y,=a-b',

se obtiene la tasa de variacidn entre los periodos t — 1y ¢, sustituyendo los valores de tenden-
cia para dichos periodos y simplificando:

Y= a-b'
Yi—1 a-b!

—1=b-1,

cantidad independiente de .

Como consecuencia, puede comprobar el lector que la tasa media acumulativa, tm, es también
iguala b — 1.

Se ha estimado la ecuacién de tendencia de la serie de precios de un producto, en eu-
ros, durante los tltimos 15 afios: y, = 3,5 + 4,3 - f, para t = 1, ..., 15, siendo el coe-
ficiente de determinacién de la regresion minimo-cuadritica igual a 0,98. Se sabe,
ademads, que, a partir del préximo afio, se renovara la maquinaria de fabricacién del
producto con la consiguiente reduccién de los costes de produccion.
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a) De la ecuacién anterior se ha obtenido una prevision del precio del producto para
el proximo afio de 72,3 euros. ;Qué fiabilidad tiene esta prediccion?

b) Estimese el incremento relativo interanual de los precios con la informacién dis-
ponible.

¢) Obténgase una aproximacion a la tasa media del precio correspondiente a los ul-
timos 15 afios.

SOLUCION

a) Sustituyendo en la ecuacién el valor # = 16 se obtiene, efectivamente, una previsién del
precio del producto para el afio préximo, yje, igual a 72,3, que, si hacemos caso al valor
del coeficiente de determinacidn lineal, 0,98, cercano a 1, diriamos que el ajuste de la ecua-
cioén de tendencia ha sido bueno y, consecuentemente, fiable la prediccion.

Sin embargo, tenemos informacién adicional sobre una reduccién de costes que conducird a un
descenso del precio del producto, lo cual producird, a su vez, un cambio en la estructura de la
tendencia de la serie que hace que surjan serias dudas sobre nuestra confianza en la prediccion
efectuada.

b) Al no disponer de los datos originales de la serie de tiempo, una buena aproximacién al
célculo de las tasas de variacion de los precios es considerar la tendencia de la serie y apli-
car el resultado 5.25.

Asi, la tasa de variacion entre los periodos ¢+ — 1 y t de los valores de la recta de tendencia es

_ b
YT bha— 1)

con lo cual, aplicando la expresién genérica anterior para t = 2, ..., 15, cona =3,5y b = 4,3,
se tienen las tasas de variacion de los valores de tendencia, y, por tanto, una estimacién de las
tasas de crecimiento de los precios, para el periodo considerado que figuran en la siguiente tabla.

Afios Tasas de variacién
2 0,551
3 0,355
4 0,262
5 0,208
6 0,172
7 0,147
8 0,128
9 0,113
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Afios Tasas de variacién
10 0,102
11 0,092
12 0,085
13 0,078
14 0,072
15 0,068

¢) Una aproximacién a la tasa media de los precios, del periodo resulta de considerar las ta-
sas de variacidn obtenidas en el apartado anterior y aplicar la definicién de tasa media:

tm = "Y1 +y,) ... (1 +y,) — 1=0,167.

Aplicando el criterio de los minimos cuadrados, se han estimado, a partir de datos
anuales, los valores de tendencia que figuran en la tabla adjunta correspondientes al
nimero de asistentes, en miles, a un congreso cientifico de celebracién anual, supo-
niendo un modelo exponencial:

Afios Tendencia
1 0,840
2 1,008
3 1,209
4 1,451
5 1,741
6 2,090
7 2,508
8 3,009
9 3,611

10 4,334

Estimese la tasa media acumulativa del numero de asistentes en el periodo considerado.

SOLUCION

Como no se dispone de los valores de la magnitud para dicho periodo, una posible aproxi-
macion al calculo de la tasa media de la misma es la tasa media de los valores de tendencia:

tm = 10-!/ }’1*0_ 1,
Y1
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donde yj, e y; son las observaciones final e inicial, respectivamente, de la serie de tendencia
y, consecuentemente, valores estimados.

Sustituyendo por los datos que proporciona el problema resulta la estimacion de la tasa media
acumulativa del ndmero de asistentes al congreso para el periodo considerado:

4,334
0,840

tm = - 1=0,2.

Por otro lado, si aplicamos el resultado 5.26, sabemos que, a lo largo de una tendencia expo-
nencial, la tasa media acumulativa es

tm=b—1,
donde b es el pardmetro de la ecuacién de tendencia:
y,=a-b.

Puesto que tenemos los datos de la serie de tendencia, es posible hallar los pardmetros del
modelo porque, por ejemplo, los puntos (5;1,741) y (6;2,090) pertenecen a esta curva expo-
nencial. Asi, sustituyendo los pares de puntos anteriores, se tiene el siguiente sistema de ecua-
ciones con dos incdgnitas:

1,741 = a - b’
2,090 = a - b°,

cuya resolucion, que se lleva a cabo tomando logaritmos, conduce al valor b = 1,2, como pue-
de comprobar facilmente el lector.

En definitiva, este camino nos conduce también al valor:
tm=b—-1=12—-1=0,2.

Se ha realizado un estudio sobre el comportamiento que en los dltimos afios han seguido
los ingresos que una determinada ONG ha recibido por las donaciones de particulares.

La siguiente tabla recoge los ingresos medios anuales por trimestre, en miles de euros, para el
periodo 2000-2004, asi como la correspondiente serie de indices de precios.

Afios Medias anuales Indices
2000 15 110
2001 25 115
2002 27 122
2003 30 128
2004 32 130
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Ademds, se ha estimado la relacién con respecto a la tendencia de la media anual de ingresos
por trimestre, y ha resultado la siguiente ecuacién:

yi. = 25,8 + 3,9( — 2002).
a) Hallese la serie de ingresos totales en términos reales con base en 2002.

b) Obténgase la tasa media de variacién de los valores de tendencia para el periodo
considerado.

SOLUCION

a) Antes de calcular la serie de ingresos totales en términos reales, hay que obtener la serie de
ingresos totales; puesto que el enunciado proporciona el valor medio por trimestre para
cada afio, y;., puede hallarse el ingreso total para cada uno de los afios del periodo consi-
derado:

yi =4 i

Asi, la serie de ingresos totales anuales, en miles de euros, a precios corrientes, es decir, en tér-
minos nominales, es

Yoo. = 4 - 15 = 60
Yor. = 4 - 25 = 100
Yoo = 4 - 27 = 108
Vo5 = 4 - 30 = 120

Yoo =432 =128.

Para expresar la serie anterior en términos reales con base en 2002, es necesario contar con un
deflactor. Puesto que se dispone de los valores del indice de precios para el periodo 2000-2004,
puede utilizarse como deflactor el indice que mide la variacién del indice de precios entre cada
afio considerado y el afio 2002.

Por tanto, dividiendo el indice de precios de cada afio entre el enlace, 13> = 122, se tiene que

110
00 — 1YV
DY 5 0,90
115
0] — 19 _
D¢ B 0,94
122
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128

03 — ==~ —
D§ =5, = 105
130
04 — —~ —
D =55 = 1.065.

En definitiva, aplicando la conocida expresion,

i o precios corrientes afio i
precios constantes afio i (base 02) = - )

i
02

se obtiene la siguiente serie de ingresos totales, en miles de euros, a precios constantes del afio
2002:

Yoo = = 66,6
Yor. = 0’—4 = 106,38

Yoo = T =108

Yo = o5 = 11428
. 128
Yoa 1,065 = 120,18

b) La tasa media de variacién de los valores de tendencia para el periodo considerado es

tm =>"1/ y_?f' -1,
Yoo

donde yg,. € yoo. son, respectivamente, los valores de tendencia estimados en los afios 2000 y
2004 mediante la recta de regresion minimo cuadrética:

yi. = 25,8 + 3,9(G — 2002).
Sustituyendo en la ecuacion anterior, se tiene la estimacion de la tendencia, para el afio 2000,
Yoo. = 25,8 + 3,9(2000-2002) = 18 mil euros,
siendo la estimacién para 2004 igual a

Yos = 25,8 + 3,9(2004-2002) = 33,6 miles de euros.
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En definitiva, la tasa media de variacién de los valores de tendencia para el periodo considera-

do es
=420 e 336 e
Yoo- 18




Capitulo 6

Introduccion al célculo de probabilidades

Principales conceptos y resultados

Un experimento es aleatorio cuando al repetirse en las mismas condiciones no da lugar al mis-
mo resultado.

Se denomina espacio muestral, (), al conjunto de los resultados posibles de un experimento
aleatorio. Cada resultado, w, es un punto muestral.

Un suceso, A, es un subconjunto del espacio muestral formado, por tanto, por puntos muestra-
les. Un suceso elemental consta de un Gnico punto muestral, mientras que un suceso com-
puesto estd formado por mds de un punto muestral.

Dado que los sucesos son, en realidad, conjuntos, las operaciones (complementariedad, union,
interseccion, diferencia y diferencia simétrica) y relaciones (inclusién, igualdad e incompatibi-
lidad) entre conjuntos son igualmente vélidas para sucesos. Asi, las diferentes operaciones
entre sucesos conducen a las siguientes definiciones:

e Suceso complementario de un suceso A:
A={wEQ/w&A)}.
e Suceso union de los sucesos A y B:
AUB={w €€ Q/w€EA,obien, w € B}.
e Suceso interseccién de los sucesos A y B:

ANB={w€eQ/wEAy weE B}.
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e Suceso diferencia de los sucesos A y B:
A-B={w€Q/wEAy w¢&B}.
o Suceso diferencia simétrica de los sucesos A y B:

AAB={w€EQ/(wEAobiecnwEB)y w&A N B}.

Andlogamente, se tienen las siguientes relaciones entre sucesos:

e El suceso A estd contenido en el suceso B, si cualquier punto muestral que pertenece al
suceso A también pertenece al suceso B:

ACBsiwE A= w€EB.
e Los sucesos A y B son iguales, si cualquier punto muestral de A estd en B y viceversa:
A=Bsiw€AS wEB.

e Los sucesos A y B son incompatibles, disjuntos o mutuamente excluyentes, si no tienen
puntos muestrales en comun:

ANB=é¢.

La unién y la interseccién de suceso cumplen las propiedades asociativa 'y conmutativa y, entre
ellas, se verifica la propiedad distributiva.

Con las dos leyes de Morgan se relacionan la unidn, la interseccién y la complementariedad:
e AUB=ANB.
e ANB=AUB.

Se dice que ha ocurrido un suceso A, si al realizar el experimento aleatorio se obtiene cualquier
punto muestral perteneciente a A'.

El conjunto de todos los sucesos? se llama partes de Q, @ (), y el par ({1, £())) se llama
espacio probabilizable’.

Una probabilidad es una aplicacion, p, de () en la recta real, ), tal que a cada suceso, A,
le hace corresponder su medida tedrica de ocurrencia*, p(A).

! En este sentido, () es el suceso seguro y ¢ el suceso imposible.

2 En muchas ocasiones no interesan todos los sucesos del espacio muestral sino tinicamente una parte de ellos, veri-
ficando una serie de propiedades de interés, que se denomina o-algebra. Aunque la introduccién de este concepto no
es necesaria en el contexto que nos ocupa, recomendamos al lector interesado la consulta de textos donde el estudio
del calculo de probabilidades se hace de un modo mas pormenorizado.

3 En realidad, el espacio probabilizable aqui definido es un caso particular de la situacién general en la que, en lugar
de ©(Q), la mayor de las o-dlgebras, se considera una o-dlgebra cualquiera.

4 La definicién de probabilidad con la que trabajaremos en este capitulo es, en realidad, un caso particular de la defi-
nicién de probabilidad sobre los sucesos de una o-dlgebra cualquiera.
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Una probabilidad cumple los tres axiomas siguientes>:
e Para cualquier suceso A de (), p(A) = 0.
e p)=1

[

e Dada cualquier coleccién infinita numerable de sucesos {A;}’- |, disjuntos dos a dos, se

cumple: p( O A,~> = i p(A).

i=1 i=1
De la definicion axiomética de probabilidad se derivan las siguientes propiedades:

P1 p(¢) = 0.

P.2 Dada cualquier coleccién finita de sucesos {A;}7- |, disjuntos dos a dos, se cumple:

P(LnJAi) = Z P(A).

i=1 i=1

P.3 Para cualquier suceso A, p(A) = 1 — p(A).

P.4 Dados dos sucesos Ay B talesque A C B, p(B — A) = p(B) — p(A).

P.5 Dados dos sucesos A y B tales que A C B, entonces p(A) = p(B).

P.6 Para cualquier suceso A, p(A) = 1.

P.7 Dados dos sucesos A y B, entonces, p(B — A) = p(B) — p(A N B).

P.8 Dados dos sucesos® A y B, entonces, p(A U B) = p(A) + p(B) — p(A N B).
La terna (€2, (£2), p) recibe el nombre de espacio probabilistico’.

Dado un espacio probabilistico (€1, ¢ (Q), p), y dado un suceso B de probabilidad distinta de
cero, se llama probabilidad condicionada por B a una aplicacién de g ({2) en la recta real, R,
tal que a cada suceso A le hace corresponder el ndmero real:

p(A N B)
A/B) = =
PAIB) == 5

Entendida la probabilidad del suceso A como la medida de su ocurrencia, la probabilidad® con-
dicionada es la medida de la ocurrencia de A, sabiendo que ha ocurrido el suceso B, esto es, la
medida de la ocurrencia del suceso A dentro del suceso B.

> La definicién axiomadtica de probabilidad se debe al matemadtico ruso Kolmogorov.
¢ Esta propiedad puede generalizarse para un nimero n de sucesos.

7 Cualquier asignacién de probabilidad a los sucesos elementales en un espacio muestral finito o infinito numerable
de modo que la probabilidad de cada suceso elemental sea no negativa y la suma de todas ellas sea la unidad, define
una probabilidad. En particular, la definicién de una probabilidad sobre un espacio muestral finito y equiprobable
conduce a la conocida regla de Laplace, para cuya aplicacién se requiere la obtencidn del niimero de casos posibles
y del niimero de casos favorables al suceso del cual se desea calcular su probabilidad. Para ello se utiliza el andlisis
combinatorio, como se podrd comprobar en algunos de los problemas de este capitulo.

8 La probabilidad condicionada cumple los tres axiomas de Kolmogorov, siendo, por tanto, una probabilidad.
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La regla de la multiplicacién es una consecuencia de la definicién de probabilidad condicionada.
Ast, dados n sucesos de un espacio probabilistico, tales que p(A; N ... N A, _ ;) # 0, entonces,

PA, N ...NA)=pA) p(AJA) ... p(A,JA, N ... N A, _ ).

Otras dos importantes consecuencias de la definicién de probabilidad condicionada son el teo-
rema de la probabilidad total y el teorema de Bayes. Asi, dado un espacio probabilistico y
una particiéon’ del espacio muestral formada por una coleccién infinita numerable de sucesos
{A;}7- | se cumplen los dos resultados siguientes:

1. La probabilidad de un suceso cualquiera B es

p(B) =, p(A) - p(BIA).

i=1

2. Si B es un suceso de probabilidad no nula, entonces, la probabilidad de cualquier suceso
de la particion, A;, condicionada por B puede escribirse como

p(A) - p(B/A)

Y p(A) - p(BIA)

i=1

p(A;/B) =

Se dice que dos sucesos A y B de un espacio probabilistico son independientes, si

p(ANB)=p(A) - pB).

De la definicion de independencia de sucesos se deducen varias consecuencias: un suceso de probabi-
lidad nula es independiente de cualquier otro; un suceso de probabilidad igual a la unidad es indepen-
diente de cualquier otro; y, si un suceso es independiente de otro, también lo es de su complementario.

Dados dos sucesos A y B de un espacio probabilistico, A y B son independientes si uno de ellos
es de probabilidad nula, o p(A/B) = p(A).

Se dice que tres sucesos de un espacio probabilistico, A, B y C, son mutuamente independientes si
p(A N B)=p(A)-p(B)
p(ANC)=p)-p(C)
pBNC)=p®B) - p)
pANBNC)=pA)- pB) - pC).

En ocasiones, un experimento aleatorio se puede descomponer en varias etapas'®, con lo cual,
el célculo de las probabilidades de los sucesos requiere el conocimiento de las relaciones de
independencia —el resultado de cada una de ellas no influye en los resultados del resto— o
de dependencia —existe influencia entre los resultados— de dichas etapas.

9 Una particion del espacio muestral () estd formada por una coleccién infinita numerable de sucesos {A;}7_ |, dis-
juntos dos a dos y tales que su unién es igual ().

10" Se trata de los llamados experimentos compuestos, cuya compleja formalizacién omitiremos en esta obra, aunque
si calcularemos probabilidades de sucesos pertenecientes a este tipo de experimentos.
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APLICACION DE CONCEPTOS Y DEMOSTRACION DE RESULTADOS

Dado un espacio probabilistico (), £ (£2), p), demuéstrense las propiedades que se
derivan de la definicién de probabilidad.

SOLUCION

Antes de comenzar con la demostracién de estas propiedades hemos de mencionar que, para
poder llevarla a cabo, solamente pueden utilizarse los tres axiomas de la definicién de probabi-
lidad y cada una de las propiedades que, sucesivamente, se vayan comprobando; es necesario
hacer este comentario porque el hecho de que el lector “conozca” algunas propiedades derivadas
del concepto de probabilidad hace que caiga en el frecuente error de aplicarlas para demostrar
otras, aunque aquellas no estén todavia probadas. En este sentido, recomendamos al lector que,
aunque hay otras posibilidades igualmente vélidas, intente resolver este problema siguiendo el
orden en el que son presentadas en el resumen tedrico que aparece al principio de este capitulo.

P1 p(¢) =0.

Para demostrar la primera propiedad tomaremos una coleccién infinita numerable de sucesos,
{A;}7- |, tal que A; = ¢, para todo suceso de la coleccion, es decir, una coleccién infinita
numerable en la que todos los sucesos son el suceso imposible. Se cumple, entonces, que la
union de todos ellos es el suceso imposible,

con lo cual,
p(Q Ai) =p(d).
Aplicando el tercer axioma de la probabilidad, se verifica:
p(d) = P(iL:JlAi> = ,-21 p(A) = 2,1 p(&),
concluyéndose asi que, necesariamente,

p($) =0.

P.2 Dada cualquier coleccién finita de sucesos del espacio probabilistico, {A;}}- |, disjuntos

dos a dos, se verifica quep( U Ai) = Z p(A).

i=1 i=1
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Para completar la coleccion finita de sucesos disjuntos y convertirla en una coleccion infinita de
sucesos, {A;}7= |, también disjuntos, afiadiremos sucesos iguales al suceso imposible, es decir,
A, 1 =d,A, .= ¢,..., cumpliéndose, entonces, que

Ua=-Ua
i=1

i=1
y, por tanto,
AU)=r(Un)
i=1 i=1

Teniendo en cuenta el tercer axioma de la probabilidad, se tiene que
p@J&}n{UAJ=Zp%%
i=1 i=1 i=1

con lo cual, dividiendo el sumatorio en dos sumatorios y teniendo en cuenta, por la propiedad
P.1 ya demostrada, que el segundo sumatorio es una suma de sumandos todos iguales a cero,
resulta:

Y pA) =D, pA) + Y, pA) =D p@A) + D, p(d) =, p(A),

i=1 i=1 i=n+1 i=1 i=n+1 i=1

quedando probada esta propiedad.

P.3 Para cualquier suceso A, p(A) = 1 — p(A).

Si realizamos una particién del espacio muestral, considerando el suceso A como uno de los
suceso implicados,

entonces,
pAUA)=pQ) =1
Aplicando la propiedad P.2 para el caso de dos sucesos, se cumple que
1=pAUA) =pA) + p(A),
esto es,

pA) =1-p(A).
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P.4 Dados dos sucesos A y B tales que A C B, entonces, p(B — A) = p(B) — p(A).

Si el suceso A estd contenido en B, el suceso B puede expresarse como unién de los sucesos
disjuntos Ay B — A:

B=AU (B - A).
En efecto, el suceso B puede escribirse como B interseccidn el suceso seguro, esto es,
B=BnNA.

Por otro lado, el suceso A y su complementario, A, constituyen una particién del espacio
muestral, con lo cual, el suceso B admite expresarse como

B=BN(AUA).

Por dltimo, aplicando la propiedad distributiva de la interseccién con respecto a la unidn, se
tiene que

B = (BNA)U(BNA).
0, lo que es igual,

B=ANB)U B —A),
siendo esta unién disjunta, puesA NBC Ay B — A C A.
Ahora bien, como A C B, entonces, BN A = A, con lo cual,

B=AU (B —A).

Esta igualdad permite aplicar la propiedad P.2, por lo que

p(B) = p(A) + p(B — A),
y, despejando,

p(B —A)=p(B) — p(A).

P.5 Dados dos sucesos A y B tales que A C B, entonces, p(A) = p(B).

Esta propiedad es inmediata, teniendo en cuenta que, por un lado, acabamos de probar que
p(B) =pA) + p(B— A)y que, por otro lado, el primer axioma de la probabilidad garantiza
que la probabilidad de cualquier suceso es positiva, con lo cual, p(B —A) = 0y, necesaria-
mente, la probabilidad de A ha de ser, a lo sumo, igual que la probabilidad de B.
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P6 pA)=1.

Como A C (), de la propiedad anterior se deriva de modo inmediato que

p(A) =p.
Pero como
p() =1,
entonces,
pA)=1.

P.7 Dados dos sucesos A y B, se cumple: p(B — A) = p(B) — p(A N B).

Para demostrar esta propiedad, tendremos en cuenta que, segtin vimos en P.4, el suceso B puede
escribirse como unién de dos sucesos disjuntos,

B=(BNA)U(BNA).
Entonces, considerando de nuevo la propiedad P.2,
p(B)=p@ANB)+pB—A),
con lo cual, despejando,
p(B—A)=pB) —p(ANB),
quedando asi demostrada esta propiedad.
Obsérvese que estamos ante una generalizacién de la propiedad P4, ya que, si A C B, entonces,
PANB)=p(A).
P.8 Dados dos sucesos A y B, se verifica: p(A U B) = p(A) + p(B) — p(A N B).
El suceso A U B puede expresarse como union de tres sucesos disjuntos,
AUB=A-B)UANBYU(MB-—A),
ya que, segun vimos en P.4, el suceso A puede escribirse como

A=(ANB)UANB),
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y el suceso B como
B=(BNA)U(BNA),
por lo que,
AUB=ANBUMANBUMANB UANB)
0, lo que es igual,
AUB=A—-B)UANB)U (B —A).
Aplicando la propiedad P.2, ahora para el caso de tres sucesos, se tiene que
pAUB)=pA—B)+pANB)+ pB—A).

Ahora bien, por la propiedad P.7 se obtiene, por un lado,

pA—B)=p(A) —p(ANB),
y, por otro lado,

p(B—A)=pB) —p(ANB),
con lo que, sustituyendo,

p(AUB)=p(A) —p(ANB)+pANB)+pB)—pANB),
y, en consecuencia,
p(AUB)=p(A) +p(B) —pANB).

Observe el lector que, en la situacién particular de que A y B fueran sucesos disjuntos, su inter-
seccién tendria probabilidad cero, con lo cual, esta propiedad es mds general que P.2.

Analicese la probabilidad de un espacio probabilistico ({2, §({2),p), donde () es un es-
pacio muestral finito y equiprobable.

SOLUCION

El hecho de que el espacio muestral finito, {2 = {w,, ..., w,}, sea equiprobable significa que
todos los sucesos elementales tienen idéntica probabilidad, esto es,

pw ) =...=p{o,}).
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y, dado que, por aplicacién de P.2:
p)=p({o}U..Ule})=p{w})+..+p({e,})=1
entonces, para i =1, ..., n, necesariamente,

1

n

p({o}) =
Ademds, como cualquier suceso A puede expresarse como union finita de sucesos elementales,

A= Jlwl

w; EA

entonces, volviendo a aplicar la propiedad P.2, resulta que la probabilidad del suceso A es igual a

pA) = P( U {wi}> =Y plloh =15

w EA w; EA

donde k es el nimero de puntos muestrales que pertenecen al suceso A.

Téngase en cuenta que el denominador de la probabilidad obtenida, esto es, n, resulta ser igual
al nimero de resultados del experimento aleatorio, o equivalentemente, al niimero de casos
posibles; en cuanto al numerador, k, es el nimero de resultados que son favorables a la
ocurrencia del suceso A, es decir, el niimero de casos favorables al suceso A. En consecuencia,
la probabilidad del suceso A se obtiene aplicando la conocida regla de Laplace: cociente entre
el nimero de casos favorables y el niimero de casos posibles.

Sean A y B dos sucesos tales que p(A) = 0,4, p(B) = 0,3y p(A U B) = 0,6. Calcilese
p(ANB),pA), p(B), p(A— B),p(B—A),p(AU B)y p(AN B).

SOLUCION

La propiedad P.8,
p(AUB)=p(A) +pB) —p(AN B),
permite, despejando, calcular

p(ANB)=pA) +pB) —pAUB)=04+03—06=0,1.
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Las probabilidades de A y B se obtienen por aplicacién de P.3:

pA)=1—-pA)=1-04=006

pB)=1-pB)=1-03=0,7.
Mediante P.7 se obtiene, de modo inmediato, que

p(A—B)=pA) —pANB)=04—0,1=03

pB—A)=pB)—pANB)=03-0,1=0,2.
Por dltimo, con las leyes de Morgan se calculan:

pAUB)=p(ANB)=1—-pANB =1-0,1=09

y
pANB)=p(AUB)=1—-p(AUB)=1-0,6=04.
Se consideran dos sucesos, A y B, de los cuales se conocen p(A) = 0,7, p(A — B) = 0,3
y p(B — A) = 0,2. Hallense las probabilidades de los sucesos: A U B, B, A,B, A N B,
ANB,AUB.
SOLUCION

El suceso C = A U B puede escribirse, segiin vimos en el problema 6.1, como
(CNA)U(CNA).
Ahora bien, por un lado, el primer suceso de la unién anterior es
CNA=AUB NA=A,
yaqueA CA U B.
Por otro lado, el segundo suceso es
CNA=AUBNA=ANAUBNA =¢dU(BNA) =BNA.

En definitiva,

AUB=AU (B —A),
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unién disjunta, pues B — A C A, con lo cual, puede aplicarse P.2:

p(AUB) =pA) +pB—A)=07+02=0,9.
Por otro lado, teniendo en cuenta P.7,

p(A—B)=p(A) —p(ANB),

resulta, despejando, que

p(ANB)=pA) —p(A—B)=07—-03=04".
De P.8 se obtiene:

pB)=pAUB)—plA)+pANB)=09—-0,7+04=0,6,

resultado al que también puede llegarse teniendo en cuenta que p(B — A) = p(B) — p(A N B).
Las probabilidades de los sucesos A y B son inmediatas, considerando P.3:

pA)=1-pA)=1-07=03

pB)=1—pB)=1-06=04.
Finalmente, utilizando las leyes de Morgan:

pAUB) =p(ANB)=1-pANB)=1-04=06

pPANB) =p(AUB)=1—-p(AUB)=1-10,9=0,1.

Téngase en cuenta que, aplicando P.8 a los sucesos A y B, se cumple que
pAUB)=p(A) + p(B) —p(AN B).

Se ha realizado un estudio sobre los hébitos en el desayuno de una poblacién. Entre
otros, se han obtenido los siguientes resultados:

e EIl 53 por ciento bebe una taza de leche.
e FEI 33 por ciento desayuna con cereales.
e EI 65 por ciento alguna de las dos cosas.

! Proponemos al lector el cdlculo de p(A U B) hallando previamente p(A N B) y utilizando parte de la demostra-
cién de la propiedad P.8 que figura en 6.1.
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Calculese el porcentaje de individuos de la poblacién que:
a) No desayuna ni con leche ni con cereales.

b) Desayuna con una taza de leche sin cereales.

SOLUCION

Se considera el experimento aleatorio consistente en elegir un individuo de la poblacién y ver
qué desayuna (taza de leche y cereales). El espacio muestral asociado a este experimento es

Q = {(1)1, w,, W3, (1)4},
donde
w; = el individuo sélo bebe una taza de leche.
w, = el individuo s6lo desayuna con cereales.
w; = el individuo desayuna con leche y cereales.

w,4 = el individuo ni toma leche ni toma cereales.

El enunciado del problema proporciona las probabilidades de los sucesos, L'y C, beber una taza
de leche y desayunar con cereales, respectivamente, y de L U C, esto es, desayunar alguna de
las dos cosas:

p(L) = p({w;, ;}) = 0,53,

p(C) = p({w,, ws3}) = 0,33

p(LUC) =p({o;, 0y 03}) = 0,65.

a) El suceso descrito en este apartado se corresponde con L N C o, lo que es igual, con el su-
ceso complementario de la unién, LU C. Por tanto,

pLUC)=1—-p(LUC)=1-0,65=0,35,

esto es, el 35 por ciento de los individuos no desayuna ni leche ni cereales.

Observe el lector que el suceso LU C es, en realidad, el suceso elemental {w,}.
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b) La probabilidad del suceso L N C = L — C se calcula como
p(L—C)=pL) —pLNC),
para lo cual es necesario conocer p(L N C).
Ahora bien, de la relacion
p(LUC)=pl) +p(C)—pLNC),
se obtiene, despejando, que

p(LNC)=pL) + p(C)—p(LUC) =053+ 033 — 0,65 =021,

probabilidad del suceso elemental {w5}.

En definitiva, la probabilidad pedida en este apartado, probabilidad de {w,}, resulta:
p(L—C)=0,53-0,21 =0,32,

es decir, el 32 por ciento de los individuos de la muestra desayuna con una taza de leche sin
cereales.

Se considera el espacio muestral £} = {0, 1, ...} y una probabilidad, p, de ({2) en R,
tal que

p(i) = 0,2 - 0,8,

Hiéllese la probabilidad de obtener el resultado 2.

SOLUCION

Para el cdlculo de la constante & ha de considerarse que, como la unién de todos los sucesos elemen-
tales es igual a (), entonces, por aplicacién del tercer axioma de la probabilidad, la suma de las
probabilidades asignadas a cada uno de los sucesos elementales tiene que ser igual a la unidad:

0o ' oo ‘ oo . 1 1
1= — 2i. k — k i = k. — k,_~ k—1
_,-:Eop(l) —i:EOO, 0,8=0,8 i:EOO, =0,8 102 0,8 08 0,8 ,

resultado al que hemos llegado, teniendo en cuenta que Z 0,2/ es la suma de los infinitos
i=0
términos de una progresién geométrica de razén menor que la unidad?.

a

% La suma de los infinitos términos de una progresién geométrica de razon, r, tal que, | r| <1, es 1 donde a, es

. P - -r
el primer término de la progresion.
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Por tanto,
08~ 1=1,
con lo cual, necesariamente, ha de cumplirse que
k—1=0,
y, en consecuencia, la constante k es igual a la unidad.
Una vez calculado el valor de k, la probabilidad pedida se halla de modo inmediato:

p(2)=0,22-0,8 = 0,032.

Una pandilla formada por 6 amigos, de los cuales dos son gemelos, ha asistido a un
partido de baloncesto y se han sentado todos en la misma fila de modo aleatorio. ;Cuél
es la probabilidad de que los dos gemelos se sienten juntos?

SOLUCION

El nimero de posibles reordenaciones de los 6 amigos en la fila es igual a las permutaciones de
6 elementos?, es decir,

6!=6-5-4-3-2=720,

siendo todas ellas igualmente probables, hecho que permite aplicar la regla de Laplace a la hora
de hallar la probabilidad pedida.

Para calcular el niimero de casos favorables ha de considerarse a los dos gemelos como un tnico
elemento. De este modo, seran situaciones favorables el nimero de reordenaciones de 5 elementos
multiplicando el resultado por dos, ya que cada una de estas ordenaciones admite, a su vez, que
los dos gemelos permuten entre si:

2:5!=2-5-4-3-2=240.

En definitiva,

. . 240
p(gemelos se sienten juntos) = ——— = 0,33.
720
3 Recuérdese que, dado un conjunto de m elementos {q,, ..., 4,,}, el nimero de permutaciones de estos m elementos

es el nimero de todas sus posibles ordenaciones, esto es, P,, = m!.
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El conserje de una facultad estd de baja por enfermedad. Su sustituto ha olvidado a
qué departamento pertenece cada uno de los cuatro casilleros de correspondencia
asignados a su secretaria, con lo cual decide distribuir el correo de cada departamento
al azar.

a) (Qué probabilidad hay de que realice la asignacién correctamente?

b) Hallese la probabilidad de que la secretaria del departamento de economia tenga
bien repartido su correo.

SOLUCION

a) El nimero de todas las asignaciones que el sustituto puede realizar del correo de cada
departamento es igual al nimero de posibles reordenaciones del correo en cada uno de los
4 casilleros, esto es, permutaciones de 4 elementos:

41 = 24,

Puesto que todas estas reordenaciones son igualmente probables, es posible aplicar la regla de
Laplace para hallar la probabilidad requerida.

En cuanto al nimero de casos favorables, observe el lector que inicamente hay una situacién en
la cual todo el correo estd perfectamente asignado. En definitiva:

p (asignacidn correcta del correo) = i

b) Para determinar los casos favorables en esta ocasion, hay que tener en cuenta que, una vez
asignado de manera correcta el correo de la secretaria del departamento de economia, los
otros tres departamentos pueden tener su correo reordenado en cualquiera de los tres casi-
lleros restantes. Por tanto, el nimero de casos favorables es el de permutaciones de
3 elementos:

31 =6.

En consecuencia,

p(economia tiene asignacion correcta) = % = 0,25.

Sea (€2, (L)), p) un espacio probabilistico y sea B un suceso cualquiera de probabi-
lidad no nula. Demuéstrese que la aplicacién de g ({2) en la recta real, tal que a cada
suceso le hace corresponder su probabilidad condicionada por B, es una probabilidad
sobre el espacio probabilizable (), g ({))).
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SOLUCION

Para demostrar este resultado hay que comprobar que dicha aplicacién cumple los tres axiomas
de Kolmogorov.

En primer lugar, resulta inmediato que, para cualquier suceso A, se cumple que

_pANB) _
pA/B) = B2 = 0,

ya que, tanto numerador como denominador, son cantidades no negativas.

En segundo lugar, aplicando las propiedades de la probabilidad,
PQNB) _ pB) _
pB)  pB)
Y, por ultimo, dada una coleccién infinita numerable de sucesos, disjuntos dos a dos, {A;};7’=
se verifica, por definicién de probabilidad condicionada, que

(r)os] {Quna]

p(YB) =

i=1 i=1

A./B| =
P (U ’ ) p(B) p(B)

siendo la ultima igualdad resultado de aplicar la propiedad distributiva de la intersecciéon con
respecto a la unién.

Utilizando el tercer axioma de la probabilidad, cosa que puede hacerse puesto que los sucesos
de la coleccién {A; N B}7- | son disjuntos dos a dos, resulta que

Zp(A NB) .
)—'1— > D3 s,

p(B) i=1 P(B) i=1

p<CJA,»/B

i=1
quedando asi, demostrados los tres axiomas de Kolmogorov para la probabilidad condicionada.
Obsérvese que, si B = (), entonces,

pANQY pA) _

A/Q) =
4 ) () 1

p(A).

Un estudio estadistico tiene por objeto evaluar los resultados de una campafia publici-
taria destinada al lanzamiento de un nuevo producto. Una de las conclusiones de este
andlisis es que el 60 por ciento de los individuos que ha visto el anuncio ha comprado
posteriormente el producto.
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Si un individuo adquiere el producto, ;puede decirse que hay una probabilidad igual a 0,4 de
que no haya visto el anuncio?

SOLUCION

Llamando A y P a los sucesos ver el anuncio y comprar el producto, respectivamente, se conoce
la probabilidad de P condicionada por A, esto es,

p(P/A) = 0,6.

Y, tinicamente con esta informacién, no puede deducirse p(A/P), probabilidad del suceso A
condicionada por la ocurrencia del suceso P.

El lector que haya contestado afirmativamente a esta pregunta ha confundido la cuestionada
probabilidad con

p(PIA)=1—p@PIA)=1—0,6=04,

es decir, con la probabilidad de no adquirir el producto habiendo visto el anuncio.

Demuéstrese el teorema de la probabilidad total.

SOLUCION

Sea un espacio probabilistico, ({2, ¢ ({)), p), y una particién del espacio muestral, {A;}7_ |,
formada por sucesos de probabilidad distinta de cero. Por tratarse de una particién de (), el
suceso seguro puede escribirse como

con lo cual, cualquier suceso B admite la siguiente expresion:

B=BOQ=BO<OA,-)= O(BﬂAi),

i=1 i=1
siendo los sucesos {B N A;}7- | disjuntos dos a dos.

Aplicando el tercer axioma de la probabilidad, se tiene que

p(B) =Y, p(BN A).

i=1
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Ahora bien, puesto que, para cada suceso A;, se cumple que

BNA,
pia) = ZEOAD,
p(A)
resulta, despejando, que
p(BNA;) =p(BIA) - p(A),
esto es,

pB) =D, p(BN A) =D, p(BIA) - p(A).

i=1 i=1

Demuéstrese el teorema de Bayes.

SOLUCION

=)

Sea un espacio probabilistico, ({1, £ (£)), p), y una particién del espacio muestral, {A;}7"_ |,
formada por sucesos de probabilidad distinta de cero y sea B un suceso de probabilidad no nula,
entonces, por definicién de probabilidad condicionada,

PBNA)

PAIB) = B)

para cualquier suceso A; de la particion.

Considerando que, por un lado, el numerador de la expresion anterior, por aplicacién de la regla
de la multiplicacién, es

p(BNA)) =p(BIA)) - p(A),
y que, por otro lado, mediante el teorema de la probabilidad total, el denominador es
p(B) =, p(BIA) - p(A),
i=1

se tiene, sustituyendo, que

D(A/B) = p(B/A)) - p(A))
y =

Y p(BIA) - p(A)

i=1
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Sean A y B dos sucesos tales que p(A) = 0,5, p(B) = 0,5y p(A/B) = 0,4. Calciilense
las siguientes probabilidades: p(A/B), p(B/A)y p(B/A).

SOLUCION

Puesto que la probabilidad condicionada es una probabilidad, se cumple que
p(A/IB)y=1—p(A/B)=1—-04=0,6.

Para hallar p(B/A), aplicamos la definicién de probabilidad condicionada,

p(ANB)
p(A)

y calculamos el numerador de la expresion anterior mediante la regla de la multiplicacion:

p(BIA) =

p(ANB)=p(B)-p(A/B) =0,5-04=0.2.

En definitiva,

B/a) =22~ 04
p 05

Por dltimo,

p(B/IA)=1—-p(B/A)=1-04=06.

Pruébese que, si un suceso es de probabilidad igual a cero, entonces, es independien-
te de cualquier otro suceso.

SOLUCION
Sea el suceso A tal que p(A) = 0y sea B un suceso cualquiera. Entonces, por un lado,
p(A)-p(B)=0-p(B) =0,

y, por otro lado, como el suceso A N B estd contenido en el suceso A, aplicando la propiedad P.5
se obtiene que

P(ANB) =p(A) =0,
siendo, en consecuencia, igual a cero la probabilidad del suceso A N B.

En definitiva,
p(AnB)=p(A)-p(B)

y el suceso A es independiente de cualquier suceso B.
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Demuéstrese que, si los sucesos A y B son independientes, entonces, también lo son
AyB.

SOLUCION

Para probar la independencia de los sucesos A y B ha de comprobarse que
p(ANB) =p(A) - p(B).
Ahora bien,
p(ANB)=p(A—B)=p(A) —p(AnB),
sin mds que aplicar la propiedad P.7.

Teniendo en cuenta que los sucesos A y B son independientes, se verifica que
pANB)=p(A) - pB),
con lo cual, sustituyendo en la igualdad anterior resulta que
p(ANB) =p(A) — p(AN B) = p(A) — p(A) - p(B).
Sacando factor comtn a p(A):
p(ANB) =p(A)-[1 —pB)] =p(A) - pB),
siendo, por tanto, A y B sucesos independientes.

Téngase en cuenta que, si A y B son independientes, volviendo a aplicar el resultado que
acabamos de demostrar, también lo serdn By el complementario de A, A.

Sean A y B dos sucesos independientes tales que p(A) = 0,4, y p(B) = 0,5. Héllense
las probabilidades de los sucesos: A, B,ANB,AUB ANB,AUBANByANB.

SOLUCION

Por las propiedades de la probabilidad, se calculan, tanto
pA)=1—-—pA)=1-04=0,06,

como

p(B)=1—-pB)=1-05=05.
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Para hallar la probabilidad del suceso interseccién hay que tener en cuenta que los sucesos A 'y
B son independientes y, por consiguiente,

pANB)=pA) -pB)=04-05=02
Por otro lado, la probabilidad del suceso unidn, se obtiene de modo inmediato, pues
p(AUB)=pA)+pB)—pANB=04+05-02=0,7.

En cuanto a las probabilidades de los sucesos A N By A U B, basta aplicar las leyes de Morgan.
Asi, por un lado,

pANB) =p(AUB)=1—-p(AUB) =1-0,7 =03,
y, por otro,
pPAUB) =p(ANB)=1—-pANB) =1-02=08.

Por tltimo, y puesto que, como ya se ha dicho, los sucesos A y B son independientes, también
losson Ay ByAy B, con lo que

p(ANB)=p()-pB)=04-0,5=0,2

y
p(ANB)=p@) - pB)=06-05=03.
Se realiza el experimento aleatorio consistente en extraer dos cartas de una baraja es-
pafiola. Calculense las probabilidades de los sucesos:
a) Las dos cartas son de oros.
b) La primera carta es de oros y la segunda de copas.
¢) Una carta es de oros y la otra es de copas.
Considérense, para ello, las dos situaciones siguientes:
e Las cartas se extraen con reemplazamiento.
e Las cartas se extraen sin reemplazamiento.
SOLUCION

Sirva este problema para introducir el concepto de experimento compuesto de varias etapas o
experimentos; en este ejemplo, la primera y segunda etapas consisten en extraer la primera y la
segunda carta, respectivamente. Aunque no formalizaremos los conceptos, si daremos las pautas
para trabajar en este tipo de situaciones.
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a) En este orden de cosas, si denotamos por O, (i = 1,2) el suceso la i-ésima carta extraida es
de oros, ha de calcularse la probabilidad de que la primera carta sea de oros y la segunda
carta sea de oros, suceso que puede interpretarse como una interseccién entre los
sucesos O, y O, es decir,

p(0,0,),

probabilidad de un suceso en cuya expresion, por pertenecer a un experimento compuesto, no
escribimos el simbolo de la interseccion.

Esta probabilidad, aplicando la regla de la multiplicacién®, es igual a
p(0,0,) = p(0)) - p(0,/0)).

Ahora bien, si se considera la primera situacion en la que las cartas se extraen con reemplaza-
miento, la probabilidad p(0,/0,) coincide con p(0,), puesto que el resultado de la primera
etapa del experimento no influye en lo que ocurra en la segunda; se dice que los experimentos
que componen el experimento compuesto son independientes. Asi, teniendo en cuenta que los
posibles resultados de cada uno de los experimentos que constituyen el experimento compuesto
dan lugar a un nimero finito de resultados igualmente probables, se puede aplicar la regla de
Laplace, por lo que

_ _ 10 10 _
P(010) = p(0)  p(0y) = 75+ 75 = 0.0625.
Si, por el contrario, la carta no es devuelta al mazo, en la segunda etapa del experimento
quedardn inicamente 9 cartas de oros de un total de 39 resultados equiprobables, con lo cual,
utilizando de nuevo la regla de Laplace, la probabilidad pedida es

10 9

p(0,0,) = p(0)) - p(0,/0)) = 20 39 - 0,0577.

En este caso, estamos trabajando con experimentos dependientes.

Antes de dar respuesta a los siguientes apartados, vamos a detenernos en otras posibles vias de
resolucion de problemas con experimentos compuestos.

La situacién de independencia de experimentos se puede resolver, también, planteando un espacio
muestral finito y equiprobable que consta de todas las posibles ordenaciones de dos cartas,
repetidas o no, tomadas de entre las 40 que forman el mazo, lo cual constituye un total de 40?
casos, es decir, el nimero de variaciones con repeticion de 40 elementos tomados de dos en dos>.
El nimero de casos favorables, variaciones con repeticiéon de 10 elementos tomados de 2 en 2,

4 Tanto la regla de la multiplicacién, como los teoremas de la probabilidad total y de Bayes, se aplican sobre todo en
situaciones de trabajo con experimentos compuestos.

3> Dado un conjunto de m elementos {a, ..., a,}, el nimero de ordenaciones de n elementos repetidos o no, que se
pueden obtener es el niimero de variaciones con repeticion de m elementos, tomados de n en n, VR, , = m".
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son 10 - 10, ya que, por cada carta de oros —de un total de 10—, hay otras 10 cartas de oros para
constituir una ordenacion favorable. El lector puede preguntarse el porqué de considerar impor-
tante el orden cuando lo que aqui realmente interesa son las cartas que se reciben; la respuesta esta
en que nuestro interés reside en conseguir un espacio muestral que, ademds de finito, sea equipro-
bable, a partir del cual poder obtener las probabilidades de cualquier suceso compuesto.

En cuanto al caso de experimentos dependientes, también podria calcularse la probabilidad
anterior, aplicando la regla de Laplace, para lo cual habria que considerar como espacio
muestral finito y equiprobable el formado por todas las posibles ordenaciones de dos elementos
que se pueden formar a partir de las 40 cartas de la baraja, esto es, el nimero de variaciones de
40 elementos tomadas de dos en dos®, 40 - 39, siendo los casos favorables el nimero de varia-
ciones de las 10 cartas de oros tomadas de dos en dos, 10 - 9.

Otra alternativa de célculo de la probabilidad planteada en el caso de dependencia de experimentos
surge de suponer el espacio muestral finito y equiprobable formado por todos los grupos, sin importar
el orden, de dos cartas que se pueden elegir de 40. Asi, el nimero de casos posibles, es decir, el
niimero de grupos, todos ellos igualmente probables, es igual a las combinaciones’ de 40 elementos

tomados de dos en dos, . En cuanto al nimero de casos favorables, éste serd igual al nimero

4

2
10

de grupos de dos cartas que pueden elegirse de un total de 10 cartas de oros: ( ) )

Este dltimo camino es muy recomendable cuando el experimento compuesto consta de un gran
nimero de etapas.

b) Sea C; (i = 1,2) el suceso la i-ésima carta extraida es de copas. La probabilidad de que la
primera carta sea de oros y la segunda de copas se calcula, igual que en el apartado ante-
rior, aplicando la regla de la multiplicacion:

p(0,C) = p(0y) - p(C,/0)).

Los comentarios realizados en el apartado @) son validos a la hora de hallar esta probabilidad,
tanto cuando hay reemplazamiento de la carta elegida en la primera etapa, esto es, cuando los
experimentos son independientes,

_ _ 10 10 _
P(01C) = p(0) * p(Cy) = 5+ 5 = 0.0625,
como cuando no hay devolucidn de la carta, es decir, cuando los experimentos son dependientes,
_ _ 10 /10 _
P(0,C) = p(0) - p(Co/0)) = 55 75 = 0,0641.
% Dado un conjunto de m elementos {a, ..., a,,}, el nimero de ordenaciones de n elementos es el nimero de varia-

=mm—1)..(m—n+ 1).

7 Recuérdese que, dado un conjunto de m elementos, {aj, ..., a,,}, €l nimero de combinaciones de n elementos que
se pueden obtener a partir de €l es igual al nimero de posibles grupos de n elementos, sin importar el orden de los

. m
mismos, C,,, = (n)

ciones de m elementos, tomados de n en n, V,

mn
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¢) La probabilidad pedida resulta de sumar dos probabilidades:
p(una carta de oros y otra de copas) = p(0, C,) + p(C, O,).

El primer sumando estd calculado en el apartado b). En cuanto al segundo sumando, se obtiene
siguiendo los mismos razonamientos de anteriores apartados.

Asi, cuando no hay reemplazamiento y, por tanto, los experimentos son independientes,

_ _10 10

P(C105) = p(C) - p(Or) =5+ 4
y, cuando la carta elegida no es devuelta al mazo, y, en consecuencia, los experimentos son
dependientes,

_ _10 10
p(C,0,) = p(C)) - p(O,/C)) = 40 39
En definitiva,
(una carta de oros y otra de copas) = 2 - 10 10 =0,125
p y p 40 40 2 9
en la primera situacion, y
(una carta de oros y otra de copas) = 2 - 10 10 _ 0,128
P y P 40 39 %

en la segunda.

Cuando no hay devolucién al mazo de la carta elegida, la probabilidad pedida puede obtenerse,
también, aplicando la regla de Laplace. En esta ocasidn, el nimero de casos favorables es

( ]10) . ( ]10 ) esto es, por cada una de las 10 cartas de oros que se pueden elegir, hay otras
10 cartas de copas de entre las cuales tomar una.

10) (10

1 1

En consecuencia,

p(una carta de oros y otra de copas) =

Una entidad financiera ha concedido a sus clientes exclusivamente tres tipos de cré-
ditos. El 80 por ciento son hipotecarios, de los cuales un 10 por ciento son a inte-
rés fijo. El 15 por ciento son créditos personales, de los que un 6 por ciento son a
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interés fijo. El resto son «supercrédito coche», todos a interés fijo. Con objeto de
regalar un viaje, se elige al azar un cliente de entre los que poseen un crédito en la
entidad.

a) (Cudl es la probabilidad de que el cliente elegido posea un crédito a interés
fijo?

b) El cliente elegido tiene un crédito a interés fijo. ;Cudl es la probabilidad de que
posea un crédito hipotecario?

SOLUCION

a) Sea F el suceso el crédito es a interés fijo y sean H, P'y C, los sucesos el crédito concedi-
do es hipotecario, personal o supercrédito coche, respectivamente. El enunciado del
problema proporciona las siguientes probabilidades:

p(H) =08,
p(F/H) = 0,1,
p(P) = 0,15,

p(F/P) = 0,06,
p(C) = 0,05

p(F/C) = 1.

Aplicando el teorema de la probabilidad total, la probabilidad de que, elegido un cliente al azar,
posea un crédito a interés fijo es

p(F)=p(F/H) - p(H) + p(F/P) - p(P) + p(F/C) - p(C)
y, sustituyendo,

p(F)=0,1-08+0,06-0,15+1-0,05=0,139.

b) La probabilidad de que, teniendo un crédito a interés fijo, sea un crédito hipotecario es
p(HIF)

que, aplicando el teorema de Bayes, resulta ser

p(H) - p(F/H) _ 0,8-0,1

pH/E) == F) 0,139

= 0,576.
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La empresa lactea El buen vaquero tiene 1 000 empleados, de los cuales el 10 por
ciento son directivos, el 15 por ciento técnicos, el 20 por ciento administrativos y res-
to operarios. El porcentaje de trabajadores que poseen estudios superiores dentro de
cada categoria es del 90, 80, 20 y 4, respectivamente.

El consejo de administracion ha decidido otorgar becas de formacién a la mitad de los em-
pleados que no posean titulacion superior. ;Cudntas becas otorgard la empresa?

SOLUCION

Dados los sucesos: D, ser directivo, T, ser técnico, A, ser administrativo, O, ser operario y E,
poseer estudios superiores, el problema proporciona las probabilidades siguientes:

p(D) = 0,1, p(T) = 0,15, p(A) = 0,2, p(0) = 0,55,
p(E/D) = 0,9, p(E/T) = 0,8, p(E/A) = 0,2 y p(E/O) = 0,04.

Para hallar el nimero de becas que el consejo de administracién ha decidido otorgar hay que
calcular, en primer lugar, el porcentaje que, sobre el conjunto de empleados, representan aque-
llos que no poseen titulacién superior, esto es, p(E). Ahora bien,

p(E) =1-p(E),
y, aplicando el teorema de la probabilidad total, se tiene que
p(E) = p(E/D) - p(D) + p(E/T) - p(T) + p(E/A) - p(A) + p(E/O) - p(O),
es decir,
p(E)=09-0,1+0,8-0,15+0,2-0,2 + 0,04 -0,55 = 0,272,
y, por tanto,
p(E)=1—-p(E)=1-0272=0,728.

En consecuencia, el 72,8 por ciento de los empleados de la empresa lactea no posee estudios
superiores, o lo que es lo mismo, 728 empleados. Ello supone que el consejo de administracion
otorgard 782/2 = 364 becas de formacion.
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La cadena de television privada Canalmenos desea captar socios en una determinada
ciudad. Para ello envia propaganda al 75 por ciento de los domicilios. Los datos que
figuran en la siguiente tabla corresponden a las probabilidades de abonarse a esta ca-
dena de las familias, segtin reciban o no la citada propaganda.

Recibe No recibe

Probabilidad 0,20 0,05

Una familia se ha abonado a esta nueva cadena. ;Cudl es la probabilidad de que no haya reci-
bido la propaganda?

SOLUCION

Segtin los datos del problema, la probabilidad del suceso, recibir propaganda, R, es 0,75. Se
sabe, ademads, que la probabilidad del suceso, la familia se abona, A, es 0,20, si ha recibido la
informacién y 0,05, si no la ha recibido, es decir,

p(A/R) = 0,20

p(A/R) = 0,05.
En definitiva, de la aplicacion del teorema de Bayes resulta:

p(A/R) - p(R) 0,05 - 0,25

p(R/A) = =
p(A/R) - p(R) + p(A/R) - p(R) 0,20 -0,75 + 0,05 - 0,25

= 0,077,

probabilidad de que una familia no haya recibido la propaganda habiéndose abonado.

Durante el pasado afio el organismo publico encargado de la formacién de los traba-
jadores del sector del metal convoc6 un total de 462 planes de formacién. Publicada
la convocatoria se presentd un cierto nimero de solicitudes, de las cuales el 50 por
ciento correspondia a planes individuales solicitados por las empresas, el 40 por cien-
to a planes agrupados solicitados por agrupaciones de empresas y el resto a otras
entidades.

Una vez revisadas las solicitudes se concedi6 a las empresas el 40 por ciento de los planes so-
licitados, a las agrupaciones de empresas el 50 por ciento y al resto de las entidades el 20 por
ciento.
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a) (Cudntas solicitudes fueron presentadas?

b) Se elige una solicitud al azar. ;Cudl es la probabilidad de que corresponda a un
plan agrupado y haya sido denegada?

c) (Cuidl es la probabilidad de que una solicitud que ha sido denegada corresponda
a un plan agrupado?

SOLUCION

Se consideran los sucesos, I, A y E, la solicitud corresponde a un plan individual, la solicitud
corresponde a un plan agrupado, la solicitud corresponde a otro tipo de entidad, y sea C el
suceso la solicitud ha sido concedida.

La informacién disponible es
p) =05,
p(A) =04,
p(E) =0.1,
p(C/I) =04,

p(C/A) = 0,5

p(C/E) =0,2.
a) Aplicando el teorema de la probabilidad total al suceso la solicitud ha sido concedida, re-
sulta que
p(C) = p(C/D) - p) + p(C/A) - p(A) + p(C/E) - p(E),
esto es,
p(C)=04-05+05-04+0,2-0,1=0,42,

0, equivalentemente, al 42 por ciento de las solicitudes presentadas se les concedié un plan de
formacion.

Dado que la convocatoria consta de 462 planes, el total de solicitudes presentadas es igual a

462 - 100
42

n =1 100.
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b) La probabilidad de que una solicitud elegida al azar corresponda a un plan agrupado y
haya sido denegada es

p(AC),

donde C es el complementario del suceso la solicitud ha sido aceptada.

Aplicando la regla de la multiplicacion,

P(AC) = p(A) - p(C/A),
y teniendo en cuenta que

p(C/A)=1—-p(C/A)=1-05=0,5,

resulta:

p(AC)=04-0,5=0,2.
¢) La probabilidad condicionada

p(A/C)

se halla aplicando el teorema de Bayes:

p(A) - p(C/A)

pA/C) = P(C)

Aunque el denominador de la expresion anterior se obtiene directamente a partir de la proba-
bilidad del suceso C calculada en el apartado a), ya que
p(C)=1—-p(C)=1-042=0,8,

presentamos un procedimiento alternativo para que el lector se familiarice con las propiedades
de la probabilidad.

Asi, por el teorema de probabilidad total,
p(C) =p() - p(C/I) + p(A) - p(C/A) + p(E) - p(C/E),
donde
p(C/I=1—p(C/I)=1-04= 0,6,

p(C/E)=1—-p(C/E)=1-0,2=0,8

p(C/A) = 0.5,

probabilidad calculada en el apartado anterior.



Introduccion al cdlculo de probabilidades 405

En definitiva,
p(C)=05-0,6+04-05+0,1-08=0,58,
y, por tanto,

p(A)-p(C/A) _ 04-05

pAIC) =75 0,58

= 0,345.

Téngase en cuenta que, en las dos probabilidades halladas en los apartados b) y ¢), intervienen
los sucesos A y C y pero, mientras la primera es la probabilidad de la interseccion de ambos
sucesos, la segunda es una probabilidad condicionada.

Las probabilidades que figuran en la tabla siguiente corresponden al nimero de ham-
burguesas encargadas semanalmente a Fono-Burguer por las familias de una zona re-
sidencial:

N.° de hamburguesas 0 1 2 3 4
Probabilidad 03 | 0,15 | 0,18 | 0,25 | 0,12

Se sabe, ademads, que el 65 por ciento de las familias que no encargan hamburguesas no tienen
hijos.
a) Si una familia ha encargado al menos 3 hamburguesas, ;cudl es la probabilidad
de que encargue exactamente 4 hamburguesas?

b) (Qué porcentaje de familias tienen hijos y no encargan hamburguesas?

SOLUCION

a) Denotando por A al suceso una familia encarga al menos 3 hamburguesas y por B al su-
ceso una familia encarga exactamente 4 hamburguesas, la probabilidad pedida puede
expresarse como

PUB)

B/A) =
p(B/A) )

A la vista de la informacién que proporciona el enunciado, el suceso A puede considerarse
como unién de dos sucesos: una familia encarga exactamente 3 hamburguesas y una familia
encarga exactamente 4 hamburguesas; en consecuencia, el denominador de la fraccion ante-
rior es

p@A) =025+ 0,12 = 0,37.
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Por lo que respecta a la interseccion entre A y B, obviamente coincide con el suceso B, cuya
probabilidad es 0,12.

En definitiva,

B/A) = 212 _ 304
p 037 O

b) Llamando H al suceso una familia tiene hijos y N al suceso una familia no encarga ham-
burguesas, por el enunciado se conoce la probabilidad:

p(H/N) = 0,65.

Teniendo en cuenta que

p(H/N)=1—p(H/N) =1 — 0,65 = 0,35,

y, aplicando la regla de la multiplicacidn, se obtiene la probabilidad pedida:

p(HN)=p(N) - p(H/N)=0,3-0,35 = 0,105,

esto es, el 10,5 por ciento de las familias tienen hijos y no encargan hamburguesas.

El 90 por ciento de los electrodomésticos que se venden en la cadena de tiendas
Electronuevo son de la marca Agnus. Se sabe que la probabilidad de que un cliente
adquiera una lavadora y pertenezca a la marca Agnus es 0,35; de que sea un frigori-
fico y de esta marca es 0,25; y de que sea un televisor y de esta marca es 0,20.

a) Un cliente entra en el local y adquiere un electrodoméstico Agnus. ;Cudl es la
probabilidad de que sea una lavadora?

b) Si la probabilidad de que un cliente compre una lavadora de otra marca es 0,18,
(cudl es la probabilidad de que un cliente elegido al azar adquiera una lavadora?

SOLUCION

Sea A el suceso, el electrodoméstico que se vende pertenece a la marca Agnus 'y sean L, Fy T,
respectivamente, los sucesos el electrodoméstico que se vende es una lavadora, es un frigori-
fico y es un televisor.

Se sabe que
p(LA) = 0,35
p(FA) = 0,25
p(TA) = 0,20
y, ademas,

p(A) = 0,9.
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Obsérvese que
p (LA) + p (FA) + p(TA) = 0.8,

siendo 0,9 la probabilidad de que un electrodoméstico sea de la marca Agnus; ello significa que
lavadoras, frigorificos y televisores no son los tinicos electrodomésticos de esta marca que se
venden en este establecimiento, pues, si asi fuera, la suma de las tres probabilidades anteriores
deberia ser 0,9.

a) Para calcular la probabilidad del suceso L sabiendo que ha ocurrido el suceso A, se aplica
la definicién de probabilidad condicionada:

p(LA) 035

L/A) = = = 0,39.
PLA =T T 09 Y

b) Como, segiin el enunciado, la probabilidad de que un cliente compre una lavadora de otra
marca es

p(LA) = 0,18,
se obtiene que la probabilidad de que un cliente adquiera una lavadora es

p(L) = p(LA) + p(LA) = 0,35 + 0,18 = 0,53.

La empresa Castiguija, S. A., para reparar las aceras de una localidad recibe las bal-
dosas en lotes de 10 unidades. De un estudio previo se sabe que las probabilidades
que aparecen en la siguiente tabla corresponden al nimero de baldosas defectuosas
del producto en un lote:

N.° de defectuosas 0 1 2
Probabilidad 0,39 0,56 0,05

Cada lote pasa por un proceso de control de calidad de modo que se eligen dos baldosas y, si
ambas son buenas, se acepta, y, en caso contrario, se rechazan. ;Cudl es la probabilidad de que
un lote sea aceptado?

SOLUCION

Sea B el suceso el lote es aceptado y sea L;, con i = 0, 1, 2, el suceso el lote tiene i baldosas
defectuosas. Para calcular la probabilidad de que el lote se acepte hay que tener en cuenta cuén-
tas baldosas defectuosas hay en él.
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Asi, la probabilidad de que el lote sea aceptado si no tiene baldosas defectuosas es uno,
p(B/Ly)) =1

la probabilidad de que sea aceptado, teniendo una baldosa defectuosa es

p(B/L) = % g =0,8,
y, por ultimo, la probabilidad de que sea aceptado, si tiene dos baldosas defectuosas es
p(B/L,) = 8 7. = 0,62.
10 9

El cédlculo de las dos tltimas probabilidades se ha realizado considerando que se trata de un ex-
perimento compuesto de dos extracciones sin reemplazamiento y que, por tanto, el resultado
de la primera extraccién influye en el resultado de la segunda.

Aplicando, entonces, el teorema de la probabilidad total, se tiene que
p(B)=p(Ly) - p(B/Ly) + p(Ly) - p(B/Ly) + p(Ly) - p(B/Ly),
y, en definitiva,

pB)=039-1+0,56-0,8 + 0,05 0,62 = 0,8609.

El 50 por ciento de la poblacion activa de un pais se dedica al sector servicios, el 12
por ciento al de la construccidn, el 3 por ciento al sector primario y el resto al indus-
trial. La tasa de paro de este pais es del 23 por ciento, siendo en el sector servicios del
18,6 por ciento, en el sector primario del 10 por ciento y en el sector industrial del 28
por ciento.

Si un individuo estd en paro, ;cudl es la probabilidad de que pertenezca al sector de la cons-
truccién?

SOLUCION

Se consideran los sucesos, S, pertenecer al sector servicios, C, pertenecer al sector de la cons-
truccion, P, pertenecer al sector primario, I, pertenecer al sector industrial, y, E, estar en paro.

Se conocen las probabilidades:
p(S)=10,5,p(C)=0,12, p(P) = 0,03, p(I) = 0,35y p(E) = 0,23,
junto con las probabilidades condicionadas:

p(EIS) = 0,186, p(E/P) = 0,1 y p(E/I) = 0,28.



Introduccion al cdlculo de probabilidades 409

Aplicando la definicién de probabilidad condicionada, se tiene que la probabilidad pedida es
p(CE)
p(E)

Ahora bien, por la regla de la multiplicacién, el numerador de la expresion anterior resulta ser

p(CIE) =

p(CE) = p(E/C) - p(C),
con lo cual, sustituyendo,

p(E/C) - p(C)
C/E) = ————=.
p(C/E) o(E)

Para hallar p (E/C), tinica probabilidad desconocida en la fraccién anterior, basta tener en cuen-
ta, por el teorema de la probabilidad total, que

p(E) =p(EIS) - p(S) + p(E/C) - p(C) + p(E/P) - p(P) + p(E/I) - p(I),
por lo cual, despejando,

P(E) — p(EIS) - p(S) = p(E/P) - p(P) — p(E/I) - p(I)
p(C)

p(E/C) =

y, sustituyendo, se tiene que

0,23 — 0,186 - 0,5 —-0,03-0,1 — 0,28 - 0,35
0.12 =0,3.

p(E/C) =

En definitiva,

030,12
E)=—"—""=0,
p(C/E) 0.23 0,1565

es la probabilidad pedida.

Sean A, By C tres sucesos tales que A y B son independientes y, ademéas,A U B C C,
demuéstrese que, entonces,

p(C)=p(A) - p(B).

SOLUCION

La relacién de inclusion entre los sucesos A U By C se verifica de modo inverso entre los com-
plementarios de estos sucesos, esto es,

CCAUB,
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y, por consiguiente,
p(C) = p(AUB) = p(ANB),
siendo esta dltima igualdad el resultado de aplicar una de las leyes de Morgan.

Por otro lado, segtin se prob6 en el problema 6.15, si los sucesos A y B son independientes,
también lo son sus complementarios, con lo que

p(C)=p(ANB) =p(A) - p(B),

como se queria demostrar.

Debido al consumo de piensos en mal estado, se sospecha que algunas granjas de
pollos de la regién de Belcagio tienen animales intoxicados.

El departamento de sanidad ha enviado un inspector con la misién de clausurar aquellas gran-
jas que posean animales enfermos. Para ello, tiene orden de examinar un 5 por ciento de los
pollos que haya en cada granja y clausurar aquellas en las que se encuentre al menos uno
intoxicado.

a) ;Cuidl es la probabilidad de que sea clausurada una granja que tiene 100 pollos
y 3 de ellos en mal estado?

b) ;Cuail es la probabilidad de que en la inspeccién de dicha granja se encuentre un
pollo intoxicado y éste sea el dltimo que se examina?

SOLUCION

a) El suceso al menos un pollo estd intoxicado es complementario del suceso ningiin pollo
estd intoxicado, con lo que

p(al menos uno intoxicado) = 1 — p(ninguno intoxicado).

Teniendo en cuenta que son 5 los pollos que se van a examinar y que 3 de los 100 pollos estian en
mal estado, y denotando por /; al suceso el i-ésimo pollo examinado estd en buen estado, resulta:

p(ninguno intoxicado) = p(I,1,151,15),
con lo cual, aplicando la regla de la multiplicacion, la probabilidad pedida es

- - o .o oo 97 96 95 94 93

1) -p(L/1LY) - p(3/1L 1) - p(L/LLLG) - pUs/ L LI31,) = —— — - — - — - — = 0,856.
py) - pL/1) - p(/1L1) - pUL/ L 15) - p(Is/ 11, 151y) 100 99 98 97 96 >
Y, en definitiva, la probabilidad de que la granja sea clausurada es

p(al menos uno intoxicado) = 1 — 0,856 = 0,144.
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Resolviendo este problema mediante la regla de Laplace, el niimero de casos posibles es (120),
esto es, las posibles elecciones de grupos de 5 pollos de entre los 100 pollos de la granja; de
igual forma, el nimero de casos favorables es el nimero de elecciones de grupos de 5 pollos

de entre los 97 pollos que estdn en buen estado, es decir, (957 )

b) Siguiendo la misma notacién y metodologia del apartado anterior, la probabilidad pedida es

97 9 95 94 3

TLLLL) = —— . 2. 22 2% 2
PULILI) =05 55 " 98 " 97 96

= 0,0276.

Un bar de una ciudad entrega papeletas al azar a sus 100 primeros clientes, de las cua-
les 10 tienen como premio una segunda consumicién. El primer grupo que entra en el
local estd formado por cuatro amigos. Si todos consumen, ;cudl es la probabilidad de
que exactamente uno de ellos gane una segunda copa?

SOLUCION

Puede considerarse que se eligen 4 papeletas sin reemplazamiento (ninguna papeleta es de-
vuelta) de un total de 100 papeletas de las cuales 10 tienen premio. Entonces, la probabilidad
de que exactamente uno de ellos gane una segunda copa es equivalente a la probabilidad de
que tres no ganen la copa y uno si.

Denotando por G; y G; los sucesos papeleta premiada y papeleta no premiada en la i-ésima
eleccion, y suponiendo que el primero de los amigos es quien gana la consumicién, la proba-
bilidad de este suceso es

10 90 89 88

G.G.G) = -0(G,/ (GGG - p(GJ/G.GG) = — » — — . —.
P(GG,G3Gy) = p(Gy) * p(Gy/Gy) * p(G3/G1Gy) * p(Gy G1GyG) 100 99 98 97

Pero esta no es la tnica forma de que resulte premiado uno solo de los cuatro amigos: hay tan-
tas situaciones favorables como ordenaciones puedan hacerse en la eleccién de tres papeletas
sin premio y una premiada, esto es, permutaciones con repeticion® de 4 elementos, de los
cuales 3 estdn repetidos:

3 4!
PR = = 4.
3t-1!
8 Recuérdese que, dado un conjunto de m elementos {a,, ..., a,,}, de los cuales hay r iguales entre si y distintos al resto, ..., v
iguales entre si, y distintos a los demds, el nimero de permutaciones con repeticion de estos m elementos es el nimero de

m!

todas sus posibles ordenaciones, esto es, PR, """ = " o
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Adpviértase que este niimero se obtiene de modo inmediato, en este caso, ya que el nimero de
ordenaciones coincide con los cuatro amigos a los que les puede tocar la papeleta premiada.

Como, evidentemente, todos estos sucesos tienen la misma probabilidad, la probabilidad pedi-
daes

exactament 1 dacopy — 4. 1090 89 88
exactamente uno gane la segunda copa) = T T T —— = U0
P anoe gunda cop 100 99 98 97

También puede hallarse esta probabilidad mediante la regla de Laplace. Asi, el nimero de ca-
. o 1 .
sos posibles en la eleccién simultdnea de las 4 papeletas de un total de 100 es ( 20> siendo el

nimero de casos favorables (110 ) . (930)

El restaurante Comersano recibe diariamente un pedido de cajas con dos docenas de
huevos cada una. El encargado de cocina revisa la mercancia, y es aceptada una caja,
si elegida una muestra aleatoria de 2 huevos, resulta a lo sumo uno roto. Suponiendo
que la caja que va a ser examinada tiene 3 huevos rotos, ;cudl es la probabilidad de
que se acepte?

SOLUCION

Para hallar la probabilidad pedida lo mds fécil es considerar el suceso complementario:
p(la caja es aceptada) = 1 — p(la caja no es aceptada).

Ahora bien, para que una caja no sea aceptada, los dos huevos han de estar rotos, por lo que,
denotando por R; el suceso el huevo i-ésimo estd roto, resulta que

p(la caja no es aceptada) = p(R\R,) = p(R,) - p(Ry/R)).

Puesto que la caja que va a ser examinada contiene 3 huevos rotos y 21 no rotos, la probabili-
dad anterior es igual a

32
— - —=0,0109.
24 23

Esta probabilidad puede obtenerse también utilizando la regla de Laplace, siendo el ntimero de

casos posibles <224 ) y el ndmero de casos favorables <;>

En definitiva, la probabilidad de que la caja sea aceptada es 1 — 0,0109 = 0,9891.
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Una empresa de transformados metdlicos tiene 15 empleados, de los cuales 8 llevan
mds de diez afios trabajando en la empresa, 4 llevan dos afios y el resto tienen con-
trato de prueba.

Se selecciona al azar una muestra de 4 empleados para realizar un curso de especializacion.
(Cudl es la probabilidad de que se elijan los 3 empleados con contrato de prueba?

SOLUCION

Denominando P; al suceso el i-ésimo empleado elegido tiene contrato de prueba, un suceso con
el cual se cumple la situacién de que 3 de los empleados elegidos tienen contrato de prueba es,
P,P,P;P,, cuya probabilidad es

p(P1P2P3F4) =p(Py) - p(P/Py) - p(P5/P,P,) -p(P4/P]P2P3) =T A A A :

Segtin el orden de eleccion del empleado que no tiene contrato de prueba, hay 4 casos que dan
lugar al suceso cuya probabilidad tenemos que calcular, todos ellos con la misma probabilidad,
con lo cual,

3 2 1 12
legir 3 lead trato d ba) =4+-—— —— = 0,0088.
p(elegir 3 empleados con contrato de prueba) 5 12 13 12 ,
Aplicando la regla de Laplace para la resolucién de este problema, resulta que el ntimero de
casos posibles es igual a
15-14-13-12
(15) _15-14-13-12 _ 1365,
4 4-3-2

esto es, todos los grupos de 4 empleados que pueden elegirse de un total de 15 empleados que
tiene la empresa.

Para hallar el nimero de casos favorables hay que considerar que el grupo de empleados que
se elija ha de incluir los 3 empleados con contrato de prueba que pueden combinarse con cual-
quiera de los 12 empleados restantes; en definitiva, son 12 los casos favorables.

Por tanto, la probabilidad pedida es, como ya sabfamos,

12
——— = 0,0088.
1365

Una empresa de recoleccién de aceituna contrata a 50 trabajadores en la época de
recogida. De ellos, 40 tienen familia numerosa, 6 tienen dos hijos y el resto no
tiene hijos.
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Antes de iniciar la recogida, el empresario concede al azar 10 ayudas familiares. ;Cudl es la
probabilidad de que todas ellas recaigan en los trabajadores con familia numerosa?

SOLUCION

Dado que el nimero de becas es elevado, la resolucién de este ejercicio resulta mds sencilla
aplicando la regla de Laplace. Asi, el nimero de casos posibles es el nimero de elecciones de

10 trabajadores de un total de 50, esto es, (?g)

En cuanto al nimero de casos favorables, serd igual al nimero de elecciones de 10 trabajadores

. . . . (4
que se puedan realizar dentro del grupo de 40 trabajadores con familia numerosa, es decir, (18>

En consecuencia, la probabilidad pedida resulta ser igual a

40 40!
) . 10! - 30!
p(las ayudas sean para los trabajadores con familia numerosa) = 50 = 501 = 0,0825.
10 10! - 40!

El servicio de mantenimiento del Ayuntamiento de Villahermosa cuenta con tres sec-
ciones: limpieza, reparaciones menores y jardineria. A cada seccién se han adscrito
10 trabajadores.

Con objeto de llevar a cabo un control de asistencia al trabajo, el jefe cita a 3 trabajadores de
una seccion elegida al azar: si al menos uno de ellos falta de su puesto de trabajo, descuenta el
plus de productividad a todos los trabajadores de la seccion. ;Cudl es la probabilidad de que un
dia en el que han asistido a su puesto 4, 8 y 3 trabajadores de las secciones de limpieza, repa-
raciones y jardineria, respectivamente, se descuente de la elegida dicho plus?

SOLUCION

Sea P el suceso al menos uno de los trabajadores elegidos falta de su puesto de trabajo, cuya
probabilidad se calcula mds cémodamente, teniendo en cuenta que p(P) = 1 — p(P), donde P
es el suceso ninguno de los trabajadores elegidos falta de su puesto de trabajo.

Aplicando el teorema de probabilidad total, se tiene que
p(P)=p(P/L) - p(L) + p(PIR) - p(R) + p(PI]) - P(J),

donde L, R y J son, respectivamente, los sucesos pertenecer a la seccion de limpieza, a la de
reparaciones y a la de jardines.
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Si suponemos que todas las secciones tienen la misma probabilidad de ser elegidas, entonces,

1
pL)=pR)=pd) =+

En cuanto a las probabilidades condicionadas, mediante la regla de Laplace,

p(P/L) = > = 0,033,

<3>
3
p(P/J]) = (10> = 0,0083.

3

El célculo de las anteriores probabilidades se ha realizado, teniendo en cuenta que las tres sec-
ciones tienen el mismo ndmero de trabajadores y, por tanto, el nimero de casos posibles es

10 . . . .
( 3 ) en las tres secciones; para hallar el nimero de casos favorables se han elegido 3 trabaja-
dores de entre los que han asistido al trabajo en cada seccién.

Por consiguiente,
_ 1 1 1
p(P) = 0,033 - 3 + 0,467 - 3 + 0,0083 - 3= 0,1694,

y, en definitiva,

p(P)=1-10,1694 = 0,8306.

El 1 por ciento de las tabletas de chocolate La Ricura tienen como premio directo un
viaje a Eurodisney. El resto tienen una etiqueta en su envoltorio con 3 casillas ocul-
tas de las cuales una, y s6lo una, tiene premio de consolacion; para optar a dicho pre-
mio, el comprador deberd «rascar» una sola casilla.

Pepito Pérez ha obtenido premio con su tableta. ;Cudl es la probabilidad de que haya sido su
ansiado viaje?
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SOLUCION

Dados los sucesos, G, ganar algiin tipo de premio, V, obtener el viaje, y, P, ganar el premio de
consolacion, el siguiente diagrama de drbol, representacion grafica de apoyo que permite
calcular de forma cémoda probabilidades de sucesos pertenecientes a experimentos
compuestos de varias etapas, ilustra las diferentes situaciones que pueden presentarse.

En un diagrama de 4rbol el paso de una etapa a otra se representa con ramas que parten del
mismo origen y reflejan los distintos estados de llegada.

1/3
0,99

<l

2/3

~|

Segtin se comprueba en el que aqui se presenta, las ramas de paso de cada etapa a la siguiente
tienen probabilidades cuyas suma es igual a uno. Asi, en la primera etapa,

p(V) = 0,01

p(V)=1—p(V)=099.

Ademids, si no se consigue el viaje, la probabilidad de ganar todavia un premio es la probabi-
lidad de acertar con la casilla premiada del envoltorio,

MMW=§
y, por tanto,
— 2
p(PIV) = 3
Para calcular, la probabilidad pedida,
P(VIG) = p(VG)

p(G)
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hay que tener en cuenta que el suceso VG, obtener viaje y ganar algiin tipo de premio, coinci-
de con el suceso V, ya que si se obtiene el viaje, se estd, de hecho, ganando un premio; en con-
secuencia,

p(VG) = p(V).

En cuanto al denominador de la fraccién anterior, los compradores con premio son los que di-
rectamente ganan el viaje, o bien, los que no ganan el viaje pero rascan la casilla con premio
de consolacién. Utilizando el diagrama de 4rbol se tiene que

p(G)=pV)+p(VP)=pV)+pV) - p(P/V)=0,01+ 0,99 - é = 0,34.

Se concluye, entonces, que la probabilidad de obtener el viaje, habiendo obtenido premio
es

0,01
VIG) = —— = 0,029.
p(VIG) 034

En una compaiiia aseguradora el 20 por ciento de los trabajadores son varones y, de
ellos, el 5 por ciento son vendedores de seguros, siendo este porcentaje de un 10 por
ciento en las mujeres. Ademads, el 90 por ciento de las vendedoras de seguros estd
realizando un curso de perfeccionamiento de ventas.

Hallese la probabilidad de que un trabajador elegido al azar esté realizando un curso de per-
feccionamiento de ventas.

SOLUCION

El experimento que se describe en este problema puede descomponerse en tres etapas: en una
primera etapa se considera el sexo del trabajador, en una segunda etapa se clasifica a los tra-
bajadores de cada sexo segun sean o no vendedores de seguros y, por ultimo, dentro de las
mujeres vendedoras de seguros se distingue entre las que realizan o no un curso de perfeccio-
namiento de ventas.

En el siguiente diagrama de drbol se describen las tres etapas del experimento, donde H y M
son los sucesos ser hombre y ser mujer; V'y V, los sucesos ser vendedor de seguros y no ser
vendedor de seguros; y, por tltimo, Py P los sucesos recibir un curso de perfeccionamiento 'y
no recibirlo.
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1%
0,05
H
0,2
0,95
Vv P
0,9
1%
0,1
0,8 0’ 1
M P
0,9
Vv

La probabilidad de que, elegido un trabajador al azar, realice un curso de perfeccionamiento es
p(P); ahora bien, solamente realizan el curso de perfeccionamiento las mujeres vendedoras de
seguros, con lo que la probabilidad de este suceso es, de hecho, la probabilidad de ser mujer,
vendedora de seguros 'y realizar el curso de perfeccionamiento:

p(P) = p(MVP).
Utilizando el diagrama de 4rbol se obtiene la probabilidad pedida:

p(MVP) = p(M) - p(VIM) - p(PIMV) = 0,8 - 0,1 - 0,9 = 0,072.

Con el fin de promocionar el turismo de una zona costera, se elabora un informe del
que se desprenden, entre otros, los datos que se detallan a continuacion.

El 65 por ciento de la poblacién mayor de edad de la préspera comarca de Marcerén vive en la
localidad de Marcera de Arriba y el resto en Marcera de Abajo. El 30 por ciento de los habi-
tantes con mayoria de edad en Marcera de Arriba son jévenes (entre 18 y 30 afos), el 25 por
ciento adultos (entre 30 y 65 afios) y el resto ancianos (mds de 65 afios); estos porcentajes son
del 28, 32 y 40, respectivamente, en Marcera de Abajo.

En Ia tabla siguiente figura el porcentaje de personas que prefieren la playa a la hora de dis-
frutar de sus vacaciones veraniegas y su distribucion, por grupos de edad en cada una de las
dos localidades:

Edad Marcera de Arriba Marcera de Abajo
18-30 40 35
30-65 36 32

>65 14 18
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a) (Qué porcentaje de personas con mayoria de edad vive en Marcera de Arriba,
son jovenes y no tienen la playa como preferencia a la hora de elegir sus va-
caciones?

b) Hillese el porcentaje de personas de toda la comarca de Marcerdn que prefieren
la playa a la hora de disfrutar de sus vacaciones.

SOLUCION

Dados los sucesos, R, B, J, D, A'y P, vivir en Marcera de Arriba, vivir en Marcera de Abajo,
ser joven, ser adulto, ser anciano y preferir la playa, respectivamente, el enunciado propor-
ciona las siguientes probabilidades:

p(R)=0,65yp(B) =0,35,

junto con las probabilidades condicionadas correspondientes a cada intervalo de edad en cada
una de las dos localidades:

pW/R) =03, p(D/R) =025y p(A/R) = 0,45,
para Marcera de Arriba, y
p(WJ/B) =0,28, p(D/B) = 0,32y p(A/B) = 0,4,

para Marcera de Abajo.

Por dltimo, para cada una de las localidades y dentro de cada grupo de edad, se dispone de la
probabilidad de preferir la playa a la hora de disfrutar de las vacaciones:

p(PIJR) =04, p(PIDR) = 0,36 y p(P/AR) = 0,14;

p(PIJB) = 0,35, p(PIDB) = 0,32y p(P/AB) = 0,18.
a) La probabilidad pedida se halla por aplicacién de la regla de la multiplicacién. En efecto,

p(RJP) = p(R) - p(JIR) - p(PIJR) = 0,65 - 0,30 - 0,6 = 0,117.

Por tanto, el 11,7 por ciento de la poblacion mayor de edad de Marcerén vive en Marcera de
Arriba, es joven y no tiene como preferencia la playa.

b) El siguiente diagrama de drbol ayudard a calcular esta probabilidad:
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En efecto, teniendo en cuenta las seis ramas del drbol anterior que corresponden a preferir la
playa a la hora de disfrutar de las vacaciones, resulta:

p(P)=pR)-pUIR) - p(PIJR) + p(R) - p(DIR) - p(PIDR) + p(R) - p(A/R) - p(PIAR) +
+p(B)-pWIB)-pPlIB)+ p(B)-pDIB)-p(PIDB) + p(B) - p(A/B) - p(PIAB).
Sustituyendo, se tiene que
p(P)=0,65-0,30-0,40 + 0,65 - 0,25 - 0,36 + 0,65 - 0,45 - 0,14 +
+ 0,35-0,28 - 0,35 + 0,35-0,32 - 0,32 + 0,35 - 0,40 - 0,18 = 0,273,

es decir, el 27,3 por ciento de los habitantes mayores de edad de Marcerdn prefieren la playa a
la hora de disfrutar de sus vacaciones.

Puede el lector resolver el apartado a) con ayuda del diagrama de arbol.

En el IT Encuentro sobre Economia de la Educacion, se ha dividido el trabajo en dos
dreas: una dedicada a la gestién y evaluacion de la educacién, A, y otra, B, a la fi-
nanciacién de la educacidon. En el drea A estd prevista la participacion de 30 asistentes,
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de los cuales 5 son técnicos de gestion y el resto profesores universitarios. En el drea
B, hay 25 participantes, de los cuales 3 son técnicos y el resto profesores.

La secretaria del encuentro ha cometido un error en la confeccidén de la relacion de asistentes;
asi, uno de los congresistas que deberia estar incluido en la lista del drea A, ha sido incorpora-
do a la segunda, correspondiente al drea B. Advertido el fallo, se le comunica a la azafata
encargada de distribuir en las salas —una por drea— a los congresistas, la cual toma al azar un
congresista de la segunda sala y lo ubica en la primera.

Iniciado el encuentro, se elige aleatoriamente un congresista de la primera sala para que mo-
dere la sesion. ;Cudl es la probabilidad de que sea un técnico de gestion?

SOLUCION

Las diferentes etapas de este experimento aleatorio quedan descritas en el siguiente diagrama
de arbol. Como puede observar el lector, en cada rama se considera la posibilidad de que el
congresista que se mueve —bien en las listas confeccionadas en una primera etapa, bien fisi-
camente en una segunda etapa—, de un drea de trabajo a otra sea o no un técnico de gestion.

Al 5T 25U

4/26
Al 4T 25U B 3T 22U
B 4T 220
A| 4T 26U

5/30 22/26
B| 4T 21U
A| 5T 25U
B 3T 22U
Al 6T 24U
B| 2T 23U

25/30 3/26
A| 5T 24U
B| 3T 23U
23126 A| 5T 25U

B 3T 22U

En una primera etapa, se incluye un congresista del drea A en la lista del drea B. La probabili-
dad de que el congresista incluido sea un técnico es igual 5/30, puesto que son 5 los técnicos
del drea A de un total de 30.
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En la segunda etapa, si fue un técnico el que se «traspapelé» de la lista del drea A a la del area
B, la probabilidad de que el congresista cambiado de drea de trabajo por la azafata vuelva a
ser un técnico es ahora igual a 4/26, ya que el area B tiene, después del error en los listados,
4 técnicos de un total de 26 congresistas. Por el contrario, si fue un profesor el que vio cam-
biado su nombre de lista, la probabilidad de que la azafata cambie de drea a un técnico es 3/26,
ya que seguirdn siendo 3 los técnicos de la lista B, de un total de 26 congresistas.

Para calcular la probabilidad del suceso T, la persona elegida de la sala A es técnico, han de
considerarse las diferentes situaciones, esto es, las cuatro ramas del diagrama de arbol:

545+5 22 4+2536+25235
30 26 30 30 26 30 30 26 30 30 26 30

Como puede observar el lector, la tltima fraccién de cada uno de los cuatro sumandos anteriores
corresponde a la probabilidad de que el congresista elegido en la primera sala para moderar
la sesion sea técnico, condicionada por todos los sucesos que en cada una de las ramas se han
ido produciendo sucesivamente.

El 60 por ciento de las pdlizas que suscribe al mes una compaififa corresponde a se-
guros de vida. Se eligen 10 pdlizas al azar. ;Cudl es la probabilidad de que exacta-
mente 3 de ellas correspondan a seguros de vida?

SOLUCION

Puede suceder, por ejemplo, que las 3 primeras pdlizas elegidas sean las que corresponden a se-
guros de vida. Dada la independencia de los experimentos, la probabilidad de esa situacién es

p(S ... S3§4~-- SIO) =p(S) ... p(S3) ‘P(S4) R 'P(Slo),

donde S;es el suceso la i-ésima pdliza elegida corresponde a un seguro de vida, cuya probabi-
lidad es igual a 0,6, para todo valor de i.

Se tiene, por tanto, sin mas que sustituir, que
p(S; ... 838, ... S0) = 0,6° - 0,47 = 0,00035.

Sin embargo, aunque ésta no es la Unica situacién en la cual se presentan 3 seguros de vida
y 7 seguros que no son de vida, todas ellas tienen idéntica probabilidad, por lo que resulta
suficiente con contabilizar su nimero y multiplicar por la probabilidad de una de ellas para
obtener la probabilidad pedida.

Ahora bien, ;de cudntas formas distintas se pueden elegir 10 pdlizas de manera que exactamen-
te 3 de ellas sean seguros de vida? Pues de tantas como posibles grupos de 3 unidades —pdlizas
de seguros de vida— se puedan hacer de entre un total de 10 unidades —total de polizas—.
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. | L 10
Este nimero es el nimero de combinaciones de 10 elementos tomadas de 3 en 3, ( 3 ), que
también coincide con el nimero de permutaciones con repeticién de 10 elementos de los cua-
les se repiten 3 por un lado y 7 por otro, segtin vimos en el problema 6.28.

En consecuencia,

10

3 ) - 0,00035 = 0,042.

p(exactamente 3 polizas sean de seguros de vida) = (

En la tabla siguiente aparecen las probabilidades correspondientes al nimero de errores
que un alumno de una academia comete en el examen tedrico para obtener el carnet de
conducir.

N.° errores 0 1 2 3 0 mas

Probabilidad 0,8 0,1 | 0,05 0,05

Se sabe, ademads, que el 40 por ciento de los alumnos de la academia que cometen algtin error
tiene estudios universitarios.

a) (Qué porcentaje de alumnos no tiene titulacién superior y comete algin error?

b) Se eligen al azar 20 alumnos de la academia. ;Cudl es la probabilidad de que exac-
tamente 3 de ellos no cometan ningtn error al realizar su examen?

SOLUCION

a) Considerando los sucesos, A, un alumno comete algin error, y, U, un alumno tiene estu-
dios universitarios, el enunciado proporciona el siguiente dato:

p(U/A) = 04.
Para hallar la probabilidad pedida, basta aplicar la regla de la multiplicacién:
p(UA) = p(A) - p(UIA).
Ahora bien, por un lado,
p(U/A) =1—pUIA)=1-04=0,6,
y, por otro lado,

pA) =0,1+0,05+0,05=0,.2,
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ya que el suceso A puede descomponerse en la unién de tres sucesos: un alumno comete un
error, un alumno comete dos errores 'y un alumno comete tres o mds errores.

Por consiguiente,
p(UA) =0,2-0,6 =0,12,
es decir, el 12 por ciento de los alumnos no tiene titulacién superior y comete algin error.

b) La probabilidad de que un alumno no cometa error es, segin se ve en la tabla, igual a 0,3.
Para hallar la probabilidad de gue exactamente 3 alumnos de los 20 no cometan error pue-
de considerarse, en primera instancia, que fueran los 3 primeros alumnos elegidos los que
no hicieran fallos en su examen. Asi, llamando N; al suceso, el alumno i-ésimo no comete
error, la probabilidad de la situacion descrita dada la independencia de los experimentos es

p(Nl N3N4 Nzo) = 0,83 (1 - 0,8)17.

Pero, como ya se ha comentado en repetidas ocasiones, éste no es el Unico caso en que exac-
tamente 3 alumnos no tienen fallos: cualquier orden en la eleccién de los 3 alumnos que no
cometen errores es valida. Ahora bien, puesto que todas esas reordenaciones tienen la misma
probabilidad, es suficiente con conocer su niimero y multiplicarlo por la probabilidad anterior-
mente calculada.

En definitiva,

p(exactamente 3 alumnos no cometan errores) = <230> -0,83(1 —-0,8)"7=0.

Una empresa jienense, dedicada al embotellado y comercializacion de aceite de gira-
sol y de oliva, posee dos maquinas de envasado. La maquina A, que envasa el 60 por
ciento del total, se dedica al aceite de girasol, mientras que la maquina B, embotella
aceite de oliva.

El porcentaje de botellas de cristal utilizado en el envasado es del 20 por ciento para el aceite
de girasol y del 70 por ciento para el de oliva. El resto de los envases son de plastico.

Para su comercializacion, las botellas se empaquetan en cajas de 12 unidades. Un error en el
proceso de empaquetado ha hecho que se mezclen en cada caja unidades de todo tipo. ;Cudl es
la probabilidad de que en una caja haya exactamente 4 botellas de plastico?

SOLUCION
Se sabe que la probabilidad de que la botella sea envasada por la mdquina A es 0,6, esto es,
p(A) = 0,6,

y, por tanto, serd igual a 0,4 la probabilidad de que sea embotellada en la mdquina B.
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Ademads, segtn se desprende del enunciado, el 80 por ciento de los envases utilizados por la
maquina A son de plastico, siendo de este material el 30 por ciento de las botellas que provie-
nen de la maquina B, con lo cual, si P es el suceso ser de pldstico,

p(PIA) = 0.8y p(P/B) = 0,3.

Con esta informacidn es posible calcular la probabilidad de que una botella cualquiera sea de
plastico utilizando el teorema de la probabilidad total. De este modo,

p(P) = p(PIA) - p(A) + p(PIB) - p(B) = 0,8 - 0,6 + 0,3 - 0.4 = 0,6.

Si en una caja de 12 botellas tiene que haber exactamente 4 botellas de plastico —y, en conse-
cuencia, 8 de cristal—, han de considerarse todas las situaciones en las que este hecho puede
presentarse. Asi, puede ocurrir, por ejemplo, que las 4 botellas de pléstico sean las 4 primeras
de la caja, siendo la probabilidad en ese caso:

p(Py... PyPs... Ppy) = p(P)) ... p(Py) - p(Ps) ... p(P15) = 0,6* - 0,45,
donde P; es el suceso la i-ésima botella es de pldstico.

Como el ndmero de situaciones con exactamente 4 botellas de plastico coincide con el nime-
ro de posibles elecciones de 4 —para las botellas de plastico— entre un total de 12 botellas que

12), la probabilidad pedida es

componen la caja, esto es, ( 4

12!
(12) -0,6%- 0,48 = - 0,6 - 0,4% = 0,04204.
4 418!
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