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TEMA 1

FUNCIONES REALES DE UNA VARIABLE
REAL

1.1. CONCEPTOS BASICOS

Definicién 1.1 Una funcion real de una variable real f es una aplicacién de
un subconjunto A de R en R :

fiACR—R

Al conjunto A se le llama dominio de definicion de la funcién o simplemente
dominio.

Ejemplo 1.1 Sea f una funcién definida en el conjunto [0,1], que a todo
elemento le hace corresponder su cuadrado:

f:[0,1] — R
0 ~ 0
Lo
1 ~ 1

Puesto que no podemos escribir las imédgenes de los infinitos elementos,
utilizaremos una ley matemética que nos indique cémo actia la funcién. Asi,
en el ejemplo anterior tendremos:

Por definicién, cada elemento tiene una tnica imagen.

Ejemplo 1.2 Sea f la funcién que a todo elemento le hace corresponder su
raiz cuadrada positiva:

f:R — R
0 ~ 0
P
4 ~ 2
—4

Halla el dominio de f.
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Solucién. Vemos que la funcién f(r) = /z no estd definida para todos los
numeros reales; por ejemplo, para el —4 no se tiene definida su imagen en R.
Nos preguntamos, por tanto, cuél es el dominio de definicién de esta funcién.
Puesto que la raiz cuadrada de un niimero x sélo existe si este niimero es mayor
o igual que 0, es decir, si x > 0, tenemos que el dominio de esta funcién es el
conjunto formado por todos los nimeros reales positivos incluyendo el 0:

dom (f) =1[0,4o0[. A

Si dada una funcién f, no se especifica su dominio de definicién, se sobreen-
tiende que éste serd el mayor subconjunto de R donde esté definida f.

1
Ejemplo 1.3 Sea f(z) = —, jcudl es su dominio?.
x

Solucién. Observamos que todo elemento de R tiene inverso excepto el 0, ya

que % no existe, por tanto el dominio de f es:
dom (f) =R — {0}
También podemos escribirlo en forma de intervalos:
dom (f) =] — 00, 0[U]0, +00]. A
Ejemplo 1.4 La funcién f(x) = 2 no es la misma que la funcién

g:0,1] — R

T WI2

ya que el dominio de f es R mientras que el dominio de g es el intervalo [0,1].

Definicién 1.2 Se define la grifica de una funcién real de una variable real
como el conjunto:

Graf(f) = {(xz, f(x)) : € Domf}

Podemos observar que este conjunto se representa sobre el plano R2.

Ejemplo 1.5 a) La gréfica de la funcién ¢ : [0,1] — R, g(z) = 22 es:

9(x)
1t

0.8 |
0.6 |
0.4 |

0.2 |

0.2 0.4 0.6 0.8 1
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1.2. CALCULO DE DOMINIOS

Dada una funcién, no tiene sentido estudiarla allf donde no existe, es decir,
donde no estd definida. Por tanto, el primer paso de dicho estudio serd calcular
su dominio.

a) Polinomios.

Toda funcién polinémica
f(@) = aps" 4+ ap 12" 4 . a4 a,
estd definida para cualquier x de R, por tanto su dominio es R.
Ejemplo 1.6 Para la funcién f(z) = 322 — 2 + 1 se tiene que

dom (f) =R.

b) Funciones racionales.

Dada una funcién de la forma

con P(x) y Q(z) polinomios, esta definida en todos los niimeros reales
excepto en aquéllos que anulan al denominador, es decir, aquellos valores
de z tales que Q(z) = 0.

2 +1
r—>5

Ejemplo 1.7 Halla el dominio de la funcién f(x) =

Solucién. Buscamos los valores de z tales que x — 5 = 0, es decir, x = 5, por
tanto el dominio es:

dom (f) =R —{5}. A

|

Ejemplo 1.8 Halla el dominio de la funcién g(z) = Rt
z? — 3z

Solucién. Buscamos aquellos valores de x tales que 22 — 3z +2 = 0, es
decir, x =1 y x = 2, por tanto el dominio es:

dom (g) =R —{1,2}. A
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¢) Raices de indice par.

Cuando en una funcién aparezcan raices de indice par, tendremos en
cuenta que éstas sélo estdn definidas para valores del radicando no ne-
gativos, por tanto, el dominio estard formado por los puntos que hagan
positivo o cero el radicando.

Ejemplo 1.9 Halla el dominio de la funcién f(x) = /x — 2.

Solucién. Buscamos aquellos valores de = tales que x —2 > 0, es decir, x > 2,
por tanto el dominio es:

dom (f) =[2,4+oc[. A
Ejemplo 1.10 Halla el dominio de la funcién g(x) = va? 4+ x — 2.

Solucién. Buscamos los valores de z tales que el radicando sea no negativo,
es decir, 2 +x — 2 > 0. Para resolver esta inecuacién, buscamos los valores de
x talesque 22+ —2 =0, queson x = 1 y x = —2 y los representamos sobre
la recta real.

Estos dos puntos dividen la recta real en tres subintervalos, calculando
2% + 2 — 2 para un elemento cualquiera de cada uno de estos subintervalos,
sabremos en cudl de ellos se verifica que 22 + 2 — 2 > 0. Incluimos ademés
los puntos © = 1 y = —2 que es donde se anula el radicando. Por tanto el
dominio es:

dom (g) =] — oo — 2] U [1,+00[. A

d) Logaritmos.

La funcién logaritmo sélo estd definida para valores positivos, por tan-
to, deberemos buscar aquellos valores para los cuales el argumento del
logaritmo sea estrictamente positivo.

Ejemplo 1.11 Halla el dominio de la funcién f(x) = In(z — 5).

Solucién. Buscamos los valores de x tales que z —5 > 0, es decir, x > 5, por
tanto el dominio es:
dom (g) =]5, +o0]

El valor x = 5 queda excluido del intervalo ya que la condicién para la
existencia del logaritmo es que el argumento sea estrictamente positivo y en
x = 5 éste toma el valor 0. A

Ejemplo 1.12 Halla el dominio de la funcién g(z) = In(—2? + 4).

Solucién. Buscamos los valores de z tales que —2? + 4 > 0. Para resolver
esta inecuacién, buscamos valores de o tales que —? +4 = 0, que son z = 2
y © = —2 y los representamos sobre la recta real.

Calculando —2? + 4 en algiin punto de cada uno de los subintervalos en
que ha quedado dividida la recta real, vemos que —x? + 4 > 0 entre —2 y 2.
Por tanto el dominio es:

dom (g) =] —2,2[. A
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e) Exponencial

xT

La funcién exponencial, f(z) = e*, estd definida para cualquier valor

real. Por tanto, dom (f) = R.

f) Las funciones seno y coseno
Las funciones seno y coseno, f(x) =sinz y f(x) = cosz, estdn definidas
para cualquier valor real, por tanto, dom (f) = R.

g) Funciones compuestas

Cuando una funcién estd formada por composicién de varias funciones
debemos tener en cuenta todas las restricciones estudiadas anteriormente.

ve+1

R halla su dominio.

Ejemplo 1.13 Dada la funcién f(z) =

Solucién. Buscamos los valores de x tales que x + 1 > 0, es decir, buscamos
valores tales que x > —1. Ademads, calculamos los valores de = que anulan
al denominador para eliminarlos del dominio. Resolvemos 2?2 — 4 = 0, cuya
solucion es © = —2 y x = 2, por tanto el dominio es:

Domg = [—1, +o0[—{2}

o bien
Domg = [—1,2[U]2, +c0[. A

1.3. LIMITES DE FUNCIONES

1.3.1. Limite de una funcién en un punto

En esta seccién a y L representan niimeros reales y f una funcién definida
en un entorno de a, que puede no estar definida en a.

Limite finito. Limites laterales

Definicién 1.3 Decimos que el limite de f(x) cuando = tiende a a es igual

a L,y lo escribimos:
lim f(z) =L

r—a

si los valores de f(x) pueden aproximarse ‘tanto como queramos’ a L eligiendo
un z suficientemente préximo a a.

Definicién 1.4 Decimos que el limite de f(z) cuando x tiende a a por la
izquierda es igual a L (limite lateral por la izquierda), y lo escribimos

lim f(z)=1L

r—a

si los valores de f(x) pueden aproximarse ‘tanto como queramos’ a L eligiendo
un z suficientemente préximo a a y menor que a.
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Definicién 1.5 Decimos que el limite de f(z) cuando x tiende a a por la
derecha es igual a L (limite lateral por la derecha), y lo escribimos

lim f(z)=1L

z—at
si los valores de f(x) pueden aproximarse ‘tanto como queramos’ a L eligiendo
un 2 suficientemente préximo a a y mayor que a.

Propiedad 1 El limite de f (x) cuando x tiende a a es igual a L si y sdlo si
existen los limites laterales por la izquierda y por la derecha y son iguales; es
decir:

lim f(z) =L sty sdlo si lim f(z) = lim f(r) =L

r—a r—a r—at

Limites infinitos

Definicién 1.6 Decimos que el limite de f (x) cuando z tiende a a es mds
infinito, y escribimos:
lim f(z) = +o0

r—a

si los valores que toma f (x) cuando z se aproxima a a son arbitrariamente
grandes; es decir, si al aproximarnos suficientemente a a podemos conseguir
valores de f () ‘tan grandes como queramos’.

Definicién 1.7 Decimos que el limite de f (z) cuando z tiende a a es menos
infinito, y escribimos:

lim f(z) = —o0

Tr—a

si los valores que toma f (x) cuando z se aproxima a a son arbitrariamente
pequenos; es decir, si al aproximarnos suficientemente a a podemos conseguir
valores de f () ‘tan pequenos como queramos’.

Cabe senalar que en los dos casos anteriores nos podemos aproximar a a
por la izquierda o por la derecha; es decir, podemos tener:

lim f(z) =400 lim f(z) =400

z—at T—a~
Iim f(z) =—00 lim f(z)=—oc0
x—at r—a~

Ejercicio 1.1 Escribe las definiciones correspondientes a los cuatro casos an-
teriores.

Definicién 1.8 Cuando al menos uno de los limites laterales cuando x tiende
a a es infinito, decimos que la recta x = a es una asintota vertical de la funcién

().
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Limites en el infinito

Definicién 1.9 Decimos que el limite de f (x) cuando x tiende a més infinito

es L, y escribimos:
lim f(z)=1L

T—+00

si los valores que toma la funcién f(x) cuando hacemos x arbitrariamente
grande se aproximan al valor L ‘tanto como queramos’.

Definicién 1.10 Decimos que el limite de f(x) cuando x tiende a menos

infinito es L, y escribimos:
lim f(x)=1L

T——00

si los valores que toma la funcién f(z) cuando hacemos x arbitrariamente
pequena se aproximan al valor L ‘tanto como queramos’.

Definicién 1.11 Decimos que la recta y = L es una asintota horizontal por
la izquierda (resp. derecha) si

lim f(z)=L (resp. lim f(x)=1L)

T——00 T—+00

Si lim f(x) = L y también h’rll f(z) = L la recta y = L recibe el nombre

de asintota horitontal.

Definicién 1.12 Decimos que el limite de f () cuando z tiende a mds infinito
es més infinito, y escibimos:

lim f(x) = +o0

T—+00

si los valores que toma f (z) cuando hacemos z arbitrariamente grande son
‘tan grandes como queramos’.

Definicién 1.13 Decimos que el limite de f(x) cuando x tiende a menos
infinito es m4s infinito, y escribimos:

lim f(z) =+o0

r——00

si los valores que toma f (z) cuando hacemos z arbitrariamente pequena son
‘tan grandes como queramos’.

Definicién 1.14 Decimos que el limite de f () cuando x tiende a mas infinito
es menos infinito, y escibimos:

lim f(x) = -0

Tr—+00

si los valores que toma f (z) cuando hacemos z arbitrariamente grande son
‘tan pequenos como queramos’.
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Definicién 1.15 Decimos que el limite de f(x) cuando x tiende a menos
infinito es menos infinito, y escibimos:

lim f(z) =—oc0

T——00

si los valores que toma f (z) cuando hacemos z arbitrariamente pequena son
‘tan pequenos como queramos’.

Ejemplo 1.14 La funcién f(z) = 2% — 1 tiene lim (z2 —1) = 3, como se
Tr—

deduce del dibujo, ya que los limites laterales son iguales a 3 cuando x tiende
a 2, tanto por la derecha como por la izquierda.

f(x)
8

-3 -2 -1 1 2 3

Ejemplo 1.15 La funcién

2 —1 si x<—1
ro={5 40

si 1<z
no tiene limite en x = —1, porque aunque tiene limites laterales, éstos no
coinciden, ya que lim f(x) = 0 mientras que h’m+ flz)=2.
T——1" z——1
Ademds, esta funcién verifica lim f(z) = +ooy lim f(x) = —o0.
r——00 r—+00
f(x)
8
6
4
)

X
-3 -2 -1 1 3
-2

Una funcién puede tener limite en un punto aunque no esté definida en ese
punto.

sin x
Ejemplo 1.16 La funcién f(z) = no existe en x = 0 y sin embargo
sinx
HH(I) = 1, como puede apreciarse en el siguiente dibujo, ya que los limites
Tr— €T

laterales son iguales a 1 en el punto = = 0.
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Ejercicio 1.2 Comprueba con una calculadora que

sin x
=1

lim
r—0

Ejemplo 1.17 La recta 2 = 1 es una asintota vertical de la funcién f (x) =
—L- porque
Iim f(z)=—oc0y lim f(z)=4oc.

z—1— z—1t

Resulta, también, que la recta y = 0 es una asintota horizontal, pues

lim f(x)=0y lim f(x)=0.

T——00 T——+00

f(x)
40

30
20 p
10 ¢

|
|
|
|
|
|
0.5 1 1.5 2
|
|
|
|
|

Ejemplo 1.18 La recta y = 2 es una asintota horizontal de f (z) = 2=, ya

que

lim f(x) =2 y también lim f(z) =2

ZT——+00

Ademids, r = 0 es una asintota vertical.

-3 -2 -1 1 2 3
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1.3.2. Propiedades de los limites

Supongamos que existen los limites lim f(z) y lim g(x) y que k € R. En-

r—a

tonces se verifican las siguientes propiedades:

i) El limite de una suma o diferencia es la suma o diferencia de limites:

lim [f(x) £ g(z)] = lim f(z) + lim g(x)

r—a Tr—a Tr—a

ii) El limite de una constante por una funcién es igual a la constante mul-
tiplicada por el limite de la funcién:

lim kf(x) = klim f(z)

r—a r—a
iii) El limite de un producto es el producto de los limites de los factores:

lim f (z)g(x) = lim /() - 1im g(a)

r—a r—a

iv) El limite de un cociente es el cociente de los limites (siempre que el limite
del denominador no sea 0).

_ z—a

lim g(z) # 0 = lim ==
) 20= 00w T g

Aplicando las propiedades anteriores resulta fdcil obtener los limites de
algunas funciones elementales, asi como deducir otros resultados importantes:

v) El limite de una potencia es la potencia del limite.

lim [f(x)]" = [h’m f(a:)] , con n positivo y entero.

r—a r—a
vi) El limite de una funcién constante es la propia constante:

limk =k

r—a
vii) El limite de la funcién identidad, f () = x, cuando z tiende a a es a:

limz=a

r—a
viii) El limite de la funcién f (x) = 2" cuando x tiende a a es a™:

lim 2" = a", donde n es positivo y entero.

r—a

ix) El limite de la funcién raiz de indice n, f (x) = /z, cuando z tiende a a
es {/a (si existe):

lim Y/ = ¥/a, donde n es positivo y entero.

Tr—a
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x) El limite de una funcién polinémica f (z) cuando z tiende a a es f (a):

lim f(z) = f(a)

r—a

1.3.3. Calculo de limites

En la seccién anterior hemos visto propiedades que nos resultardn de mucha
utilidad a la hora de calcular el lfmite de una gran cantidad de funciones. Sin
embargo, esas propiedades sélo pueden aplicarse en el caso en que pretendamos
calcular el limite de una funcién en un punto y bajo ciertas condiciones (por
ejemplo, cuando calculemos el limite de un cociente, exigimos que el limite del
denominador no sea 0).

Pero, ;qué pasa, por ejemplo, cuando queremos calcular limites en el infini-
to? ;Y cuando el limite de la funcién del denominador es 07 ;Y cuando el limite
de una funcién en un punto es infinito? En esta secciéon daremos respuesta a
todas estas preguntas y a otras parecidas que se nos podrian ocurrir.

A continuacién presentaremos una serie de tablas de doble entrada, donde
aparecerdan los casos que mdas comunmente se presentan cuando calculamos
limites. Con ellas, ”aprenderemos” a efectuar cdlculos con el infinito.

Cuando aparece la expresion IND en alguno de los lugares de las tablas,
significa que tenemos una indeterminacion; es decir, una expresién para la
que no podemos prever el limite en funcién de los limites de las funciones que
intervienen. Algunas se pueden resolver mediante manipulaciones algebraicas,
mientras que para resolver otras, necesitaremos herramientas que quedan fuera
del contenido y el propdsito de este curso. Més adelante, veremos algunos
ejemplos.

En las tres tablas que exponemos a continuacién, aparece en la primera fila
el lim f(x) y en la primera columna el 1im g(x). En todos los casos, a puede

T—a r—a

ser un nimero real cualquiera, +00 6 —oo. Las tres tablas también son validas
en el caso del calculo de limites laterales.

» Suma: en la tabla aparece lim (f(x) + g(z)). Podemos resumirla diciendo

que si a un infinito le sumamos cualquier mimero real, resulta un infini-
to del mismo signo que el que tenemos. Ademds, la suma de infinitos
del mismo signo, es un infinito del mismo signo. La suma de infinitos
de signo diferente (o la diferencia de infinitos del mismo signo) es una
indeterminacioén. La representaremos oo — oc.

L+ | b [+oo[-—o0]
12 ll + 12 +00 | —00
+00 400 | +oo | IND
—00 —o0 | IND | —o0

= Producto: en la tabla aparece lim (f(x) - g(z)). La resumimos diciendo

que el resultado de multiplicar un niimero diferente de 0 por infinito es
infinito, respetando la regla de los signos. Lo mismo, para el caso de
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multiplicar dos infinitos. El producto de 0 por cualquier infinito, es una
indeterminacion. La representaremos 0 - oo.

| - |L#0] 0 [+oo[—o0]
l2 7é 0 ll . lQ 0 (0.9] ©.¢]
0 0 0 IND | IND
+00 00 IND | +00 | —0
00 IND | —0 | 4+

—00

. . flz A o
= Cociente: en la tabla aparece lim Q Aqui las indeterminaciones son
a—a g(x)
0 oo . . .
— v —. Excepto en esos casos, siempre que infinito aparece en el nume-

rador, el resultado es infinito, del mismo modo que siempre que aparece
0 en el denominador (el signo depende tanto del signo del denominador
como del signo del numerador, y habrad que determinarlo en cada caso
particular). Inversamente, siempre que aparece 0 en el numerador o in-
finito en el denominador, el resultado es 0 (obviamente, exceptuando las
indeterminaciones).

| - [u#0] 0 [+oo] -]
L

la #0 7 0 00 00

0 00 IND | o© 00
400 0 0 | IND | IND
—00 0 0 |IND | IND

= Potencia: las indeterminaciones son 0%, 1°° y (+00)°. Para el resto de
casos tenemos:

4t — +oo si a>1 0= 0 si a>1
10 si 0<a<1 400 si 0<a<1

A continuacion, veremos unos cuantos ejemplos que ilustrardn la resolucién
de algunas indeterminaciones.

0
- Indeterminacion del tipo 0 cuando calculamos el limite de una funcién

racional. En este caso, factorizaremos los polinomios del numerador y
denominador con el objetivo de eliminar los factores comunes.

3 4 222 —4
Ejemplo 1.19 Calcula el h’rr{ vt f +1x :
r— xTre —

Solucién. Si sustituimos directamente, obtenemos la indeterminacion %. Fac-
torizando los polinomios, nos queda
34222 +1—4 (z —1)(z* 4+ 3z +4)

i =1
xl—% x2 -1 xl—% (:E — 1)(:E + 1)

Simplificando el factor (x — 1), obtenemos

o+ 24+ —4 2’ +3x+4 8
lim = lim— =

—=4. A
rx—1 aj‘2—1 rx—1 x—i—]_ 2
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. .. . 0.9} .. .,
- Indeterminacion del tipo — cuando calculamos el limite de una funcién

00
racional. En este caso, tendremos en cuenta que, en el infinito, el limite
de una funcién polinémica es el limite del monomio de mayor grado.

Ejemplo 1.20 Resuelve los siguientes limites:

1 223 4+ 5 — 3 T 223 i —2
1 1m ———F = llm = 11m —IT = —0Q.
z—too —Tx2+1 z——+oo0 —Tx2 r——+00 v

3¢ —x4+1 . 32 3

W ey L T
202 —6x — T 222 2 2

M) Hm 22— 0 im 2 im S =2 —

iii) w_1>1—11-100 xt—2 w—lg-loo xt oc—1>I-iI-100 2 400

- Indeterminacion del tipo oo — oco. Suele aparecer cuando calculamos el
limite de una diferencia de fracciones algebraicas y, normalmente, la re-
solveremos efectuando la diferencia y calculando el limite a continuacién.

Ejemplo 1.21 Calcula el limite

i 1 3 —2
im —
=2 \x—2 22—4

Solucioén.
—2r +4 B

i 1 3r—2 _ oy T+ 2 3r —2 i
o - A w2 —4 24 o 2 —4

e\ —2 22— 4
—2(x — 2 -2 2 1
(z—2) ’ =5 4

= 1 — —
w1—>1%(x—2)(x+2) oc1—>1%x+2 4

- Indeterminacion del tipo 1°°. Para resolver este tipo de indeterminacién
usaremos la férmula de Euler: si lim f(z) = 1 y lim g(z) = oo, entonces

lim [f(2)]"® = pJm (f(@)=1)g(x)

r—a

Ejemplo 1.22 Calcula el limite
2?2+ 1
T (3$—1)x2—3x—|—2
=1\ x+1

Solucién. Aplicando la férmula de Euler se tiene

2+ 1 3z —1 2+ 1
_ lim -1
Hm(35€—1)x2—3x+2:€%1 x+1 2?2 — 3z +2
=1\ x+1

@ B. Campos [ J. Castello - ISBN: 978-84-691-4661-3 Mateméticas. Volumen | - 2008/2009 - UJI



Calculemos aparte el limite del exponente:

3r—1 2?2 +1 L, 2x—2 |
i —_—— = |Im . —
z+1 22 —-3x+2 a—1 ax4+1 22—-3x+2
_ 2
m (2x —2)(z* + 1)
2
— m 2(z* +1)
-2

lim

r—1

=2

Por tanto,
22+ 1

—1\ 22— 1
lim L r 3x+2:e_2:—.A
a—1 \ x+1 e2

Ejercicio 1.3 Calcula el limite
3+ 1
(21522 =32 42
z——o00 \ 3 + 1

1.4. CONTINUIDAD DE FUNCIONES

La idea intuitiva de funcién continua es la de una funcién tal que no hace
falta levantar el lapiz del papel para dibujarla; es decir, que no se rompe.
Formalicemos este concepto.

Definicién 1.16 Una funcién f es continua en un punto a si

lim f (z) = f (a)

r—a

Ahora bien, esta condicién es equivalente a les tres condiciones siguientes:
i) 3f (a); es decir, a € Dom(f).
ii) 3 lim f (), 3 h'm+f (x) y ademds lim f(x) = lim+f (x) = lim f (x).

xr—a r—a r—a - Tr—a r—a
i) 1 f () = f (a).

Estas tres condiciones son las que suelen usarse en problemas practicos.
Los valores de  donde f no es continua se llaman discontinuidades. Si f
es continua para cualquier valor de z, decimos que f es continua.

Ejemplo 1.23 Estudia la continuidad, en el punto © = 2, de la siguiente
funcion :

3x six <2
f(x)_{xz—l six > 2
Solucion. Veamos si se cumplen las 3 condiciones de continuidad en el punto
T =2
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i) f(2)=3-2=6
ii) El limite por la izquierda de z = 2 es:

lim f(z) = lim 3z =6

T—27 T—27
El limite por la derecha de x = 2 es:

lim f(z) = lm (2 —1) =3

r—2F r—21

por tanto, no existe h’r% f (z) ya que no coinciden los limites laterales.

Al no cumplirse la segunda condicién podemos decir que f(x) no es
continua en r = 2. A

Ejemplo 1.24 Estudia la continuidad de la funcién

2?+1 six<l1

f<x):{3—x six>1

en el punto z = 1.

Solucién. Veamos si se cumplen las 3 condiciones de continuidad en el punto
r=1:

i) f(1)=12+1=2.

ii) El limite por la izquierda de = =1 es:

lim f(z) = lim 2%+ 1 =2

r—1— rz—1—
El limite por la derecha de z =1 es:

lim f(z)= lim3 —z =2

r—1+ r—1t

por tanto,
limf (z) =2

r—1
iii) h’nif (x)=2=f(1).
xTr—
Por tanto, esta funcién si es continua en el punto x = 1. A

Definicién 1.17 Se dice que una funcién f es continua en un intervalo abierto
Ja,b[ cuando lo es en cada uno de sus puntos. Se dice que una funcién f es
continua en un intervalo cerrado [a,b] cuando lo es en cada punto interior y
ademas:

lim f(z) = f(a) y lm f(z) = f(b)

r—a™t T—b—

@ B. Campos | J. Castelld - ISBN: 978-84-691-4661-3 18 Matematicas. Volumen | - 2008/2009 - UJI



Notemos que decir que f es continua en un intervalo cerrado no implica
que lo sea en sus extremos.

Ejemplo 1.25 La funcién f del siguiente dibujo es continua en el intervalo
[—1,1]. Pero no es continua en el intervalo [0, 2] ya que es discontinua en el
punto x = 1.

-3 -1 1 2 3
)
-4

-6

-8

1.4.1. Algebra de las funciones continuas

Veamos a continuacién que ciertas operaciones entre funciones continuas
mantienen la continuidad.
Si f y g son continuas en x = a, entonces:

f + g es continua en x = a.
» k- f, k€R, es continua en x = a.

= f.g es continua en r = a.

= = es continua en x = a si y sélo si g (a) # 0.
g

= Regla de la cadena para funciones continuas: si f es continuaen z =a 'y
g es continua en f (a), entonces la funcién compuesta g o f es continua
en r = a.

1.4.2. Continuidad de las funciones elementales

Es evidente que es imposible estudiar la continuidad de una funcién en
todos los puntos de un intervalo mediante la definicién. Afortunadamente las
funciones elementales son continuas en sus dominios de definicién; es decir:

= Las funciones constantes son continuas en R.
= Las funciones polinémicas son continuas en R.

= Las funciones racionales son continuas en R excepto en los puntos que
anulan el denominador.
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= Las funciones potenciales de exponente racional r, f (x) = 2", son con-
tinuas en todo su dominio.

xT

» Las funciones exponenciales, f (z) = a”, con a € R, son continuas en

R.

» Las funciones logaritmicas, f (x) = log, z, con a € R™, son continuas en
todo su dominio R*.

= Las funciones trigonométricas f (x) = sinz y f (z) = cos z, son continuas
en R.

Ejemplo 1.26 a) La funcién f(x) = 3sinx + 2® + 3 es continua en R ya
que es suma de funciones continuas en R pues la funcién 3sinx es producto
de un nimero real por una funcién continua en R y (2? 4+ 3) es una funcién
polinémica y por tanto continua en R.

b) La funcién f(x) = ©°f es continua en R — {5} ya que es cociente de
funciones continuas y el denominador se anula en x = 5.

c¢) La funcién f (z) = tanz es continua en R excepto en los puntos que son
muiltiplos impares de %; es decir, los puntos x = (2n 4 1)7, con n € Z ya que

SBL v esos son los puntos donde cos x vale 0.
COosS T

tanx =

1.5. DERIVABILIDAD DE FUNCIONES
1.5.1. Derivada de una funcién en un punto

Definicién 1.18 Consideremos una funcién y = f(z) definida en un intervalo
[%,, z]. Definimos la tasa de variacién media de f en este intervalo como el
valor
N (C Y O
-0 T — T, Ax
donde Ay = f(z)— f(x,) y Az = x —x, son, respectivamente, los incrementos
de las variables dependiente e independiente en el intervalo [z, z].

Gréficamente se ve con facilidad que la tasa de variacién media coincide con
la pendiente del segmento PQ); es decir, con la pendiente de la recta secante a
la curva por los puntos P y Q.

f(x)

f(xo) \l/

Xo X
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Supongamos ahora que xy permanece fijo mientras el punto x se aproxima
a xo; es decir, hacemos r — z, 6 Az — 0. Entonces, es evidente como la
secante a la curva por los puntos P y () se aproxima a la “tangente” a la curva
por el punto P y la tasa de variacién media se convierte en la tasa de variacién
instantanea o derivada de la funcién en el punto. Formalicemos ahora esto que
acabamos de comentar.

Si en la definicién anterior hacemos h = = — z, y calculamos el limite
cuando h tiende a 0, si el limite existe obtenemos la definicién de derivada en
un punto:

Definicién 1.19 Se dice que una funcién f : ]Ja,b] — R es derivable en un
punto xy € Ja, b[ si existe el limite:

f/<xo) — lim f(xo + h) — f(xo>

h—0 h

El valor f'(z,) se llama derivada de la funcion f en el punto x,.

También podemos escribir, de acuerdo con la otra notacién:

/ R Ay
J(wo) = Alalcrilo Az

Ejemplo 1.27 Halla la derivada de la funcién f en el punto x = 0:

rsinl si x#0
f(@_{ 0 s x=0

Solucién. Aplicamos la definicién

. f(O+h)—f(0) . h-sing
! _ — — —
f(0) = lim h = jim— pmsing

y este limite no existe. En consecuencia, f(z) no es derivable en x = 0.A

Ejemplo 1.28 Estudia la derivabilidad de la funcién siguiente en x = 0

w?sint si x#£0
f(:v)—{ 0 st =0

Solucién. Aplicamos la definicién

. f(0O4+h)— f(0) , hzsz'n% ) 1
/ — — —_ =
1(0) = }llln% . = ’IZIII(I) = ’lllr%h sin 7 0

Este limite es 0 porque h tiende a cero y estd multiplicado por una funcién
acotada (no sabemos qué valor toma sin% pero si sabemos que es un valor
acotado entre —1 y 1).

Por tanto, f es derivable en x =0y f'(0) =0.A

@ B. Campos | J. Castelld - ISBN: 978-84-691-4661-3 21 Matematicas. Volumen | - 2008/2009 - UJI



1.5.2. Interpretacion geométrica de la derivada

Las coordenadas de los puntos P y ) son, respectivamente, (o, f(x¢)) y
(xo + h, f(zo + h)). El cociente

 flwot b~ flw)
’ h

es la pendiente de la recta secante a la gréafica de f que pasa por los puntos P

y Q.

Si h tiende a 0, entonces esta secante se confunde con la recta tangente a
la curva por el punto P, de donde se deduce que

e 1 L0+ 1) = f )
h—0 h

= ['(x0)

es la pendiente de la recta tangente a la curva por el punto (o, f(xg))-

Por tanto, la derivada de una funcién en un punto es igual a la pendiente
de la recta tangente a la curva en ese punto. Esto nos soluciona el histérico
problema de la tangente, el cual consiste en conocer cudl es la recta tangente a
una curva en un determinado punto xy. De acuerdo con el concepto de derivada
podemos definir la recta tangente a la curva f(z) en el punto (xg, f(z9)) como
aquélla que pasa por el punto y tiene por pendiente f'(xg). Es decir, la ecuacién
de la recta tangente en el punto de abscisa x es:

Yy — f(mo) = f,(ﬂﬁo) : (55 - 950)
En el caso en que f(x) sea continua en xy y se tenga que

i £ @0+ 1) — f(=o)
h—0 h

= %00,
la recta tangente en el punto considerado es la recta x = x.

1.5.3. Derivadas laterales

Definicién 1.20 Sea f : ]Ja,b] — R y sea z( un punto del intervalo ]a, b|.
Decimos que la funcién f es derivable por la derecha en el punto xg si existe el

tfm L0 h})l —flw) _ fi (o)

h—0+

Andlogamente,

Definicién 1.21 Sea f : |a,b] — R y sea x, un punto del intervalo |a, b].
Decimos que la funcién f es derivable por la izquierda en el punto xq si existe

el
i f(zo+h) — f(xo)
h—0— h

= f"(20)

Por tanto, una funcién es derivable en un punto z, cuando es derivable por
la derecha y por la izquierda y ambas derivadas coinciden.

@ B. Campos | J. Castelld - ISBN: 978-84-691-4661-3 22 Matematicas. Volumen | - 2008/2009 - UJI



Ejemplo 1.29 Sea f(x) = |z + 1|. jEs f derivable en x = 0?7 ;Y en x = —17

Solucién. La funcién f es

r+1 si x>-1
f<x)_{—:v—1 si < —1

En z = 0, la derivada es

. f(O+h)—f(0) . h+1-1 Ly
N
Para estudiar la derivabilidad en + = —1 hemos de calcular las derivadas

laterales, ya que la expresiéon de f no es la misma por la derecha y por la
izquierda del punto. Asi, la derivada por la izquierda es:

F(=1+h) — f(~1) (~14+h)—1-0

"(-1)= 1 = 1If =—1
Jo=1) = lim h ho- h
y por la derecha:
. f(=1+h)— f(-1) , —1+h+1-0
/ o _ _
fo(=1) = A, h = Jm, h =L
Por tanto f no es derivable en x = —1. El punto x = —1 es un punto anguloso. A

La condicion de derivabilidad en un punto es més exigente que la de con-
tinuidad, como se deduce del siguiente resultado:

Propiedad 2 Si una funcion f es derivable en xy, entonces es continua en
Zo-

Por tanto, para que una funcién sea derivable en un punto es necesario que
sea continua. El reciproco del teorema anterior no es cierto, como lo demuestran
los siguientes contraejemplos:

= La siguiente funcién es continua en x = 0, pero hemos visto en el ejemplo
(1.27) que no es derivable en = = 0.

1

f(a:):{ rsin s% x #0

0 si z=0
» La funcién f(z) = |z + 1| es continua en x = —1, pero hemos visto en
el ejemplo (1.29) que no es derivable en z = —1.

1.5.4. Funcion derivada

Definicién 1.22 Sea f :|a,b[— R una funcién derivable en ]a,b[. La funcién
que a cada punto x le asigna su derivada en el punto x se llama funcion derivada
de la funcion f y se representa por f’(x). La derivada de f’(z) se designa por
1" (x) y se llama derivada sequnda de f. Andlogamente se definen las derivadas

f"(z), f)(x), etc.
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Ejemplo 1.30 Calcula la funcién derivada de f(z) = 2% + 5z — 1.

Solucién. Aplicando la definicién de derivada en un punto cualquiera x se
tiene:

flx+h)— f(x) (x+h)?2+5(x+h)—1— (22 +5z—1)

! o . 11 _
A e i -
p 2?2 +h?+2xh+ 52 +5h—1—22 -5z +1
= 1m =
h—0 h
h% + 2zh + 5h h(h + 2
= lim i E O :}llin%w:]lliné(h+2:c+5):2x+5

Por tanto, la funcién derivada de f(z) = 2% +5x — 1l es f'(z) =2x +5.A

Derivadas de las funciones elementales

A continuacién damos las funciones derivadas de las funciones elementales
mas usuales.

i) f(2) = f12) =0
i) f(2)=a" — f'(z) =na"1n R
@)=t ) =
)= VE— @) =5
i) f(zx) =a® — f'(z) = a*Ina

fl@) = f (@) =

iv) f (#) = log, = — f' (r) = ~ log,

f @) =tr () ==

v) f(z) =sinx — f'(z) = cosx

Vi) f(2) =cosz — f'(z) = —sinzx
vil) f(x) =tanz — f'(z) = e 1+ tan®z
viili) f(2) =cotz — f () = Sl;—zx = —(1+ cot?z)

ix) f(z) = arcsinz — f(z) ﬁ

x) f(z) =arccosz — f'(x) = \/1_7_17

1

xi) f(x) =arctanx — f'(z) = .

@ B. Campos | J. Castelld - ISBN: 978-84-691-4661-3 24 Matematicas. Volumen | - 2008/2009 - UJI



Algebra de derivadas

Sean f’y ¢ las funciones derivadas de f y g, respectivamente, en un inter-
valo ]a, b[, entonces se tiene que:

i) (cf (x)) =cf'(x), conceR.
i) (f(x)£g(x) =f(x)£g (2)
i) (f(x)-g(x) =f (x)-g@) +f(x) g ()
- @)\ _ f(z)-g(x)~ f() '(x)
 (57)

g()

, siempre que g (z) # 0 en |a, b[.

Ejemplo 1.31 Calcula la derivada de las siguientes funciones:

a) f<x> = Jdtanx
b) f(z) = 2Inz -z
C) f(l’) - $2Sin;p
coS T
d) @) = 5
Solucién.
/ . 1
@) flo) = 30082{E
! o E_L
b) f'lw) = 2- NG
¢) f'(x) = 2zsinz+ r’cosw
T s

1.5.5. Derivada de funciones compuestas. Regla de la cadena

La tabla anterior nos proporciona las derivadas de funciones elementales. El
siguiente resultado, conocido como la regla de la cadena, nos permitird derivar
funciones compuestas:

Teorema 1 Sea f(x) una funcion continua en un intervalo I = [a,b] y sea
g(y) una funcion definida en f(I) tal que existe f'(x) y existe ¢'(f(x)) = ¢'(v)

para todo x €]a,bl. Entonces, existe la derivada de la funcién compuesta go f
en x y dicha deriwada es:

(g0 f)(x) =g (f(x))f(x)

Ejemplo 1.32 Calcula la derivada de la funcién h(z) = sin(z? — 4z).
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Solucién. La funcién h es la composicién de la funcién f(z) = (22 — 4z) y
la funcién g(y) = siny, es decir, h = g o f. Por ello, aplicando la regla de la
cadena, derivamos primero la funcién seno evaluada en el mismo argumento y
a continuacion se deriva el argumento, es decir, la f.

B (z) = cos(z® — 4x) (2z — 4)A

La regla de la cadena se generaliza si se tiene una funciéon compuesta de
més de dos funciones.

Ejemplo 1.33 Calcula la derivada de la funcién h(z) = In (cos(z® + Tz)) .

Solucién. La funcién £ es la composicién de la funcién f(x) = (2% + 7x), la
funcién g(y) = cosy y la funcién k(t) = Int. Por ello, aplicando la regla de la
cadena, derivamos primero la funcién logaritmo evaluada en el mismo argu-
mento, a continuacién derivamos la funcién coseno, evaluada en su argumento,
y finalmente se deriva la f.

1

Wiz) = cos(z3 4 Tx)

(—sin(z® + 7x) (32° + 7). A

Ejercicio 1.4 Calcula las funciones derivadas de las siguientes funciones:

a) h(x) = C‘OS(32£U +5) e) h(x)=tanvx +5

b) h(z) = sin(x?) f) h(x) = sin(cos(sin x))
¢) h(x) = sin®(x) g) h(z) = lng(cgs x)
d) h(z) = /sin(4x) h) h(x) 1nc(§i$—1)

1.5.6. Monotonia

Estudiar la monotonia de una funcién es analizar los intervalos de creci-
miento y decrecimiento de dicha funcién. Veamos a continuacion qué significa
que una funcién sea creciente o decreciente.

Definicién 1.23 Una funcién f definida en un intervalo |a, b| es creciente en
un punto z, €la, b[ si dado un incremento h > 0 se verifica:

flwo —h) < flx,) < f(xo+ D)

Si se verifica:
f(xo_h) <f<xo> <f(xo+h>

diremos que f es estrictamente creciente.

Definicién 1.24 Una funcién f definida en un intervalo (a,b) es decreciente
en un punto z, € (a,b) si dado un incremento h > 0 se verifica:

f(xo_h)Zf(xo)Zf(xo_’_h)

Si se verifica:
f(xo_h) >f(xo) >f(xo+h)

diremos que f es estrictamente decreciente.
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Definicién 1.25 Una funcién f es creciente en un intervalo ]a,b] si es cre-
ciente en cada uno de sus puntos. Una funcién [ es decreciente en un intervalo
Ja, b[ si es decreciente en cada uno de sus puntos.

El siguiente resultado nos muestra que si una funcién es derivable en un
punto x,, entonces f es creciente (decreciente) en z, si la recta tangente a la
grafica de f en dicho punto tiene pendiente positiva (negativa).

Teorema 2 Sea [ una funcion definida en un intervalo |a,b[ y derivable en
T, €la, b[:
i) Si f'(z,) > 0, entonces [ es estrictamente creciente en x,,.

ii) Si f'(x,) < 0, entonces f es estrictamente decreciente en x,.

Por tanto, si una funcién es derivable podemos determinar su crecimiento
y decrecimiento estudiando el signo de su primera derivada.

Ejemplo 1.34 Determina los intervalos donde f(x) = x®—22%+2 es creciente
y los intervalos donde es decreciente.

Solucién. Calculamos f'(z):
f(z) = 32° — 4a

A continuacién, buscamos los valores donde se anula, que serdn los que
determinan los intervalos donde el signo de f’(x) es constante:

4
3x2—4x:()<—>x(3x—4):0<—>x:()c’)x:§

Quedan determinados tres intervalos:

|~ 00,00, 10,51, 15, ool
Probando el valor de f/(x) en un punto cualquiera de cada intervalo, conoce-
remos el signo que toma en dicho intervalo. En este caso, en | — 0o, 0] f’ tiene
signo positivo, en ]0, 3| tiene signo negativo y en |3, +oo| tiene signo positivo.
Por tanto se tiene que la funcién f es estrictamente creciente en | — oo, 0],
y en |3, 400[ y es estrictamente decreciente en ]0, 5.
Podemos observar los resultados obtenidos en la gréfica de f.

/ X

-4 -2 2 4
-1

-2
-3

-4
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Ejemplo 1.35 Determina los intervalos de crecimiento y derecimiento de la
funcién

1, 8
Solucién. Calculamos f'(z):
16
/
flla)=2——
Buscamos ahora los valores donde se anula  f:
1
:U——S:O<—>x4—16:0<—>a::—2éx:2
x

En este caso, puesto que 0 es un punto que no pertenece al dominio, quedan
determinados los siguientes intervalos:

| —o0,—2[, | —=2,0[, ]0,2[, ]2, +00]

ya que al no ser continua la funcién en x = 0, puede haber un cambio de signo
de [’y por tanto, un cambio de crecimiento de f.

Probando el valor de f’(z) en un punto cualquiera de cada intervalo, obte-
nemos que en | —oo, —2[ f’ tiene signo negativo, en | —2, 0[ tiene signo positivo,
en |0, 2[ tiene signo negativo y en |2, +00] tiene signo positivo.

Por tanto, la funcién f es estrictamente decreciente en | — oo, —2[ y en |0, 2|
y es estrictamente creciente en | — 2,0[ y en |2, 4+o00].

Podemos observar los resultados obtenidos en la gréfica de f.

y
12

10

-4 =2 2 4
A
El reciproco del teorema anterior no es cierto; puede ocurrir que f’(z,) sea
0 y que la funcién en dicho punto sea estrictamente creciente o estrictamente
decreciente.

Ejemplo 1.36 Comprobemos la afirmacién anterior para la funcién f(z) = 23

en el punto z, = 0.

Solucién. La derivada de esta funcién es f'(x) = 322, que se anula en z = 0.
Como el dominio de esta funcién es todo R, quedan determiandos los intervalos

] —00,0] vy ]0, +o0]

Probando el valor de f’(z) en un punto cualquiera de cada intervalo, obtenemos
que en |—o0, 0] f’ tiene signo positivo y en |0, +00[ también tiene signo positivo.
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Por tanto, esta funcién es estrictamente creciente | — oo, 0] y estrictamente
creciente en |0, +00[, esto implica que en z = 0 la funcién f es estrictamente
creciente. A

1.5.7. Méaximos y minimos relativos

Definicién 1.26 Una funcién f presenta un mdximo relativo o local en un
punto z, si dado un incremento h > 0 :

Definicién 1.27 Una funcién f presenta un minimo relativo o local en un
punto z, si dado un incremento h > 0 :

En ambos casos se dice que f tiene un extremo local o relativo en x,.

Si una funcién f es continua en un punto x,, en dicho punto hay un maximo
relativo si y sélo si f pasa de ser creciente a ser decreciente en x,,.

Si una funcién f es continua en un punto x,, en dicho punto hay un minimo
relativo si y sélo si f pasa de ser decreciente a ser creciente en x,,.

Si la funcién f no es continua en un punto x,, puede haber un cambio de
crecimiento y no haber extremos relativo en x,.

Si las desigualdades de las definiciones anteriores son estrictas diremos que
f tiene en x, un mdximo o minimo relativo estricto.

Teorema 3 Sea f una funcion definida en un intervalo (a,b). Si f tiene un
extremo relativo en un punto z, € (a,b) y es derivable en x,, entonces se
cumple que f'(x,) = 0.

Observemos que en este caso la recta tangente a f en z, tiene pendiente
nula, es decir, es paralela al eje X.

El reciproco del teorema no es cierto, ya hemos visto en el ejemplo (1.36)
que la funcién f(z) = z* verifica que f'(0) = 0 y sin embargo en z, = 0 no
hay extremo local.

Para buscar los extremos de una funcién no basta con calcular aquellos
puntos donde se anula la derivada primera, puede que éstos no sean extremos.
Y ademss puede haber extremos alli donde la funcién no es derivable.

También podemos clasificar los extremos utilizando el signo de la segunda
derivada:

Teorema 4 Sea f una funcion derivable en (a,b) y sea z, € (a,b) :

i) Si f'(x,) =0y f"(z,) >0, entonces en x, hay un minimo local estricto.

i) Si f'(x,) =0y f"(x,) <0, entonces en x, hay un mdzimo local estricto.
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Ejemplo 1.37 Halla los extremos y los intervalos de crecimiento y decreci-
miento de la funcién f(r) = —2* + 8z — 7.

Solucién. Calculemos en qué puntos se anula la funcién derivada f'(x):
fl(x)=-2048=0<x=4

Luego en © = 4 tenemos un posible extremo local. Estudiemos los intervalos
de crecimiento y decrecimiento. Puesto que f’(0) > 0, tenemos que f’ toma
valores positivos en todo el intervalo | — 0o, 4[ y puesto que f(5) < 0, tenemos
que f’ toma valores negativos en todo el intervalo |4, +oco[. Por tanto, la funcién
| es estrictamente creciente en | — 00,4[ y es estrictamente decreciente en
14, +00[ y en el punto = 4 hay un méximo relativo estricto.

Un modo alternativo de clasificar el punto x = 4 es sustituirlo en la derivada
segunda. Puesto que f"(z) = —2 — f"(4) = —2 < 0, por tanto en z = 4 hay
un méaximo relativo estricto. A

1.5.8. Méaximos y minimos absolutos

Definicién 1.28 Sea f una funcién definida en un dominio D, entonces:

(i) f presenta un mdzximo absoluto en z, si f(z,) > f(x), Vo € D.
(ii) f presenta un minimo absoluto en x, si f(z,) < f(x), Vo € D.

Ejemplo 1.38 Halla el maximo absoluto y el minimo absoluto de la funcién
f(x) = 23 — 327 en el intervalo [—1/2,4].

Solucién. Calculamos en primer lugar los intervalos de crecimiento y decreci-
miento mediante el estudio del signo de la primera derivada:

fl(x)=32"-62=0<3x(r—-2)=0—2=06x =2

Teniendo en cuenta el dominio de definicién de esta funcién, estudiamos el
signo en los intervalos [—1/2,0][, |0,2[ y ]2,4]. Asi, se tiene que f es estricta-
mente creciente en [—1/2,0[ y en |2, 4] y es estrictamente decreciente en |0, 2].
Por tanto, en x = 0 hay un maximo relativo y en x = 2 hay un minimo relativo.
FEl maximo absoluto lo encontraremos en x = 0 0 en x = 4, ya que la funcién es
estrictamente creciente a partir de x = 2 y en el extremo de la derecha puede
tomar un valor superior al valor que toma en x = (0. Comparemos estos dos
valores:

f(0)=0y f(4)=16
Por tanto, el maximo absoluto estd en x = 4 y vale 16. Andlogamente,
el miimo absoluto estd, en x = 2 0o en x = —1/2, ya que la funcién crece

en [—1/2,0[ y es posible que tome un valor menor en el extremo izquierdo.
Comparemos estos dos valores:

f(=1/2) = =7/8y f(2) = —4

Por tanto, el minimo absoluto estd en x = 2 y vale —4. A
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Ejemplo 1.39 Una empresa fabrica maletas que vende a 134 euros. El coste
de fabricar x maletas viene dado por la funcién:

1
C(x) = E:f — 52 + 1702 + 220
. Cuantas maletas debe fabricar que el beneficio sea maximo?

Solucién.. La funcién de beneficios B(x) viene definida por:

donde I(x) = 134x es la funcién de ingresos (precio por cantidad) y C(x) es
la funcién de costes. Por tanto,

1 1
B(z) = 1342 — (Ex?’ — 52 4+ 170z + 220) = —Ex3 + 5% — 362 — 220

Nuestro objetivo es calcular el méximo absoluto de B. Para ello, analizare-
mos los intervalos de crecimiento de la funcién mediante el signo de la derivada
primera:

1
B’(m):—Z:U2+1Oa:—36:0<—>x:4é:v:36

Calculemos el signo que toma en cada uno de estos intervalos: [0, 4[, |4, 36[
y 136, +o0:

(x)<0 (x>0 f(x)<0

36
ED EC ED

Observemos que no nos interesan los valores negativos de la variable z, que
representa en nimero de maletas a fabricar.

En el punto x = 36, la funcién pasa de ser estrictamente creciente a ser
estrictamente decreciente, por tanto hay un méaximo local en dicho punto, pero
para obtener el maximo absoluto deberemos comparar los valores de B en dicho
punto y en z = 0, ya que en este punto podria toma un valor mayor que en
x = 36. Puesto que B(0) = —300 y B(36) = 2076, deducimos que el maximo
absoluto se encuentra en x = 36, es decir para obtener el beneficio maximo la
compania deberd fabricar 36 maletas. A

Ejercicio 1.5 Halla el mdximo y minimo absoluto de cada funcién en el in-
tervalo dado:

a) f(x) =222z +1en|0,3].
b) h(z) =4z + 23 en [1,4].
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c) j(t) =

12+2t si —4<t<2
8—1 si2<t<b

360z — 322 si B0 < z < 100
d) k) = { 60 si 100 < & < 150

1.5.9. Concavidad y convexidad. Puntos de inflexién

Definicién 1.29 Se dice que una funcién f definida y derivable en (a,b) es
concava en un punto z, € (a,b) si en un entorno del punto, la grifica de la
funcién queda por encima de la recta tangente a dicha gréfica en z, (excepto
en el punto de contacto).

Se dice que la funcién f es convexa en z, si queda por debajo.

Definicién 1.30 Se dice que una funcién f es cdncava en un intervalo (a,b)
si es concava en cada uno de los puntos de dicho intervalo. Se dice que una
funcion f es convexa en un intervalo (a,b) si es convexa en cada uno de los
puntos de dicho intervalo.

Teorema 5 Si [ es derivable en x, € (a,b) y admite derivada sequnda en
%, € (a,b), entonces:

i) si f"(x,) > 0, entonces f es concava en x,

ii) si f"(x,) < 0, entonces f es convexa en x,

Estudiaremos el signo de la derivada segunda de una funcién para deter-
minar los intervalos de concavidad y convexidad.

Ejemplo 1.40 Estudia los intervalos de concavidad y convexidad de la funcién
f(x) =23 — 922 + 242 — 11.

Solucién. Calculemos los puntos donde se anula f”(z) para determinar los
intervalos:

f'(z) = 32° — 18z + 24
f"(z)=6xr—18=0<2=3

Puesto que el dominio de esta funcién es R, quedan determinados los inter-
valos | — 00,3[ y |3, +00o[. Sustituyendo un punto cualquiera de cada intervalo
en f” obtenemos el signo que f” toma en cada uno de ellos:

£ (x)<0 £°(x)>0

convexa 3 concava

La funcién f es convexa en | — 0o, 3[ y es concava en |3, 4+00[.A
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Definicién 1.31 Una funcién f derivable en un intervalo (a,b) presenta un
punto de inflexion en x, € (a,b) si en dicho punto la funcién cambia de céncava
a convexa o viceversa.

Por tanto, en los puntos de inflexién la recta tangente a una curva atraviesa
dicha curva.

Teorema 6 Si una funcion f derivable en (a,b) tiene un punto de inflexion
en z, € (a,b) y admite derivada sequnda en dicho punto, entonces f"(x,) = 0.

Esta condicién es necesaria pero no suficiente. Puede ocurrir que f”(z,) = 0
y en z, haya un extremo.

Ejemplo 1.41 Estudia los intervalos de concavidad y convexidad de la funcién
flw) ==t
Solucién. Calculemos los puntos donde se anula f”(z) para determinar los
intervalos:

f'(x) = 4a°
f'(2) =122 =0 2 =0
Puesto que f”(x) > 0 para cualquier valor de x, esta funcién céncava para

todo x. Como se observa, aunque en x = 0 se anula la derivada segunda, la
funcién es céncava en dicho punto.A

Ejercicio 1.6 Determina los intervalos de concavidad y convexidad y los pun-
tos de inflexién de las siguientes funciones:

b) g(z) = In(a? + 4)
c) p(r) = =E
d) m(z) = £

1.6. CALCULO DE LIMITES. REGLA DE L’HOPITAL

Teorema 7 Sean [ y g funciones derivables en un entorno reducido |a—o, a+d],
con 6 >0, de un punto a € R. Si

lim f(z) = limg(x) =0

r—a r—a
1y existe
!

lim?. ,<I>,

v—a g'(z)
entonces también existe

)

im—-—=

v—ag(r)

y se verifica ademds:
f(x) f'(x)

lim~——~% = lim
hg@)  g(a)
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NOTAS:
i) El enunciado del teorema también es vélido cuando

lim f(x) = limg(x) = £o0

r—a r—a

Asimismo, se puede formular de modo anélogo si a es 00 6 —oco.

ii) Sien la expresion limL (@)
a9 (@)

se vuelve a presentar una indeterminacién del
tipo % 6 22, se puede volver a aplicar la regla de L’Hopital (siempre que
se verifiquen las hip6tesis del teorema).

iii) Para resolver indeterminaciones del tipo 0-00, haremos la siguiente trans-
formacién:

x x
lim f(x)g(z) = limf(1 ) 6 lim f(x)g(z) = lim@,
r—a r—a % r—a r—a m
obteniendo asi una indeterminacién de tipo g 6 2y, a continuacion,
aplicaremos la regla de L’Hopital.

. , . Z. ]'nx o0 s %
Ejemplo 1.42 xli}I(I)IJr sin (2z) Inz = (0-00) = mli}I(I)IJr T - (%) = :cIE(I)IJrW =
Sin 2 sin?(2x
_ lm sin? (2z) — (9) = lm 4sin (2x) cos (2:5) _o
e—0+ —2x cos (2x) e—0t —2 cos (2x) + 4z sin (2x)

iv) Para resolver indeterminaciones del tipo 0° 6 co® aplicaremos logaritmos,
obteniendo una de las indeterminaciones anteriores.

. , In lim gsen(22) lim In zsen(2z) lim sen(2z)Inx
Ejemplo 1.43 lim 2°"(2%) = ¢ a0+ = ea—0t = ea—0t =

z—0t
e = 1.

El limite del exponente ha sido calculado en el ejemplo anterior.

Ejercicio 1.7 Calcula los siguientes limites:

a) L b) lim <

r—0Sinz s—+o00®

; T s xsinz—z?
)l 0 i

, ol ,
o) lim(252)? ) T (1 ) tan
g) lim (cosx)z~* h) lim z%

x—>%_ T—+00

: o ae)?

i) lim o J) MmTEy
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1.7. REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES

Para representar la gréfica de una funcién f(z) llevaremos a cabo el estudio
de los siguientes apartados:

i) Dominio.

ii) Puntos de corte de f con los ejes.
Corte con el eje Y : es el punto (0, f(0))
Cortes con el eje X : hallamos las raices de la funcién, es decir, calculamos
los puntos donde f(z) = 0.

iii) Simetrias.
Una funcién presenta una simetria par, si f(—x) = f(x). Es decir, la
grafica es simétrica respecto del eje Y.
Una funcién presenta una simetria impar, si f(—z) = —f(z). Es decir,
la grafica es simétrica respecto del origen.

iv) Asintotas.

Asintotas verticales: son las rectas x = a, donde a son los valores tales
que:

lim f(z) = o0

r—a
Asintotas horizontales: se obtienen al estudiar el comportamiento de la
funcién en el infinito, es decir, si la funcién crece o decrece infinitamente
o tiende a algin valor. Por tanto, son las rectas y = b, donde b es un

valor tal que:
lim f(x)=b o lim f(x)=0>

T—+00 T——00

Asintotas oblicuas: son las rectas y = mx + n, donde

=)

m = lim
Tr——00 X
y
n= lim (f(z)—mx)
o bien,
m = lim _f(x)
r—+4oco0 I
y

n= i (f(z) = ma)

Observemos que la asintota horizontal es un caso particular de asintota
oblicua, cuando m = 0. Si obtenemos una asintota horizontal no hace
falta buscar la oblicua por ese lado.
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v) Estudio de la primera derivada.

Con el estudio de la primera derivada de la funcién, obtendremos los
intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos.

vi) Estudio de la segunda derivada.
Con el estudio de la derivada segunda de la funcién, obtendremos los
intervalos de concavidad y convexidad y los puntos de inflexién
Ejemplo 1.44 Representa graficamente la siguiente funcién:

3

x
€Tr) =
Solucion.
i) Dominio.
Puesto que el denominador se anula en x = —1 y en x = 1, el dominio

es:
dom (f) =R — {~1,1}
ii) Puntos de corte de f con los ejes.
Corte con el eje Y : f(0) = 0, por tanto corta en (0,0).
Corte con el eje X : f(x) =0 < x = 0, luego es (0,0) es el tnico corte
corte con el eje X.

iii) Simetrias. Presenta una simetria respecto del origen ya que:

fleay = =T 2

(—:E)2—1:x2—1: 221

iv) Asintotas.

Asintotas verticales:

3 3
lim =00y lim T —x
z——1722 —1 z—1 22 —1
por tanto, tenemos dos asintotas verticales, las rectas t =1y o = —1.

Veamos con més detalle los limites laterales para dibujar la grafica.

Aproximacién a la recta x = —1 :
T a3 —1
im = — = -
r——1" 132 —1 0+
z3 —1

I _
oot 72— 1 0~
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Aproximacién a la recta x =1 :

3 1
lim f = — =—-
z—1-x% —1 0-
3
T 1
1/ = _— =
xi)r{lJr I‘Q — ]_ 0+ +OO

Asintota horizontal: al hallar los limites de f en el infinito vemos que
3

i T
lim = 4o
z—+oo g2 — 1
e x3
lim = —00

z——oco 22 — 1
por tanto, no hay asintotas horizontales.

Asintota oblicua: buscamos la recta y = mz + n, donde

3

€L 3

- ) x
m = lim £ = lim =1
r—00 T r—00 T3 —
Y 3
, , x
n = lim ( —z) = lim =0
z—00 2 — z—oo 12 — 1

Luego hay una asintota oblicua de ecuacién y = x. Puesto que hemos
calculado los limites cuando z — oo, la asintota existe por los dos lados,
es decir por —oo y por +00.

v) Estudio de la derivada primera:

C322(a? - 1) — %2z 2t — 3a?

M=y

fl(@)=0—a* =322 =0—2%(1*>—3)=0—a=0, z=+V3

Teniendo es cuenta los valores donde se anula la derivada y los puntos
fuera del dominio, estudiamos el signo de f’ en los intervalos que se dan
a continuacion, obteniendo que:

-f es estrictamente creciente en | — 0o, —v/3[ y en ]v/3, +-oq].
-f es estrictamente decreciente en | — /3, —1[, en | — 1,0[, ]0,1] y en

J1,v3]
Por tanto, f presenta un méximo relativo estricto en x = —V3 y un mi-

nimo relativo estricto en z = v/3. En 2 = 0 la funcién es estrictamente
decreciente.

vi) Estudio de la derivada segunda:
) = (423 — 62)(2? — 1)2 — (z* — 32%)2(2% — 1)2z
@17
(42 — 62)(2? — 1) — (z* — 32%)4x
@17
223 + 6z 2x(x®+3)
(@2—1) (22 —1)

=0« z=0
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Teniendo es cuenta este valor donde se anula la derivada segunda y los
puntos fuera del dominio, estudiamos el signo de f” en los siguientes
intervalos:

-en | — oo, —1[, f” < 0, por tanto f es convexa.
-en | — 1,0[, f” > 0, por tanto f es céncava.

-en 0, 1], f” < 0, por tanto f es convexa.

-en |1, 400, f” > 0, por tanto [ es concava.

Por tanto la funcién tiene un punto de inflexién en x = 0.

Con los datos obtenidos, podemos dibujar la gréfica de f :
y

A

Ejercicio 1.8 Representa graficamente las siguientes funciones:

0 F@) =g o) flr) = gt

b) f(z)=e'"  d) fla) =25

1.8. APLICACIONES AL COMERCIO Y A LA ECONOMIA

Resumen de férmulas y términos comerciales:

x : cantidad de unidades producidas o vendidas
p : precio por unidad

I : ingreso obtenido al vender x unidades

I=p-x

C': coste de produccién (venta, distribucién...) de = unidades
C': coste medio (coste por unidad)

. C
C=—
T
B : beneficio de la venta de z unidades
B=I1-C
Definicién 1.32 La funcion de demanda
p=f(z) ¢ z = g(p)

es la relacion entre el precio y la cantidad vendida, es decir, proporciona el
nimero de unidades x que los consumidores compran a un precio p.
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En situaciones reales un crecimiento en las ventas se consigue mediante
una reduccién del precio por unidad y dicha reduccién del precio conlleva, a
posteriori, un descenso de los beneficios. La idea es optimizar la bajada del
precio de modo que las ventas aumenten y el beneficio sea méximo.

Ejemplo 1.45 Un fabricante vende 2000 unidades al mes a 10 euros cada
unidad y calcula que sus ventas mensuales crecerdan en 250 unidades por cada
0,25 euros de reduccién en el precio unitario. Halla la funciéon de demanda
correspondiente.

Solucién. Sea x el niimero de unidades vendidas y p el precio unitario. Cons-
truimos la siguiente tabla:

2 (unidades) p(euros)

2000 10
2000 + 250 10 — 0,25

2000 +250n 10 — 0,25n

Para obtener la funcién de demanda, necesitamos la relacién entre p y x.
Como:
p=10—0,25n

x = 2000 + 250n,

despejamos n en la segunda ecuacién

x — 2000
n=———
250
y sustituimos en la primera:
x — 2000 T
=10-025—— =12 — ——
p() 27950 1000

Esta funcién nos dard el precio que hay que establecer para obtener una
cantidad dada de ventas. Si despejamos z, podemos saber la cantidad que se
venderd a un determinado precio. A

Ejemplo 1.46 Una fabrica de articulos de piel ha vendido este ano 10.000
carteras a 20 euros cada una. El fabricante estima que si el préximo ano au-
menta el precio, venderd 400 carteras menos por cada euro de incremento. Si
el coste de fabricacién de cada cartera es de 8 euros, calcula:
-a qué precio deberd vender las carteras para obtener el maximo beneficio.
-a cuanto asciende dicho beneficio.
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Solucién. La funcién de beneficios B(z) viene definida por:

donde I(z) es la funcién de ingresos (precio por cantidad) y C'(z) es la funcién
de costes. Pero en este caso el precio no es fijo sino que viene determinado por
la funcién de demanda.

Para obtener la funcién de demanda construimos la siguiente tabla:

x(carteras) p(precio en euros)
10000 20
10000 — 400 20+1
10000 — 400n 20+n
Como
p=20+n

x = 10000 — 400n
podemos despejar n en la segunda ecuacién:
10000 — z
n=-———
400

y sustituirla en la expresion del precio p, obteniendo la funcién de demanda:

10000 — z €T x
04— T o yo5 - Ly T
p(w) =20+ — 025 =200 =%~ 200

La funcién de costes viene dada por
C(x) =8z

por tanto, la funcién de beneficios es:

Bx) = (45 — — )z — 8z = 45 PN
xr) = — —— ) — O = r— — — O = xr— —
400 400 400

Nuestro objetivo es calcular el méximo absoluto de B. Para ello, calculamos
la derivada primera y buscamos los extremos relativos:

2
B’(a:):37—4—0x0:0<—>x:7400
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Puesto que la funcién es estrictamente creciente en |0, 7400[ y es estricta-
mente decreciente en 7400, +oo[, en el punto x = 7400 se tiene un maximo
relativo que es ademés maximo absoluto.

Por tanto, el méximo beneficio se obtendra cuando venda 7400 carteras y el
precio que debe establecer lo obtendremos a partir de la funcién de demanda:

7400
400) =45 — —— =2
p(7400) 5 00 6,5 euros

El beneficio obtenido en este caso sera:

74002

B(7400) = 37 - 400 — = 136900 euros. A
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TEMA 2

ALGEBRA LINEAL

2.1. MATRICES

Definicién 2.1 Una matriz m x n de nimeros reales es un conjunto de m x n
numeros reales dispuestos en m filas y n columnas.

a1;  di2 ... Qip

G21 d22 ... d2p 1<j<n
A= : : .. . = (aij>1§i§m

Am1 Am2 ... Amnp

siendo m y n enteros positivos cualesquiera.
Diremos que la matriz tiene dimension (orden o tamano) m X n.
Representaremos por a;; al elemento que ocupa la fila 7 y la columna j.

Denotamos por M., (R) al conjunto de todas matrices de niimeros reales
de dimensién m xn. Asi, la expresiéon A € IM,,..,(R) significa que A pertenece
a este conjunto, es decir, que A es una matriz real de dimensiéon m x n.

El concepto de matriz puede generalizarse cambiando R por cualquier otro
cuerpo K. Para los propdsitos de este curso es suficiente trabajar con matri-
ces sobre R. En lo que sigue diremos matriz entendiendo por ello "matriz de

niimeros reales”.

e o . . o 1<j<n o 1<5<n
Definicién 2.2 Decimos que dos matrices A = (a;;),Zi<,, ¥ B = (bij)1<izm
son iguales, y lo representamos A = B si se verifica

aij:bija VZ:Lam y V]:L?n

Definicién 2.3 Dada una matriz A € M, «,(R), A = (aw)}gé’;, se llama

traspuesta de A a una matriz B = (bw)Eg,T tal que

bij = aji, Vi=1,....m y Vj=1,....n
y se denota A’

Es decir, A® es la matriz que resulta de cambiar las filas de la matriz A
por sus columnas y viceversa. Ademads se verifica, obviamente, que si A tiene
dimensién m x n, entonces A’ tiene dimensién n x m.
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Ejemplo 2.1 Dada la matriz

(2 3 1)2
A= ( 0 m -1 )
se tiene que
2 0
Al = 3
1/2 —1

Definicion 2.4 Una matriz A es cuadrada si su dimension es n X n.

En ese caso diremos que A es de dimensién n y representaremos por 9, (R)
al conjunto de todas la matrices cuadradas de dimension n.

Definicién 2.5 Una matriz cuadrada es diagonal si a;; = 0 siempre que i # j.

Definicién 2.6 Los elementos de una matriz de la forma a;; forman la llamada
diagonal principal.

Definicién 2.7 Se llama matriz identidad de orden n, a una matriz diagonal
tal que a; = 1, para cada 7 = 1,...,n. Se denota I,,.

Ejemplo 2.2

100
12:((1)(1)), L={o010]. a
00 1

Definicién 2.8 Si la dimensién de una matriz es 1 x n, se llama matriz fila;
si la dimensién de una matriz es n x 1, se llama matriz columna.

2.1.1. Algebra de matrices

= Suma de matrices
: _ 1<j<n _ 1<j<n :
Dadas dos matrices A = (ay)2i<,, ¥ B = (bij)1<i<,,, se llama matriz

suma de A y B a una matriz C' = (%)EE& tal que

Cij = aij + bij, Vi=1,....m y Vj=1....n

y se denota A + B.

El conjunto M, (R) con la operacién suma tiene estructura de grupo
abeliano; esto significa que la suma de matrices tiene las siguientes pro-
piedades (como es fécil comprobar a partir de las propiedades de la suma
de niimeros reales):

(i) Lasuma es una operacion en M, (R); es decir, si A, B € M, (R),
entonces A+ B € M, (R).
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(ii) Asociativa: A+ (B + C) = (A + B) + (' cualesquiera que sean A,
B, C € Myxn(R).

(iii) Existe una matriz O, llamada matriz nula, cuyos elementos son
todos 0, y tal que A+ O = O + A = A, para cualquier matriz
A€ Mun(R).

(iv) Para cualquier matriz A € M, (R), A = (al])iggjl, existe otra
matriz llamada matriz opuesta de A, cuyos elementos son los opues-

tos de los elementos de A, y que representamos —A = (—aij)}gé’;,

tal que A+ (—A4) = (-A)+ A=0.
(v) Conmutativa: A+B = B+A, cualesquiera que sean A, B € M, (R).

» Producto de una matriz por un nimero real

. 1<5< 2
Dada una matriz A = (a;;);272)" v dado un nimero real o € R, se llama

matriz producto de « por A a una matriz B = (bw)gfg; tal que

bij:aaij, \V/Z:]_7’m y VJ:1’7n
y se denota o A.

El conjunto 9M,,«,(R) con las operaciones suma y producto por un
nimero real tiene estructura de espacio vectorial, lo que significa que
ademads de las propiedades que hemos enunciado para la suma se verifi-
can:

(i) Si A€ M,xn(R), entonces aA € M, wn(R).

(il) a(A+ B) = aA+ aB; para cualquier « € R y cualesquiera que sean
A, B € Mn(R).

(iii) (a«+ B)A = a A+ [ A; para cualesquiera a, 3 € R y cualquier
matriz A € M,,n(R).

(iv) (apB)A = a (B A); para cualesquiera a, f € R y cualquier matriz
A€ Mn(R).
(v) 1A= A, para cualquier matriz A € M, «,(R).

Ejemplo 2.3 Dadas las matrices

-1 3 2 -1
4 1 4 0
calcula A+ B, 3B.
Solucién.
-14+2 3+(-1) 1 2
A+ B= 2+3 0+5 =\ 55
4+4 140 8 1
3-2 3-(-1) 6 -3
3B=| 3-3 3.5 = 9 15 | A
3-4  3-0 12 0
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Ejercicio 2.1 Dadas las matrices

2 13 -1 05 1 10
A_<4 -1 2>’ B‘( 3 —2 6> Y C‘<—2 -1 3>

y tomando o« = 3 y § = —2 comprueba todas las propiedades de la suma y del
producto de un nimero real por una matriz.

m Producto de matrices

Para definir el producto de dos matrices, A B, hay que tener en cuenta
que el nimero de columnas de la primera matriz ha de ser igual que
el nimero de filas de la segunda. El producto es una nueva matriz que
tiene tantas filas como la primera y tantas columnas como la segunda, es
decir, si A tiene dimensién m X n y B tiene dimensién n X p, la matriz
producto C' tendrd dimensién m x p. Si sucede asi, definimos el producto
del siguiente modo:

. 1<5< 1<5< .
Dadas dos matrices A = (a;;),=/Z, v B = (b;;)12/=F, se llama matriz
s 1<5<p -

producto de A por B a una matriz C' = (c;5),</<,, tal que

n
C’ijzzaikbkj’ \V/Z:]_,,m y vj::l”n
k=1

y se denota AB.

Ejemplo 2.4 Calcula el producto de las matrices

-1 3
(20 e
4 1 - 2x4
Solucioén.
(-=1)-1+3-5 (-1)-3+3-2 (-1)-1+3-7 (-1)-0+3-4
AC = 2:-14+0-5 2:34+0-2 2-14+0-7 2-04+0-4 =
4-1+1-5 4-3+1-2 4-1+1-7 4-0+1-4
14 3 20 12
= 2 6 2 0 . A
9 14 11 4 -

Ejercicio 2.2 Dadas las matrices

2 0
2 13 1 -2
A_(4—12>’ b= ?_2 yC—(3_1>

comprueba que se verifica la propiedad asociativa del producto; es decir, que

A(BC) = (AB)C.
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Ejercicio 2.3 Dadas las matrices

20 13
A:<i _ig) B=[3 5| y o= 20
1 -8 41

comprueba que se verifica la propiedad distributiva del producto respecto de
la suma; es decir, que A(B + C') = AB + AC.

Ejercicio 2.4 Comprueba con las matrices A y B del ejercicio anterior que el
producto de matrices no es conmutativo

2.2. DETERMINANTES

Toda matriz cuadrada A = (a;;) de orden n tiene asociado un mimero
real llamado determinante. Este mimero se obtiene mediante sumas y restas
de productos de n elementos de la matriz sin que coincidan en cada producto
elementos de una misma fila o columna.

El concepto de determinante surgié antes de que se desarrollara la teoria
de matrices; sus aplicaciones en geometria analitica y sistemas de ecuaciones
lineales impulsaron su estudio. El conocimiento de los determinanes es 1itil en
aplicaciones del dlgebra lineal.

Llamamos determinante de orden n al determinante de una matriz de di-
mensién n y lo representamos det(A), |A|, |a;;| o bien:

a1 12 ... Qp
921 22 ... (QA9pn
Am1 Am2 ... Omn

A continuacién nos centraremos en el cédlculo de determinantes. Comen-
zaremos por obtener férmulas sencillas para los determinantes de orden 1, 2 y
3 y daremos una férmula general para determinantes de cualquier orden.

En lo sucesivo, en esta seccién, siempre que digamos matriz significard
matriz cuadrada.

2.2.1. Céalculo de determinantes
= Sea A una matriz de orden 1; es decir, A = (aq;), entonces
det (A) = a11

m Sea A es una matriz de orden 2 entonces

ailz Aaig
ag1 A22

det(A) =

= Q11022 — Q12021

Podemos visualizar esta férmula como el producto de los elementos de la
diagonal principal (\,) menos el producto de los elementos de la diagonal
secundaria (/).
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Ejemplo 2.5 Calcula el determinante de la matriz A = ( Z _; )

Solucion.
5 =3

det(A) = ‘ i 9

‘:5-2—(—3)-4:224

= Sea A una matriz de orden 3, entonces:

11 a1z A3
det (A) = | Q921 Q929 Q23 | =
a31 a3z a33

= 11022033 + Q12023031 + A21A32013 — A13022031 — Q12021033 — 423032011

Esta férmula puede visualizarse en la llamada Regla de Sarrus, que consiste
en copiar debajo de la iltima fila las dos primeras; entonces los tres primeros
productos de la férmula anterior son los productos de los elementos de la
diagonal principal y de las dos diagonales paralelas siguientes. Los otros tres
productos que van con signo negativo, son los de los elementos de la diagonal
secundaria y de las dos paralelas siguientes.

aix aiz2 ais
a21 Ag22 A23

= Q11022033 + A21032013 + G31G12023—

—@13022031 — A230A32011 — A33012021
a31 32 as3

11 Aaiz2 i3
Q21 Q22 (23

La regla de Sarrus no se generaliza para determinantes de orden mayor.

Ejemplo 2.6

1 3 4

—2 4 3 |=14-14(—2)-1-44+1-3-3—4-4-1-3-1-1—-1-3-(=2) = —8
111

13 4
—2 4 3

Con el propésito de facilitar la comprensién del cdlculo de determinantes
de orden superior y de simplificar la notacién, introduciremos dos nuevos con-
ceptos.

Definicién 2.9 Dada una matriz A de orden n se llama menor complemen-
tario de un elemento a;; al determinante de la matriz de orden (n — 1) que se
forma al eliminar la fila i y la columna j de la matriz A.
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Ejemplo 2.7 Dada la matriz

1 2 3
A=| -1 3 -2
4 0 =5

el menor complementario del elemento a3 es

‘—13

Lo ‘:(—1)-0—3-4:—12

y el menor complementario del elemento ass es
‘ 1 3

I ‘:1-<—2)—3-(—1):1.

Definicién 2.10 Dada una matriz A de orden n se llama adjunto de un ele-
mento a;; y se denota A;; al resultado de multiplicar el menor complementario
de a;; por (—1)".

Es decir, el adjunto y el menor complementario de un elemento son iguales
si la suma de los subindices del elemento es un niimero par; mientras que si es
un nimero impar, el adjunto es el menor complementario cambiado de signo.

Ejemplo 2.8 Para la matriz del ejemplo anterior se tiene que el adjunto del

elemento a3 es Aj3 = (—1)113 . (=12) = —12 y el adjunto del elemento az, es
Agp = (—1)%2.1= 1.

La siguiente proposicién nos proporciona una férmula para calcular deter-
minantes de cualquier orden.

Proposiciéon 1 El determinante de una matriz de orden n es la suma de los
productos de los elementos de cualquier fila (o columna) por sus respectivos
adjuntos.

Apliquemos este resultado para comprobar la férmula del determinante de
orden 3. Eligiendo, por ejemplo, la primera fila para efectuar el desarrollo de
la proposicién anterior, se tiene:

11 a2 13
a1 Qg Qg3 | = aj1An + a1nlie + a13Ais =
31 a3z 33

Q21 Q22

+ a13
a31  as2

= au(a22a33 - CL23CL32) - CL12(CL21CL33 - a23a31) + a13(a21a32 - a22a31) =

= (11022033 1+ Q12023031 + Q21032013 — A130A22031 — A12021033 — A23A32011-
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Ejercicio 2.5 Comprueba el resultado del ejemplo anterior desarrollando el
determinante por la tercera columna.

Ejemplo 2.9 Calcula el determinante de la matriz:

1 35 3
0 4 70
A= 2 —1 0 1
5 21 2

Solucién. Para desarrollar por una fila o columna buscaremos aquélla que
contenga mas ceros, ya que de este modo hay que realizar menos calculos.
En este caso, elegimos la segunda fila para desarrollar:

-1 35 3
0 47 0
det(A): 2 _1 0 _1 :O'A12+4'A22+7‘A23+0'A24:
5 21 2
-1 5 3 -1 3 3
=4-(=1)*2| 2 0 =1 [+7-(=1* 2 -1 -1 |=
51 2 5 2 2

—4.(=25+6—-1-20)—7-(2+12—15+15—2—12) =

=4-(—40) —7-0=—160. A

El cédlculo de un determinante de tamano n > 4, si nos limitamos a aplicar
la definicién, puede resultar excesivamente tedioso. Por ejemplo, para calcular
un determinante de tamano 5, podriamos tener que calcular 5 determinantes
de tamano 4 y para cada uno de éstos, 4 de tamano 3; es decir, tendrfamos
que calcular 5-4 = 20 determinantes de tamano 3. Para simplificar los célculos
podemos aplicar alguna de las propiedades de los determinantes que damos a
continuacion.

Propiedades de los determinantes

i) El determinante de una matriz es igual al de su traspuesta.

Esto significa que el valor del determinante de una matriz no varfa al
cambiar las filas por las columnas y viceversa. Como consecuencia de
ello, todas las propiedades que se enuncian para las filas, son igualmente
véalidas para las columnas.

Ejemplo 2.10

5

3 7 3
o — 7T -1

. ‘:3-(—1)—7-5:—38, ‘

‘:3-(—1)—5-7:—38
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ii) Si intercambiamos entre si dos filas (o dos columnas), el determinante
cambia de signo.

Ejemplo 2.11

—1 3 2 -1 3
4 1 —1|=55, 1 4 —-1|=-55
05 0 5 0 0

iii) Si multiplicamos una fila (o una columna) por un nimero real cualquiera
a, el determinante queda multiplicado por a.

Ejemplo 2.12

X2
-1 2 3 -1 4 3
4 1 —1|=55, 4 2 —-1]|=110
05 0 0 10 O

iv) Si todos los elementos de una fila (o de una columna) son 0, el determi-
nante vale 0.

v) Si dos filas (o dos columnas) son iguales, el determinante vale 0.

vi) Siuna fila (o columna) es combinacion lineal de otras filas (o columnas),
el determinante vale 0.

Ejemplo 2.13

2 -1 -1 -1 2 -1
1 4 13(=0 ya que 3 1=111]1+3 4
3 0 3 3 3 0

vii) Si a una fila (columna) le sumamos una combinacién lineal de otra filas
(columnas), el determinante no varfa.

Ejemplo 2.14 Consideremos el determinante
1 3 4
2 4 3]=10
-1 11

Si a la segunda fila le restamos el doble de la primera, el determinante no
varfa:

1 3 4
0 -2 =5 |=10
-1 1 1

Si ahora a la tercera fila le sumamos la primera:

1 3 4
0 -2 =5 |=10
0 4 5
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Observemos que esta propiedad nos permite obtener elementos que sean
ceros sin que se altere el valor del determinante.

Como hemos comentado, podemos simplificar los cdlculos aplicando las pro-
piedades de los determinantes. Asi, podemos hacer que aparezcan mas ceros en
una determinada fila o columna mediante la propiedad 7 o, como en el ejemplo
(2.9), ver que un determinante es 0 por tener dos columnas iguales.

Ejemplo 2.15 Calcula el determinante de la matriz:

2 -1 5 0
1 21 =2
A= 1 -2 0 4
0 -2 2 1

Solucién. El método consiste en transformar en 0 todos los elementos de una
fila o columna excepto uno. La fila o columna que debemos elegir es aquélla
que, conteniendo un 1 6 —1, contenga mas elementos nulos (en el caso de que
en la matriz no hubiera ningin 1 ni ningin —1, deberfamos sumarle a alguna
fila o columna un muiltiplo de otra para conseguirlo, pues facilita mucho los
célculos posteriores).

Para calcular el determinante de la matriz dada nos fijamos, por ejemplo en
que en la primer fila hay un —1 y también un cero. Nuestro objetivo es conseguir
transformar en 0 el elemento a;; = 2 y el elemento a;3 = 5. Aplicaremos la
propiedad 7 trabajando con columnas. Nuestra columna de referencia es la
segunda, que dejamos intacta. Ahora, a la primera columna le sumamos el
doble de la segunda; a la tercera columna le sumamos 5 veces la segunda y la
cuarta columna la dejamos igual ya que el elemento a4 ya era un cero, de este
modo obtenemos:

2 -1 5 0 0 -1 0 0
1 21 -2 5 2 11 =2
1 -2 0 4| | -3 =2 —10

0 -2 2 1 -4 -2 -8 1

Si ahora desarrollamos este tltimo determinante por la primera fila:

0 -1 0 0

5 11 =2
_?, _3 _1(1) _Z =(=1)-(-D)'?*| =3 —-10 4 |=-1.
-4 -8 1

-4 -2 =8 1
Por tanto, det(A) = —1. A

2.3. INVERSA DE UNA MATRIZ

Definicién 2.11 Se dice que una matriz A € 9, (R) es reqular si existe una
matriz B € M, (R) tal que:

AB=BA=1,

A dicha matriz B se le llama matriz inversa de A y se denota A~!.
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Proposicién 2 Una matriz A € MM, (R) es reqular si y sélo si det(A) #0. Y
en este caso:

1
Al = Adj(A)t
det(A) 1 UA)

donde Adj(A), es la matriz formada por los adjuntos de los elementos de A,

es decir Adj(A) = (Aij)1<ij<n-

Ejemplo 2.16 Calcula la inversa de la matriz:

1 =2 0
A= 3 1 2
0 7 =5

Solucién. Calculamos primero el determinante para ver si es regular:

1 -2 0
det(4)=]3 1 2 |=-5—14—30=—49.
0 7 -5

Calculamos los adjuntos de cada elemento:

1 2 3 3 1
-2 0 1 0 1 =2
0 10 1 —
A?’l_‘ 1 2‘:_4 A32__‘3 2‘:_2 An=l3 1|77
Luego tenemos que:
—-19 15 21
Adj(A)=| —-10 -5 -7
-4 -2 7
y la matriz inversa es:
19 10 4
. 49 49 49
1 —-19 15 21
-1 _
-4 -2 7
=3 1 1
7 7 7

Ejercicio 2.6 Comprueba que AA~! = I3 con las matrices del ejemplo ante-
rior.
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2.4. RANGO DE UNA MATRIZ

Definicién 2.12 Dada una matriz A € M, <, (R), se llama submatriz de A a
cualquier matriz obtenida de A eliminando filas y columnas completas.

Observemos que para obtener submatriz de orden r x s podemos elegir
r filas y s columnas de la matriz A y considerar aquellos elementos a;; que
pertenecen a la vez a cada una de las r filas y s columnas elegidas.

Definicién 2.13 Dada una matriz A € M, «,(R) se llama menor de orden p
al determinante de una submatriz de A de dimensién p.

1 2 3 1 3
Ejemplo 2.17 Las matrices B = 5 6 7|, C= (9 1 ) Yy
9 10 11
(1 3 4> : :
D = son submatrices de la matriz
5 7 8
1 2 3 4
A=1|5 6 7 8
9 10 11 12

Sin embargo, no lo es la matriz

1 3
= (5
det(B) y det(C') son menores de orden 3 y orden 2, respectivamente, de la
matriz A.

Ejercicio 2.7 Para cada una de las submatrices del ejemplo anterior, indica
qué filas y columnas se han suprimido de la matriz A para obtenerlas. ;Por
qué no es F submatriz de A?

Ejercicio 2.8 ;Cudntos menores de orden tres hay en A? Calcilalos.

Definicién 2.14 Se llama rango de una matriz al orden (dimensién) del mayor
menor no nulo contenido en dicha matriz y se representa por rg(A).

Si, mediante operaciones elementales de filas y columnas, hacemos ceros
bajo la diagonal principal de una matriz, es decir, triangularizamos la matriz,
el rango es el nimero de filas no nulas que quedan.

Este proceso se llama triangularizar la matriz y las operaciones elementales
consisten en intercambiar dos filas (o dos columnas), multiplicar una fila (o
columna) por un escalar no nulo y sumar a una fila (o columna) un miltiplo
de otra.

Proposicion 3 Si mediante operaciones elementales transformamos una ma-
triz A en otra matriz B, entonces las dos tienen el mismo rango.
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Ejemplo 2.18 Calcula el rango de la matriz:

1 -1 2

A= 2 3 1

4 1 5

Solucion.
1 -1 2 1 —1 2 1 —1 2
2 3 1 1 0 5 =3 |II| O 5 —3
— =

4 1 5 0 5 —3 0 0 0

En el paso (I), buscamos convertir en 0 los elementos de la primera columna
que estan bajo el a;; = 1, para ello a la segunda fila le hemos restado el doble
de la primera y a la tercera fila le hemos restado 4 veces la primera. En el
paso (II), buscamos convertir en 0 los elemento de la segunda columna que
estdn bajo el asy = 5, en este caso s6lo es un elemento y para ello a la tercera
fila le hemos restado la segunda. Observa que el elemento que utilizamos de
referencia o pivote va bajando de fila en cada paso.

Una vez triangularizada la matriz, vemos que el rango es 2 ya que la tltima
fila estd formada por ceros y quedan dos filas no nulas. A

Ejemplo 2.19 Calcula el rango de la siguiente matriz en funcién del pardmetro

a:
1 a1
2 0 4
31 1
Solucién.
Primero triangularizamos la matriz:
1 a1 1 a 1 1 1 a 11 a
2 04 |11 O —2a 2 |IIf O 2 —2a |LIIf 0 2 —2a
- = —
311 0 1-3a -2 0 -2 1—-3a 0 0 1—-5a

En el paso (I), buscamos convertir en 0 los elementos de la primera columna
que estan bajo el a;; = 1, para ello a la segunda fila le hemos restado el doble
de la primera y a la tercera fila le hemos restado 3 veces la primera. En el paso
(IT), hemos intercambiado las columnas segunda y tercera para que el elemento
que ahora serd el pivote; es decir, el que estd en la posicién ass no dependa del
pardametro. Ahora, en el paso (II) a la tercera fila le sumamos la segunda.

Distinguimos ahora los casos que se producen en el rango dependiendo del
valor que tome el pardmetro a. Asi, vemos que si 1 —5a = 0, entonces el rango
es 2, pero si 1 — ba # 0, entonces el rango es 3. Es decir:

1
—Sia:g—mg(A):Q

-Sia # % —rg(A) =3.A
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2.5. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Definicién 2.15 Diremos que una ecuacion es lineal respecto de las incognitas
X1, ..., Ty St tiene la formas:

a1r1 + asxsy + ... + a,x, =, a; €R, 1=1,..n

Definicién 2.16 Un sistema de ecuaciones lineales es un conjunto de m ecua-
ciones lineales con n incognitas x1, xa, ..., T, Y SU ETPTESION €S:

a11r1 + apTs + ... + apT, = by
011 + AooTa + ... + Aop Ty = by

Am1T1 + Aol + ... + QGmnTy = b,

Matricialmente podemos expresarlo de la forma:

11 Q12 - Qin T by
Q21 Q22 -+ Q2 T2 by (2 1)
Am1 Qm2 - Amn Tp bm
Ny -~ J/
AEM i xn (R) XeMpx1(R)  BEMmx1(R)

Entonces, podemos escribir el sistema de la forma AX = B, donde A es la
matriz de coeficientes del sistema, X es la matriz de las incégnitas y B es la
matriz de los términos independientes.

Definicién 2.17 Dado un sistema AX = B, se dice que es homogéneo si
la matriz B estd formada por ceros. En caso contrario diremos que es no
homogéneo.

Definicién 2.18 Se llama solucion del sistema (2.1) a un conjunto de n va-
lores s1, s9, ..., S, que satisfacen las m ecuaciones a la vez, es decir, se verifica
que:

a1151 + 1252 + ... + @15, = b1

2151 + A2252 + ... + A2,8, = by

Am1S1 + AmaSa + ... + QmnSn = b

Ejemplo 2.20 Un fabricante produce escritorios y estanterfas. Los escrito-
rios requieren un tiempo de 5 horas para cortar y 10 horas para ensamblar
las piezas. Las estanterfas requieren 15 minutos para cortar y una hora para
ensamblar. Cada dia el fabricante tiene disponibles 200 horas de tiempo de per-
sonal para cortar y 500 horas para ensamblar. ; Cudntos escritorios y estanterias
se pueden fabricar cada dia usando toda la potencia de trabajo disponible?
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Solucién. Sea x la cantidad de escritorios que se fabrican y sea y la de es-
tanterfas. Se nos plantea entonces el siguiente sistema de ecuaciones:

ba + 3y = 200
10z + y = 500

La solucién estard formada por los valores de x e y que verifiquen ambas
ecuaciones a la vez. Asi, si despejamos y de la segunda ecuacién tenemos que
y = 500 — 10x. Sustituyendo en la primera se tiene:

1
5+ 7 (500 — 102) = 200 — 10z = 300 — & = 30

y por tanto
y = 500 — 102z = 500 — 300 = 200

Luego la solucién es: 30 escritorios y 200 estanterias. A

Ejemplo 2.21 El conjunto de valores x = 1, y = 2, z = 1 es una solucion del

sistema:
r + y + z =4

- 4+ 2y + =z 4
2x -z =1

b) Dado el sistema de ecuaciones lineales

r +y + z =3
T + vy = 2

el conjunto de valores © = 1, y = 1, 2 = 1 es una solucién de este sistema.
El conjunto de valores x = —1, y = 3, 2 = 1 es otra solucién de este sistema.
Vemos que siempre que z = 1 y los valores de x e y verifiquen que x + y = 2,
tendremos una solucién. Por tanto, este sistema tiene infinitas soluciones.

c¢) Dado el sistema de ecuaciones lineales

r + y =3
r + y = 2

no encontramos valores de = e y que verifiquen las dos ecuaciones a la vez, es

decir, este sistema no tiene solucion.

2.5.1. Clasificacién de los sistemas de ecuaciones lineales

Un sistema de ecuaciones lineales se llama:

» sistema tncompatible, si no admite solucion.

= sistema compatible, si admite solucién. En este caso distinguiremos entre:

e sistema compatible determinado, si tiene una tnica solucién.

e sistema compatible indeterminado, si tiene infinitas soluciones.
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Observemos que los sistemas homogéneos siempre son compatibles ya que
admiten siempre la soluciéon x| = x5 = ... = z,, = 0, llamada solucién trivial.

Teorema 8 (de Rouché-Frobenius) Sea AX = B un sistema de m ecua-

ciones y n incognitas de la forma (2.1) y sea (A|B) la matriz de dimension
mx (n+1):

aiy a2 v A, by
Az Gga - Qg, by
am1 Qm2 - Amn bm

llamada matriz ampliada. Entonces:

w Sirg(A) #rg(A|B) el sistema es incompatible.

w Sirg(A) =rg(A|B) el sistema es compatible. Y ademds:

e Sirg(A) =rg(A|B)=n el sistema es compatible determinado.
e Sirg(A)=rg

(A|B) < n el sistema es compatible indeterminado.

Ejemplo 2.22 Clasifica los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

a)

r + 2y + z = 1
- + 4z = -3
2y + 5z = 1
b)
r + 3y — 2z =4
r — y + z = 2
3r + y + z = 8
c)
r + y + z = 4
—2r + y — 2z =1
— + z =1

Solucién. Calculemos en cada caso el rango de la matriz de coeficientes y el
de la matriz ampliada:

a)

1 21 1 1 21 1 1 21 1
-104| 3 |—-{025bd|-2]—=1025]| =2
0 2 5 1 0 2 5 1 000 3

rg(A) =2 #rg(A|B) = 3, por tanto es un sistema incompatible.
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1 3 -1} 4 1 3 -1 4 1 3 -1 4
1 -1 12 |—-{({0 -4 2| -21]1—-10 -4 2| =2
3 1 118 0 -8 4| -4 0 0 O 0

rg(A) =2 =rg(A|B) < 3, por tanto es un sistema compatible indeter-
minado.

c)

11 114 1 1 114
-2 1 —-1]1 — 0319 |—
-1 0 1|1 01215
1114 11 1 4
01 2|5 — 01 2 5
03 11]9 00 —5| —6

2.5.2. Resolucion de sistemas

El Método de Gauss

Definicién 2.19 Dos sistemas de ecuaciones lineales se dice que son equiva-
lentes si tienen las mismas soluciones.

Propiedad 3 Si en un sistema de ecuaciones lineales se suprime o anade
una ecuacion que es combinacion lineal de las demds, el sistema resultante es
equivalente.

Propiedad 4 Si en un sistema de ecuaciones lineales realizamos operaciones
elementales entre dos filas, el sistema resultante es equivalente al primero.

El Método de Gauss consiste en realizar operaciones elementales hasta
triangularizar el sistema, es decir, hasta que la matriz ampliada tenga ceros
bajo la diagonal principal. En ese caso podremos conocer el rango de la matriz
de coeficientes y el de la ampliada, a la vez que despejar las soluciones cuando
existan.

Ejemplo 2.23 Resuelve, mediante el método de Gauss, el sistema de ecua-
ciones lineales:

r + 2y + 2z = =2
20 + Sy + 4z = 1
2 — y + 3z = 4

@ B. Campos / J. Castelld - ISBN: 978-84-691-4661-3 58 Matematicas. Volumen | - 2008/2009 - UJI



Solucion.

1 2 1| =2 1 2 1| =2 1 2 1| =2
2 5 4 1 1 0 1 2 5 | II 01 2 5)
— =
2 -1 3 4 0 —5 1 8 0 0 11 33

En el paso (I) a la segunda fila le hemos restado el doble de la primera, y
a la tercera fila le hemos restado el doble de la primera. En el paso (II) a la
tercera fila le hemos sumado la segunda fila multiplicada por 5.

Podemos observar que rg(A) = rg (A|B) = 3 = n° de incégnitas, por tanto
es un sistema compatible determinado. Y ademads,de la ltima fila obtemos que

112=33—=2=3
Con este valor de z, de la segunda fila obtenemos que
y+2-3=5—-y=-1
Finalmente, de la primera fila obtendremos el valor de z :
r+2(-1)+3=-2—-2=-3A

También se pueden estudiar los diferentes casos que se dan cuando aparecen
parametros en el sistema de ecuaciones lineales.

Ejemplo 2.24 Discute, en funcién del pardametro a, la compatibilidad del
siguiente sistema y resuélvelo cuando sea posible.

r — 3y + az =1
—2z 4+ dy =1
=3z + Ty + z = 2

Solucién. Aplicando el método de Gauss se tiene:

1 -3 a|l 1 -3 al| 1 1 -3 a 1

-2 5 011 I 0 -1 2a | 3 11 0 -1 2a 3
- =

-3 7T 1] 2 0 -2 1+3a| 5 0 0 1—a | —1

En el paso (I) a la segunda fila le hemos sumado el doble de la primera, y
a la tercera fila le hemos sumado el triple de la primera. En el paso (II) a la
tercera fila le hemos restado el doble de la segunda.

Observando la ultima fila vemos que si 1 — a # 0, entonces rg(A) = 3.
Luego los casos que obtenemos son:

m Sia#1—rg(A)=rg(A|B) =3 : sistema compatible determinado.

Para buscar la solucién, en la ltima fila tenemos :

(1—a)z=-1
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por tanto, podemos despejar z :

De la segunda fila y teniendo en cuenta el valor obtenido para z, tenemos:

1
—y—|—2a( ):3
a—1

por tanto, podemos despejar y :

5 2a 3—a
J— — —_ — ==
y a—1 y a—1

Finalmente, de la primera fila y sustituyendo los valores de y y de z,

tenemos: 5 .
—a
_ -1
T 3(a—1)+a(a—1>

de donde despejamos x :

Por tanto la solucién tinica que se tiene en este caso es:

__ 8=3a
xr = gfl
_ 3—a
y_ail
Z = —

[y

a—

m Sia=1—-1rg(A) =2<rg(A|B) =3: el sistema es incompatible y no
hay solucion. A

Ejemplo 2.25 Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales

2z + z = 8
r — 2y + kz = k+10
r + ky — 2z = —4

clasificalo segiin los valores del pardametro &

Solucién. Aplicamos el método de Gauss. Para facilitar los calculos, ponemos
la tltima ecuacién en primer lugar, asi tenemos un 1 en la posicién aq;:

1 kB -1 —4 1 k —1 —4
2 0 1 8 I 0 —2k 3 16 | II
— =
1 -2 k| k+10 0 —2—Fk k+1 ]| k+14
1 —1 k —4 1 -1 k —4
ar| o 3 —2k 16 IV 0 3 —2k 16
— —
0 k+1 —2—-Fk| k+14 0 0 2k*—k—6| —13k+26
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En el paso (IIT) hemos intercambiado las columnas segunda y tercera para
evitar el pardmetro en la posicién ags que vamos a utilizar de pivote. Este
cambio implica que la segunda columna corresponde a los coeficientes de la
incégnita z y la tercera columna a los de la y. En el paso (IV), para conseguir
un 0 en el elemento azs tenemos que multiplicar la tercera fila por 3 y restarle
la segunda fila multiplicada por (k + 1); asf, en la posicién asz nos queda

3(—2—k)— (=2k)(k+1)=2k>—k —6
y en la posicién az4 queda
3(k+14) —16(k+1) = —13k + 26

Consideremos ahora la ltima fila y calculemos los valores de k que hacen
que 2k? — k — 6 tome el valor O :

2 —k—6=0—k=26k=-3/2
Distinguimos, por tanto, los siguientes casos:

m Sik#2yk# —-3/2—rg(A) =3 =rg(A|B) =n° de incégnitas, por
tanto es un sistema compatible determinado.

= Si k = 2, sustituyendo se tiene el sistema triangularizado

1 -1 2| -4
0 3 —41| 16
0 0 O 0

luego rg(A) =2 =rg (A|B) < n° de incégnitas, por tanto es un sistema
compatible indeterminado.

» Si k= —3/2, se tiene el sistema triangularizado

1 —1 —3/2| —4
0 3 3| 16

0 0 0| %

luego rg(A) = 2 # rg (A|B) = 3, por tanto es un sistema incompatible. A

La regla de Cramer
Sea AX = B un sistema compatible determinado con A matriz de dimen-
sién n regular:

@11 Aiz2 -+ Ain €1 by
Q21 QA22 -+ A2y T2 by

Qp1 Ap2 - Qnp T, bn

@ B. Campos / J. Castelld - ISBN: 978-84-691-4661-3 61 Matematicas. Volumen | - 2008/2009 - UJI



Entonces:

i)
all ... bl DY aln
a21 o .. b2 DY a/2TL
aTL]_ ... bTL DY ann
€Ty =
|A]

Es decir, para calcular el valor de cualquier incégnita efectuamos un co-
ciente de determinantes. En el denominador de todas ellas, el determinante de
la matriz de los coeficientes del sistema. En el numerador, el mismo determi-
nante que en el denominador en el que substituye la columna correspondiente a
la incégnita que deseamos calcular por la columna de términos independientes.

Ejemplo 2.26 Resuelve el sistema de ecuaciones

r — vy + 2z = 1
d3x + y — 5z = 0
2v — y = -3
Solucién.
1 -1 2
|Al=13 1 =5 |=-5%#0.
2 -1 0

Luego rg(A) = rg (A|B) = 3, por tanto es un sistema compatible determina-
do. Entonces:

1 -1 2
0 1 -5
3 -1 0| -—14 14
T IA] -5 5
1 1 2
3 0 -5
]2 -3 0| —43 43
T TS s
1 -1 1
3 1 0
2 -1 -3| —17 17

La regla de Cramer también se puede aplicar a sistemas compatibles inde-
terminados, despejando unas variables en funcién de otras. En particular, si
rg(A) =rg(A|B) =r < n, despejaremos r incégnitas en funcién de las n —r
restantes.
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Para ello, siempre tendremos que pasar a la derecha n — r incégnitas. La
lnica precaucién que debemos observar es que al pasarlas, la matriz del sistema
resultante sea una matriz regular; es decir, con determinante no nulo.

Ejemplo 2.27 Resuelve el sistema del ejemplo (2.22b):

r + 3y — 2z =4
r — Yy + z = 2
3r + y + z = 8

Solucién. Al diagonalizar el sistema se obtiene que rg(A)=2=rg (A|B) <3,
debido a que la iltima fila de la matriz ampliada se reduce a ceros. Esto
implica que el sistema es equivalente al sistema formado por las dos primeras

ecuaciones:
r+3y—z=4
T—yYy+z=2

Para aplicar Cramer, si queremos despejar dos incégnitas en funcién de
una tercera, pasamos ésta a la derecha. Por ejemplo, pasemos la z:

r+3y=4+=z
rT—y=2—-=z

Aplicando ahora Cramer se tiene:

4+ z 3
_‘Q—Z —1‘_2z—10_5—z
S I T R
.
1 4+2
_‘1 2—z| —2:-2 241
YT 3 T 4 T2
.

Luego las infinitas soluciones del sistema vienen dadas por:

5— 2 ozt
2 ) Z/— 2 )

z =z, VzeR.A
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