Matematicas |

USB







MATEMATICAS |

Universidad Simoén Bolivar

Departamento de Matematicas Puras y Aplicadas
Septiembre de 1998

Esta es una tercera edicion de la Guia de MA-1111. La elaboracion de este texto ha contado con la
colaboracion de muchos profesores en distintas etapas de su edicion. Los redactores son Reinaldo
Giudici, Stephania Marcantognini, Enrique Planchart y Lazaro Recht. Desde la primera edicién se
hicieron muchas correcciones incluyendo la reescritura de varios capitulos a cargo de los profesores
Maria R. Brito, Stephania Marcantognini y Luis Mata en la segunda edicion. Esta tercera edicion, se
presentan algunos capitulos con apéndices y éstos que contienen temas de lectura sugerida pero no
requerida para el curso.

Muchos han sido los colaboradores como los profesores: Alberto Mendoza, Claudio Margaglio,
Arnaldo Gémez, Thomas Berry, Alain Etcheberry, Pedro Berrizbeitia, Ana da Rocha de Viola-Piroli, en
la revision de pruebas. La profesora Maria T. Varela aporté muchos ejercicios.

Los preparadores Yolanda Perdomo y Sebastian Garcia colaboraron en el montaje de los ejercicios
en la segunda edicién y los preparadores Gabriel Arcos y Octavio Delgado han colaborado en el mon-
taje de las respuestas a muchos los ejercicios en esta tercera edicion que apareceran en folleto aparte.

El arte final continla a cargo de los profesores Alberto Mendoza y Luis Mata.






Indice General

11
1.2

21
2.2
2.3
24
2.5
2.6
2.7
2.8
2.9

El Célculo

Conjuntos

Introduccién alos conjuntosy sunotacion. . . . . . . ... ... ...

Ejercicios

Los nameros naturales y los nimeros enteros

Propiedades de la sumay la multiplicacién . . . . . . .. ... ... ... ... ...

Ejercicios

Ordenen N . . . . e e e

Ejercicios
Induccion

Ejerciciosrecomendados . . . . . . ...
Mas ejerciciosde induccion . . . . . . . ..
LOSNUMEroS enteroS . . . . . . . o e e

Ejercicios

2.10 Teorema Fundamental de la Aritmética . . . . . . . . . . . . . .. . ..
211 ElAlgoritmode Euclides. . . . . . . . . .

31
3.2
3.3
3.4
35
3.6
3.7

41
4.2
43
4.4
45
4.6
4.7

5.1
5.2
53
54

Los numeros racionales y los nUmeros reales

Losnimerosracionales . . . . . . . . . ..
LosnUmerosreales . . . . . . . . . . .
Axiomasde losNUmerosReales . . . . . . . . . . . . . . .. ...

Ejercicios

Sucecionesde Cauchy . . . . . . . . . L
Representacién geomeétrica . . . . . . . . ..
Representacién Decimal . . . . . . . . . . .

Inecuaciones y Valor Absoluto

Inecuacionesconunalncognita . . . . ... .. . ... ...
Inecuaciones linealesconunaincégnita . . . . . . . . ... .. ... ... .. ... ..
Inecuaciones de segundogrado . . . . . . . ...
Inecuaciones racionales de primery segundogrado . . . . . ... ... .. ... .....
Valorabsoluto . . . . . . . .

Ejercicios

Ejerciciosadicionales . . . . . . . ...

Funciones Reales

Algunas definiciones . . . . . . . L
Operacionescon FuncionesReales . . . . . . . . . . . . .. . . . . . .
Gréficosde funcionesreales . . . . . . . . ..

Ejercicios



INDICE GENERAL

10

11

12

Funciones Trigonométricas 81
6.1 Lasfunciones trigonométricasenlosreales . . . . . . . ... .. ... ... 81
6.2 Inversas de las funciones trigonométricas . . . . . . .. . ... o 83
6.3 Lasidentidadestrigonomeétricas . . . . . . . . . ... 89
6.4 TeoremasdeEuclidesy Pitdgoras . . . . . . . . . . ... ... 90
6.5 EJercicios . . . . . . . . 91
Ecuacion de la recta 93
7.1 Geometria Analitica: métodode lascoordenadas . . . . .. ... ... ... ....... 94
7.2 Ecuaciondeunarectaque pasaporunpunto P . . . . . . .. ... 94
7.3 Rectaquepasapordospuntos . . . . ... ... 95
7.4 RectasParalelas . . . . . . . . . 95
7.5 Rectas Perpendiculares . . . . . . . .. 96
Ecuacion de la circunferencia 101
8.1 Distanciaentre doSpuNtos . . . . . . . . ... 101
8.2 Ejercicios: circunferenciasyrectas . . . . . . . ... 103
Secciones Conicas 105
9.1 LaPardbola . . . . . . . . . 105
9.2 LaElpse . . . . . e 110
9.3 LaHipérbola . . . . . . . e 114
9.4 EJErciCios . . . . . . 119
9.5 Ejerciciosadicionales . . . . . . ... 119
Limites de funciones 121
10.1 Limites de funciones de variable continua . . . ... ... ... .. .. ... ... ... 121
10.2 Limiteslaterales . . . . . . . . . . 125
10.3 Limitesinfinitos . . . . . . . .. 128
104 EJErCiCiOS . . . . o o 130
105 EJerciCios . . . . o o e e 141
10.6 SUCESIONES . . . o o o 145
10.7 EJErCiCiOS . . . o o o 162
Funciones continuas 165
111 Continuidad . . . . . . . . 165
11.2 Observaciones sobre el concepto de continuidad . . . . . ... ... ... ... ...... 166
11.3 Tiposdediscontinuidad . . . .. ... ... ... ... 167
11.4 Operaciones con funcionescontinuas . . . . . . . . .. . ... . .. 173
11.5 Dos teoremas fundamentales sobre las funciones continuas . . . . . ... ... ... .. 176
116 Cerosdefunciones . . . . . . . . . o o i e 182
11.7 Ejerciciosadicionales . . . . . . . . . ... 184
Derivadas 195
12.1 Rectatangente aUNACUIVa . . . . . . . . . . o vttt e e e e e e 195
12.2 Razéndecambio . . . . . . . . . 196
123 Derivada . . . . . .. 197
12.4 Reglasdederivacion . . . . . . . . .. .. 201
12.5 Derivadas de las funciones trigonométricas. . . . . . . . . .. ... ... . 203
12.6 Regladelacadena . . . . . . . . . ... 205
12.7 Derivadadelafuncioninversa . . . . . . . . . . . ... .. 208
12.8 Derivada segunday derivadas de ordensuperior . . . . ... ... ... ... .. ... . 210
12.9 Unenfoque geométrico paralanociéndederivada . . . ... ... ... ... ...... 215
12.10Puntos de transicion . . . . . . . . L 217
12.11Ejerciciosresueltos . . . . . . . . . 218
12.12Notas sobre puntos de transicion . . . . . . . . . ... e 219

12.13Contactos de segundo orden y contactos de orden superior . . .. ... ... ... ... 223



INDICE GENERAL

13

14

Los teoremas basicos

del célculo diferencial 225
13.1 El Teoremade Fermat . . . . . . . . . . . 225
13.2 El Teorema de los incrementos finitos (Lagrange) . . . . . . . ... ... ... ... ... 227
13.3 Primeras consecuencias

del TeoremadelLagrange . . . . . . . . . . . e e 230
13.4 Formula de los incrementos finitosde Cauchy . . . . .. ... ... ... ... ...... 231
13.5 Verdadero valor de una expresion indeterminaday laregla de I'Hépital . . . . . . . .. 232
13.6 EJerciCios . . . . . . e e 235
13.7 Convexidad . . . . . .. e 236
13.8 Unaaplicacion interesante del Teoremade Cauchy . . . ... .. ... ... ... .... 243
13.9 Lamejor aproximacioncuadratica . . . . . . . . . . ... 244
13.10Método de Newton-Raphson, para ecuaciones trascendentales . . . . . . . . .. ... .. 246
13.11El teorema del valor intermediode laderivada. . . . . . . .. ... .. ... ... .... 250
Aplicaciones de la derivada 253
14.1 MovimientosobreunalineaRecta . . . ... . ... ... ... ... 253
14.2 Movimiento bajo laacciéndelagravedad . . . ... ... ... ... ... .. ... ... 255
14.3 Razones afines, o coeficientes de variacion . . . . . . . . .. ... ... . ... .. ..., 258
14.4 Funciones crecientesy decrecientes . . . . . . . . .o e 263
14.5 Valoresextremosdeunafuncidon . . . . . . .. .. ... 266
14.6 Aplicaciones de los extremosde unafuncion . . . . . ... ... ... .. L 269

14.7 Asintotasy dibujodecurvas . . . . . . ... 275



Capitulo 0

Prologo

El Calculo; comentarios y notas historicas

Lo que hoy dia se llama «Calculo» como abreviacion de Calculo Diferencial e Integral, es esencialmente
un invento del siglo XVII, aunque tiene importantes raices en tiempos anteriores. El calculo es sin
duda uno de los méas grandes logros de la humanidad, que hizo posible todo el desarrollo cientifico y
tecnoldgico de los siglos XVIII, XIX y XX y que seguird siendo herramienta fundamental para entender
los fendmenos naturales y todo lo que nos rodea, incluyendo las Ciencias Sociales y la Biologia.

La parte tradicionalmente llamada Calculo Diferencial es la que tiene que ver con la definicion y
uso de la derivada. El inventor de la derivada fue el matematico francés Pierre de Fermat quién es
sin duda el matematico mas importante y mas creativo del siglo XVII. Fermat definié la derivada de
una funcion, como lo hemos hecho nosotros en la primera definicion en la Seccion 11.1.3, como limite
de cocientes incrementales, porque su definicién de tangente en un punto,como limite de las rectas
secantes que pasan por el punto, es equivalente a la dada en la Seccion 11.1.3. Fermat introdujo la idea
y el calculo de la derivada para atacar problemas de lo que hoy dia se llama Calculo de Variaciones.
Como se veremos en el capitulo 13 en la pagina 225, los puntos donde una funcién alcanza maximosy
minimos son puntos donde la tangente al gréfico es horizontal y, por lo tanto, puntos donde la derivada
se anula. Fermat estaba estudiando problemas de maximos y minimos y necesitaba calcular los puntos
donde una curva tenia tangente horizontal, por eso tenia que calcular la tangente a una curva en un
punto cualquiera y esto lo llevé a la definicion de derivada. El habia inventado y desarrollado la
Geometria Analitica independientemente de Descartes y habia progresado mucho mas que Descartes
en su desarrollo, pues los problemas que tenia planteados le exigian el uso de la Geometria Analitica
en tres dimensiones, cosa que Descartes nunca llegd a hacer. Ademas, su motivacién era solamente
matematica y no filoséfica, como la de Descartes.

El lenguaje de Fermat y la manera como escribia las tangentes es muy moderno y parecido al de
hoy dia. Le permitié ganarle a Descartes en una controversia que mantuvieron por escrito, sobre el
trazado de tangentes a las curvas, porque Descartes no tenia la nocion de derivada. Finalmente el uso
que Fermat le da a su trazado de tangentes y a las derivadas le permitié calcular maximos y minimos de
funcionesy aplicarlos en Optica, con lo cual se le debe considerar el inventor del Calculo de Variaciones
que tiene importantisimas aplicaciones en toda la Fisica.

Posteriormente a los trabajos de Fermat, Isaac Newton y Gottfried Leibnitz inventaron separada-
mente el Calculo Integral y desarrollaron mucho mas el Calculo Diferencial. Newton se sirve de él
para el desarrollo de la Mecanica Clasica, que es posiblemente el invento cientifico méas importante en
toda la historia que haya sido hecho por un solo hombre, aunque Newton conocio6 el trabajo de Fermat,
en el caso del Calculo Diferencial, y, en el caso del Calculo Integral, conocié el trabajo de Barrow, su
maestro, y el trabajo de los antiguos, Arquimedes principalmente.

La nocién de tangente y de derivada como punto de transicion entre dos conjuntos tiene otro origen
historico. Arquimedes y Eudoxo emplearon el método de exhausién por calcular areas encerradas en
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una curva. Aunque ellos no lo expresan de esta manera, el &rea es el punto de transicion entre el
conjunto de las areas encerradas por las poligonales inscritas en la curva y el conjunto de las areas
encerradas por las poligonales circunscritas a la curva. Eudoxo (408-355 A.C.) habia trabajado este
problema que era una verdadera innovacion en la matematica griega, pues requiere conocer y aceptar
los numeros irracionales. Arquimedes (287-212 A.C.) desarroll6 mucho maés el tema y lo utilizé con
gran destreza, llegando a construir una version primitiva del Calculo Integral. Sin embargo, ninguno
de los griegos lleg6 a la definicion precisa de tangente a una curva cualquiera, pero es posible que
usaran una idea equivalente a la de puntos de transicion, segliin

e G. Boyer, The History of Caculus and its Conceptual Developement, Dover, 1959:

«una recta es tangente a una curva, si toca a la curva y, en el espacio entre la curva y la recta, no cabe
ninguna otra rectax.

Asi como se hace ciencia ficcion, se puede también hacer historia ficcion y preguntarse qué hubiera
pasado si Arquimedes, en lugar de morir asesinado por un militar romano, hubiera logrado establecer
una definicion de tangente y de derivada como nuestra segunda definicién de la Seccion 11.6. Se hu-
biera desarrollado el Calculo dieciocho siglos antes y sus consecuencias son para especular en historia
ficcion.

Es interesante notar que Fermat, Newton y Leibnitz, quienes conocian perfectamente bien los tra-
bajos de Arquimides y toda la Geometria de los griegos, no optaron por el camino que ellos venian
tratando y prefirieron la definicién de tangente como limite de las rectas secantes. Esta definicién
también es muy intuitiva y tiene una gran ventaja porque permite desarrollar calculos mucho mas fa-
cilmente. De cualquier manera la nocién de limite es muy importante y crucial en el desarrollo més
avanzado del Calculo, pero Fermat, Newton y Leibnitz no lo sabian en su momento. De hecho la idea
precisa de limite de funciones no aparece hasta el siglo X1X con Cauchy.

El concepto de punto de transicion, que se usé para definir tangentes, también d& una excelente
definiciéon de integral, sin uso de limites, y tiene interés también en otras posibles aplicaciones. En el
fondo es una manera muy geométrica de definir un namero real, como, por ejemplo, el area encerrada
por una curva cerrada o la derivada de una funcion. Por otra parte, en él intervienen nociones de ma-
temética diferentes a las que subyacen en la definicion analitica de limites (con e — §) y su presentacion
a estudiantes de 1°" afio, ademas de facilitar la comprension de temas importantes, sirve para darle
una idea que la Matematica y el mismo Célculo no son s6lo analisis. Hay fenémenos naturales, como
el nacimiento y la muerte o la explosién de una supernova, y fenémenos sociales, como una revolucion
o0 golpe de estado, que hasta ahora se han resistido a un buen modelaje matemético. Son fendmenos
discontinuos para los cuales el Andlisis no tiene mucha utilidad. Claramente, ellos pueden interpretar-
se como puntos de transicion. Al presentar estas ideas a los estudiantes de 1°" afio queremos hacerles
ver que todavia hay mucho por hacer en Matematica y en la aplicaciéon de la Matematica a las Ciencias
Naturales y a las Ciencias Sociales. EI Calculo ha sido uno de los més grandes inventos del hombre, él
hizo posible el desarrollo de la Mecéanica Clasica y de toda la Fisica Cléasica, que es sin duda el mayor
logro de la humanidad para entender la Naturaleza y en el mundo donde vivimos. Sin embargo, hay
importantes aspectos de la Ciencia que han escapado a un modelaje matematico. La Biologia es hasta
el siglo XX una ciencia puramente descriptiva que clasifica, numera y observa. Exceptuando la Gené-
tica y quizéas alguna otra &rea particular, no tiene ninguna posibilidad de prediccion. Sin embargo, hoy
dia hay consenso en que la Biologia est4 proxima a realizar grandes avances y se dice que el siglo XXI
serd el siglo de la Biologia. Pero para que eso sea posible es necesario desarrollar la matematica que se
adapte a ella y que pueda modelarla tan bien como lo ha hecho hasta ahora con la Fisica Clasica y la
Fisica Moderna.

Las ideas expuestas de derivada y punto de transicidn existen en germen en el libro

e R. Couranty F. John., Introduction to Calculus and Analysis, Wiley, 1973,
y estan desarrolladas extensamente en

¢ J. Marsden y A. Weinstein., Calculus Unlimited, Benjamin, 1981.
El estudiante interesado en Historia de la Matematica puede consultar

o E.T. Bell.,Men of Mathematics, Simon and Schuster, Inc., New York, 1937.



300" afos de la Brachystochrona

Johann Bernoulli fue profesor de matematicas en la Universidad de Groningen en el norte de los Paises
Bajos desde 1695 hasta 1705. En 1697, hace hoy 300" afios, publico su solucion al Problema de la
Brachystochrona.

El afio anterior habia desafiado a sus contemporaneos a resolverlo, y habia recibido respuestas de
gigantes tales como Newton, Leibnitz, Tchirnhaus, I’'Hopital y su hermano Jakob Bernoulli. Hagamos
un poco de historia.

En el nimero de junio de 1696 de la famosa revista cientifica Acta Eruditorum, p. 269, leemos:

Invitacion a todos los matematicos a la resolucién de un nuevo problema:

Si en un plano vertical se dan dos puntos A y B, se pide especificar la 6rbita AM B del
punto movil M, a lo largo de la cual dicho punto, empezando en A y bajo la influencia
de su propio peso, llega a B en el menor tiempo posible. Para que aquellos que son
aficionados a estos asuntos se inclinen a buscar su solucion, es bueno saber que no se
trata, como podria parecer, de una cuestion puramente especulativa y desprovista de uso
practico. Mas bien parece, y esto podria ser dificil de creer, que es muy util también en
otras ramas de la ciencia aparte de la mecénica. Para evitar una conclusion apresurada,
se debe observar que la linea recta es ciertamente la linea de menor distancia entre A y
B, pero no es la que se recorre en el menor tiempo. Sin embargo, la curva AM B — que
divulgaré si para e final de este afio nadie mas la hubiere encontrado —- es bien conocida
entre los gedbmetras

(ver figura (1)) Mas adelante, por sugerencia de Leibnitz, Bernoulli extendié el plazo para la solucion

X
A
M
el punto movil M, empezando en A y bajo la in-
B(a,b) fluencia de su propio peso, llega a B en el menor
vy tiempo posible

Figura l

hasta la Semana Santa de 1697. Los hechos de 1696 y 1697 fueron cruciales para el desarrollo de la
ciencia en general. El desafio de Bernoulli fue recogido por las mejores mentes de su tiempo. Los ma-
tematicos ofrecieron soluciones al problema de la brachystochrona. Aparte de Johann Bernoulli mismo,
Leibnitz ofrecié una, en una carta a Johann del 16 de junio de 1696 y consider6 al problema espléndi-
do. Otra fue ofrecida por Newton. La solucion de Newton fue presentada a la Royal Society el 24 de
febrero de 1697 y publicada an6nimamente y sin demostracion en las Phylosophical Transactions. Sin
embargo, la identidad del autor no fue un secreto para Bernoulli ya que, como lo hizo notar, ex ungue
leonem (se reconoce al leén por sus garras). EI nimero mencionado de Acta Eruditorum contiene una
pequefia nota de Leibnitz, diciendo que él no sometia su solucién porque era muy similar a la de Ber-
noulli. Pero también hizo notar quienes en su opinidn, lo habrian sabido resolver. A saber: I’'Hopital,
Huygens, si estuviera vivo, Hudde, si no hubiera abandonado las matemaéticas (Hudde se hizo alcalde
de Amsterdam y Huygens murid en 1695) y Newton si se tomara la molestia de considerarlo. Agre-
guemos aqui que Euler fue estudiante de Bernoulli en Basilea y Lagrange se interesé por los problemas
«variacionales», leyendo las obras de Euler. De estas investigaciones surgieron finalmente las técnicas
generales en la obra de Euler y Lagrange.

La soluciéon de Bernoulli

En lenguaje matematico un poco mas moderno, la solucién de Bernoulli es asi:
Elijamos los ejes z,y * con el eje y apuntando hacia abajo.
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Pongamos (0, 0) y (a,b) como los puntos Ay B.
Un camino £ : [0, T] — R?, £(t) = (f1(t), f2(t)) se llama una trayectoria admisible si

(€H)] (f(0) =(0,0), f(T') = (a,b)) y f es «suave»
@ 12 (f10) + £2(07) = g fo(8), t € [0, 7]

donde g es la constante gravitatoria. La condicion (2) refleja la conservacion de la energia: En cada
instante t, la energia cinética del cuerpo debe igualar la variacién de la energia potencial del mismo (el
decrecimiento). (La ley que dice que un cuerpo que ha caido de una altura h tiene rapidez proporcional
a vh se debe a Galileo y era bien conocida en el tiempo de Bernoulli). Un camino admisible f*
[0,7*] — R? se llama 6ptimo si no hay ningan camino admisible f : [0,7] — R? para el cual
T < T*. Una brachystochrona es una curva en R? recorrida por medio de un camino éptimo.

Bernoulli basé su solucion en el principio de Fermat de tiempo minimo. Si imaginamos que en
lugar de un cuerpo que cae tenemos un rayo de luz, la condicion (2) nos da una férmula para la
«velocidad de la luz» ¢ como funcién de la posicion ¢ = /2gy.

Si cambiamos las unidades de modo que 2g = 1, nuestro problema es exactamente equivalente al
de determinar la trayectoria de un rayo de luz en un medio plano donde la velocidad de la luz varia
continuamente como funcion de la posicion segun la formula c = /.

Ahora dividamos el plano en franjas horizontales (ver figura (2)) Fr, = {(z,y)/yr <y < yr+1} de

A X
0
B
. o Y
Se divide el plano en franjas horizontales
Figura 2
altura §, K = 0,1,..., donde y, = kd y tratamos a ¢ como constante en cada franja F,. Por ejemplo

c = ck = /yr+1 €N F. Entonces las trayectorias de los rayos de luz para este sistema «discreto»
de medios Opticos deberian aproximarse a las «verdaderas» trayectorias del sistema cuando 6 — 0.
Ahora bien, las trayectorias del sistema discreto se pueden estudiar mediante la ley de refraccion de la
luz. Es claro que los caminos luminosos seran poligonales: lineales en cada franja. Todo lo que hay que
saber es como se quiebran al pasar de una franja a la siguiente. La respuesta se encuentra en la leyes
de la 6ptica geométrica desarrolladas por Snellius, Fermat y Huygens.

Snellius observo que si dos medios estan separados por una linea recta y un rayo se refracta en
la frontera entre ambos, entonces la razén de los senos de los &ngulos de incidencia y refraccién per-
manece constante (independiente del angulo de incidencia). Mas adelante, Fermat mostré que esto es
precisamente lo que ocurre cuando se supone que la luz recorre una trayectoria de tiempo minimo.
Mas precisamente, el resultado es que si suponemos que las velocidades de la luz en los medios son v
y vo entonces (ver figura (3))

senf; U1

sen92 o V2

donde 6, es el &ngulo de incidencia y 6 es el angulo de refraccion. Esta relacion entre los angulos y las
velocidades se debe a Huygens e implica la ley de Snellius.
Bernoulli usé la ley de Huygens para concluir que la cantidad ;% sera constante ya que en cada

franja F}, la velocidad del rayo de luz es ,/yx+1. Pasando al limite cuando ¢ | 0 concluimos que el seno

0x en el plano vertical



Ley de Snellius, la razon de los senos de los dngulos
de incidencia y refraccién permanece constante

Figura 3

del angulo 6 de la tangente a la brachystochrona y el eje vertical debe ser proporcional a /y. Es decir,
ya que

dx dz* K
Wt dy | A dy

donde K es constante. Luego:

senf =

dz? + dy? _ 1

dz? Ky » O=

% 1
Y K
y finalmente 1 +y/(z)* = <.

Asi que la curva que expresa la coordenada y de la brachystochrona como funcion del la coordena-
da x satisface la relacion (ecuacion diferencial)

®  vw= [

Las curvas dadas paramétricamente por

w(@) =70+ 5 (¢~ seng)
Y(8) = 5 (1-cosg)
0<¢<2r

satisfacen (3). Estas ecuaciones especifican la cicloide generada por un punto P en un circulo de
didmetro C que rueda sobre el eje horizontal de modo que P esta en (zo,0) cuando ¢ = 0.

El argumento que presentamos es de Bernoulli y la ecuacion (3) aparece en su trabajo seguida por
la afirmacion «de lo cual concluyo que la Brachystochrona es la cicloide ordinaria».

Dos resefas biograficas

Concluimos este capitulo con breves resefias biogréaficas de Pierre de Fermat y Augustin Louis Cauchy

Pierre de Fermat

Nacio el 17 de Agosto de 1601 en Beaumont-de-Lomages, Francia.
Murié el 12 de Enero de 1665 en Castres, Francia.

Fermat, quien fue jurista de profesidn, es considerado el creador de la moderna Teoria de NUmeros.
Es recordado especialmente por lo que se ha dado en llamar el «UItimo Teorema de Fermat».

Este teorema afirma que ninguna potencia n-ésima z" de un nimero entero z # 0 puede ser suma
de las potencias n-ésimas z™ y y™ de otros dos nimeros enteros z, y # 0, cuando n > 2. Fermat escribio
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en el margen de un libro, la traduccion de Bachet de la Aritmética de Diofante, que habia encontrado
una demostracion realmente interesante pero que el margen del libro era muy estrecho para contenerla.

El matematico britdnico Andrew Wiles anunci6 en Junio de 1993 la demostracion del Teorema de
Fermat pero, meses maés tarde, a finales de 1993, retiré el anuncio, una vez que se descubrieron algunos
problemas en su prueba. En Noviembre de 1994, Wiles anuncié nuevamente, y esta vez de manera
definitiva, la demostracién correcta.

Los intentos por demostrar el teorema a lo largo de mas de tres-
cientos afos llevaron al descubrimiento de la Teoria de Anillos Con-
mutativos, entre muchos otros descubrimientos matematicos.

Fermat fue, junto con Pascal, el fundador de la Teoria de Probabili-
dades. Propuso, un afio antes que Descartes, un sistema de Geometria
Analitica. Su trabajo de recostruccion del tratado de Apolonio de Per-
gas sobre secciones cénicas, via el Algebra de Viete, lo llevo a descubrir
métodos de derivacién e integracion para hallar maximos y minimos
de funciones.

Fermat no publicé casi nada durante su vida, se limit6 a anunciar
sus descubrimientos en cartas a los amigos (Marsenne, Pascal, Gassen-
di, entre otros) y, en ocasiones, anot6 sus resultados en los margenes de sus libros. Su trabajo fue
ignorado por muchos afios hasta que fue redescubierto a mediados del siglo XIX.

Augustin Louis Cauchy

Naci6 el 21 de Agosto de 1789 en Paris, Francia.
Murié el 23 de Mayo de 1857 en Sceaux (cerca de Paris), Francia.

Cauchy fue un ingeniero militar y, como tal, trabaj6é en Cherbourg, entre 1810 y 1813. A su regreso
a Paris, persuadido por Joseph Louis Lagrange (Turin 1736 - Paris 1813) y por Pierre Simon Lapla-
ce (Beaumont-en-Auge 1749 - Paris 1827), abandond la carrera militar y se dedicé por completo a la
matematica.

Trabajé en Paris en la Faculté des Sciences, el Collége de France y
la Ecole Polytechnique. En 1816 recibid el Grand Prix de la Academia
Francesa de las Ciencias.

Algunas de sus contribuciones incluyen investigaciones en conver-
genciay divergencia de series infinitas, ecuaciones diferenciales, deter-
minantes, probabilidades y fisica matematica. Numerosos resultados
matemaéticos llevan su nombre: el Teorema Integral de Cauchy, en la
teoria de funciones complejas, el Teorema de Existencia de Cauchy-
Kovalevskaya, en la teoria de las ecuaciones diferenciales parciales .. .;
también numerosos términos matematicos: las ecuaciones de Cauchy-
Riemann, las sucesiones de Cauchy ...

Cauchy fue el primer matematico en realizar un estudio riguroso para establecer condiciones de
convergencia de series infinitas y dié también una definicion precisa de integral definida. Su texto
Cours d’analyse en 1821 fue disefiado para estudiantes de la Ecole Polytechnique con el propoésito de
desarrollar los teoremas basicos del Calculo con el mayor rigor matematico posible. El texto de cuatro
volumenes Exercises d’analyse et de physique matematique, publicado entre 1840 y 1847, es considerado
muy importante.

Cauchy produjo 789 articulos matematicos pero muchos de ellos no fueron bien recibidos por sus
colegas matematicos. Cauchy mismo no era muy querido por la mayoria de sus colegas, quizas por su
caracter obstinado y agresivo.

Ardiente realista, pasé algun tiempo en Italia: dejo Paris después de la revolucion de 1830 vy, tras
una corta estadia en Suiza, acept6 una oferta del rey de Piamonte para un cargo de profesor en Turin.
En 1833 Cauchy viaj6 de Turin a Praga, en el séquito de Carlos X, en calidad de tutor de su hijo.

Cauchy regresé a Paris en 1838 y obtuvo nuevamente su puesto en la Academia, no asi su cargo de
profesor, debido a que se rehusé a prestar juramento de fidelidad. Cuando Luis Felipe fue derrocado
en 1848, Cauchy reobtuvo su cargo en la Sorbona, cargo que no dejaria hasta su muerte.

Las dos biografias han sido tomadas libremente de la direccién:

http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Biogindex.html




Capitulo 1

Conjuntos

1.1 Introduccidén a los conjuntos y su notacion.

La nocion de conjunto es una idea basica en la Matematica. Hacer la teoria de conjuntos rigurosamente
es una tarea mas compleja de lo que se intenta en este curso. Aceptaremos que todos tenemos una idea
mas 0 menos clara de lo que es un conjunto de «objetos» o de «elementos». Hablaremos por ejemplo
de:

e ¢l conjunto de los nimeros enteros, e ¢l conjunto de las rectas de un plano
e el conjunto de los numeros pares, e el conjunto de ... (provea usted otros ejem-
e el conjunto de los puntos de una recta, plos).

Desde la escuela basica y la escuela secundaria se ha desarrollado este lenguaje y lo utilizaremos
sin mas definiciones.

Los conjuntos usualmente se denotan con letras mayusculas y sus elementos con letras mindsculas.
Para decir que x es un elemento del conjunto X, escribiremos z € X. Para decir que z no estaen X,
escribiremosz ¢ X.

Definicion: SiY y X son dos conjuntos, diremos que X esté incluido en
Y sitodo elemento de X es también elemento deY . Esto es, en simbolos:
siz € X entonces x € Y. Esta relacion se escribe X C Y y se lee
X esta contenido o incluido enY, o X es parte de'Y, o bien, X es un
subconjunto deY'.

Definicion: Diremos que dos conjuntosY y X sonigualessiX C Yy
Y C X. En este caso escribiremos X =Y.

Aceptaremos que existe un conjunto llamado vacio, que no tiene elemento alguno y lo vamos a denotar
con el simbolo @) y en ocasiones también se le denota por { }.

Ejemplos todas las rectas del plano. ndmeros pares.
1. El conjunto de las rectas 2. El conjunto de todos los 3. La coleccién de todos los
del plano que pasan por nameros enteros malti- capitulos de este libro, es
un punto fijo O, esta con- plos de 4, es un subcon- un ejemplo de un conjun-

tenido en el conjunto de junto del conjunto de los to.



Conjuntos

1.1.1 Algebrade los Conjuntos

Si A'y B son dos conjuntos, se pueden crear nuevos conjuntos a partir de ellos mediante operaciones
elementales.

1. Interseccion: La interseccién de A y B es el conjunto de todos los elementos que pertenecen a A
y a B, se denota AN B, (figura 1.1).
Ensimbolos: ANB={z|z€ Ayz € B}
Si la interseccion de dos conjuntos es vacia, A N B = §, se dice que los conjuntos son disjuntos.

Interseccion de dos conjuntos ANB
Figura1.l

2. La Uniodn: La union de dos conjuntos Ay B es el conjunto formado por todos los elementos que
estan en A o en B. Se denota AU B, (figura 1.2). Ensimbolos AUB ={z |z € Aoz € B}.

Unio6n de dos conjuntos AUB
Figura 1.2

3. La Diferencia: la diferencia del conjunto A menos el conjunto B es el conjunto formado por
todos los elementos de A que no estan en B. Se denota A — B. Ensimbolos A—B={z |z € A

y z ¢ B}, (figura 1.3).
@S @ O
A-B A-B A

-B

Resta de conjuntos
Figura 1.3

4. Conjunto universal o universo de discurso: Como conjunto universal queremos denotar algun
conjunto E que contenga todos los elementos que deseen considerarse en un problema, discurso
o tema, sin pretender contener todo lo que no interesa al problema. Este conjunto universal se
supone conocido en cada problema y del cual se pueden seleccionar elementos para construir
subconjuntos.

5. Complemento: Digamos que tenemos un conjunto universal E. Cualquier conjunto A que se
considere serd un subconjunto de E (A C E). Ladiferencia E — A se llamara el complemento
de Ay se denotard con el simbolo A¢, (E — A = A°).



1.2 Ejercicios

1.1.2 Propiedades de las Operaciones con Conjuntos

Estas operaciones con conjuntos gozan de algunas propiedades de facil comprobacion que vamos a
enunciar:

e Launidny la interseccidon son conmutativas
AUB=BUA y ANB=BNA
e También son asociativas
(AUB)UC=AU(BUC) y (ANB)NnC=AnNn(BNCQC)
e Launion es distributiva con respecto a la interseccion
AUu(BNC)=(AUB)N(AUC)
e La interseccion es distributiva con respecto a la union

AN(BUC) = (ANB)U(ANC)

Observacion: Como un buen gjercicio de abstracciéon observamos que las operaciones
U (unidn) y N (interseccion) en los conjuntos, tienen propiedades andlogas a las de la suma
(pensada como la unién) y el producto de numeros naturales (pensado como la intersec-
cién). Vleamos que, si tenemos nimeros naturales a, b, ¢, € N(=conjunto de los ndmeros
naturales), entonces tenemos igualdades como siguen

a+b=b+a
a.b=b.a

a+(b+c)=(a+b)+c
a.(b.c) = (a.b).c

} Conmutatividad

} Asociatividad

Distributividad  del
e a(b+c)=ab+ac }producto respecto a
la suma
Pero en los conjuntos, la propiedad de la distributividad de la unioén con respecto a
la interseccion no se traduce bien para los naturales pues, la distributividad de la suma
respecto al producto es, en general falsa, es decir:

engeneral a+b.c# (a+0b)(a+c)

llustre usted con un ejemplo sencillo la posibilidad de la desigualdad anterior para nime-
ros naturales y diga en cuéles condiciones se podria tener una igualdad.

1.2 Ejercicios

1. En la figura 1.4 se presenta un universo E (rectdngulo), subconjuntos A y By algunos nimeros
que representan la cantidad de elementos en cada porcién del diagrama. ;Cuantos elementos
estan en los siguientes conjuntos?

(@ E () AUB (i) (AnB)°
(b) B (f) ANB () (AuB)°
(c) A° (@) A°NB (k) A°N B¢
(d) B° (h)y AnB° (I) A°U B.

2. Sean A = {aa ba G, d}" B = {aa ba €, f: g}'a C= {b7 G, €, h}' ye' universo £ = {CI,, b: ¢ d: €, f, 9, h}
Hallar:
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oy}

20
Numero de elementos en diversas regiones o
conjuntos
Figura 1.4
@ AncC (e) A°u B° (i) B® — A°
(b) AuC f B°nC .
() (C-B)-A
() A-B (9 (AnB)-B
(d) A (h)y (BnCe)° (k) C—(B—-A).

3. Suponga que existe un conjunto universal E. ;Cuales de las siguientes proposiciones son verda-
deras y cudles son falsas?

(@) AUD=A fl AnA=0 (k) (AUB)—-B=A—-B
(b) ANE=E () AUE=E
() AUA°=E (hy AnP=0 () AN(A-B)=AUB
(d) Aud =4 (i) (A =E
() AUA=A () (A—B)*=B—-A (m) (A— B)® = A° — B°.

4. Si A, B, C D son conjuntos, demostrar que:
(@SiAcCcCyBCD,entonces AUB C CUD.
(b)STACCyBC D,entoncesANBC CnND.

5. Sean Ay B conjuntos tales que:

@ AuB={a,b,c, d} (b) ANB={a, c} (c) A—B={b}
Hallar Ay B.
6. Escriba las demostraciones de las propiedades asociativas y distributivas de las operaciones Ny
u.

7. Sea X un conjunto, Ay B subconjuntos de X entonces pruebe que:
@ X-(AnB)=(X-A)U (X -B)
(b) X - (AUB)=(X-A)N(X —-B)
() A-B=A-(ANB)
dX-(X-4=4



Capitulo 2

Los numeros naturales y los
ndmeros enteros

Los numeros 1, 2, 3, ...8, ...y otros, son bien conocidos por todos desde la escuela; los [lamamos los
nameros naturales. En este curso deseamos pensar en 0 (cero) también como un namero natural®. El
conjunto de todos los nimeros naturales lo denotamos con el simbolo N.

N={0,1,2,3,4,5...n, ...}

En razonamientos matematicos o légicos es conveniente representar los nimeros con letras; para
indicar que la letra m representa un nimero natural escribimos m € Ny lo leemos «m pertenece a N».

Sabemos que hay infinitos nimeros naturales, pues para cada uno de ellos hay otro distinto que
le sucede (y no le precede). Hablamos del orden < en los naturales y su propiedad de tricotomia
afirmando que dados n, m € N entonces se tiene exactamente una de las tres posibilidades:

n<m, 0 n=m, 0 m<n.

Lo mas util de estos nimeros puede estar en su origen —para contar objetos— olvidando cualquier
otra caracteristica que no sea una cantidad. Desde la antigliedad surgi6 la aritmética que facilité el
conteo, siendo la suma y la multiplicacion las operaciones méas primitivas que conocemos desde la
escuela.

Un punto importante, que quiza no se ha resaltado en el bachillerato, en el «axioma de induccién»
para el conjunto de los naturales. Este «axioma» es la herramienta fundamental en Teoria Combinato-
ria, e importante para todo el Célculo. El Axioma de Induccién es el tema principal de este capitulo,
pero antes presentaremos un repaso de las propiedades mas conocidas.

2.1 Propiedades de la sumay la multiplicacion

Una operacion en N es una manera de asociar a cada par m,n € N de nameros naturales, otro nimero
natural bien determinado.

Aqui recopilamos las propiedades basicas de las operaciones de suma y producto (multiplicacion)
y como es usual m + n representa la suma de m y n, asi como mn 0 m.n denotan la multiplicacion de
myn.

Las propiedades bésicas de estas operaciones son:

Cualesquiera que sean los numeros naturales a, b, ¢

lL.a+b=b+a
2.a+(b+c)=(a+b)+c
3.a+0=a

1En algunos textos el cero no se incluye dentro de los nameros naturales.
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4. sia+b=a+ centonces setiene: b =c¢
5. a.b=b.a
6. a.(b.c) = (a.b).c
7. al=a
8. sia.b=a.cya # 0, entonces se tiene: b = ¢
9. a.(b+c)=a.b+a.c
Como consecuencia de (2) y (6), se puede escribir a+b+c Yy abc sin preocuparse del orden en que se
efectuan las operaciones. Una consecuencia importante de las propiedades anteriores, es que a.0 = 0
cualquiera que sea a € N; en efecto,
a.0 = a.(04+0) por(3)
= a.0+a.0 por(9)
y como a.0 = a.0+0 (por3),setienea.0 + 0 = a.0 + a.0 aplicando (4), se obtiene a.0 = 0.

Otra operacion en N es la potenciacién, que asocia al par m, n nimeros naturales, no ambos nulos,
el nimero natural m™ definido por?

n

m" =m.m...m (nveces)sin#0,
m®=1sim#0.
En los ejercicios se pedira al estudiante que muestre algunas propiedades de las tres operaciones

anteriores y se definirdn las operaciones inversas (substraccién, division y radicacion).
Como ejemplo, citemos algunos productos notables:

a) (a+b)(a+c)=a’+a(b+c)+be
b) (a+0b)* = a®+ 2ab + b°.
) (a+b)®=a®+3a%b + 3ab® + b>.
Para ilustrar el método de demostracion formal, probaremos b):

(a +b)?

(a+b)(a+b) por definicién
=(a+b)a+ (a+Db)b por(9)
=a(a+b)+bla+b) por(5)
=a.a+ab+ ba + bb por (9)
=a®+ab+ab+1b* por definicion y (5)
=a’+ab(l+1)+b> por(7)y(9)

=a® + 2ab + b* por (5)

Las propiedades a), b) y ¢) son ejemplos de identidades en N, nombre dado usualmente a igualda-
des que se satisfacen cualesquiera que sean los nimeros naturales con que se sustituyan las letras que
aparecen en ellas.

Las ecuaciones en N, por el contrario, se definen usualmente como igualdades que sélo se satisfa-
cen cuando ciertas letras (las incognitas de la ecuacion) se sustituyen por ciertos nimeros naturales.
De forma mas correcta, una ecuacion en N es una manera abreviada de plantear un problema, de pre-
guntar si existen nimeros naturales que satisfacen ciertas condiciones, que pueden expresarse por una
igualdad. Asi,

3+z=9
significa: ¢existen nimeros naturales x que sumados con 3 dan 9?
Sr =17
significa: sexisten nimeros naturales x que multiplicados por 5 dan 7?

2 =2

2E| significado exacto de la expresion «n veces» puede describirse via el axioma de induccion.
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significa: ¢existen nimeros naturales cuyo cuadrado sea 2?

La letra «x», la incognita de la ecuacién, puede reemplazarse por cualquier otra, aunque tradicio-
nalmente se usan las Ultimas letras del alfabeto w, z, y, z para designar incégnitas. Seria mas sugestivo
el escribir las ecuaciones anteriores en la forma

3+0=9; 50=7 O*=2

El nimero o los nimeros naturales con los que pueden «llenarse» los cuadritos y obtener proposi-
ciones verdaderas, se llaman soluciones de la ecuacion.

Notese que hemos repetido varias veces la frase «en N»; el especificar el tipo de solucion buscada es
importante. De las ecuaciones anteriores, solamente la primera, 3+z = 9, tiene solucion en N. Veremos
més adelante que es posible ampliar el concepto de nimero, de manera que las otras dos ecuaciones
(planteadas en el nuevo conjunto de nimeros) tengan también solucion.

2.2 Ejercicios

1. Use las propiedades (1)-(9) de la pagina 11 para probar:

(a) Silaecuacion (en z) a + x = b tiene una solucién en N ella es Gnica.

(b) Silaecuacion (en x) a.x = b, con a # 0, tiene una solucion N, ella es Unica.

(Sugerencia: en ambos casos suponga que la ecuacion tiene dos soluciones m y n y pruebe,
usando (1)-(9) que m = n).

2. Resolver las ecuaciones en N
(@) 2z +4=10.
(b) = +22* = 16.
Pruebe que 3 es la Unica solucion de la ecuacion a).

3. Dados dos nimeros naturales a y b, segun el ejercicio anterior, si existe ¢ € Ntal que a + ¢ = b,
existe uno solo; en ese caso, el nimero ¢ se llama diferencia de b menos a, y se denota por b — a.
En otras palabras b — a es, cuando existe, el inico nimero natural tal que

a+(b—a)=>b.
Supongamos que m — n 'y p — q estan definidos; probar que entonces
@ (m—-n)+(p-q) =(m+p)—(n+q).
(b) (m —n)(p—q) = (mp+ ng) — (np + mq).
Advertencia: No use ninguna «regla de signos»; use solamente la definicion de diferencia y las
propiedades (1)-(9) de la pagina 11; lo Unico que tiene que probar es:
(m+q)+(m-n)+(p—-q) = m+p
(np+mq)+(m—n)(p—q) = mp+ng

4. Usando solamente las propiedades (1)-(9) de la pagina 11, demuestre las identidades siguientes:

@)
(b)
©
(d)

5. Pruebe que (a +b)? = o> +b% no es una identidad (esto se logra encontrando niimeros naturales
a 'y b donde la proposicion es falsa, es decir un ejemplo donde no ocurre la igualdad). ;Existen
numeros naturales a, b para los cuales esta igualdad es cierta?

m+n)+(p+q)=(m+q) +n+p)=((m+n)+p)+gq
a+b)(c+ d) = (ac+ ad) + (bc + bd).
a+b)(a+c)=a’>+alb+c)+be

a+b)% = a®+ 3a’b + 3ab® + b>.

(
( (
( (
(
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6.

10.

Encontrar el error en la siguiente «demostracion» de que 1 = 2: supongamos que x e y represen-
tan el mismo namero natural, entonces

r =y
2
o = Ty
2 2 2
-y = xy-—y
(z+y)z—y) = ylz-y)
r+y =y
y+y = vy
2y =y
2 = 1

Esto nos da una idea del cuidado que hay que tener al aplicar la propiedad (8) de la pagina 11
(ley de cancelacion para el producto).

. Dados dos nameros naturales a y b, con a # 0, la ecuaciéon ax = b tiene cuando mas una

solucidn; si la tiene, decimos que b es divisible por a y su solucién la denotamos por g; es decir,
g es, cuando esta definido, el Gnico nimero natural tal que

a-—=b
a

Supongamos que m es divisible por n y p es divisible por g probar:

@ ™ P_matnp
n q ng
m p_ mp

(b) —-==——=
noq nq

(De nuevo: use solamente la definicién y las propiedades (1)-(9); lo Unico que tiene que probar es
gue el miembro izquierdo de la igualdad multiplicado por el denominador del miembro derecho
es igual al numerador del miembro derecho. Podra apreciar que lo que prueba este ejercicio es
que las definiciones usuales de sumay producto de «fracciones» son las Unicas posibles al menos
cuando los numeradores son divisibles por los denominadores).

. Cuando m es divisible por p decimos que p divide a m. Pruebe que si p divide am y p divide a

n, entonces p divide a m + n.

. Demuestre que cualesquiera que sean los numeros naturales m, n distintos de cero, se tiene:

(@) mP.m? =mP*, pygenN,
(b) (m.n)®> =mP.n*, pe N

© (m™)? =m™, peN.

Si la ecuacion z™ = a (con n,a en Ny n # 0) tiene una solucion en N, ella es Unica, se llama raiz
n-ésima de a y se denota por {/a. Probar

(@) si ™/a esta definida, loestan Yay %/ Vay y

“a= %/ va.

(b) sim esdivisible por n, entonces {/a™ esta definiday

Vam™ = a™.



2.30rdenen N

2.3 OrdenenN

Cuando indicamos el conjunto de los nimeros naturales, lo hacemos siempre como
N={0,1,2,3,4,5,...n,...}

y no asi
N={5,74,3,20,...1,...}

aunque ambos conjuntos tengan los mismos elementos y por tanto, sean el mismo. La razén es que
siempre asociamos una «relacién de orden» al conjunto N. Esa relacién puede definirse como sigue.

Definicion: Dados dos numeros naturales m y n, diremos que m es
menor o igual que n y escribimos m < n si la ecuacion m + x = n tiene
una solucién enN, es decir, si existep € N tal quem + p = n.

Si m < n también decimos que n es mayor o igual que m y escribimosn > m. Sim < nym # n,
escribimos m < n (0 n > m) y decimos que m es menor que n (0 n es mayor que m).

La relacion < en N satisface las propiedades bésicas siguientes: (siendo m, n, p nUmeros naturales
cualesquiera)

(1) reflexividad: m < m paratodom € N.

(2) antisimetria: sim < nyn < m entonces m = n.

(3) transitividad: sim < nyn < pentonces m < p.

(4) dicotomia: dadosm,n € N, setienem <non < m.

(5) monotonia: sim < nentoncesm +p <n-+pymp < np.

(6) cancelacién: sim +p < n+ p,entoncesm < n;Sim.p < n.pyp # 0, entonces m < n.

Todas esta propiedades, excepto (2) y (4), pueden demostrarse a partir de la definicion y las propieda-
des basicas de la suma y el producto; demostraremos una de ellas, dejando las demas como ejercicio;
en cuanto a (2) y (4), las dejaremos para mas adelante en la seccion de induccion.

Tratemos de probar (2): suponemos m < ny n < m Yy queremos probar m = n. Como m < n,
existe p € Ntal que m + p = ny, como n < m, existe ¢ € N tal que n + g = m; de alli se obtiene
n+gq+p = mnyportanto ¢ +p = 0, lo cual implicap = ¢ = 0. Luego m = n. Hay un problema:
no hemos probado que si ¢ + p = 0 entonces p = ¢ = 0; esto no es posible usando Unicamente las
propiedades (1)-(9).

Probemos (6):

Prueba: La primera parte es facil: supongamos que m + p < n + p entonces existe r € N tal que
(m 4+ p) +r = n+ p, lo cual implica (m + r) +p = n + p, de donde se obtiene m 4 r = n, lo cual
significam < n que es lo que queriamos probar.

La segunda parte no es tan sencilla y necesitamos usar la propiedad de dicotomia (4). Supongamos
que m.p < n.p con p # 0, queremos probar que, entonces, m < n, procedamos por reduccién al
absurdo, suponiendo que m < n es falso; por la propiedad de dicotomia esto significa que n < m, es
decir, exister € N, conr # 0, tal que n + r = m; multiplicando por p, se obtiene np + rp = mp, lo
cual significa que np < mp. ESto junto con la hipétesis mp < np implicanp = mp (por la antisimetria).
Denp + rp = mp y np = mp, se obtiene r.p = 0, lo cual es una contradicciéon yaquer 2 0yp # 0
(explique usted por qué es una contradiccion). Como el suponer que m < n es falso nos lleva a una
contradiccion, m < n tiene que ser verdadero. O

2.3.1 Inecuaciones

En la seccién anterior vimos como la relacién = da lugar al concepto de ecuacidn; lo analogo para la
relacion < (o0 <) es el concepto de inecuacion. Una inecuacion en N es una manera abreviada de pre-
guntarnos si existen numeros naturales que satisfacen cierta condicion, que puede expresarse mediante
una desigualdad. Asi tenemos como ejemplos:
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a) r+6<10 0 0+6<10 que 10?
significa: ¢existen numeros naturales, tales b) 3z +5 < 10

que el resultado de sumarlos con 6 es menor )
C) 2z +1<2.

Los nimeros naturales con los que puede sustituirse la incognita y obtener proposiciones verda-
deras son las soluciones de la inecuacion; las soluciones de a) son 0, 1, 2, 3; las de b) son 0 y 1; c) tiene
unasola, 0.

A veces es Util plantear problemas como: hallar todos los nimeros naturales x tales que 2z + 1 es
menor que 9 y es mayor o igual que 3; esto puede escribirse en una sola linea asi

3<2z+1<9
pero hay que terner en cuenta que esto Ultimo representa un sistema de dos inecuaciones:

20 +1<9
2 +12>3

y que queremos numeros que satisfagan ambas a la vez; las soluciones son los nimeros 1, 2y 3.

2.4 Ejercicios

1. Compruebe que m < nsiy so6losiexiste p € Ncon p # 0 tal que m+p = n. Enuncie propiedades
de la relacion < similares a las de <.

2. Resolver las siguientes inecuaciones en N :

(@ 3z+2<6 (€ 2> +z+1<15 (e)
(b)y z+1<16 (d) 3z +3<6 ®

3. Demostrar las propiedades (1), (3) y (5) de la relacion < en N (pagina 15).
4. Sean m,n € N no nulos; probar que si m es divisible por n entonces n < m.

5. Fui al mercado y compré 50 animales, entre gallinas, pollos y pollitos. Si pagué Bs. 1000 por cada
gallina, Bs. 500 por cada pollo y Bs. 100 por cada pollito y gasté Bs. 10000. ;Cuantas gallinas,
cuantos pollos y cuantos pollitos compré?

6. Sean € N. Probar que el sistema de inecuaciones
n < x < n + 1 no tiene soluciones en N. (Esto no es inmediato, lo que se pide es probar que no
hay ningln namero natural entre n y n + 1).

7. Trate de probar que dados dos nimeros naturales m y n, se tiene al menos una de las relaciones
m<n,n<m.

8. Trate de probar que sim < nyn < mentonces m = n, usando solamente las propiedades (1)-(9)

2.5 Induccidn

Supongamos que tenemos una afirmacion acerca de nimeros naturales y queremos ver si es cierta para
todos ellos; como no podemos comprobar la afirmacion para todos y cada uno de ellos, necesitamos
disponer de un proceso que permita decidir, en un namero finito de pasos, si la afirmacién es cierta
para todos los nimeros naturales. Ese proceso es una propiedad caracteristica del conjunto N de los
numeros naturales, el llamado principio (o0 axioma) de induccién.

Veamos un ejemplo: supongamos que colocamos las piezas de un juego de dominé de pié de tal
manera que cuando una cae, empuja la siguiente y la hace caer; ;qué pasa si hacemos caer la primera
pieza? ... Audn sin realizar el experimento, cualquier persona dira que se caen todas. Las dos caracte-
risticas esenciales en el ejemplo, que nos permiten asegurar que todas las piezas se caen son:
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e Laprimerase cae, y
e Al caer una pieza, hace caer a la siguiente.

Enunciemos ahora el

Principio de Induccién: sea P una afirmacion acerca de los niUmeros naturales tal que:
1. Laafirmacién se cumple para el niamero 0.

2. Cada vez que P se cumple para un namero natural k, se cumple también para el
siguiente, k + 1.

Entonces la afirmacién P se cumple para todos los niumeros naturales.
Ejemplo: Como ejemplo vamos a probar que dado un nimero natural a, se tiene
(2.1) (1+a)" > 1+ naparatodon € N.

Para demostrar esta propiedad «por induccidn», se comprueba que ella satisface las dos
condiciones del principio de induccion. Para comprobar que la afirmacion ( 2.1 ) satisface
las dos condiciones del principio de induccion, debemos probar:

1. 1+a)°>1+40a
2. si(1+a)*>1+kaentonces (1+a)™ >1+(k+1)a

Primero comprobamos que (1) es cierto: (1 4+ a)° = 1 por definicion, y 1 + 0.a = 1y por
tanto (1) se cumple.
Supongamos ahora que

(1+a)* > 1 + ka («hip6tesis de induccién»)
entonces
I+a)""'=1+a)*Q4+a)> 1 +ka)(1+a)
y como
(1+ka)(1+a)=1+ka+a+ka®l+ (k+1)a+ka’®>1+(k+1)a
obtenemos
I+a)**" > 14 (k+1)a
Luego ( 2) es cierto y queda establecida la propiedad ( 2.1).
Antes de ver otros ejemplos, anunciamos que el principio de induccion se puede presentar en varias
formas equivalentes que seran muy utiles. Ejemplos®:
Principio de Induccion 11: sea P una afirmacién acerca de nimeros naturales tal que:
1. La afirmacion se cumple para un namero natural m.

2. Cada vez que P se cumple para un numero natural k¥ > m, se cumple también para
el siguiente, k + 1.

Entonces la afirmacién P se cumple para todos los niUmeros naturales mayores o iguales
am.

Principio de Induccion Ill: sea P(= P(n)) una afirmacion acerca de nimeros natura-
les tal que:

1. Laafirmacién se cumple paran = 0.

2. Paracadak > 0, si P se cumple para todo los naturales n < k entonces también se
cumple para el siguiente, k + 1.

Entonces la afirmacién P se cumple para todos los nimeros naturales.

3En realidad estas formas del principio de induccion se pueden deducir de la primera forma (ejercicio).
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Ejemplos
1. Consideremos los nimeros impares
1,3,5, 7,9, 11, 13

ordenados por la relacién <.
¢Qué numero ocupa el lugar n en esta lista? Observemos que

1  ocupaellugar 1
ocupa el lugar
ocupa el lugar
ocupa el lugar
ocupa el lugar
11 ocupael lugar
13 ocupael lugar

©O© N o1 w
~No ok wiN

Los nameros en la columna de la izquierda de esta lista parcial, se obtienen de los correspon-
dientes en la columna de la derecha, multiplicandolos por 2 y restandoles 1. (Es esto suficiente
para asegurar que el nimero 2n — 1 es el que ocupa el lugar n?

La respuesta es jNO! Para aclarar este rotundo no, considere el siguiente ejemplo.

1000

1000
1000 | Esta tabla contiene varias propo-

1000 | siciones verdaderas, pero es claro
1000 ¢ que no podemos concluir que cual-
1000 | quier ndmero natural sera menor
1000 | que 1000.

N O Ol W N
ANNNNNANNN

7
Por otro lado, volviendo a la primera tabla de proposiciones, es cierto que el n-ésimo namero
impar es 2n — 1. Para probarlo, vamos a usar el principio de induccion (11), con m = 1.
Probaremos:
(a) el numero impar que ocupa el lugar 1 es 2.1 — 1.
(b) siel nUmero impar que ocupa el lugar k es 2.k — 1, entoces, el que ocupa el lugar k + 1 es
2(k+1) — 1.

Si 2k — 1 es el niGmero impar que ocupa el lugar & el siguientees 2k — 1+ 2 =2(k + 1) — 1 por
tanto ( 1b ) es cierto. Como ( 1la ) es cierto también, el principio de induccién (1) asegura que
cualquiera que sea n el nUmero impar que ocupa el lugar n es 2n — 1.

2. Hallemos ahora una formula para la suma de los n primeros nimeros naturales impares.
Observemos que

1= 1= 12
143= 4= 22
1+3+5= 9= 32

1+34+5+7= 16= 42
14+34+54+74+9= 25= 52

Esto nos lleva a conjeturar que

(2.2) 143+45+..+2n—-1)=n"

Es decir, «la suma de los n primeros nameros impares es n%». Lo probamos por induccion:
(@) (2.2)escierto paran = 1: inmediato.;
(b) supongamos que (2.2) es cierto paran = k, es decir

14+3+5+..+2k—1)=k
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entonces
142+3+..+Ck—1)+2k+1) =k +(2k+1) = (k+1)°
y por tanto (2.2 ) también es cierto para k + 1.

Asi (2a)y (2b) implican por el principio de induccién (I1), que ( 2.2) es cierto para todo n natural
mayor o igual a 1.

3. Un contraejemplo: es esencial, al usar el principio de induccion, el asegurar que la afirmacion
en cuestion satisface las dos condiciones. Si por ejemplo, P es la afirmacion

n=n+5

P es falsa para todo n € N, pero satisface (lI- 2 en la pagina 17 ).
En efecto, si P es cierta para n = k, es decir, si k = k + 5 se tiene entonces que

k+1=k+5+1=(k+1)+5
es decir, P es ciertaparan = k + 1.
4. Paratodo nimero natural n > 3, se tiene

(2.3) n®>>3n+3

En efecto, (2.3) es cierta para n = 3; supongamos que es cierta para n = k, es decir,
k* >3k +3

entonces
(k+1)°=k>+3k* +3k+1>3k+3+3k>+ 3k +1

y, si k > 1, se tiene
3k+3+3k>+3k+1=3k+1)+3k>+3k+1>3(k+1)+3

luego
(k+1)%>3(k+1)+3

lo cual prueba que si (2.3) es cierta para k(> 1) lo es también para k + 1. Por el principio de
induccion (1), se tiene que ( 2.3 ) es cierta para todo nimero natural mayor o igual a 3.

2.6 Ejercicios recomendados

1. Observe, generalice y demuestre su generalizacion por induccion:

1 1

@ (b) 1+lop-l
22 — 1 es maltiplo de 3 2 :
2% — 1 es maltiplo de 3 1+5+Z:2_Z

’ il 14s+iyilonl

2° — 1 esmdltiplo de 3 stits= .
2% — 1 es maltiplo de 3 rt. . .1 _, 1

- SR R TR T;

2. Calcule los cinco primeros términos de las sucesiones definidas por
(@) an, =3n paratodon € N
(b) an =n+3 paratodon € N
(c) an, =3 paratodon € N
(d) b, =2n%> —n paratodon e N

_J 1 sinespar
© a"_{ 3 sinesimpar

3. Practique el uso del simbolo Y~ completando las igualdades siguientes:
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5 5
@ > ar=... (d)zi’jlz... @ > 2¢t=...
k=1

i=4 1<k<4

3 5 5
(b) 2= (e) E=... ko_
]Z:,:J ; (h)gi’;

) .
© 3 89t = > i-1=..
j=1 j=1

4. Los nimeros combinatorios < Z ) conn,k € Nyn > k, se definen por

n\ n!
E ) kl(n—k)!
Compruebe que
n n
@ (1)=(a2)
(b) n n n o n+1
k+1 E )\ k+1
5. Estudie y justifique cada paso de la siguiente demostracion de la férmula del binomio

=3 (2 )

k=0

Se procede por induccién; veamos que la formula es cierta paran = 1

(a+b)'=a+b, y ( (1) )albo—i— < 1 >aob1 =a+bd.
Supongamos ahora que la formula es cierta para n = p, entonces

(a+b)""" = (a4 b)"(a +b)
14
— p —k 3k
= |:Z< & >ap b
k=0
= p p p p-1 - p p—1 p P
_[ 0>a +( 1 )a b +(p—1 )a'b +<p)b](a+b)
—( P )t + p aPb4-+ p 2P+ P\ P
0 1 p—1 p
+ p a’b + p a4+ p ab? + P ot
0 1 p—1 p
usando ahora la segunda parte del ejercicio anterior para sumar los términos semejantes, se
obtiene
( i(”) )ap+1+ < IHl-l >a”.b+---

n p+1 Q2P 4 p+1 ab? 4 p+1 ppHL
p—1 p p+1

)=()==()=03)

(a +b) (por la hipdtesis de ind.)

y, COmMo
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se obtiene, finalmente,

(a+b)" =

(e (e
" p+1 R p+1 ab? + p+1 ppHL
p—1 p p+1

41
:IJZ(erl)a”"“.b’“
k=0 k

Hemos probado que si la formula del binomio es cierta para k, entonces lo es también para k + 1
y que es cierta para 1; luego es cierta paratodon > 1

6. Demuestre:
- n\ _ .n - Ef M)
@>(1)-2 ® Yt} ) =0
k=0 k=0
Sug.: aplique la férmula del binomio.

2.7 Mas ejercicios de induccion

1. Demostrar por induccion:

LA . . ; 1)(2 1
(a) Zi2:12+22+...+n2:w.
i=1

6
(0) izzl(_l)i—lla S 1222442 g (1) :(_l)n—lw
© 2j=1+2+3+--~+n:@.
j=1
- 3 43 3 3., 3 _ [n(n+1) ?
@ > PP=1"+2°+3+ +n—{ 5 ]

j=1
@ > Rk—1)=1+3+5+-+2n—1)=n".
k=1
> 23"t =246+18+-- 423" ' =3" -1
k=1

2. Demostrar por induccion y rescribir el lado izquierdo usando el simbolo de sumatoria :

(a) L_’_L_’_L_’_..._F;— n
1.2 2-3 3-4 nn+1)  n+1
1 1 1 n(n + 3)
b . = .
® S Et st st T e e Y T it D+ 2
() 1—1+1—1+ + 1 _t1__1 + L + ! +i
2 3 4 2n—1 2n n+1 n+2 2n—1  2n’

3. Pruebe por induccién que el nimero D(n) de diagonales de un poligono de n lados (n > 3) es
D(n) = w (diagonales=segmentos que unen vértices no adyacentes)

4. Probar las siguientes desigualdades con n entero positivo:
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(@ n<2m. (d) Si0 < a < bentonces
b) 1+ 2n < 3" ayHt _ rayn
(b) "= (b) < (b) '

© (n))? > n"sin > 3.

1 .
(& 1+2+3+---+n< g(2n+1)2.
5. Demuestre la verdad de las siguientes proposiciones para n entero positivo:

(@) 3esun factor de n® —n + 3. (c) 4esunfactorde5™ —1
(b) 2 es un factor de n? + n. (d) 9esun factor de 10! +3-10™ + 5.

6. Use induccién para demostrar:

n—1 a™ —1

Seaa # lentonces 1 +a+a” +---4+a" " = —

7. Use induccion para demostrar que para todo n entero positivo:

(@) a — besfactordea™ —b".
(b) a + besfactor de ™! — "1,
1 1

(c) Hallar una expresion que simplifique el producto: <1 - 5) (1 — 5) <1 - l) y com-
n

probar su validez paran > 2.

8. Demuestre que las siguientes proposiciones son verdaderos para cualquier valorden € N

3
() 12+22+---+(n—1)2<%<12+22+...+n2

) 3+22 4+ 40P =1+2--+n)

4
() 13+23+---+(n—1)3<%<13+23+~--+n3

9. Demostrar las siguientes proposiciones usando el principio de induccion:

1 1 1 1
(a) 1+§+3_2+---+mSZ—E,paratodoneN
(b) 1-114+2-2143-3'+---+n-nl=(n+1)! -1, paratodon € N.

_ 2n(n+1)(2n+1)

(€ 22+4°4+6>+---+(2n)° 3

,paratodon € N.

S
3-4 -

RENES o
nin+1) n+1

(d)1-2 2-3+

, paratodo n € N.
(e)i_}_i_*_ +_1 > +/n,paratodon €N, n > 1
ViooV/2 vn l , .

(f) 2" > 2n + 1, paratodon > 3.

2.7.1 Ejemplos resueltos

1 . .
1. Demostrarque S, =1+2+...4+n= @ para cualquier nimeron € N.
1
Supongamos que S, = M entonces:
1
Snpr = Sut (1) = "D gy =

= (4 = 0T
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Con esto hemos probado que la suma de los (n + 1) primos enteros obedece a la misma formula.
Vemos que pasaen S; : S1 =1 = % luego S; también esti dada por la misma formula.
Concluimos que
n(n+1)

2
es cierta portodon € N.

Sp =

. Probar que la suma de los cuadrados de los primeros nimeros naturales es w Esto es

n(n+1)(2n+1)

6
Hay que probar que si esta formula vale para n, entonces también vale para n + 1, esto es:
s (m+1)(n+2)2(n+1)+1)
N 6

12422432+ .. +n’=

1 +22 4. 4 (n+1)

2n® +9n® +13n + 6
6
Pero tenemos, por la hipétesis de induccion que

n+1)(2n+1)

12+22+32+...+n2+(n+1)2:n( 6 + (n+1)?
Factorizando, obtenemos
(n+1) n(2n+1)+6n+6 _ 2n° +9n® +13n +6
6 6
1.2.3 . .
Por otra parte S; =1 = 5 lo que prueba que la férmula es cierta por todo n.

. Cuando se usa el principio de induccién no basta con probar que si P, es cierta entonces P, 41
también es cierta, ya que hay que probar también que P; es cierta, o por lo menos que Pj, es
cierta para algun valor de k, y en ese caso P, serd cierto paratodo n > k.

Veamos un contraejemplo:
Si la proposicién

P,:1+24+34+—+n= %(277,+1)2
fuese cierta, entonces P, también lo seria porque,

(2n+1)° + (n+1)

| —

14243+ -+n+(n+1) =

%((2n+1)2+8n+8) =

- é(Z(n—{—l) 1)

Pero la proposicion P,, no es cierta para ningin n.

% (4n® 4+ 12n +9)
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Otros sistemas de numeros (lectura
requerida)

La ecuacién a + ¢ = boa.xz = b (con a # 0): no siempre tiene solucién en N pero si la tiene, ella
es Unica. ;Sera posible ampliar el conjunto de los nimeros naturales, de manera que la ecuacién en
cuestion tenga siempre una solucion Unica? En otras palabras, tratamos de ampliar el conjunto de los
numeros de manera que en el nuevo conjunto puedan definirse operaciénes + vy, ., tales que:

1. al aplicar estas operaciones a los nimeros que ya teniamos, el resultado es el mismo que, antes;
2. tengan las propiedades basicas que tenian entre los «viejos niUmeros»; y
3. la ecuacion en cuestion, tenga siempre una solucién Gnica en el nuevo conjunto de nimeros.

La respuesta es afirmativa en ambos casos. Consideraremos primero la ecuacion a + = = b y obten-
dremos los llamados nimeros enteros. A partir de éstos, considerando la ecuacion: a.z = b (a # 0),:
obtendremos los nimeros racionales (o fracciones) en el préximo capitulo. En ambos casos podra
comprobarse que la extensidn satisface las tres propiedades arriba deseadas.

2.8 Los numeros enteros

Deseariamos que la ecuacion m + 0 = n con m,n € N tuviera siempre una solucion Esto no es
cierto si s6lo disponemos de los nimeros naturales; en particular la ecuacion m + O = 0 s6lo tiene
solucién cuando m = 0. Para que ecuaciones de este tipo tengan siempre (que tendra que ser Unica por
las propiedades basicas de la suma que queremos conservar) introduciremos nuevos «nUmeros» que
representaremos colocando una rayita, delante de cada nimeros natural distinto de cero; obtenemos
asi,

-1, -2, =3, —4, —5, =6, —T7, ...

(—0 no es necesario, por cuanto la ecuacion 0 + O = 0 ya tiene solucion en N). El simbolo -m (« menos
m ») con m € N, representara la Unica solucion de la ecuacion m + [0 = 0; esto es, el Gnico nimero que
sumado con m da cero.

De esta manera se obtiene un nuevo conjunto

Z={.,-103, ..., -3, -2, -1,0,1,2 3, ..., 204, ...}

cuyos elementos llamaremos nameros enteros; los nuevos nameros, —1, —2, —3, .. ., se llaman enteros
negativos, y los naturales no nulos, se llaman enteros positivos.

Para poder llamar nimeros a estos entes, es necesario poder definir operaciones + y . entre ellos,
de manera que se conserven las propiedades bésicas que tienen dichas operaciones en N. El querer
que esas propiedades se conserven, impide que las operaciones puedan definirse arbitrariamente y
hace que so6lo puedan definirse de una manera, como veremos a continuacién. Para ver como han
de definirse a + by a.b, si a;b € Z, supondremos que las operaciones ya estan definidas y que las
propiedades basicas se han conservado.

Veamos primero como ha de definirse a + b; consideremos los tres casos posibles:

1. Sia,b € N: entonces ya sabemos que debe ser a + b.
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2. Sia = —m,b= —nconm,n € N: entonces a y b satisfacen
m+a=0yn+b=0Yy,portanto (m+a) + (n+b) =0+ 0 = 0;

aplicando la asociatividad y conmutatividad de la suma, se obtiene (m + n) + (a + b) = 0; es
decir, a + b debe ser solucion de la ecuacion (m + n) + O = 0, lo cual implica

a+b=—(m+n)

3. Sia e Nyb= —nconn € N entonces b satisface n + b = 0 y debemos considerar los dos casos
posibles,n <aya<n

(@) sin < a, entonces a —n es un nimero natural, el Gnico que satisface n+ (a —n) = a. Como
a+(b+n)=a+(n+b)=a+0=aq,
se tiene
n+(a+b)=a
es decir, a + b también satisface la ecuacion n + z = a esto implica
a+b=a—-n

(b) sia < n, entonces n — a es un nimero natural, el Gnico que satisface a + (n — a) = n; de
estoy n + b =0, se obtiene

(a+(n—a))+b=0, 0o (n—a)+(a+b) =0
lo cual nos dice que a + b debe ser la solucion de la ecuacion (n —a) + O = 0; esto implica,
a+b=—(n—a)

Vemos asi, que en todos los casos posibles, a + b solo puede definirse de una manera, que es
precisamente la que aprendimos en el bachillerato.
Veamos ahora como ha de definirse a.b; consideremos los tres casos posibles:

1. a,b € N entonces ya sabemos que debe ser a.b

2. a € Nyb= —nconn € N entonces b satisface n + b = 0y, por tanto, a.(n + b) = 0 o, por la
distributividad, a.n + a.b = 0 es decir, a.b tiene que ser la solucion de la ecuacion a.n + 0 =0 lo
cual implica,

a.b=—(a.n)

En otras palabras, «el producto del nimero positivo a por el nimero negativo —n, es el nimero
negativo —(a.n)».

3. Sia =—m, b= —n,conm,n € N. entonces

m+a=0yn+b=0

Y, por tanto,
(m+a)b=0, 0m.b+ab=0;

y, como m.b = —(m.n) por el caso anterior, obtenemos
—(m.n)+ab=0, 0o (ab)+(—(mn))=0

pero, por definicion m.n + (—(m.n)) = 0, luego,
m.n+ (—=(m.n)") = a.b + (—(m.n))

lo cual implica (ley de cancelacién),
a.b=m.n

Es decir, «el producto del nimero negativo —m por el nimero negativo —n es el nimero positivo
m.n.
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Vemos asi que el producto de dos nimeros enteros s6lo puede definirse de una manera, que es la
que aprendimos en bachillerato.

Hemos verificado la unicidad de las operaciones, pero ;SER4 POSIBLE DEFINIRLAS? En otras
palabras, ¢si las definimos tal como vimos que habria que definirlas, se tendran las tres propiedades a
que aludimos en la seccion anterior?

La respuesta es afirmativa. Definamosa +b = b+ a y a.b = b.a segun la discusion anterior;
entonces, cualesquiera que sean los enteros a, b y ¢, Se tiene

lL.a+b=b+a
2.a+(b+c)=(a+b)+c
3.a+0=a
4. existea' € Ztalquea+a' =0
5 ab=ba
6. a.(b.c) = (a.b).c

7. al=a

8. Sia.b=a.cya#0,entoncesb =c
9. a.(b+c)=ab+a.c

No probaremos todas estas propiedades, cosa un poco tediosa (por los diferentes casos a conside-
rar). Las propiedades (1) y (5) se tienen por definicidn; las demés las dejaremos como ejercicios.

2.8.1 Valor absoluto

Si a es un entero, uno de los nimeros a y —a es natural; lo llamaremos valor absoluto de a y lo
denotaremos por |a|. asi,

1Bl =3; 0] =0; | =5[=5;

a Siaesno-negativo
lel=1-al=1 _s siqesnegat
gativo

2.8.2 Orden

Entre los enteros se puede definir una relacién de orden < asi:
«a < bsib+ (—a) = b — aes no-negativo»
Esta relacion tiene propiedades anélogas a las que tiene entre los niUmeros naturales; no las estu-

diaremos en este momento, sino que lo haremos en el capitulo siguiente al estudiar el orden entre los
nameros racionales.

2.9 Ejercicios

1. Sean a,b € Z. ;De qué otra manera puede escribirse —(a + b)? Explique su respuesta.

2. Elimine los paréntesis en las expresiones siguientes:

@ 3—(4—(3-5)+(4-3) ) a— (3b+3(—a)(4b —5))
(b) a—(3a—(—2a+0b)+ (b—a)) (d) (a+b)(a —ab+b?)

3. Demuestre las propiedades (2) a (9) de la pagina 27.
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10.

11.

Resuelva en Z el sistema de ecuaciones

r+y =24
r—y =38°

Hallar todas las soluciones enteras z, y, z tal que |z| < 7, |y| < Ty |z| < 7 para el sistema de
ecuaciones

r+y+z =0
z+2y+3z =10

Halle el valor absoluto de los nimeros:
-3, =4, —0, 8, —a, a’, a®, a"

Escriba en forma desarrollada
1 1

D —4p) 5 D> (P2 —4p)

p=-—2 k=-2
Demuestre que para todo entero > —2 se tiene
(2.4) 2a®> +3a> +a+6>0

Sug.: se demuestra que la propiedad se cumple para —2 y que si se cumple para b también se
cumple para b + 1; de esos dos hechos se deduce que (2.4) es cierta para a > —2. (Es valido este
razonamiento? ;Por qué?

Enuncie alguna propiedad parecida al principio de induccion para los niGmeros enteros.
Demuestre que cualesquiera que sean los enteros z, y, se tiene
|z -yl = |a] - [yl
Halle todos los nimeros enteros z para los cuales:
@) |z| =38 (d) |z|+ 3 = 2[z|

(b) | —2z| = -2z
© |z—1/=3 ©) |z +3 = |2z]



Apéendice del capitulo (lecturas
sugeridas)

2.10 Teorema Fundamental de la Aritmética

Definicion: Dados n,d € Z, diremos que d es un divisor den o quen
es un multiplo de d (y escribiremos d|n), si existe c € Z tal quen = c.d.

Definicion: Un enteron > 1, es primo si los tnicos divisores positi-
vos den son1yn. Sin > 1 no es primo, entonces se dice que n es
compuesto.

Teorema 1l Sin > 1 esun entero entonces n es primo o n es un producto de primos.

Prueba: Usaremos induccion sobre n.
e Sin = 2 el teorema es cierto pues 2 es primo.

e (Hipotesis inductiva) Supongamos que sil < n < k-+ 1 entonces n es primo o n es un producto
de primos. (Ndtese la diferencia en la hipdtesis respecto a lo dicho en la seccion de induccion).

e Sean =k + 1. Sik+ 1 no es primo, existen enteroscyd conn = cdyl < ¢,d < k+ 1. Por
hipdtesis inductiva, comoc > 1y d > 1 son enteros menores que k + 1, cada uno es primo o es
producto de primos, por lo tanto k + 1 es un producto de primos.

O

Teorema 2 Siay b son enteros entonces admiten un divisor comun d de la forma:
d = azx + by

donde x e y son enteros. Ademas, cada divisor comun de a y b divide a d.

Observacion: El divisor d del teorema anterior puede encontrarse en N y se llamara
el maximo comun divisor dea y b.
Prueba:
1. Supongamosa > 0y b > 0. Usaremos induccién sobren = a + b.
e Sin =0 entoncesa = b =0y podemostomard =0 conz =y = 0.

e (Hipdtesis inductiva) Supongamos que sin = a+bcon0 < n < k+ 1 entoncesa y b
admiten un divisor comtn d de la forma:

d=ax + by
donde x e y son enteros. Ademas, cada divisor comun de a y b divide ad.
e Probemos paran = k + 1, es decir,a + b = k + 1. (Por simetria podemos suponera > b)
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- Sib=0entoncesd =a,xr=1yy=0.
- Sib > 1, entonces (a — b) + b = (a+b) — b < k + 1. Por hip6tesis inductiva, a — b y b
admiten un divisor comtn d de la forma:
d=(a—b)x+by
donde x e y son enteros. Este entero d divide también a (a — b) + b = a, luego d es
un divisor comtin dea y b cond = az + (y — z)b. Ademas, si un entero es un divisor
comun de a y de b, también divide a ax + (y — z)b = d.

2. Sia, b 0 ambos son negativos, basta aplicar el razonamiento anterior a |a| y |b|.

Definicion: Diremos que d > 0 es el el mdximo comun divisor dea yb,
sid divide a a, divide ab y, ademas, cada divisor comun de a y b divide
ad.

Denotaremos por (a,b) al maximo comudn divisor no negativo de a y de b. El Teorema (2 en la
pagina 29 ) indica que si d = (a, b), entonces

d = az + by
con z e y enteros.

Teorema 3 (Lema de Euclides) Si alb.cy (a,b) = 1 entonces alc.

Prueba: Como (a,b) = 1, podemos escribir
1 =ax + by.
Multiplicando ambos miembros de esta igualdad por c, obtemos:
¢ = acz + bey.

Pero alacx y, por hipdtesis, albcy, entonces a|c. d
Teorema 4 Sipes un nimero primo y p|a.b entonces pla 0 p|b.

Prueba: Supongamos que p|a.b y que p no divide a a. Sea (a,p) = d, entonces d|p y, por lo tanto,
d =1 o0d = p. Tenemos que d|a y que p no divide a a entonces d # p y, por lo tanto, d = 1. Por el Lema
de Euclides, como pla.b y (a,p) = 1 entonces p|b. d

Daremos a continuacién una generalizacion del Teorema anterior.
Teorema5 Sipes un ndmero primoy plai.az...an entonces existe 7, 1 < i < m, tal que p|a;.
La prueba de este resultado (por induccion sobre el nimero m de factores) se deja al lector.

Teorema 6 (Teorema Fundamental de la Aritmética) Todo entero n > 1 se puede expresar como producto
de factores primos. Si se prescinde del orden de los factores, la representacion es dnica.

Prueba: EIl Teorema (1 en la pagina 29 ) dice que todo enteron > 1 se puede expresar como pro-
ducto de factores primos. Falta probar que si se prescinde del orden de los factores, la representacion
es Unica. Para esto, usaremos induccion sobre n.

e Sin = 2 el teorema es cierto pues 2 es primo.

e (Hipotesis inductiva) Supongamos que si1 < n < k + 1 entonces n tiene una representacion
Unica como producto de primos (si se prescinde del orden de los factores).



2.11 El Algoritmo de Euclides.

31

e Sean=k+ 1. Sik + 1 es primo, no hay nada que demostrar. Supongamos entonces que k + 1
es compuesto y que admite dos descomposiciones en factores primos:

k+4+1=pip2...ps = qi1q2...q:.

Probaremos que s = t y que cada p es igual a algtin q. Como p1|qi1q...q:, entonces p: divide por
lo menos a uno de los factores. Cambiando los indices de las q, si es necesario, podemos suponer
que pi|qi. Como p1,q:1 son primos, esto implica que p1 = qi1. Por lo tanto:

k+1
= p2...Ps = (q2...q¢.
D1

k+1

D1

Como k + 1 es compuesto, 1 <

< k + 1; luego, por Hipodtesis inductiva, las dos descom-

posiciones de son iguales, si se prescinde del orden. Esto termina la demostracion.

D1

2.11 EIl Algoritmo de Euclides.

Teorema 7 (Algoritmo de Euclides o Algoritmo de la Division) Para todo par de enterosa 'y b con b > 0,
existen enteros ¢ y r tales que:

a=bg+r; 0<r<hb.

Prueba: Sea
S ={a—bx | zesenteroya— bx > 0}.

Veamos que el conjunto S es no vacio.

e Sia > 0 entonces al sustituir = —a en la expresion a — bz obtenemos quea—bxr = a—b.(—a) =
a + ab > 0. Por lo tanto, six = —a entonces a — bx € S, es decir, S es no vacio.

e Sia < 0 entonces al sustituir x = a en la expresion a — bz obtenemos que a — bz = a — b.a =
a—ba=a(l—b)>0,puesa <0y1l—b<0.Porlotanto, six = a entoncesa — bx € S, es decir,
S es no vacio.

Como S es un conjunto de enteros no negativos entonces S tiene un elemento minimo. Sea r el menor
entero contenido en S. Como r estd en S existe un entero x = q tal quer = a — bx = a — bq. ESs decir,
a = bq + r. Falta probar que 0 < r < b. Como r esta en S sabemos que r > 0. Supongamos, por
absurdo, quer > b entoncesa —b(q+1) =a—bg—b=r—>b >0, esdecira —b(q+ 1) € S. Pero,
a—b(qg+ 1) =r —b < r,esdecir, r no es el menor entero contenido en S. Esto es una contradiccion,
porlo tanto 0 < r < b. |
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Capitulo 3

Los numeros racionales y los
numeros reales

3.1 Los numeros racionales

Hasta ahora hemos trabajado con los nimeros naturales N y los nimeros enteros Z. En esta seccién
nos proponemos dar una descripcion de lo que se entiende por nimero racional.

Como es sabido, la ecuacion mxz = n,m # 0, con m y n ndmeros enteros (coprimos) dados,
no siempre posee una solucién z en los enteros. Consideremos, por ejemplo, la ecuacién muy sencilla
2z = 1. Nace entonces la necesidad de construir otro conjunto de nimeros, que contenga a los nimeros
enteros y donde cualquiera de las ecuaciones de la forma max = n,m # 0, con m y n enteros, tenga
siempre solucién.

Consideremos para tal fin el conjunto P de los «pares ordenados» de nimeros enteros

P ={(n,m):n,meZ,m+#0}.

Diremos que un par (n,m) € P es irreducible si y solo si n y m son coprimos, es decir, no po-
seen divisores comunes. Diremos que dos pares (n1,m1), (n2, m2) son equivalentes, y escribiremos
(n1,m1) = (n2, ma2), siy solosini - ma = my - na. Por ejemplo, (1, 2) es irreducibley (1,2) = (2,4).
La relacion = es reflexiva, simétrica y transitiva, en el sentido que precisamos a continuacion:
(i) Reflexividad: (n,m) = (n,m), para todo par (n,m) € P ;
(ii) Simetria: (n1,m1) = (n2, m2) siysélosi (n2, ms2) = (n1, m1), paracualesquiera (ni, m1), (n2, m2) €
P,
(iii) Transitividad:
Si (n1,m1) = (n2,m2) Y (n2, m2) = (n3, ms) entonces (n1, m1) = (ns, m3), entendiéndose que
(nl, ml), (nz,’lm), (ng,mg) eP.

Un ndmero racional, que indicaremos por § donde p, g son nimeros enteros y ¢ # 0, es el conjunto
p —
3.1) g~ (m) eP:(nm)=(pa)}-

Obtenemos que

P~ Pl siysolosi(p,q) = (p1,q1),
q q1

es decir, los conjuntos 2, L son iguales si y s6lo si los pares (p, ), (p1,q1) € P son equivalentes. Esto se
debe al hecho que = es una relacidn reflexiva, simétrica y transitiva. Es asi como podemos definir sin

ambigiiedad el nimero racional § como el conjunto 3.1.



Los numeros racionales y los nameros reales

Si g es un numero racional, llamamos numerador al entero p y llamamos denominador al entero
q # 0. Esta claro que el numerador y el denominador dependen del par ordenado que se use para
representar al nimero racional.

Es natural elegir como notacién para un namero racional g aquel elemento del conjunto 3.1en la
pagina 33 para el cual los enteros de la fraccion (el numerador y el denominador) son coprimos y el
denominador es positivo. Por ejemplo,

2 =1{(1,2),(-1,-2), (2,4), (=2,-4),(3,6), -} ¥

1 -1

-y T 5 = {(_17 2)7 (17 _2)7 (_274)7 (27 _4)7 (_37 6)7 (37 _6)7 o } .

2 2

El conjunto formado por todos los nimeros racionales lo indicaremos por el simbolo Q.

Notemos que el conjunto de los enteros Z esta contenido en Q (Z C Q) puesto que todo nimero

entero n serd identificado con el conjunto

n

T = {(na 1)7 (2TL, 2)7 (—211, _2)7 (3n7 3)7 (—311, _3)7 o }
Las operaciones de suma y producto de nimeros enteros se extienden de modo natural a los racio-

nales: para realizar la suma o el producto de dos nimeros racionales ¢ y <, tomamos cualquier fraccion

representante de los nameros racionales a ser sumados o multiplicados, por ejemplo, las fracciones ¥

y %, respectivamente, aplicamos las reglas

y consideramos como resultados aquellos nimeros racionales que estas fracciones resultantes repre-
sentan. Estas reglas son las definiciones para las operaciones de suma y producto en Q. Puede de-
mostrarse (hagalo) que no dependen de la fraccién (o par ordenado) que se tome para representar los
numeros racionales. Las definiciones pueden justificarse desde un punto de vista geométrico al expre-
sar las fracciones con un comun denominador para sumar cantidades escritas en las mismas unidades.

Observacion: Con las definiciones anteriores, cualquier ecuacion de la forma mxz =
n,m # 0, con m y n enteros, tiene como solucion el nimero racional .

Estas operaciones son cerradas en Q, es decir, la sumay el producto de dos nimeros racionales son
nuevamente nimeros racionales.

En Z esta dado un orden, a saber, si n, m € Z,n < m significa que m — n > 0. Podemos definir un
orden en Q a partir del orden en Z de la manera siguiente: decimos que un nimero racional r = § es
positivo, y escribimos r > 0, si y solo si se satisface una de las siguientes propiedades para los enteros
»,q

(i) p,q son ambos positivos,i.e.,p >0y q >0
(i) —p, —q son ambos positivos, i.e., —p >0y —q > 0.

Dados dos nimeros racionales r y s, decimos que r es menor que s, y escribimos r < s, si y sélo si
s—r>0.
Observe entonces que, al calcular r — s, conr = ¢y s = 7, tenemos que

r < ssiysolosiabd® < cdb”.( jVerifiquelo! )

Si asumimos sin embargo que b, d > 0 entonces r < s si y s6lo si ad < cb.
Por otra parte, decimos que r < ssiy sllosir < s 0r = s. La relacion < es una relacion de orden.
A continuacion presentamos algunas propiedades necesarias para operar con esta relacion.

3.1.1 Propiedades de las desigualdades
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(i) sir<syteQ entoncesr+t< s+t (iv) si0 <r < s entonces + < 1;
(i) sir <syt<wu,entoncesr +t < s+ u; (v) sir <syt<0,entoncesr.t > s.t
(iii) sir < syt > 0, entonces r.t < s.t; (r > s significaque s < r).

3.1.2 El valor absoluto

A partir de la nocion de orden en Q definimos el valor absoluto de un nimero racional r, que denotamos
por |r|, como

T sir>0
Irl= —r sir<0

Esclaro que |r| = 0 siy s6losir = 0;ademas, |r| > 0y |r| = | — r|, paratodor € Q.
También:

(i) sir > 0, entonces |s|] < r siys6losi (i) —|r| <r<|r|;
TSssT (V) |r-s| =1r|-|sl;

(i) sir > 0, entonces |s| > rsiyso6losis >ro W) |r+s| <|rl+]s|
s< —r; (desigualdad triangular).

3.2 Los numeros reales

En esta seccion introduciremos otro conjunto de niimeros, llamado conjunto de los ndmeros reales que
denotaremos con el simbolo R. El conjunto R contiene a los nimero racionales Q. Llamaremos T al
complemento de Q en R, I = R\ Q el cual ser& un conjunto «grande» respecto Q (cuando se comparan
apropiadamente) y sera llamado el conjunto de los nimeros «irracionales».

Los numero reales surgen del deseo de representar «cantidades» que no tienen representacion ade-
cuada dentro de Q. Como veremos, hay ecuaciones que no admiten soluciones en Q asi como hay
objetos geométricos simples que no se pueden medir exactamente usando sélo fracciones.

Empecemos, examinanado la ecuacién cuadratica,

z? = 2.
Esta simple ecuacién no posee soluciones en los nimeros racionales. La demostracion de esta afirma-
cion no es dificil de obtener y la damos a continuacion.
Prueba: La demostracion que proponemos es por reduccién al absurdo. Queremos probar que la

ecuacion x> = 2 no tiene solucién en los niimeros racionales. Suponemos, por el contrario, que si tiene
solucién racional y ello nos conducira a un resultado absurdo o contradictorio.

2
Sea pues g un namero racional tal que (5) = 2. Podemos elegirp y q coprimos de manera que g
sea fraccion irreducible. Aplicando las reglas para operar en Q, tenemos que

2
(12) =2 siysélosip® = 2¢°.
q

Esto indica que 2 divide a p>. Luego, por ser 2 un ndmero primo, se tiene que 2 divide a p. Es decir,
p = 2n, para algtin entero n. Entonces la ecuacion p® = 2¢* toma la forma 4n® = 2¢*, de donde resulta
q° = 2n?. Esto dice que 2 divide a q® y, por un razonamiento similar al ya aplicado a p, se obtiene que
2 divide a q. En consecuencia, 2 es divisor comun de p y q, lo cual contradice que p y q sean coprimos.

d

Observacion: La idea en la prueba anterior y el teorema de factorizacién unica de los
naturales (como producto de nimeros primos) permiten comprobar que la raiz cuadrada
de un numero natural o es un nimero natural o no existe entre los racionales.

Por otro lado la solucion de la ecuacion z* = 2 se realiza geométricamente, por el Teorema de
Pitagoras, como la longitud de la diagonal del cuadrado de lado igual a 1 (figura 3.1 en la pagina 36 ).
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\E]

La diagonal del cuadrado de lado igual a 1
Figura 3.1

3.2.1 Lalideaes «aproximar» los irracionales con racionales

Consideremos los nimeros racionales r; = % y s1 = 3. Tenemos que la solucién z de la ecuacion

5 o 10"
x® = 2 verifica

r<xr<s uesto que §2<2< E2
! 1 puestoque { 75 1)

Observamos que la diferencia entre las aproximaciones racionales r1 y s; es

1 14 1
> =0,1

0 10 10

Es decir, al aproximar x por % 0 por % se comete un error de a lo sumo un décimo.

Como segunda aproximacién de x podemos tomar r, = % Y sy = }3—3 En este caso el error
cometido es a lo mas 1&.

Asi sucesivamente, podemos seguir tomando aproximaciones racionales r,, y s, para x de manera

que
T < T < Sp,

con r,, creciendo, s, decreciendo y tal que las diferencias s,, — r, se van haciendo cada vez mas peque-
fas.

Esta idea de elegir r,, y s, cada vez mas cercanos entre si a medida que n crece y, por tanto, mas
cercanos al valor de x a medida que n crece, no es otra que la idea intuitiva de sucesion (convergente).
Usted puede leer algo de este tema en la seccion 3.4 en la pagina 41 .

Los nimeros irracionales se «conocian» desde la antigiiedad, pero una construccion formal de los
numeros reales no se conocio sino hasta el siglo diecinueve.

3.3 Axiomas de los Numeros Reales
(Propiedades Basicas)

En este curso de célculo no presentaremos una construcciéon de los nimeros reales sino que, hablaremos
de un conjunto de axiomas que caracterizan completamente a R.

El sistema de los nimeros reales R es un conjunto con dos operaciones bésicas, adicion (+) y
multiplicacion (.), y una relacion de orden «menor que» (<), que satisfacen los axiomas presentados
en esta seccion.

Axiomas relacionados con la suma
e Axioma Sl. siz,y € Rentonces x + y € R. (Cerradura de la suma)
e Axioma S2. Si z,y € Rentonces x + y = y + z. (Ley Conmutativa de la suma)
e Axioma S3.Siz,y,z € Rentonces (z +y) + z = = + (y + z). (Ley Asociativa de la suma)
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e Axioma S4. Existe un Unico elemento, que denotaremos por 0, tal que paratodoz € R, z+0 = z.
(Elemento neutro Unico para la suma)

e Axioma S5. Para cada z € R existe un elemento, que denotaremos por —z, tal que z + (—z) = 0.
(Existencia y unicidad del opuesto para la suma)

Axioma relacionandos el producto

e Axioma PLl.siz,y € Rentonces x y € R. (Cerradura del producto)
e Axioma P2. Si z,y € R entonces xy = yz. (Ley Conmutativa del producto)
e Axioma P3. Si z,y, z € R entonces (zy)z = z(yz). (Ley Asociativa del producto)

e Axioma P4. Existe un unico elemento, que denotaremos por 1, tal que 1 # 0 y paratodo z € R,
z1 = z. (Elemento neutro Unico para el producto)

e Axioma P5. Paracada z € R, z # 0, existe un Unico elemento, que denotaremos por z 1 tal que
zz~! = 1. (Existencia y unicidad del opuesto para el producto)

Axioma relacionando el producto y la suma
e AxiomaD. Si z,y, z € R entonces z(y + z) + z = zy + zz. (Ley Distributiva del producto en la
suma)
Propiedades de la Relacion de Orden <

e Axioma OLl. Si z,y € R entonces se verifica una y solo una de las siguientes relaciones: z < y o
y <z ox =y. (Ley de tricotomia)

e Axioma O2.Siz,y € R,z < yey < zentonces z < z. (Ley Transitividad)
e Axioma O3.Siz,y,z € Ry z < yentonces z + z < y + z. (Ley de monotonia para la suma)

e AxiomaO4.Siz,y,z € R,z < yy0 < zentonces zz < yz. (Ley de monotonia para el producto)

Axioma de Completitud

e AxiomaC. Si S C Resun conjunto no vacio acotado superiormente entonces existe un elemento
s € Rtalque s =sup S.

Este Ultimo axioma requiere algunas definiciones que ahora presentamos:

3.3.1 Supremo e Infimo de un Conjunto

Definicion: Sea S un conjunto de nimeros reales. Si existe un namero
real M tal que x < M para todo x € S, diremos que M es una cota
superior de S y que S esta acotado superiormente.

Definicion: Sea S un conjunto de niimeros reales. Si existe un nimero
real m tal que m < xz para todo x € S, diremos que m es una cota
inferior de S y que S est4 acotado inferiormente.

Ejemplos
1 —%, 0, 2 y 3 son cotas inferiores del conjunto S = {3, 5, 7}.

2. 7,10y /101 son cotas superiores del conjunto S ={z € R : 2 <z < T}.
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Definicion: Sea S un conjunto de nimeros reales acotado superiormen-
te. Un namero real s es el supremo de S (s = sup S) si verifica las dos
propiedades siguientes:

e s es una cota superiorde S.

e SiM € Ry M es una cota superior de S entonces s < M.

Definicion: Sea S un conjunto de nameros reales acotado inferiormen-
te. Un ndmero real i es el infimo de S (i = inf S) si verifica las dos
propiedades siguientes:

e i esuna cota inferior de S.

e Sim € R ym esuna cota inferior de S entonces m < i.

Ejemplos
1. Lacota inferior 3 es el infimo del conjunto S = {3, 5, 7}.
2. Lacota superior 7 es el supremodel conjunto S={z € R : 2 <z < 7}.

3.3.2 Intervalosen R

En el Calculo y el Andlisis, los conjuntos mas frecuentemente usados son los intervalos de niumeros
reales.

Dados dos nimeros reales a y b tales que a < b, se pueden definir cuatro intervalos con extremos
a 'y b de la siguiente manera:

(a,b) = {r€R: a<z<b}
[a,] = {re€R: a<z<b}
[a,b) = {z€eR: a<z<b}
(a,0) = {z€eR: a<z<b}

El primero se llama intervalo abierto de extremos a y b y el segundo intervalo cerrado de extremos
a y b. Los ultimos dos tipos de intervalos no son ni abiertos ni cerrados. Si a = b entonces (a,a) =
[a7 a) = (a, a] = 0, pero [a7 a] = {a}

Otro tipo de intervalos son los intervalos no acotados que definiremos a continuacién:

(a,00) = {reR: a<uz}
[a,00) = {z€R: a<z}
(-o0,b) = {z€eR: z<b}
(—o0,b] = {r€eR: z<b}
(—o00,00) = R

Observacion: Puede probarse que los intervalos (antes descritos) son los tinicos sub-
conjuntos I deR que satisfacen la siguiente propiedad:
Siz,z€ Iysiy e Rsatisfacex < y < z entoncesy € 1.

3.3.3 El Valor Absoluto

Decimos que un nimero real x es positivo si 0 < x es decir si z > 0. Si z < 0 decimos que z es negativo.
Observe (pruebe) que —z es positivo si z < 0.
Definimos

r Siz>0

valor absoluto de z, |z| = { v siz<0

entendiéndose que z > 0 significaquez > 00z = 0.
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3.4 Ejercicios

1. Sean a, b, cy d son nimeros reales arbitrarios. Usando los axiomas (del sistema de los nimeros
reales), demostrar que

@ —(-a)=a. (f) Sia > 0, entonces R
(b) Siab=acya #0,entoncesb = c. @
(c) Sia=byc=d,entoncesa+c=">+d.
(d) (a—b)+b=a. b > 0).

(e) Sia+b=centoncesb = (—a) +c. (h) Sia>0,b>0ya < b entoncesa® < b’

. 1 1
(g9) Sia < b, entonces . > 3 (Paraa >0y

2. Dados los siguientes conjuntos hallar, si existen, madximos minimos, supremos e infimos:

A={z|z<lyz>3} B={zr|z<2yz>-1}
C={z|lz<lyz>2} D={z| -5<z<5}
S={z|z=1-% paran=1,2,..}

3. Hallar la fraccion correspondiente a los siguientes niimeros racionales:

(a) = =0,497497 ... (b) = = 2315,9603547547547547 . ..

4. Hallar un namero racional y un niimero irracional que esté entre los nimeros:
x =0,13597896 y y = 0, 13597897

5. Hallar dos nimeros irracionales cuya suma sea un namero racional.

6. Hallar la cota superior minima y la cota inferior maxima (si existen) de los siguientes conjun-
tos. Decidir también qué conjuntos tienen maximo y minimo (es decir, decidir cuando la cota
superior minimay la cota inferior maxima pertenecen al conjunto).

@ {51 neN\{0}}. © {z| z<0yz?+2—1<0}
® {5 nezZyn#0}. ® {L+ (D" | neN\{0}}.
@© {z] 22 +2+1>0} (@ {z| z=00=z=1 paraalginn € N\ {0}}

d) {z] 2> +x—-1<0}. (h) {z|0 < 2 < v2yzesracional }.
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Apéndice de los numeros reales

3.5 Suceciones de Cauchy

Definicion: Una sucesion de numeros racionales es una funcion del
conjunto N de los nimeros naturales al conjunto Q de los nimeros ra-
cionales.

Una sucesién de nimeros racionales es, por tanto, una funcion
r:N—Q

En lugar de escribir r(n), se suele escribir r,, para indicar el valor de la sucesion en n y, en lugar de
r : N — Q se suele escribir {r,, } para indicar la sucesion misma.

Definicion:  Una sucesion {r,} de numeros racionales se dice de
Cauchy si y sdlo si las diferencias r,, — r.,, paran #* m, estan tan cerca
de 0 como se desee a partir de cierto natural N en adelante.

En términos mas precisos, {r.} es una sucesion de Cauchy si y so6lo si dada cualquier cantidad
positiva e, por pequefia que sea, existe un nimero natural N suficientemente grande como para que
sea

|rn —rm| < €, paratodon,m > N.

El nlmero e > 0 estaen Q.

Resulta que las sucesiones {r,. } y {s» } antes indicadas para aproximar la solucién no racional = de
la ecuacion z? = 2 son ambas sucesiones de Cauchy.

Parece, por tanto, que existen «objetos no racionales» que estan asociados a aproximaciones me-
diante sucesiones de Cauchy de numeros racionales.

Definicion: Al conjunto de elementos que se obtienen por aproximacio-
nes mediante sucesiones de Cauchy de ntimeros racionales se le llama
conjunto de los niimeros reales. Al conjunto de los nimeros reales se le
indica porR.

Dos sucesiones de Cauchy de nameros racionales que aproximan el mismo nimero real se consi-
deran equivalentes y, en este sentido, el nimero real queda definido sin ambigiiedad, por cuanto no
depende de la sucesion de Cauchy de nameros racionales que lo aproxime.

El conjunto Q de los nimeros racionales esti contenido en el conjunto R de los nimeros reales
(@ C R), puesto que todo racional » puede ser aproximado por la sucesion de nUmeros racionales
{r»} dada por r, = r, para todo n (la sucesion identicamente igual a r). Por otra parte, los elementos
de R que no estan en Q se llaman nameros irracionales. La solucién z de la ecuacion z> = 2 es un
ndmero irracional: el nimero /2.
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3.6 Representacion geométrica

Es conveniente representar los nimeros reales como puntos de una recta. Para ello dibujamos una
recta (horizontal) y sobre ella marcamos un punto. Este punto distinguido corresponde al nimero 0 y
lo indicamos con el nimero 0. Nos remitimos a la figura 3.2 en la pagina 42 .

El origen 0
Figura 3.2

Seguidamente establecemos la unidad de medida, es decir, un segmento cuya longitud es igual a 1.
Trasladamos el segmento sobre la recta de manera que su extremo izquierdo coincida con el 0. El otro
extremo pasa a representar el nimero 1, como en la figura 3.3 .

La unidad 1
Figura 3.3

Trasladando el segmento a la izquierda del 0 y a la derecha del 1 vamos obteniendo puntos sobre la
recta que representan los nimeros enteros: 2, 3,4, ---,aladerechade 1,y —1, —2, -3, - - -, alaizquierda
de 0. De esta manera quedan representados sobre la recta todos los niumeros enteros, tal como se

" J7777777

-3-2-101 2 3 4

Trasladados de la unidad
Figura 3.4

Los numeros racionales se representan como fracciones de segmentos unitarios. Por ejemplo, el nu-
mero % corresponde al punto que divide el segmento unidad de 0 a 1 en dos partes iguales; al nimero
% lo representamos dividiendo el segmento unidad de 2 a 3 en cuatro partes iguales y tomando como
punto el primer punto a la derecha de 2 entre los puntos usados para realizar las divisiones (que, en
términos de medida, mide 2 + i es decir, %); el nimero —% gueda representado por el segundo punto
alaizquierda de 0 en que dividimos el segmento unidad de 0 a —1 en tres partes iguales (figura 3.5en
la pagina 43).

De esta manera a cada namero racional le corresponde un punto en la recta. Quedan «huecos» en
la recta que corresponden a los nimeros irracionales. Por ejemplo, el nimero /2 queda representado
por el punto que corresponde a trasladar con compas la diagonal del cuadrado de lado igual a 1, tal
como se muestra en la figura 3.6 en la pagina 43 .

De esta manera a todo nimero real le corresponde un punto sobre la recta, y, reciprocamente, a todo
punto en la recta le corresponde un nimero real (ya no quedan «huecos»).

3.6.1 Representaciéon geométricay el valor absoluto

Valiéndonos de la representacion de los nimeros reales como puntos de una recta, podemos extender
el concepto de valor absoluto del conjunto Q al conjunto R. Para ello hacemos lo siguiente: decimos
que un namero real x es positivo y escribimos x > 0 si, en su representacién como punto de la recta
real, resulta que z esta a la derecha de 0; decimos que z es negativo y escribimos z < 0 si z resulta
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-2/3 Las fracciones en Q
Figura 3.5
\2
. * e;\e - ';\ . =T=== *
-3 -2-1: 01 28 3 4
L o1/2 9/
'2/3 El irracional raiz cuadrada de 2

Figura 3.6

representado como un punto a la izquierda de 0. Hecho esto, definimos

| = z sSiz>0
Tl —x siz<0

entendiéndose que z > 0 significaquez > 00z = 0.

Las propiedades del valor absoluto indicadas anteriormente para los nimeros racionales valen
ahora para el conjunto mas grande de los niumeros reales. En la representacion de R como una recta,
es facil ver que |z| corresponde a la longitud del segmento cuyos extremos son 0y z Y, asi mismo, que
|z — y| corresponde a la longitud del segmento cuyos extremos son z y y.

Las operaciones de suma y producto definidas en Q se extienden a R. Asi mismo, la nocion de
orden se extiende a R, lo que hace que el conjunto de los nimeros reales sea un cuerpo ordenado. De
establecer formalmente las operaciones y el orden en R nos ocuparemos més adelante, una vez que
hallamos estudiado en detalle el desarrollo en expansion decimal de los nimeros reales.

3.6.2 Completitud

Aqui nos ocuparemos de resaltar un aspecto importante del conjunto R de los nimeros reales. Pre-
cisamente, que este conjunto R ya no posee las «lagunas» que tenia @, lo que se suele indicar con la
proposicion «R es completo».

La formalizacién de este concepto nos lleva al concepto de limite de una sucesion convergente de
numeros reales.

Definicion:
Una sucesion de nimeros reales es una funcion deN en R.

Para denotar sucesiones y términos de sucesiones usamos la misma notacion ya introducoda para el
caso de sucesiones de nimeros racionales.

La definicién de sucesion de Cauchy de numeros reales es similar a la dada antes para sucesiones
de numeros racionales pero ya no hace falta restringir el nimero ¢ al conjunto Q.
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Definicién: Una sucesion {z,} de niimeros reales se dice convergente
al namero z (el limite de la sucesion), lo cual denotamos por

lim z, =z,
n— oo

si y sélo si las diferencias z,, — x estan tan cerca de 0 como se desee a
partir de cierto nimero natural N en adelante.

Mas precisamente, lim z, = z si y sOlo si dado cualquier nUmero positivo ¢, no importa cuan

n—oo

pequefio, existe un nimero natural NV suficientemente grande como para que sea
|z, —z| < e paratodon > N.
La idea de que R es completo estd dada formalmente por el siguiente resultado.
Teorema 8 (Completitud de R) Toda sucesion de Cauchy de nimeros reales converge a un nimero real.

Otra manera equivalente de enunciar el concepto de completitud conlleva las nociones de conjunto
no vacio de numeros reales acotado superiormente y de supremo de un conjunto. De estas nociones,
entre las mas importantes del andlisis, nos ocuparemos mas adelante.

Como ejemplo de sucesion convergente de nimeros reales analicemos la sucesion {¢" }, las poten-
cias de ¢, para un namero real g tal que 0 < |¢| < 1. Para abordar el ejemplo requerimos el resultado
gue presentamos a continuacion bajo la forma de ejercicio resuelto.

Ejercicio: Pruebe la desigualdad de Bernoulli: Si z > —1y n € Nentonces (1 + z)" >
14 nx.
Solucién: Probemos por induccion. Para n = 1 tenemos que (1 + z)™ > 1 + nz se reduce
a (14 x) > 1+ zlocual es cierto para todo z € R. Ahora, paran = k (< k) suponemos
que (14 2)* > 1+ kx escierto si z > —1. Deseamos verificar si (14 z)**' > 1+ (k+ 1)z
es cierto parax > —1.

Sabemos que:

A+ =0+2)"Q+2)> 1 +kx)(1+2)
=l+4+z+ke+ke®>>1+c+kr=1+ (k+1)z.
Asi concluimos por induccion que la desigualdad es cierta en las condiciones dadas. Notar

que en la primera desigualdad arriba se uso la tesis del ejercicio en el caso n = k 'y el hecho
que 1+ z > 0. También, en la ultima desigualdad de us6 que kz?> > 0.

Supongamos que 0 < ¢ < 1yseap = é Entocesp > 1, de modoquep = 1 + z, con =z > 0.

Aplicando la desigualdad de Bernoulli, se obtiene que qin =p" = (1+=z)" > 1+ nz, de donde resulta

0<qn§1+nx

11
<= -
r n

No es dificil darse cuenta que lim,, o % = 0. De aqui, puesto que z es un numero fijo independiente
de n, se tiene que la sucesion {1 - L} también tiende a 0 cuando n crece a infinito . Por tanto, la sucesion
{¢"}, para 0 < ¢ < 1, queda «atrapada» entre la sucesion {0}, cuyos términos son todos iguales a 0, y
la sucesion {% - %}, cuyo limite es 0, y, por consiguiente, «su limite ha de ser 0».

De manera similar se demuestra que lim, ., ¢ = 0 enel caso que —1 < ¢ < 0.

3.6.3 Series numéricas y la série geométrica

Este tema se vera con mayor énfasis en un curso posterior (para la mayoria de los estudiantes).

Para estudiar las aproximaciones racionales de un namero real el método que usaremos es el de-
sarrollo en expansion decimal de los nimeros reales. Para ello requerimos introducir el concepto de
serie.
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Consideremos una sucesion {a, } de nimeros reales, indexada paran > 0. A partir de ella pode-
mos formar otra sucesion, llamada sucesion de sumas parciales o serie numérica de término general a,
dada por:

S0 =ao, S1 =ag+ai, S2=ap+a1+as, --.

En otras palabras, s,, es de la forma
n
S0 =i,
=0

n
donde el simbolo )" indica que debemos sumar los términos a; de la sucesion desde i = 0y asi
=0
sucesivamente hasta i = n.
Por ejemplo, sia, =a-q", a #0,q # 1,n > 0,entonces

snzza.qi:a+a.q+a.q2+...+a.q”.
=0

n
Definicion: Decimos que la serie Y~ a; tiene suma un nimero real s, y
=0

o0
usamos la notacién s = >, a;, siy solosi lim s, = s. En otras palabras,

oo n
a; = s Siysolosi lim a; = s.
1= 1=

La série geométrica

o0 .
Recordemos la serie geométrica con primer términoa # 0y razébng # 1es: > a - ¢*. Entonces

=0

sn=a(l+q+q’ +--q")ygsn=alg+q" +¢" +---¢"").

Por tanto
1—

(1= q)$n = $n — qsn = a(l — ¢"*") de donde s, = a - 172
Luego, por definicion,

e ; . 1— qn+1
(3.2) ;”q_ﬂ&mﬁfr

Sabemos que si |g| < 1 entonces lim ¢™ = 0. Enesecasoes lim ¢"*' = 0y, por tanto,
n—oo n—oo

Sugca L
i=0 1—gq
Si |q|>1IasumaZa q',a #0,q # 1, no existe.

La formula ( 3. 2 ) se aplica también a sumas que comienzan en niumeros M mayores que 0, puesto
que

M-—1

Za-quZa-ql— a-q'.

i=M =0 =0
Por ejemplo,

> ; 1 1
107 =6 |——— — [1+ — )| =
12:;6 0 6 [1—L (+10)]

<E_£) _2
s 9 10/ 30
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3.7 Representacion Decimal

3.7.1 Representacion Decimal de los Numeros Naturales

Para empezar, veamos que todo nimero natural n se puede expresar de la forma:
N .

(3.3) n=do+di10+d>10> + ... +dy10" = " d;107,
=0

cond; e Ny0<d; <9, paratodoi =0, 1,...,N.
En efecto:

e Si0 <n <9 entonces n = do (con do = n).

e Si10 < n < 10 aplicando el algoritmo de la divisién, n = d1.10 + r1, donde r; es el resto de
dividir n entre 10 y por lo tanto, 0 < r; < 9. Ademas, como n < 102, 0 < d; < 9. Tomando
do = r1, obtenemos que, en este caso, n = dop + d110, con 0 < dp,d1 < 9.

e Si102 < n < 102, aplicando el algoritmo de la division, n = d»10% + ro, donde r; es el resto de
dividir n entre 102 y por lo tanto, 0 < r» < 102. Ademas, como n < 102,0 < d» < 9. Ahora:

- Si0 <ry <9, entonces r, = dp y tomando d; = 0, obtenemos que n = do + d110 + d2102,
con0 < do,dl,dz < 9.

- Si10 < ry < 102, aplicando el algoritmo de la division, r» = d110 + r1, donde r; es el resto
de dividir r» entre 10 y por lo tanto, 0 < r; < 9. Ademas, como r» < 10%,0 < d; < 9.
Tomando do = r1, obtenemos que 72 = dp + d110 Y, por lo tanto, n = do + d110 + d210?,
con( S do,dl,dz S 9.

e Para todo namero natural n, existe N € N tal que 10V < n < 10V *!, podemos aplicar reiterada-
mente el algoritmo de la division para obtener:

N
n=dy+di10 +d».10> + ... + dy10" = Zdiwi,
=0

cond; e Ny(0<d; <9,paratodoi=0,1,...,N.

Esta representacion es llamada representacién decimal (o en base 10) de n. Para abreviar ( 3.3 ) usual-
mente utilizamos la expresion:

n = deN,l . dldo.
Ejemplo: Sin = 7.10% + 0.10" + 3, escribimos n = 703.

Si z esun entero negativocon z = —n, n € Nentonces z = —dnydn-—1 ...didp,dondedndn_1 .. .d1do
es la representacion decimal de n.

3.7.2 Representacion Decimal de los Numeros Racionales

Sea s € Q entonces s = 7*,conm,n € Zy n # 0. Usando el algoritmo de la division, es facil ver que,
ademas, s = ao + g conap € Zy 0 < p < q. Note que esta representacion decimal es diferente a la que
usamos regularmente:

Ejemplos
1. Escribimos 4 + 0,25 en lugar de escribir 4,25.
2. Escribimos —6 + 0,25 en lugar de —5,75.

Pero lo hacemos con el fin de dar, méas adelante, una definicién formal de la relacién de orden en los
numeros reales.
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¢ COmo determinamos la representacion decimal de un numero racional de la forma g cond<p<
q ? El proceso es similar al anterior:

(3.4) Pooy 22—
q
Si dividimos 10p entre q obtenemos que

(3.5) 10p =ai1q+r1

con0<a; <10y r; < q.Sustituyendo (3.5) en ( 3.4 ) obtenemos:

p 1 ry 1
3.6 == —_ 4 ——.
(3.6) 7 0+a110 + 7 10
Ahora
p 1 ry 1 1 10, 1
3.7) PR TP TR T IR TIE

Siry # 0y dividimos 107, entre g obtenemos que
(3.8) 10r1 = az2q + 12
con0 < a» < 10y ry < gq. Sustituyendo (3.8) en (3.7 ) obtenemos:

1 1 1
§=0+a1—+a2—+r—2—

(39) 10 102 7 ¢ 102

Si r2 # 0 al multiplicar y dividir por 10 el Gltimo sumando del miembro izquierdo de la ecuacion (3.9
), obtenemos:
1 102 1

p 1
3.10 Z=0+a1— +ax— + —.
( ) q 0+ a1 10 a2 102 q 103

Si dividimos 10r» entre g obtenemos que
(3.11) 1072 = azq +r3

con0 < az < 10y rs < ¢q. Sustituyendo (3.11 ) en ( 3.10 ) obtenemos:
p 1 1
3.12 == — — e
@12) 1 =0Faggtaagg daage + 2o
Podemos repetir este proceso y obtener una sucesion de restos r1, ro, rs, . . . todos positivos y menores
que el divisor ¢ hasta que ocurra una de las siguientes posibilidades:

e El proceso se detiene pues existe un nimero natural N tal que rxy4+1 = 0y por lo tanto

P 0bars tart . fan—
a_ "0 T 102 T TN 0N

donde 0 < a; < 9paratodoi=1,...,N.

e El proceso continua hasta que uno de los restos de las g primeras divisiones se repite y a partir
de ahi el proceso es periddico, es decir:

p_ 1t
q—0+a110+a2102 + ...
1 1 )
+arm+ar+1w+...+ar+tw

~ ~

1
tarii s +

10r+t+1 ...aTthw-’-...
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Entoncessis € Qy

1 1 1
S:a0+alﬁ+a2ﬁ+“'+al\[10—N’

donde ao es nimero enteroen base 10y 0 < a; <9 paratodoi = 1,..., N, escribiremos:
s=aop+0,aiaz2...an.
para abreviar la expresion. Dicha expresion recibe el nombre de representacion decimal finita de s.
Ejemplo:

1 1
126 + 7. + 5. — =
6+7.55 + 5753

Todo nimero que admite representacion decimal finita es un nimero racional. En efecto,

126 + 0,75.

Fars tar—s 4. an e = a0 +0 an = ag + 22N
aop a110 a2102 aNlON_aO ,aA1a2...AN = Qo 10N

Si un namero racional no admite una representacion decimal finita entonces:

1 1
s=apt+ar— t+ax—+...

10 102
) -~ - — ~
+arW +ar+1W +. ~~ar+tw +ar+1w +. ~~ar+tw +...
donde ap es nimero entero en base 10y 0 < a; < 9 paratodoi = 1,2,.... En este caso escribiremos:

A A A

- ~~ ~~ ~
ao+0,a1a2...0r Qrg1 .. Qrgt Qrgl e v Qo Qg v v Gyt - - -

y diremos que s admite una representacion decimal infinita periddica, es decir, un representacion de-
cimal infinita tal que a partir de cierta posicién un bloque de cifras (periodo) comienza a repetirse. Asi
mismo, si s es un nimero tal que admite una representacion decimal infinita periddica, entonces s es
un numero racional. El procedimiento que demuestra esta Gltima afirmacion se ilustra en el siguiente

ejemplo.
. . AN
Ejemplo: Sir = 45,1563 235 235 235 ... entonces:
1 AN
10°r = 451.563, 235 235 235 ...
4 AN
10" = 451.563 4+ 0, 235 235 235 ...
235 235 235
10'r = 451 =
0'r 556:>,+[103+106+109 ]
. 235 1 1
0% = 451563 + 7oz | 1+ 73 + (353) - |
y la parte que esta entre los corchetes es una serie geomeétrica cuya suma es:
10
— = .
1— - 108 -1
Por lo tanto:
235 10°
10 = 451 =2
0'r 5563+103[103_1]
4 _ 235
10%r = 451563 + [ 05— 1]
235
10'r = 451 =
0'r 51.563 + o5,
de donde:

. 451.563 + 235  451.111.672
o104 999.10* ~  9.990.000
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. AN~
Observequesi:r=0, 9 9 9 ...entonces:

9 9 9 9 1 1

2 2 =2 =4 (—)...
" 10 1ot T 10 R RS TRASTEL :
de donde:
9 10
=22
"T 1009

En general, todo nimero racional que admite una representacion decimal infinita periédica con perio-
do 9, o bien es un nimero entero, o bien admite también una representacion decimal finita.

3.7.3 Representacién Decimal de los NUmeros Reales

Ahora, sea r un nimero de la forma

=1
aop + Z (el
| 10

donde aq es un nimero enteroy 0 < a; < 9 para todo : > 1. Entonces r se expresa de la siguiente
forma:

r=ao+0,aias...

Dicha expresion recibe el nombre de representacion decimal infinita de r.

Los nimeros que admiten una representacion decimal infinita no periddica son los nimeros irra-
cionales.

Sea:

> 1
m:;ail—oi; (r=ao+z)

donde ao es un entero no negativoy 0 < a; < 9 para todo ¢ > 1, un nimero real. Llamemos

1

1 1
Snzal—+a2ﬁ+...+anm

10

Note que paran > 1:
Sp<x <SS —i—i
"= "o

En efecto, como s,, es una suma parcial de la serie:

G |
a; —
; 101

es claro que s, < z. Ahora:

> 1 1
r = Sp+ Z ail—oiZSn+an+1m—+l+an+210n—+2+an+3m—+3+....
i=n+1
Como0 < a; <9paratodoi > 1,
1 1 1 1 1 1

Pero

14+ 4+
10t 102 7
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€s una serie geométrica cuya suma es:

1 10 10

- " 10-1" 9

Por lo tanto:
r < s +9# 10 =s -i-i 1
1 L T T S 1 L [
< s +L
T

Lo que hemos demostrado es equivalente a:

ST

donde s, es un namero racional (pues tiene representacion decimal finita). Es decir, todo namero real
se puede «aproximar» por una sucesion s,, de nimeros racionales.

3.7.4 Relacion de Orden

Al conjunto de los nimeros reales de la forma:
(3.13) 0,a1az2a3..., 0<a;<9 paratodoi>1,

lo llamaremos intervalo de extremos 0 y 1 y lo denotaremos por [0, 1). Supondremos que ( 3.13) no es
una expresién decimal infinita periddica de periodo 9, para evitar que dos numeros racionales tengan
dos representaciones distintas.

Anéalogamente, si n es un nimero entero, al conjunto de todos los nimeros reales de la forma:

(3.14) n+ >y a%
i=1

con 0 < a; <9 paratodo: > 1, lo llamaremos intervalo de extremos n y n + 1 y lo denotaremos por
[n,n + 1). Como antes, supondremos que ( 3.14 ) no es una expresion decimal infinita periddica de
periodo 9, para evitar que dos numeros racionales tengan dos representaciones distintas. Es claro que
R es la unién de todos los intervalos [n,n + 1).

Ejemplos
1 L2=3+0,75€3,4).
2. =5 =_6+0,666....€[-6, —5).
Siz e Ryz € [n,n + 1), diremos que la parte entera de = es n.

En R podemos definir una relacién de orden (que extiende la relacién de orden definida en Q) de
la siguiente manera:

e Si la parte entera de z es diferente de la parte entera de y:

x>y <= laparteenterade z es mayor que la parte entera de y.

e Si la parte entera de x y la parte entera de y son iguales:

x>y <= enlaprimeraposicion en la que difieren las cifras de
las partes decimales es mayor la cifra correspondiente a x.

Podemos utilizar la notacion y < x para indicar que > y y la notacién = > y para abreviar la
afirmacion: «z >y 0 x =y ». Diremos que z € R es positivosi z > 0.
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3.7.5 Operaciones en R

e Suma Si z,y € Q vienen dados por sus representaciones decimales, entonces para obtener la
expresion decimal de z + y utilizamos las fracciones asociadas. Por ejemplo:

_ — 2 25 47 —
0,6~~~+0,75~~~—§ 5_5_1’42'”

Ahora, siz,y € Rentonces z = Y72 ai.gor YUY = Yo ieg bi- 1o

i ToT Sea

" 1 & 1
Sp =Tn + Yn = Zai~1—0i +Zbi'1—0i'
=0 i=0

Como z,,y». € Q podemos utilizar el procedimiento anterior para obtener s,,. Sea S = {s, :

n=1,2,3...}. Como el nimero ao + bo + 2 es una cota superior para S, tiene sentido definir:
T+y=s,

donde s € R es el supremo del conjunto S.

e Multiplicacién Sean = = ao + Y50, ai.15r Yy = bo + Y_io, bi. 157 nUmeros reales. Sea

- 1 - 1
Como z,, y» € Q podemos utilizar su expresion fraccionaria para obtener m,. Sea M = {m, :
n=1,2,3...}. Como el nUmero 3aobo + 1 es una cota superior para M, tiene sentido definir:

T.y =m,
donde m € R es el supremo del conjunto M.

Estas son las definiciones formales de la suma y de la multiplicaciéon en R (no presentamos las de-
finiciones del inverso aditivo y del inverso multiplicativo en R, pero son similares a las anteriores). Sin
embargo, en la préactica nosotros trabajamos con representaciones de numeros irracionales diferentes
a sus expresiones decimales, por ejemplo: /2, , etc., y operamos de acuerdo con las conocidas reglas
de la aritmética. Por ejemplo:

V2

(2+3\/§)+(3—w—7):5+g\/5—7r.
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Capitulo 4

Inecuaciones y Valor Absoluto

4.1 Inecuaciones con una Incognita

Ejemplos
1. ¢Para qué valores de z es z? < 0? Resp: sélo z = 0.
2. ¢Paraqué valoresde z es x> — 1 > 0?
Resp: z < 1 6 z > 1, también podemos escribir esta respuesta como {z € R|z < —1} U {z €
R|z > 1}.
3. (Paraqué valoresde z es 22 + 1 < 0? Resp: Ninguno.

En general decimos que expresiones como las anteriores, que involucran alguno de los signos <,
>, < 0 >, definen una inecuacion, y queda entendido que, hay que hallar aquellos valores de = que
verifican la desigualdad planteada.

Las inecuaciones representan conjuntos. En este capitulo queremos «resolver» inecuaciones expre-
sando dichos conjuntos como «uniones de intervalos» y preferentemente como la unién de la menor
cantidad posible de intervalos.

Para resolver inecuaciones hay que tener muy presente las propiedades de la relacién de orden <
en R, con respecto a las operaciones aritméticas que estudiamos antes: si a, b, ¢ son nameros reales

e a<beora+c<b+c
e a<beoat+c<b+c

e Sic>0, a<b, entonces, ac < bc

e Sic<0, a<b, entonces, ac > bc
Ejemplo: Resolver la inecuacion — < 1. jPeligro! No hay que caer en la tentacion de
T

o2 L L
escribirr — <1 — 2 < z, luego {z € R|z > 2} es la solucion, porque no sabemos a priori
T

si x es positivo 0 negativo, luego no sabemos si la desigualdad va a cambiar de sentido al
multiplicar por . Una manera de resolver esta dificultad es:

Si z > Oentonces 2 <1l1—>2<uz.
xr

. 2
Siz < Oentonces — <1 —2 > z.
xr

En efecto, por la cuarta propiedad arriba, y suponiendo z < 0, esta parte de la solucion
se obtiene intersectando {z < 2} con {z < 0} por lo que resulta {z < 0}.
Luego la solucién completa que abarca ambos casos es

{reR|z>2}U{z eR|z <0},
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es decir las dos semirectas en la figura 4.1 en la pagina 54 . No se considera x = 0, porque
en ese caso % no esta definido.

Representacion de dos semirectas
Figura4.1

Para tratar de sistematizar el estudio de las inecuaciones, comenzaremos por las de primer grado en
una incognita.

4.2 Inecuaciones lineales con una incégnita

Ejemplo: Resuelva: ax + b < 0,cona > 0.
La ecuacion y = ax + b representa una recta, y lo que se nos esta pidiendo es averiguar
para qué valores de z es y < 0, 0 ¢para qué valores de z, los puntos axz + b estan en el
semiplano inferior?

Larespuestaes (figura 4.2){z e R|z < — E} una semirecta en R.
a

250 (b>0)

-b/a

Una semirectaen R
Figura 4.2

En el caso ax + b < 0, con a < 0 las consideraciones son similares, pero la respuesta
b } L . .
es: {x € R|z > —=} (¢por qué?). La respuesta del problema también cambia bastante si
a
a = 0, ya que la inecuacion es entonces b < 0y la solucién sera:

e () (vacio) si el nimero b es positivo, ya que si b > 0 la recta esta en el semiplano
superior, luego no hay solucion.

e R siel nimero b es negativo o nulo ya que si b < 0, la recta y = b esta toda en el
semiplano inferior como en la proxima figura. Luego todo nimero real es solucién
de la inecuacion.

Larectay = b (< 0)
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Ejemplos %aambos miembros: —3z > —g. Después,
1. Resolver —/2x+4 < 0. Sol: Restan- multiplicando por (—1) tenemos 3z < g
do 4 en ambos miembros, tenemos —v/2z < 5 By
—4, luego dividiendo por —+/2 vemos que luego z < s Por lo tanto la solucion es
4 L 5
> — = 2v/2. Por lo tanto la solucion es R —}
x> 7 V2 {r eRlz < 18}
{r eR|z >2V2}. 3. Resolver2z+47 < 2z+41. Sol: Restan-
5 do 2z a ambos miembros obtenemos 7 < 1,
2. Resolver 5~ 3z > 0. Sol: Restando luego no existe solucién.

Si expresamos una inecuacion de primer grado de la manera siguiente:
ax+b<cxr+d,

podemos darle una interpretacién geométrica al considerar las dos rectasy = ax + by y = cx + d. Lo
gue se plantea es, (figura 4.3) ¢para cudles valores de z el gréafico de la primera recta esta por debajo
del gréfico de la segunda recta?

//a*)c‘o
Y i o

— <

Figura 4.3

Inecuacion lineal

Ejercicios
1. Halle el conjunto solucién de: 3z — 2 < 8.
2. Halle el conjunto solucion de: —2z + 4 < 7z + 8.
3. Halle el conjunto soluciéon de: 3z — 1 < 5v2z + /3.

4.3 Inecuaciones de segundo grado
El problema es hallar los valores de x tales que
ax® +br+¢c<0, (<, <, >) a#0

Como veremos mas adelante, la ecuacion y = ax> + bz + ¢ representa una paréabola:
e Sia > 0 la pardbola se abre hacia arriba, (figura 4.4).

a>0

Abre hacia arriba

Figura 4.4

e Sia < 0 la parédbola se abre hacia abajo, (figura 4.5 en la pagina 56 ).
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a<0

Abre hacia abajo
Figura 4.5

e Sib% —4ac > 0, laecuacion ax® + bx + ¢ = 0 tiene dos soluciones reales, luego la parabola corta
al eje X en dos puntos.

e Sib? — dac = 0, la parabola es tangente al eje X.
e Sib? — dac < 0, la parabola no corta al eje X.

Todos los casos posibles se presentan en las figuras 4.6 en la pagina 57, 4.7, 4.8,y 4.9

La inecuacion az? + bz + ¢ < 0 tiene las soluciones obvias seglin el grafico del trinomio de segundo
grado. El procedimiento general es este:
—sib® —4ac < 0,y a > 0, no hay solucion, pero si a < 0, la solucion es todo R;
—sib® — 4ac > 0, se resuelve la ecuacion az? + bz 4+ ¢ = 0y se factoriza el polinomio az? + bz + ¢ =
a(z — z1)(xz — z2) donde z; y z2 son las raices del polinomio. En este caso obtenemos los graficos
posibles en las figuras 4.10 en la pagina 57 y 4.10:

Ejemplos

1. Resolver: —z% 4+ 3z +4 < 0. Eneste casoa = —1 < 0y b? —4ac = 5 > 0. Las raices
r1 = —1y x> = 4. El polinomio se factoriza: —22 + 3z +4 = —(z — 1)(z — 4) Solucién:
{z|z < -1} U{z|z >4} comoen lafigura 4.12 en la pagina 58 .

2. Resolver: —z? + 3z +4 > 0. Observando la descomposicién anterior o el gréfico de la
parédbola, la soluciones {z| —1 < z < 4}.

3. Resolver: 222 + 8z + 8 > 0. a=2>0, b?>—4ac =0, factorizando: ; =z, =2 —
22> + 8¢ + 8 = 2(x + 2)°. Lasolucién es {x € R|x # —2} como en la figura 4.13 en la pagina
58.

4.3.1 Desigualdad de Cauchy-Shwartz

Ahora presentamos una Gtil desigualdad en matematicas, cuya prueba se presenta via una aplicacion
de lo aprendido en esta seccion.

Teorema 9 (Desigualdad de Cauchy-Shwartz) Siai, a2, as, ... an Y b1, bz, bs, ... by SON NUMeros rea-
les cualesquiera, entonces

(o) <(5) (&)

Suponiendo que alguno de los ay, # 0, laigualdad ocurre si 'y solo si existe un ndmero real zo tal que ay, zo+bx, =
Oparatodok =1, 2,...,n.

Prueba: Consideremos la suma:

n

4.2) Z(akx—}—bk)z >0

k=1

Esta es siempre positiva o nula, cualquiera que sea x, porque es una suma de cuadrados de ntiimeros
reales (todos > 0). Desarrollando y agrupando términos obtenemos,
Z(ak$+bk)2 = Az +2Bz+C >0

k=1
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a>0
b?-4ac>0
Abre hacia arriba, corta el eje X
Figura 4.6
a>0
b?-4ac<0
Abre hacia arriba, no corta el eje X
Figura 4.7
a<0
b?-4ac>0
Abre hacia abajo, corta el eje X
Figura 4.8
a<0
b2-4ac<0
Abre hacia abajo, no corta el eje X
Figura 4.9
250 a>0
b2-4ac=0
b2-4ac>0
Abren hacia arriba, tocan el eje X

Figura 4.10
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a<0
b2-4ac>0

Abren hacia abajo, tocan el eje X
Figura 4.11

=

Solucion gréfica
Figura 4.12

La recta menos un punto
Figura 4.13

a<0
b2-4ac=0
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Donde

3

n
A=) ai, B=Yj aby, C=) b
k=1 k=1
Como el trinomio Az? + 2Bz + C es siempre > 0, su discriminante B?> — AC debe ser < 0 (si A # 0)
entonces

lo que prueba la desigualdad.

Si hubiese igualdad, entonces B> — AC = 0 y el trinomio tiene una solucién Unica z = zo. En
consecuencia, mirando la desigualdad 4.1 en la pagina 56 (al inicio de esta prueba) y sustituyendo en
ellax = xo, se obtiene que cada sumando es cero, es decir, a xo + b, =0 paratodok =1, 2,...,n. O

4.4 Inecuaciones racionales de primer y segundo grado

Planteamos ahora el problema de resolver inecuaciones del tipo:

2
a2x” + a1x + ao
= T T <) >
bax? +bix+bo ~ (< 2,>)

conaz #0 0 a1 Z0yba#0 0 by #0.
Ejemplo:
(r—1D(z+1) >0,
z(x—2) ~

Lo primero que observamos es que el polinomio z(z —2), tiene como raices 0 y 2, entonces:
z(x—2)>0siz<00z>2,yz(z—2)<0si0<z<2
Entonces, si 0 < z 0 z > 2 podemos multiplicar ambos miembros por z(z —2) > 0
obtenemos (z—1)(z+1) > 0, pero (z—1)(z+1) tiene raices —1y 1, luego (z—1)(z+1) >
siz<—-loz>1.

Obtenemos una primera solucidn escogiendo las condiciones simultdneamente que ha-
cenz(z —2) >0y (z—1)(z+1) > 0. Estoes:

{z|z < -1} U{z|z > 2}.

Siz(z —2) < 0,estoes, si0 < z < 2, entonces debe ser (x — 1)(xz + 1) < 0 para tener
(z—=1)(z+1)
z(x — 2)

0Oyz(z—2) <0son: {z|0 < z < 1}. Luego todas las soluciones son:
{r|z < -1}U{z|0 <z <1}U{z|x>2}.
Esto es obvio si dibujamos los dos polinomios, (figura 4.14). Los intervalos donde ambos

y
0

> 0, entonces las condiciones que hacen simultaneamente (z —1)(z+1) <

Gréficas de los dos polinomios
Figura 4.14

polinomios tienen el mismo signo se ven claramente en el dibujo. Hay que tomar en cuenta
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L
L

Conjunto solucién
Figura 4.15

que z(z — 2) # 0, se tiene entonces los intervalos, (figura 4.15 en la pagina 60 ) cerrado en
—1, abierto en 2, abierto en 0 y cerrado en 1. La solucién la escribiriamos entonces:

(—OO, _1] U (07 1] u [27 +OO)

Otra manera de manejar los signos de los cuatro factores involucrados es haciendo un
cuadro de variacion de los signos de cada factor, como en la figura 4.16 en la pagina 60 .

-1 0 1 2
X - - & + + +
x-2 - - - - o +
x-1 - - - & + +
X+l - e + + + +
+ - + - +
] ]
— —
Método para hallar el conjunto solucién -1 0 1 2

Figura 4.16

Todos estos procedimientos son validos, pero insistimos que el mas ilustrativo es el
dibujo de las dos parébolas.

Ejemplo: Podemos resolver con este mismo meétodo inecuaciones méas complicadas:
fracciones racionales de polinomios de mayor grado, siempre que podamos factorizar am-
bos polinomios.

(z=3)"(x—2)°(z* +1)
203 — 3z2 + 1

<0

El polinomio (z — 3)7(z — 2)%(® + 1) esta descompuesto en factores lineales, por lo que
podemos determinar facilmente el signo de cada uno de ellos. Hay que factorizar a 2% —
3z% + 1, es facil notar que = = 1 es una raiz, luego si se divide a 2% — 322 4+ 1 por (z — 1)
podemos obtener las otras raices, asi: (z — 1)?(2z + 1). Entonces consideramos,

(z=3)"(x—2)°(z* +1)
w—1p@s+1) =0

Obtenemos que (z — 2)® y (z — 1)? son siempre positivos, por lo que ellos no influyen
en el signo de la fraccion, excepto por x = 2 que se hace cero y por x = 1 donde no
esta definida. Por otra parte (z — 3)” tiene siempre el mismo signo que (z — 3), ya que el
exponente 7 es impar.

En este caso es mejor hacer un cuadro de signos, (figura 4.17 en la pagina 61 ).

Del cuadro se deduce la solucion:

(oo < -1} U{z| —%<m<1}u{m|1<m§3}

0 bien, (—o0, 1] U (—%, 1)U (L,3]
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-1 -1/2 1 2 3
x=3)Y - |- - - - e 4
03+1) — e+ + + + +
@2x+1) = | -9 + + + +
(x=2)% + + + & + +
(x-1* + + e + + +
- |+ +
-1 -1 1 3 Cuadro de signos que dan la solucién

Figura 4.17

45 Valor absoluto

Definicion: Siz € R, el valor absoluto de z, designado por |z|, se define
como sigue:
2| = { z Siz>0
—x Siz <0

Algunas propidades importantes de |z| se listan a continuacion.
0. 0< |z|paratodoz € R.
1. Sia > 0, lainecuacion |z| < a es equivalente a —a < z < a, es decir representa el intervalo

(_a7 a)'
Sia < 0 entonces |z| < a representa el conjunto vacio.

2. Paratodo z € R setiene que —|z| < z < |z|, que es obvio por la definicion de |z|.
Desigualdad triangular: si a y b son niUmeros reales, entonces
la +b] < |a| + |b].
Prueba: En efecto, si sumamos las dos desigualdades —|a| < a < |a| y —|b| < b < |b| tenemos
—(la] + |b]) < a +b < |a| + |b|, lo cual es equivalente a |a + b| < |a| + |b]. O
4. Por «iteracion» por se obtiene que si a1, as, .. .,a, € R entonces:
lar + a2 + - +an| <ar| + |az| + - + |an]
Pruébelo rigurosamente usando induccién en el nimero n de términos a; en la proposicion.
5. Con la desigualdad triangular podemos obtener la util desigualdad:
Va,beR, [la|—[b][<[a—0b] (0la—0b]2[la]—I[b]]).
Probemos esto:

Prueba: basta observar, |a| = |a —b+b| < |a — b| + |b| (por desigualdad triangular). Igualmente
bl = b —a+a| <|a—D0b|+]al

De la primera obtenemos restando |b|: |a| — |b| < |a — b|; de la segunda, restando |a| obtenemos:
|b| — |a| < |a — b|. Es decir:||a] — |b|| < |a —b]. O

45.1 Interpretacion geométrica de |a — b

En la recta real, si el nimero a esta representado por el punto B,, y el nimero b por el punto B,
entonces |a — b| es la distancia de B, a By, (figura 4.18 en la pagina 62 ). Esto se puede tomar como
una definicién de la distancia entre nimeros reales. Si escribimos la desigualdad

|z —al <b, b>0

lo que estamos diciendo es que z es un punto de la recta que estd a una distancia de a menor que b,
(figura 4.19 en la pagina 62 ).

Para que |z —a| < b, se debe cumplirque —b < x—a < by sumando a, obtenemosa—b < = < a+b,
equivalentemente z € (a — b,a + b).
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0 A B, B,
| | | |
I I I I
Los puntos de la representacion de la distancia 0 ! a b
Figura 4.18
K | N
a-b a a+b
Intervalo
Figura 4.19

Ejemplos
1 3 1 . -
1L |z+1 < 3 Estoes - <z < 3 (figura 4.20 en la pagina 62 ).

2
| e — |

-2 -3/2 -1 12 0

Intervalo (£, 1)
Figura 4.20

2. |lr—4| <2 Estoes2 <z < 6, (figura 4.21 en la pagina 63 ).
3. Jxr—1] <e. Estoesl —e <z <1+e¢, (figura 4.22 en la pagina 63 ).

Ejemplo resuelto

Resolver |z — 2z — 3| > z + 2.
Respuesta.
Se trata de encontrar el conjunto A = {z € R : |z* — 2z — 3| > = + 2}. Luego, |z°> — 2z — 3| > = + 2
si, y solo si, ocurre alguna de las siguientes desigualdades:
Dz+2<0.
Nr+2>0yz>—2r—3>x+2
Nr+2>0yz>—2r—3< —x—2.
entonces, llamemos A, A,, Az alosx € R que cumplen (1), (2) y (3), respectivamente.
Esclaroque A = A, U A> U As.

e Ay ={zeR: 2+2<0} =(—00,—2]

e Ay={reR: z+2>0lN{z€R: 22 -22-3>z+2} = A2 =[-2,00)N{z €R:
z? — 3z —5 >0}
Hallemos las raices de 2 — 3z — 5 = 0.

_3+V29 _3-v29
=S m =t

2

T1 T2 , X1 > 2.

entonces 22 —3z—5 = (z—x1)(z —x2) porloque zZ —3z—5 > 0si,ysélosi, (z—z1)(x—z2) > 0,
cosa que ocurre si, y solo si

a)(x—z1)>0, (x—xz2)>0.

b) (x —z1) <0, (z—1x2)<0.

Como z; > x» entonces esto ocurre cuando:

V2
a)r >z = y
b)z <y = 3_T "29.
Entonces

A> =[-2,00) { (_"O’ 3 _2m] Y [H?\@’w)}
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2 4 6 Intervalo (2, 6)
Figura 4.21
| S
0 1-¢ 1 I+€

Intervalo (1 —e,1+¢)
Figura 4.22

-

2 2
e As={z€eR: z+2>0}N{z€R: 2> -2z -3 < —2—-2} = A3 =[-2,00)N{r €R:
2> —z—1<0}
. 1 1-—
Lasraicesdez?> —z —1=0sonz; = +2\/5yx2: 2\/5, T1 > T

Entonces, 2> —z — 1 = (z — z1)(z — x2), por lo que z> —z — 1 < 0 ocurre si, y solo si,
(x—z1)(xz —22) < 0quesecumplesi,ysélosi,z—xz1 <0y z—xz2 > 0,esdecir,siz € [z2,z1] =

1= \/5, 1+ \/5] Entonces
2 2
_ 1—-v5 14+v5]1 _[1-v5 14+5
oman {8155} - 15815,
Por tanto,
A A U AU Ag = <_OO,3—2\/E]U {1—2\/5,1+2\/5]U {3+2\/E,oo>.
4.6 Ejercicios
4.7 Ejercicios adicionales
1. Resolver:
2 — 3 3 2
@ ——5 >0 @ 5> 732
2z + 3
(®) o1 "2 (h) z+2) _y
22 — 3z — 10 2z — 3
© 2¢ + 6 >0
L 6—5z] 1
> —4z -5 () <z
(d) 7z2+2z—3>0 3+ 2
> — 8z L |z + 3z +4
(©) —9L‘2+5at+6S U T +2 ‘<2
3¢ —9
M\ 5rg 2! K |e*+o—2—1—2|<0

2. En los siguientes ejercicios, halle el conjunto de todos los valores de x para los cuales se cumple
la desigualdad asignada (es decir: resuelva la inecuacion).
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(@ 2z —-3<4
(b) 3x+2<3—4x

2
© _;x>1+x

d) (zx—1)(z+2)<0

(e (1—-2)2z+3)<0 (i)x+1§2
) 22 —22-3>0 z+2
(@) z2—z+1<0

() - >2

() z(x—1)(z+1) <0

3. Diga, justificando, para cuales valores de x se puede calcular (y es un nimero real) la expresion:

@ ve-1
(b) V1-2z
() V2z -3
(d) Va2 —-2x—-3

€ Vz2—14

r+1
M \/a:+2

4. Diga, justificando, cuales de las siguientes igualdades son correctas y cuales no:

@ [-31=3
(b) [27] = 27
©) la*|=a
(d) |—al=a
(€) lal=a

f Va2=a
(@) Va2 = |af
(hy Vad®=a

(i) [V2+Vv3-3=v2+v3-3

5. Resuelva las siguientes ecuaciones:

@ |z—3=2-3
(b) |o—3]=4
(€) |z* —6z+8| =3

(d) |2*> —6x+5|=2>—6x+5
@ |le+1]+2 =2
() llz =1 +2[=2

6. Resuelva las siguientes inecuaciones:

@ Jz| <1
(b) |z +1] <3
©) |zl 21
@ z+1]>3
© 2z -3 <2

A 1-z<dz+1

() lz =1 <0
x

(h) 34+ 21z —2?| < -1

() (1+2)>> [1—47



Capitulo 5

Funciones

5.1 Algunas definiciones

Definicion: Dados dos conjuntos X y Y, una funcion definida en X
con valoresenY es una ley, o regla, que le asocia a cada elemento x € X
un elemento y del conjunto Y, perfectamente definido y determinado
por z.

El elemento y determinado por z se denota f(x). Se dice que f es la
funcién y sedenota f : X — Y o bienxz — f(z)

Para conocer una funcién es indispensable conocer tres cosas:
¢ el conjunto X, que se llama dominio de la funcién, y se denota por Dom( f)
e el conjunto Y, que se llama codominio de la funcion

¢ la «ley» oregla de correspondencia f que permite encontrar el elementoy € Y cada
vez gque escogemos un elemento x € X

Ejemplos

1. Si X esun conjunto cualquieray yo € Y es un elemento cualquiera de Y, entonces f(z) = yo €s
la funcidn constante: f asocia a cada x € X el mismo elemento yo € Y.

2. Ejemplo de funcién numérica: si = es un namero, f(z) = z? + 1 es una regla que permite
construir otro nimero, Unico, definido por z. Asi al nimero 1 le corresponde 12 + 1 = 2,al 2 le
corresponde 22 +1 =5, alnGmero 8 le corresponde 82 +1 = 65, etc. En este caso el dominio X,
es el conjunto de todos los nimeros reales y el codominio Y también es el conjunto de todos los
nameros reales

Las funciones numéricas se pueden expresar por formulas generalmente, pero hay que tener
cuidado porque las férmulas dicen cual es la ley, o la regla, pero no especifica, ni el dominio ni
el codominio.

3. Lafuncion f(z) = Ll En este caso el Dominio de f es el conjunto de todos los nimeros
z—

distintos de 1 puesto que la division
nameros reales.

4. g(x) = /z. En este caso, el dominio de g debe ser el conjunto de todos los nimeros positivos,
si queremos que el codominio sean nGmeros reales, puesto que si z es negativo /z daria un
numero complejo. La misma formula podria definir una funcién con dominio y codominio en
los nimeros complejos.

%, no tiene sentido. El codominio puede ser todos los

Observacion: Cuando se define una funcién numérica por una formula, hay que es-
pecificar claramente el dominio y el codominio. La misma formula puede dar distintas
funciones o no dar ninguna funcion si se considera definida en diferentes conjuntos.
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N —
5. Si X eselinterior del segmento OA de lafigura 5.1, Y es la semirecta Or y P es un punto en la

-
paralela a Or por el punto A. Definimos f : X — Y enviando cada punto z € X a su proyeccion
y = f(x) sobre Y desde el punto P (P esta fijoy P # A).

Proyeccion de  desde P sobre Y © y=(x) '
Figura5.1

6. Es facil describir una «regla» que no describa completamente el valor asociado a un elemento en
el conjunto dominio. Dicha regla no determinara una funcion.
Ejemplo, en el conjunto R asignamos a cada x € R el elemento positivo y mas cercano a x. Si
x > 0 entonces y = x es el namero positivo més cercano a x. Pero, por otro lado si z < 0, no hay
un elemento positivo mas cercano a x y por lo tanto la regla no asigna un valor de y.

Definicion: Si f : X — Y es una funcion, el conjunto {y € Y |y =
f(z) para algin = € X} es el conjunto de todos los valores posibles de
f. Este conjunto se denomina Imagen o Rango de f.

Img(f) ={y €Y |y = f(z) para algin z € X}

‘ Definicion: Si Img(f) =Y, se dice que f es sobreyectiva.

Para cada y € Y, el conjunto {z € X | f(z) = y} se llama la preimagen del elementoy € Y y se
denota f~!(y), esto es

iy ={zeX | fl@) =y}

Definicion: Si para caday € Img(f), el conjunto f~*(y) tiene un solo
elemento, la funcidn se dice inyectiva.

Equivalentemente: f es inyectiva si y sélo si cada vez que f(z1) = f(z2), entonces z1 = z» (para z1,
T2 € X)

Definicion: Silafuncion f : X — Y esala vez inyectiva y sobreyectiva,
entonces se dice que f es biyectiva o que establece una correspondencia
biunivoca entre el conjunto X y el conjunto Y .

En conexion con la lista de ejemplos anterior tenemos:

Ejemplos
1. Si f es una funcién constante, entonces si X y Y tienen méas de un elemento, f no es ni inyectiva
ni sobreyectiva.

2. Lafuncion f(z) = z> + 1 no es inyectiva puesto que si yo > 1 existen dos valores de X para los
cuales f(z) = yo, son las dos soluciones de la ecuacion z2 4+ 1 = yo, z = ++/yo — 1.
Tampoco es sobreyectiva puesto que si yo < 1, no hay ningun valor de z tal que f(z) = yo.

3. Ejemplos 3y 4, no son sobreyectivas como funciones con codominio los nimeros reales.

4. Lafuncidn del ejemplo 5 es biyectiva.
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5.2 Operaciones con Funciones Reales

Antes de definir operaciones con funciones es importante introducir el concepto de igualdad de fun-
ciones.

Definicion: Sean f y g son funciones con dominios A y B respectiva-
mente. Diremos que

f=y
siysélosiA= By f(x) = g(z), paratodoz € A.

En esta seccion estudiaremos solo funciones reales (a valores reales), es decir, funciones de A en B
(dominio y codominio) con A, B C R.

5.2.1 Sumay Diferencia de Funciones Reales

Definicion: Sean f y g son funciones reales con dominios A y B respec-
tivamente, entonces f + g es la funcion real con dominio AN B y regla
de correspondencia:

(f + 9)(@) = f(x) + g().

Esto es, el valor de f + g en z es la suma del valor de f en z y del valor de g en z.
Ejemplo: Si f(z) = 3z% + 4y g(z) = 2z — 5 entonces:
(f+9)(x)=f(z) +g(x) =32 +4+2c —5=32" + 2z — 1.

Para definir diferencia de dos funciones reales, necesitamos una definicién previa:

Definicion: Sea f una funcién real con dominio A, entonces —f es la
funcién real con dominio A y regla de correspondencia:

(=f)(x) = —f(=).

Ejemplo: Si f(z) = —2 + /222 — 42 + 1 entonces:
(=f)@)=—f(z) =2—-v22° -4z + 1.

Ahora si podemos definir la diferencia de dos funciones reales:

Definicion: Sean f y g son funciones reales con dominios A 'y B respec-
tivamente, entonces f — g es la funcién real con dominio AN B definida
por:

f—g=f+(~9.

Esto es equivalente a decir que el valor de f — g en x es el resultado de restar al valor de f en z, el
valor de g en z.

Ejemplo: Si f(z) = 3x% + 4y g(z) = 2z — 5 entonces:

(f—9)@) =[f+(—9)](x) = f(x) —g(z) =32> +4— 22+ 5=3z" — 2z +9.
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5.2.2 Multiplicacion y Cociente de Funciones

Definicion: Sean f y g son funciones reales con dominios A 'y B respec-
tivamente, entonces f.g es la funcién real con dominio AN B y regla de
correspondencia:

(f-9)(@) = f(x).g(x).

Esto es, el valor de f.g en z es la multipicacion del valor de f en x y del valor de g en x.
Ejemplo: Si f(z) = 32> + 4y g(z) = 2x — 5 entonces:
(f.9)(@) = f(z).9(x) = (32" + 4).(2x — 5) = 62> — 15z° + 8z — 20.

Para definir el cociente de dos funciones reales, necesitamos una definicion previa:

Definicion: Sea f una funcidn real con dominio A, entonces % es la fun-
cion real con dominio {x € A: f(x) # 0} y regla de correspondencia:

(o7

Ejemplo: Si f(z) = 2 — v/222 — 4z + 4 entonces:

(7)@ =7 - PPV et

En este caso, Dom(}) = R — {0, 2}.

Ahora si podemos definir el cociente de dos funciones reales:

Definicion: Sean f y g son funciones reales con dominios A 'y B respec-

tivamente, entonces i es la funcién real con dominio

AN{z € B g(x) # 0} y definida por (5)(1‘) = %

f

Esto es equivalente a decir que el valor de = en x es el resultado de dividir el valor de f en z entre
g

el valor de g en z.
Ejemplo: Si f(z) = 3z% + 4y g(x) = 2z — 5 entonces:
x 3z 44
() -1

g

Tg(r) T 2¢-5"

En este caso, Dom(

Q |~

)=R-{2}.

5.2.3 Composicion de Funciones

Definicion: Sean f y g son funciones reales con dominios A y B respec-
tivamente. La funcién f o g (se lee f compuesta con g) es la funcién real
cuyo dominio esta formado por los elementos x € B tales que g(z) € A
y regla de correspondencia:

(fog)(@) = flg(x)).

Esto es, el valor de f o g en z es el valor de f en g(x) (siempre y cuando podamos evaluar g en z y

feng(z)).
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Ejemplo: Sea f(z) = 3z2 + 4y g(z) = 2z — 5. Encuentre y (g o f)(z).

Respuesta.

e Estudiemos primero (fog)(x). Como para todo elemento = del Dom(g) = R se cumple
que g(z) estd en Dom(f) = R, tenemos que el Dom(f o g) = Dom(g) = R. Luego:

(f o 9)(x) = f(9(x)) = 3g(z)* +4 =3(2x - 5)" +4,
paratodo z € R.

e Veamos ahora que pasa con (g o f)(z). Como para todo elemento z del Dom(f) = R
se cumple que f(z) estaen Dom(g) = R, tenemos que el Dom(g o f) = Dom(f) =R
Luego:

(g0 f)(x) = g(f(x)) = 2f(x) =5 =2(32" +4) — 5 = 62" +3,
paratodo z € R.

El ejemplo anterior nos dice que hay casos donde f o g # g o f. Sin embargo, a continuacion
estudiaremos un caso particular donde fog=go f.

5.2.4 Funciéon Inversa

Suponga que f es una funcion inyectivaen A, con Img(f) = B. Como para cada elemento y € B existe
un Unico elemento z € A tal que f(z) = y, podemos definir una funcién g : B — A de la siguiente
manera:

g(y) =z siysoélosi f(z) =y.

A

y=f(x)

Figura 5.2

Ver figura 5.2. A la funcion g se le da el nombre de funcion inversa de f y la definimos formalmente a
continuacion:

Definicion: Sea f una funcion inyectiva con dominio A e Img(f) = B.
Lainversa de f (la denotaremos por f~') es una funcién con Dom(f™ )
=B, Img(f ') = Aytalque:

(fof ")(y) =y, paratodoy € B
y

(f ‘o f)(x) ==, paratodoz € A.

Dada una funcién inyectiva f, ;, como obtener f=' 2.
Una manera sencilla de hacerlo es utilizar la ecuacion:

(fof @)=
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Ejemplo: Sea f : R — {3} — R — {0} definida por:

1
f@) = 5—5
Entonces,
f(f @) = :ﬁ_l(IT =2z
Por lo tanto,
1 _ -l 1= 1
371w = 2L
De aqui que:
—1 _ 1+ZL'
@) =5

Otro método equivalente al anterior se basa en el hecho siguiente: si f es una funcién inyectiva y
y € Img(f) entonces existe un Gnico z € Dom(f) con f(z) = y 0, lo que es lo mismo, con =z = f ! (y).
Por lo tanto, podemos encontrar f~!(z) en dos pasos: primero despejando z de la ecuacion f(z) = y,
para obtener z = f~!(y). Luego obtenemos y = f~*(x) con sélo cambiar y por z. Veamos que sucede
si aplicamos este método a la funcion del ejemplo anterior

Ejemplo: Sea f : R — {1} — R — {0} definida por:

1
fl@)=g—5
Entonces,
_ 1
Y= 51
Por lo tanto,
Sr—1=+ =3, = 11Y
Yy Y
De aqui que:
14y ] 142
= es decir: = .
v=30 ) =

5.3 Graficos de funciones reales

Ya definimos la Imagen de una funcién y algunos términos como inyectiva, sobreyectiva y biyectiva. Saber
todo esto sobre una funcion es muy importante, pero una manera de visualizar todos estos conceptos
al mismo tiempo es con el grafico de la funcion.

En un plano trazamos dos rectas perpendiculares y en cada una de ellas elegimos O, el punto
de corte de ambas rectas, y unidades A, y A,, 1o que nos permite establecer una correspondencia
biyectiva entre los pares de nimeros reales y los puntos del plano. Como en la figura 5.3, al punto P
correspondel par (z, y).

El nimero z se llama la abscisa de P y el nimero y se llama la ordenada de P.

El par (z,y) se llama las coordenadas cartesianas® rectangulares de P.

Si tenemos una funcién numérica f, vamos a llamar gréfico de f al conjunto de puntos (z, f(x))
del plano. Estos puntos constituyen una figura en el plano que permite ver la funcion.
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A
Y === — [} P
|
|
A, :
|
— >
X
© A
Las coordenadas de un punto
Figura 5.3
a
-1 0 1 Una funcion constante
Figura 5.4

Ejemplos
1. La funcién constante f(x) = a, no es ni inyectiva ni sobreyectiva, su dominio es todo R y su
imagen es el nimero a solamente (o el conjunto unitario {a}) como se ve en la figura 5.4.

2. La funcion f(z) = x es biyectiva de R sobre R y la preimagen de cada nimero z es él mismo,
f~1(z) =z, (figura5.5).

La funcién f(z) =z

Figura 5.5

3. Lafuncién f(x) = —z también es biyectiva de R sobre R y la preimagen de un nimero z es —z,
(figura 5.6).

4. Lafuncion parte entera de z, se define asi: [x] es el mayor entero menor o igual a z.
El gréfico esta constituido por segmentos de recta en el plano. Cada segmento es cerrado a la
izquierday abierto a la derecha, (figura 5.7).
Su dominio es todo R, su rango también es R pero su imagen es Z. Como funcién de R en R no
es inyectiva ni sobreyectiva.

1Cartesianas por René Descartes, quién fue uno de los inventores de este método
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A
0
La funcion f(z) = —z
Figura 5.6
-3
+2 *~—0
41 *~—0
| | | V2 | |
I [ [ ~ [ |
-3 -2 -1 1 2 3
—-1
*—0 -2+
*r— 34
La funci6n parte entera [z]
Figura 5.7

Sir € R — Z, la preimagen de r es §). Por otro lado, si n € Z, entonces la preimagen de n es el
segmento semiabierto [n, n + 1).

5. Lafuncion f(z) = Z = = — [z] es la parte decimal de z, y su gréfico se ve en la figura 5.8.

222

Lafunciéon z = z — [z]
Figura 5.8

El dominio de Z = = — [z] es todo R y su imagen es el intervalo [0, 1), cerrado en 0 y abierto en 1
ya que la funcién nunca toma el valor 1.
Como funcion de R en R no es inyectiva ni sobreyectiva. La preimagen de un nimero r € [0,1)
es una infinidad de nameros: f~'(r) = {r + n|n € Z}.

6. Definimos otra funcion mediante férmulas (se dice definida a trozos):

_Jzx—[z] st x>0
g(x)_{[[x]]—x si <0

Su gréfico se muestra en la figura 5.9
Tenemos entonces: Dom(g) = R, Img(g) = (—1,1). La preimagen de un nimero real r €
(—1,1) es un conjunto infinito de nameros:

g '(r)= {r+n|neN} si0<r<l1

g 'r)= {-n—-rlneN} si—-1<r<0
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-3 -2 -1 //l
\\w ) ) 5 X
La funcion g(x)

Figura 5.9

7. Una funcién muy importante, y que usaremos frecuentemente, es el valor absoluto:

fw=tlel={ 2 % v2]

—r si <0’

El dominio de f es R, la Imagen de f es [0, c0). La preimagen de un nimero r > 0 es el conjunto
{—r,r} (figura5.10).

La funcion |z|

Figura 5.10

Hasta ahora los gréaficos que hemos visto, estan compuestos por rectas, semirectas 0 segmentos.
Vamos a dibujar los gréaficos de funciones del tipo f.(z) = z™, primero supongamos que n es par,
n = 2p, entonces las funciones son:

fole) =2°, fa(x) =2, ..., fop(z) = ™" ...

Observemos primero que para cualquier valor de z, > > 0, z* > 0,..., z?® > 0,... Entonces
todos estos graficos estan en la parte superior del plano: {(z,y) |y > 0}. También observamos que
(—z)? = 22, (—z)* = z*,...,(—2)?* = z°P,... luego todos estos graficos son simétricos respecto al
eje y. Basta entonces dibujar el gréfico para valores positivos de z. Considere el intervalo (0,2) por
ejemplo y dividalo en 2n partes iguales:

r0=0, <71, <22<;< ... <ZTp=1,<Tp41 < ... < Tap =2

Utilizando una calculadora, calcule los valores de z%, 22, ..z3,, y represéntelos en el plano. Obten-
dr& un punteado que sugiere el grafico de y = z como en la figura 5.11.

Hacer lo mismo con z*, 2%, etc. Obtenemos una coleccién de punteados que sugieren graficos como
en la figura 5.12.

La curva que dibuja el primer grafico de f»(z) = z? se llama una parabola, vemos que todas las
demads curvas se parecen a la parabola: todas pasan por los puntos (1,1) y (—1,1), y todas tienen
minimo valor en 0, todas son crecientes para z > 0 y decrecientes para z < 0.

Sip > k, para valores de z > 1 los valores de z°? son mayores que los de z2* y para valores
0 < z < 1 los valores de 2P son menores que los de z>*. A medida que aumenta el exponente, la
curva «se pega mas» al rectangulo, (figura 5.12).

Ninguna de estas funciones es inyectiva. Para cada valor de y, con y > 0 hay dos valores de z en
la preimagen, f(z) = f(—z) = y o bien, la preimagen de yo, yo > 0 consta de dos puntos {zo, —zo}.
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. s
. 1 .
R DL
, -1 0o 1
La funcion z2
Figura 5.11
X6 6
b X
X! 4
X v
1
-1 0 1 ”
6

Las funciones z2, z*, «
Figura 5.12

La imagen de cada funcion f, (z) son los reales no negativos Imagen f, = {r e R|r > 0}.
Consideremos ahora las potencias impares

fi@) =z, f3(z) =2, .., for_r =271

Haciendo un estudio como el anterior, tenemos que cada f toma todos los valores reales, los grafi-
€cos no son simétricos respecto al eje y pero son simétricas respecto al origen 0:

f(=2) = =f(z)

Procediendo como antes, obtenemos sus graficos usando una calculadora, (figura 5.13).

e

\4

_____ e

Las funciones z; z* y z°
Figura 5.13

Observemos que a medida que el exponente aumenta, los valores de f(z) crecen si z > 1, o decre-
censiz < —1. Entre —1y 1, los valores «tienden a pegarse al rectangulo», (figura 5.13).
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5.3.1 Gréfico de la funcidon inversa

Ay

f! se obtiene reflejando el grafico de f respecto a la
rectay =«

Figura5.14

El gréfico de la funcion f~' se obtiene en forma sencilla a partir del grafico de la funcion f (f
inyectiva) pues (a,b) es un punto del grafico de f siy s6lo si (b, a) es un punto del grafico de f ! (ya
que f(a) = bsiysolosi f~1(b) = a). Como los puntos (a,b) y (b,a) son simétricos con respecto a la
recta y = z, el grafico de f~' se obtiene reflejando el grafico de f con respecto a la recta y = z. Ver
figura 5.14.

Ejemplo: Sin = 2p + 1 (n impar) la funcién f(z) = z®** es una biyeccion de R sobre

X X

A X 3\/7
r-=-=--- r-----= 5\/?

\

A

Simetria de las funciones
\ z?*Tlylaraiz2p+1dex

Figura 5.15

R, por lo cual siempre tiene inversa, tales como: z, /=, ¥/z, . . .. Sus gréaficos se obtienen del
grafico de z2**! por simetria respecto a la diagonal principal, (figura 5.15).

5.3.2 Gréficos de funciones relacionadas

Es conveniente aprovechar todos los recursos geomeétricos posibles al momento de graficar una fun-
cion, por ejemplo relacionandola con otro gréfico conocido. Aqui mostraremos algunos ejemplos im-
portantes:

Traslaciones

Conocido el gréafico de una funcién f(z) y dado un nimero a € R notaremos que la funcién compuesta
g(z) = f(x —a) (compuesta de f(z) con z —a) tiene un gréfico parecido al de f. El grafico de g aparece
corrido o trasladado a lo largo del eje z respecto a el grafico de f. En efecto si a > 0, el grafico de g se
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obtiene trasladando el grafico de f hacia la derecha a unidades. Similarmente si a < 0, el grafico de g
se obtiene trasladando el gréafico de f hacia la izquierda a unidades.

Lo anterior se desprende del hecho que si (b, f(b)) es un punto cualquiera del gréafico de f, entonces
el punto (b+a, f(b)) = (b+a, g(b+a)) es un punto del gréfico de g. Esta simple observacion puede ser
muy util al resolver problemas asi como puede ayudar a manejar mejor la geometria de las funciones.

Reflexiones

Dada una funcién f(z), la funcién g(z) = f(—z) tiene su grafico dado por la reflexion del gréafico de
f con respecto al eje y (eje x = 0), pues para cada punto (b, f(b)) del grafico de f entonces el punto
(=b, f(b)) = (—b,g(—b)) esta en el gréfico de g.

Pensando en esta observacion y la del apartado anterior para las traslaciones, podemos apreciar
que el graficode f(a — z) = f(—(z —a)) = f(§ + (+5 — z)), se obtiene reflejando el grafico de f con
respecto al eje z = 5 (paralelo al eje y).

Homotecias o escalamientos

Dada una funcién f(z), y a > 0 la funcién g(z) = f(az) tiene su grafico dado por la contraccion o
expansion horizontal del gréafico de f.

Por ejemplo si a = 3, la funcion g(z) = f(3z) tiene su grafico dado por la contraccion horizontal
del gréfico de f por un factor de 3 (dividir por 3). En efecto si tomamos el punto (b, f(b)) del grafico

de f entonces el punto (g,f(b)) = (g,g(g)) esta en el gréafico de g, y el cual se obtiene del punto

(b, f(b)) reduciendo la magnitud de la primera coordenada b a la tercera parte g (mientras la seqgunda

coordenada queda fija).

Casos similares ocurren para otros valores de a > 0, perosi 0 < a < 1 entonces habra un es-
tiramiento de la grafica de f. Analice usted mismo esa situacion. Por otro lado ¢qué pasa cuando
a < 0?

Combinaciones

Lo dicho en los apartados anteriores puede combinarse para ayudarnos en el bosquejo de grafico de
funciones, pero también para entender aspectos geométricos de las gréficas.

Dada una funcion f(z), b € R,y a > 0, la funcién g(z) = f(b + ax) tiene su grafico dado por
la contraccion o expansion horizontal (factor a) del gréafico de f despues de haber sido trasladado b
unidades.

En efecto, si consideramos h(z) = f(b + x) obtenemos primero una traslacion del gréafico de f, que
depende del signo de b (a la derecha si b < 0).

Para terminar g(z) = h(ax) y se debe hacer un reescalamiento horizontal en la gréfica anterior.

Algo similar sucede si a < 0, pero habré una reflexion envuelta en el proceso de obtener la gréfica
de g a partir de la gréafica de f.

Ejemplo: Para la funcion g(z) = [2 — 3z] obtenemos su gréfico del gréafico de [x] proce-
diendo como sigue. Escribimos h en la forma,

h(z) =2 + 2]
Por lo tanto pensamos en una traslacion horizontal del gréfico de [z] de dos unidades a la
izquierda.
Finalmente, g(z) = h(—3z) y debemos hacer una contraccién horizontal (factor 3) y una
reflexion horizontal (factor -1) de la gréfica inmediata anterior.

Otras observaciones acerca de gréaficos

Otros casos se presentan con frecuencia como g(z) = a + f(z) y g(z) = a f(z). Estos casos son
sencillos de analizar y se producen traslaciones verticales de los gréficos en el caso de la suma asi como
estiramientos, encogimientos y reflexiones verticales en el caso del producto por una constante a # 0.



5.4 Ejercicios

77

Analice usted algunos ejemplos y vea como todo esto le puede ayudar mucho al bosquejar graficos a
partir de graficos conocidos como en los ejercicios que siguen.

5.4 Ejercicios

1. Paracadaunade las funciones cuyas gréficas se ven en las figuras (5.16), (5.17), (5.18), (5.19),

Figura5.16
Figura 5.17
f
X /\
Y
L
Figura 5.18

hallar su dominio e imagen, y determine si son inyectivas, sobreyectivas o biyectivas:
2. Para cada una de las funciones hallar su dominio e imagen, y determine si son inyectivas, sobre-
yectivas o biyectivas:
@ A={1,2,3,4}, B={2,3,4,5,6,7,8}yf: A— Bestadefinidapor f(z) =z + 1.
by A={1,2,3,4,5}yB=1{3, 5}, f: A— B esta definida por:
fw={3 % 153
(c) X esel conjunto de los nUmeros realesy f : X — X esta dada por:
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Figura 5.19

i. f(z) =2? iii. f(x)=4
i, f(z) = — iv. f(z) =2

Figura 5.20
(a) Hallar f~'(H). (b) Hallar f~*(B — H). (c) Hallar A — f~'(H).
4. Graficar las siguiente funciones:
@ f(@)=—(z+2)° Q@ f@) =+ u (M) f(z) = [2] +2
(b) flx) =—|z+2| _ (n) f(z) =[x +3]
- () f(z)=[z] -
© f(x) ——¢1w+2 2 i) Fla) = a7 ©) f(z) =2 —2la|
(d) f(ac):—i(z—?) () f(z)=l|z|+= P) flz) =2 -3z
(e) f(z) =2z —2[+2 K) f(z) = —[z] @ f(z)=3z—a?
0 f) =" () () = [z 1] 0 £(2) = [Vl
5. Graficar las siguiente funciones:
— 9 —2| — 1 x| st —2<z<1
@ flz) =2z =2| |z +1]+= (d) f(;,;)_{ G leaes

—r si <0
(b) f(z) = 2 si 0<z<2
r—2 si x>2
0 si <0
© fl@)={ 4—2 si 0<z<?2 @ flx)=¢ Vo si 1<z<4
0 si z>2 i
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® f(x) = {

-1

[z]
5

si
si
si

r<l1
l<z<4
Tz >4

@) f(z)= {

|z + 2|

z2—1

Ve —2

si
si
si

<0
0<xr<?2
x> 2
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Capitulo 6

Funciones Trigonométricas

Otros ejemplos de funciones numéricas muy importantes son las funciones trigonométricas. Fre-
cuentemente en la escuela secundaria se definen las razones trigonométricas en un tridngulo rectangulo:

cateto opuesto cateto adyacente cateto opuesto

senq¢ = ————————, COS = ———————— aney = —————————————
hipotenusa ’ hipotenusa ’ cateto adyacente

donde « es uno de los angulos agudos del tridngulo.

6.1 Las funciones trigonométricas en los reales

Como la razén entre un par de lados de un tridngulo no varia si cambiamos el triangulo por otro
semejante (por el teorema de Tales), siempre podremos suponer que la hipotenusa tiene longitud 1, lo
que permite una representacién geométrica muy conveniente:

En el cuarto de circunferencia de radio 1 (figura 6.1) tenemos

sena =y, Y cosa =z,

donde (z,y) son las coordenadas del punto P de la circunferencia determinado por el &ngulo agudo
«, medido desde el semieje z > 0.

C
P(xy)
Y
(o
O B A . Las coordenadas del punto P en la circunferencia determi-
X nado por el &ngulo agudo «, medido desde el semieje z > 0

Figura 6.1

Por la semejanza de Ios triangulos OPB 'y OC A vemos que el segmento «tangente a la circunferen-
cia» AC tiene Iongltud = esdecir AC = tan 'y por esto la razén se Ilama tangente.
Obtenemos tres funuones definidas asi:
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al &ngulo « le corresponde el punto P en la circunferencia unitaria donde la corta el lado del
angulo central « (medido como antes en el sentido antihorario desde el semieje x > 0).

a P le corresponde su abscisa z si queremos definir cos a,

su ordenada y si hablamos de sena
y

larazén < si queremos definir tan «
T

En resumen las tres funciones se construyen asi:

ar— P~ y=sena, a— P—x=cosa, arm P ? = tana
T

Hasta ahora esto vale sélo para angulos agudos medidos en la forma indicada arriba pero, si te-
nemos una manera de medir el &ngulo en una forma general, podremos extender esta funcion a otros
numeros reales. La manera mas natural de hacer esto es considerando la longitud de la circunferencia
deradio 1, esta es un nimero real llamado 27. Dicho de otro modo, = es la longitud de una semicircun-
ferencia de radio 1. A un angulo cualquiera ¢, le corresponde un Unico punto P sobre la circunferencia
y a este punto una Unica longitud medida del arco que une el punto A con P girando en sentido
antihorario (contrario al movimiento de las agujas del reloj).

Este ndmero r, con 0 < r < 2w se llama la medida en radianes del &ngulo «. También se dice
que es la medida en radianes del arco AP, (recorrido en sentido antihorario, figura 6.2). Entonces,

Arcos y angulos
Figura 6.2

establecemos:

Definicion: un radian es la medida del angulo que se forma cuando se
lleva sobre la circunferencia una longitud igual al radio.

En el caso del circulo radio 1 (figura 6.3), llamado también circulo trigonométrico, Obtenemos dos

Un radian
Figura 6.3

funciones reales:

sena =y, ordenadade P.
cosa = x, abscisade P.
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para « medido en radianes, con 0 < a < 2, tenemos, sen : [0,27) = Ry cos : [0,27) = R.

La funcidn tangente esta definida en todos los puntos menos aquellos donde se anula z, es decir:

s T 3w 3w
tan : [0, 5) U (5, 7) U (7, 27'[') — R

Ahora si z € R es un numero real positivo podemos definir senz y cos x de la manera siguiente:
Considerando o« = x como una longitud que se enrolla en la circunferencia unitaria en sentido antiho-
rario, después de dar cierto nimero de vueltas, se llega a algiin punto P. Entonces, senz y cos z son
respectivamente la ordenada y la abscisa de este punto P. De manera precisa, si hacemos la division
entera de z por 27 obtenemos ¢ = 27n+r donden € Ny 0 < r < 27, entonces definimos senz = senr
y COSX = COST.

Si x es negativo, se repite el procedimiento anterior, pero damos vueltas en el otro sentido, es decir
en sentido horario.

Ahora tenemos las dos funciones senz y cos = definidas en todo R y observamos que: Img(senz) =
Img(cosz) = [—1,1] es decir, que sus valores son los nimeros en [—1,1]. Ademas son periddicas de
periodo 2, esto quiere decir que:

sent = sen(x + 2km)

cost = cos(x + 2km) } paratodo k € Z

Por otro lado, si vemos sus graficas, (figuras 6.4 en la pagina 84 y 6.5) entonces es muy facil ver
ddnde éstas funciones crecen, dénde decrecen y ddnde alcanzan sus méximos y minimos (los detalles
de graficacion se verdn mas adelante en el curso).

La tercera funcién, la tangente, no esta definida en todo R puesto que hay que excluir los puntos

donde se anula el coseno. El dominio de tan z esR — {g +kr|keZ}.

Analizando el signo de la funcion === cuando o da una vuelta a la circunferencia, y analizando
el crecimiento y decrecimiento de la funcion, se puede construir su grafico como en la figura 6.6 (los
detalles de graficacion se veran més adelante en el curso).

También, si vemos el comportamiento del segmento AT, notamos que es una funcion periddica de
periodo 27

tan(z + 2km) = tanz

siempre que esté definida en x. Pero también, si analizamos mas detalladamente, vemos que tiene un
periodo menor pues tan(z + k7) = tan xz para cualquiera que sea k € Z si tan z esta definida. Vemos
también que tan z es siempre creciente (en cualquier intervalo contenido en su dominio) y no tiene
maximos ni minimos.

6.2 Inversas de las funciones trigonomeétricas

Consideremos la funcion senz. Si tenemos un punto cualquiera r € [—1, 1], vemos que la preimagen
de r consta de infinitos puntos. La preimagen se llama el arcoseno de r, es decir el arco cuyo seno es r.
Si o es tal que sena = r entonces:

arcsenr D {a + 2k |k € Z}

Pero también vemos en la figura 6.7, que sena = sen(m — a) y como (7 — a) + 2km = —a+ (2k + 1)«
obtenemos finalmente que la preimagen de « es:

arcsenr = {a + 2kw |k € Z}YU {—a+ 2k + 1) |k € Z}

Dicho en palabras, todos los angulos cuyo seno es r, con —1 < r < 1, se obtienen de cualquier « con
sen(a) = r, sumandole « a todos los multiplos enteros pares de 7 y restdndole « a todos los multiplos
enteros impares de .

Igualmente si r» € [—1,1] y si cos @ = r entonces todos los &ngulos cuyo coseno es r se obtienen a
partir de « asi, (figura 6.8):

arccost = {a +2kn |k € Z}U{—a+2kr |k € Z}
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N

Figura 6.4

La funcién seno

La funcién coseno
Figura 6.5

»
>

Y4

Figura 6.6

La razén entre seno y el
coseno, la tangente
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BN |
: ay : ,
X
Ordenada=sena = sen(w — )
Figura 6.7
a; | R
- : X
cos a = cos(—a), coseno es una funcion par

Figura 6.8
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porque cos o = cos(2m — a)) = cos(—a). Entonces puede escribirse asi:
arccosr = {2knr ta|k € Z}

Finalmente sir € Ry tan o = r entonces arctanr = {a + kr |k € Z}.
Ninguna de estas funciones trigonomeétricas es inyectiva, pero restringidas a intervalos adecuados
se obtiene, por ejemplo:

sen : [—%, 5] = [—1, 1] es biyectiva, cos : [0, 7] = [—1, 1] es biyectiva

tan : (—g, g) — R es biyectiva

Se pueden definir funciones inversas restringidas a esos intervalos. Estas funciones inversas se
Illaman, por abuso de lenguaje, arcsen, arccos Yy arctan y sus graficas, (figuras 6.9, 6.10 y 6.11) se
pueden obtener por reflexion de las gréficas anteriores respecto a la diagonal principal (la recta y = z).

1.7 TC/Z , 4
y=argsen(x) e
1 , 4 v
_ 4 y=sen(x)
—1t/2
y=sen(x) 1 /2
- 7 ’ 1
’ - —m/2

- y=arcsen(x)
Graficos de senz y arcsenz

Figura 6.9

y=arccos(x)

&

=COS(X) —
Gréficos de cos x y arccos x y ( )

Figura 6.10

Es costumbre evitar la notacion sen™'z, cos™ z o tan™! x, para designar las funciones arcsenz,

arccos x Y arctan z, para evitar confusion con las funciones cosecante, secante y contangente.

Ejemplo: ;Cual tiene mas puntos: Un segmento o la recta entera?
Esta pregunta tiene una bella respuesta utilizando la funcién tangente: tan : (—g, g) —

R que es una biyeccion. Entonces el segmento obtenido (— %, Z) tiene el mismo nimero de
puntos que la recta R. Cualquier otro segmento tiene el mismo nimero de puntos que el
segmento (—%, ), como se ve con una proyeccion. Esto es solo posible porque la recta y

un segmento cualquiera son continuos.
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y=tan(x2 .’

S . SAS— y=n/2
! - y=arctan(x)
fffffffffffffffff Ay
< |
. | |
d 1 3
! | |
7 | I
X=-1/2 X=1/2 Gréficas de tan x y arctan z
Figura 6.11
Ejercicios

. 1
1. (Paraqué valoresdez es | cosz| < 5?

Resp: {z + k| g <z< Zg,k € Z},(figura 6.12).
A
27/3
g w/3
b
172 4
4n/3 T 5n/3
Ejemplo en el circulo trigonométrico
Figura 6.12
. 1 m 5 .
2. Para qué valores de z es cosz < 7 Resp: {z + 2k~ | 3 <z< 3 k € 2}, (figura 6.13).
3. Recordando las definiciones:
1 1
csco = s seca = s cota = .
sena cos « tan o

(a) Pruebe que estas funciones estan representadas por la longitud de los siguientes segmentos
en la circunferencia unitaria de la figura 6.14.

0Q =csca, OC=seca, TQ=cota
(b) Analice cédmo varian estos tres segmentos cuando el punto P recorre la circunferencia.

(c) Encuentre el dominio de cada una de las tres funciones csc z , sec z, tan x y dibuje sus gréfi-
cas.
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2n/3
- n/3

172

41:/3\ 5m/3
Otro ejemplo en el circulo trigonométrico
Figura 6.13
T oQ
e

c
X

a A
o) 1

Otras funciones trigonométricas OQ = csc o,
oC = seca,m: cota

Figura 6.14



La Trigonometria (lectura
requerida)

6.3 Las identidades trigonométricas

Las funciones trigonomeétricas estdn conectadas por una serie de relaciones que se estudian bajo el
nombre de trigonometria. Todas estas relaciones se derivan de las definiciones de seno, coseno, tangente

y del teorema de Pitagoras:
sen’z + cos’z =1

De manera que toda la trigonometria no es mas que una serie de variaciones sobre el Teorema de
Pitagoras. Es muy importante que repase toda la trigonometria, porque sera utilizada constatemente.
Para comenzar ese repaso demuestre las siguientes formulas:

tan?z + 1 =sec’ z cot?’z+1=csc’z

6.3.1 Fdérmulas para la suma de dos angulos

y
C
a
D B
P
Ba Hallar formulas para las funciones trigonométricas aplica-
0 T E A das a sumas de angulos en términos de las funciones trigo-
nomeétricas en los sumandos.

Figura 6.15

A partir del dibujo en la figura 6.15: Pruebe las igualdades siguientes:

CD = senfcosa , PE = DT = senacos 3
OFE = cosacos 3 , DP =TFE = senasenf3

Luego, pruebe las siguientes formulas,

sen(a + ) = senacos 3 + senf cos
sen(a — ) = senacos 3 — senf cos o
cos(a+ B) = cosacos B — sena senf

cos(a — B) = cosacos B + senasenf
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tan « + tan 3
t = —
an(a + ) 1 —tanatanf
tan(a — B) tan a — tan 3

- 1+ tan atan 3

6.3.2 Formulas para el &ngulo doble
Tomando « = 3 en las formulas anteriores, obtenga:

2tan o

sen2a = 2senacosa, cos2a = cos’a — sen’q, tan2a = —
1 —tan” «

6.3.3 Foérmulas para el angulo medio

A partir de las férmulas anteriores demuestre que para 0 < a < 7/2:

seng— 1 —cosa cosg— 1+ cosa tang— 1 —cosa
2~V 2 2~V 2 2 V1+cosa

6.3.4 Conversion de productos en sumas y viceversa
Pruebe que:

A+B A-B

senA + senB = 2sen( 5 ) cos( 5 )
senA—senB:2sen(A;B)cos(A_;B)
cosA—}—cosB:Zcos(A; )OS(A;B)
cosA—cosB=—ZSen(A;B)Sen(AgB)

Senr cosy = %( sen(z +y) + sen(z — y))
1

senx seny = E(cos(x —y) —cos(z +y))
1

CoSTCOSY = i(cos(x +y) + cos(z — y))

6.4 Teoremas de Euclides y Pitagoras

En la figura 6.4, notamos el tridngulo rectdngulo AABO y tres cuadrados, con lados iguales a los del
tridngulo, evocando el planteamiento de un teorema conocido,

El Teorema de Pitagoras: |AO|? + |BO|*> = |AB|? o bien, el area del cuadrado mayor es igual a la suma
de las areas de los dos cuadrados menores.

Hay varias pruebas directas de este teorema que el estudiante puede encontrar. Mostraremos sin
embargo una prueba que ilustra otros hechos,

Primer Teorema de Euclides: el area del rectangulo JAELC es igual al area del cuadrado JAOHG.?

Queda para los lectores el encargo de probar el Teorema de Euclides. Esto puede hacerse por
ejemplo, observando la misma figura 6.4 y comparando las &reas mencionadas en el teorema con el
area del paralelogramo AOM F, la cual puede calcularse (usando la formula base por altura) en dos
formas distintas (notar que el triangulo rectdngulo A ABO es congruente con tridngulo AAFG).

El Teorema de Pitagoras es una consecuencia del Teorema de Euclides; el area del cuadrado mas
grande, visualmente igual a la suma de las areas de los dos rectangulos, es la suma de las areas de los
dos cuadrados menores, y eso da la prueba.

1También el area del rectagulo OBCLK es igual al area del cuadrado JOBI.J
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M J I

Figura 6.16 Teoremas de Pitagoras y de Euclides

6.5 Ejercicios

1. Demuestre el teorema del coseno:

a®> = +b* — 2bccosa

2. Demuestre el teorema del seno:
a b b

sena  senf  seny

3. Demuestre la formula de Herdn de Alejandria:

Area ABC = +/p(p — a)(p —b)(p — ¢)

donde p es el semiperimetro del triangulo,

1
p=§(a+b+0)

4. Sea f(z) = cos(arcsenz). Demuestre que f : [—1, 1] — R puede también definirse con la formula

fl@)=V1-22

¢Por qué novale f(z) = —v1 — z2?
5. Encuentre una formula para sen(arccos z).
6. Encuentre una férmula para sen(arctan z).
7. Calcule

(a) arcsen(—1)

(b) arcsen(%)

(c) tan( arcsen(%))

8. Dibuije el grafico de sen( arcsenz). (jCuidado!)
9. Escribir las siguientes expresiones sin usar signos de valor absoluto:
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10.
11.

12.

13.

14.

(@ |1+ senz| (¢) |cos 2|
(b) |senb3| (d) |1+ 2senz cos

Resolver la ecuacion: |sen z| = cos z

Resolver las siguientes inecuaciones y representar graficamente el conjunto de sus soluciones:

1 1
(@) |sen:1:—§|<—

— 4

(b) |cosa:—%| < ﬁ
Bosquejar la gréfica de:
@ f(x)=2sen(z + %) (€) f(x) =2tan(z + %)
(b) f(z) = %cos(x -3 d) f(z)= %cos(&at)
Demuestre que:

iy cos T + senx ™ COST — senr
(a) COS (Z — $) = T (b) sen (Z — 1’) = T

(*) Usando induccioén (y algo de nimeros complejos) demuestre la formula (de Moivre) :

[r(cosf + isenB)]" = r"(cos nf + i sennd)



Capitulo 7

Ecuacion de la recta

Vamos a ver que, si a y b son dos nameros reales, el grafico de la funcion f(z) = az+b es unarecta.
Sia = 0 entonces f(x) = b es la funcion constante: su grafico, (figura 7.1) es una recta paralela al eje z.

Una funcién constante
Figura7.1
Supongamos a # 0y b = 0, entonces el gréafico de f(z) = ax es una recta que pasa por (0, 0), como
en la figura 7.2, pues basta observar que:

Siz #0, (z,y) € recta <= Y —tana=a
T

Una recta por el origen

Figura7.2

El nUmero a = tan « se llama la pendiente de la recta.

Sia # 0yb # 0entonces el grafico de f(z) = ax + b es una recta paralela a la anterior que pasa por
el punto (0,b), como en la figura 7.3. Diremos que la ecuacion y = ax + b es la ecuacion de una recta, 0
que la recta es el lugar geométrico de los puntos del plano que satisfacen la ecuacion. Esto significa que
un punto P de coordenadas (o, yo), esta en la recta, si y sélo si sus coordenadas satisfacen la igualdad:
Yo = axo + b.

En laecuacién y = ax+b aparece la y «despejada». En general, una ecuacion lineal Az+By+C = 0,
donde A y B no son nulas simultaneamente, representa una recta, porque si B # 0, despejando y

obtenemos y = —%:1: — % que es la recta de pendiente —%. SiB=0y A #0laecuacion Az +C =0

. c
representa la recta paralela al eje y por el punto — 1

En una recta vertical, es decir donde el angulo &ngulo « es g diremos que tiene «pendiente infi-
nita». Esta recta vertical no es el grafico de ninguna funcion, (figura 7.4). Por esta razon es preferible
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y=ax+b

y=ax

! ax

tana=a

Recta con pendiente a, que corta el eje de las
ordenadas (eje y) en el punto (0,b)

Figura 7.3

\/

-C/A

Recta vertical
Figura 7.4

pensar en términos de «ecuacion de la recta» o de «lugar geométrico» como un conjunto de puntos
cuyas coordenadas satisfacen una ecuacién, en vez de pensar en términos de graficos (de funciones).
Obtenemos asi todas las rectas del plano, incluso las verticales.

7.1 Geometria Analitica;: método de las coordenadas

El introducir coordenadas en el plano, y caracterizar conjuntos de puntos como curvas o regiones
mediante ecuaciones, nos permite estudiar las propiedades geométricas de esos conjuntos, usando
para ello las propiedades de las ecuaciones que las representan. Este método se llama Geometria
Analitica, y fue propuesto independientemente por Pierre Fermat (1601- 1665) y por René Descartes
(1596-1650). No es realmente una nueva geometria sino un método para estudiar geometria.

Vamos a comenzar estudiando las rectas y circunferencias en el plano. El primer problema es
encontrar la ecuacion de una recta que tiene ciertas propiedades o restricciones.

7.2 Ecuacion de una recta que pasa por un punto P

Si el punto P tiene coordenadas (zo,yo) Y la recta y = ax + b tiene que pasar por P, entonces las
coordenadas (zo, yo) deben satisfacer la ecuacion, es decir yo = axo + b.
Eliminando b de las ecuaciones, esto es, restando miembro a miembro

y = ax—+b
Yo = awo+b

obtenemos y — yo = a(x — xo) , que es la ecuacion general de la recta que pasa por P, (figura 7.5).
Observe que si la recta no es vertical, es decir x — o # 0 entonces podemos dividir por x — zo y
obtenemos que a = Y7 e51a pendiente de la recta.
r — XTo
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Yo

Recta por un punto P(zo, yo)
Figura 7.5

Por supuesto que hay infinitas rectas que pasan por P. Cada valor arbitrario que demos a la pen-
diente a, determina una recta por P.

Observacion Interesante: El nUmero de rectas que pasa por un punto P es infinito. La pendiente, el
numero a, da una biyeccién entre R y todas las rectas no verticales por P. Hay entonces un «continuo»
de rectas por P, pero las propiedades «geométricas» de este continuo difieren de las de R, puesto que
existe una recta vertical. Si trazamos una circunferencia de centro P, cada recta por P esta determinada
por dos puntos opuestos q y ¢’ en la circunferencia, (figura 7.6) y la recta vertical determinada por el
diametro vertical. La geometria de las rectas por P se parece mas a la de la circunferencia que a la de

Todas las rectas por un punto

Figura 7.6

R.

7.3 Recta que pasa por dos puntos

Si tenemos dos puntos distintos, P; de coordenadas (z1,y1) Yy P> de coordenadas (z2,y2), entonces
existe una Unica recta que pasa por ambos. Para encontrar la ecuacion de esta recta, escribimos la
ecuacion de una recta genérica que pase por Pi: y —y1 = a(x —z1), (figura 7.7) y ponemos la condicién
de que esta recta pase por P»: y» — y1 = a(xz2 — 1) entonces, si la recta no es vertical, es decir si

2 — Y1 - s
x2 — 1 # 0, podemos calcular a = Eei y obtenemos entonces finalmente la ecuacion
ro — I1
Y2—U
y—y = (z — 1)
o — I1

Si la recta es vertical, es decir si z2 = z1, la ecuacion es: z = z1 (= z2)

7.4 Rectas Paralelas

Dos rectas no verticales, son paralelas si y solo si tienen la misma pendiente. Las ecuaciones seran
y=ar+byy =az+b' . Porejemplo: halle la ecuacion de la recta paralela a una dada y que pasa
por el punto P de coordenadas (zo,y0). Dada la recta y = kx + b, escribimos la ecuacion general
de las rectas que pasan por P, (figura 7.8) y — yo = a(z — o) y fijamos el valor a = k. la ecuacién
y — yo = k(xz — xo) esta totalmente determinada por el valor k£ € R. Hemos encontrado una expresion
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La recta por dos puntos
Figura 7.7

Recta paralela por un punto P
Figura 7.8

analitica del postulado de Euclides: por un punto exterior a una recta, se puede trazar una Unica recta
paralela a ella.

Si la recta hubiera sido vertical, de ecuacién x = ¢, entonces la paralela por P hubiera tenido
ecuacion r = xo.

7.5 Rectas Perpendiculares

Veamos que dos rectas (no verticales) con pendientes a y a’, son perpendiculares si y sélo si las pen-

. . ., 1 . .
dientes satisfacen la relacion a = —— (o0 aa = —1) (figura 7.9). En efecto, silarectay = a'z + b es
a
perpendicular a la recta y = ax + b entonces
1 1

' ™
:ta —_ = — [r——
@ n(2+a) tan a

Pendientes de rectas perpendiculares
Figura 7.9
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10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.

17.

18.

19.

Ejemplo: Hallar la ecuacion de la recta que pasa por P (zo,y0) Y €s perpendicular a la
recta y = ax + b. Sabemos que la ecuacién general de la recta que pasa por el punto P es
y —yo = m(z — xo). Luego, como esta recta debe ser perpendicular a la anterior, entonces

L. 1
m = ——y, por lo tanto, la ecuacién es y — yo = —=(x — o).
a a

Determinar cudles de los puntos (3,1), (2, 3), (6,3), (—3,—3), (3,—1), (—2,1) estan situados en
larecta 2z — 3y — 3 = 0y cudles no lo estan.

Los puntos A, B, C, D, E estan situados en la recta 3z — 2y — 6 = 0 sus abcisas son 4, 0, 2, -2, -6
respectivamente. Determinar las ordenadas de esos puntos.

Determinar los puntos de interseccién de la recta 2z — 3y — 12 = 0 con los ejes coordenados y
dibujar la recta en el plano.

Hallar los puntos de interseccion de las rectas
3r—4y = 29
2c+5y = -19

Los lados de un triangulo estan sobre las rectas
dr+3y =5, z—3y+10=0, =2
Determinar las coordenadas de sus vértices.

Un paralelogramo tiene dos de sus lados sobre las rectas 8z + 3y +1 = 0,2z +y = 1 y una de
sus diagonales sobre la recta 3z + 2y + 3 = 0 determinar las coordenadas de sus vértices.

Dada la recta 2z + 3y + 4 = 0, hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto (2,1) y es

(a) paralela a la recta dada.
(b) perpendicular a la reta dada

Hallar las ecuaciones de las rectas que pasan por los vértices del triangulo A(5,—4), B(—1,3),
C(-3,2) y son paralelas al lado opuesto.

Dados los puntos medios de los lados de un triangulo M:(2,1), M»(5,3), M3(3, —4) hallar las
ecuaciones de sus lados.

La altura es la recta que pasa por un vértice del triangulo y es perpendicular al lado opuesto.
Dados los vértices del triangulo A(2, 1), B(—1, —1), C(3, 2) hallar las ecuaciones de sus alturas.

La mediana es la recta que une un vértice de un tridngulo con el punto medio de su lado opuesto.
Dados los vértices del triangulo A(1,—1), B(—2,1), C(3, 5) hallar la ecuacion de la perpendicular
bajada desde el vértice A a la mediana trazada desde el vértice B.

Hallar las ecuaciones de los lados y de las medianas del triangulo que tiene como vértices A(3, 2),
B(5,-2),C(1,0).

Dados los vértices consecutivos de un cuadrilatero convexo A(—3,1), B(3,9), C(7,6), D(—2, —6)
determinar el punto de interseccion de sus diagonales.

Hallar en larecta 2z —y — 5 = 0 un punto P de manera que la suma de sus distancias a los puntos
(=7,1), (—5,5) sea minima.

Hallar la pendiente y la ordenada en el origen, b, de la recta 3z + 2y = 7.
Pruebe que la ecuacion de la recta que corta al eje X en (a,0) y al eje Y en (0,b) es g + % =1
(¢Hay restricciones?).

Hallar la ecuacion de la recta que pasa por P(—1,5) y es paralela a la recta que pasa por A(—2,1)

Halle la ecuacion de la recta que pasa por A(—2,2) y que es perpendicular a la recta 2z + y = 4.
Encontrar el punto de corte de ambas rectas.

Dibuje las rectas % + % =1y % + % = 1. ¢Son estas rectas perpendiculaes o paralelas?



98

Ecuacién de la recta

20.

21.
22.

23.

24,

25.

26.

217.

28.

29.

30.

3L

32.

33.

34.

Encuentre una formula para el &ngulo entre dos rectas que se cortany = ax + by y = cx + d, en
términos de a y ¢ (las pendientes de las rectas dadas).

Halle el &ngulo de corte de lasdosrectas 3z —y —1=0y4dzx — 2y =1

Determinar el angulo formado por las rectas:

@ br—y+7=0, 3x+2y=0

(b) 3z —2y+7=0, 2¢+3y—3=0

() x—2y—47=0, 2x—4y+3=0

(d) 3x —2y—1=0, bz—2y+3=0

El punto (—4,5) es un vértice del cuadrado cuya diagonal esta en la recta 7z — y = 0. Hallar las
ecuaciones de los lados y de la otra diagonal.

Desde el punto (—2, 3) se dirige hacia el eje x un rayo de luz con una inclinacién de un angulo a.
Se sabe que tan a = 3. Hallar las ecuaciones de las rectas en las que estan los rayos incidente y
reflejado.

Demostrar que la ecuacion de la recta que pasa por el punto M y es paralela a la recta Az + By +
C = 0, puede escribirse

Az —x1) + By —y1) =0

La mediatriz es la recta que trazada por el punto medio de un lado de un tridngulo es perpendicu-
lar a dicho lado. Hallar las mediatrices del tridngulo que tiene como Vvértices A(3,2), B(5,—2),
C(1,0).

Si a, B son enteros positivos, demostrar que las coordenadas del punto P(z,y) el cual divide al
. . |PP

segmento de recta P, P, en larazén &, es decir, Litsl =4

|PLP2| B

_arxt+(B-a)z oyt (B

B ’ g

siendo (z1,z2) las coordenadas del punto P; y (z2,y-) las del punto P-.

, Vienen dadas por las formulas

Escribir las ecuaciones de las mediatrices de los lados del tridngulo de vértices A(2,3), B(—2,1),
C(3,—2) y determinar las coordenadas del circuncentro (se llama asi al punto en que se cortan
las mediatrices y es el centro de la circunferencia circunscrita al triangulo dado).

Hallar las ecuaciones de las dos rectas que forman angulo de 45° con larectaz — 2y +5 =0y
gue pasan por el origen de coordenadas.

Hallar la ecuacioén de la bisectriz del &ngulo agudo formado por las rectas r; y r» definidas de la
siguiente forma: r; pasa por el punto A(1,2) y forma un angulo de 45° con la direccion positiva
del eje z, r» pasa por el punto B(5,6) y corta el eje = en un punto c tal que el &rea del tridngulo
ABC esigual a 12.

Dada la recta r; de ecuacion 2y — 3z = 4y el punto P(1,—3)

(a) Hallar la ecuacién de la recta que para por Py es perpendicular a r;.
(b) Hallar una férmula para la distancia desde un punto @ = (zo, yo) a una rectar = {az + by +
¢ = 0}, donde a, b, ¢, zo,yo € R.
Hallar las ecuaciones de las medianas del triangulo de vértices A(3,—-2), B(3,4), C(-1,1) y
comprobar que las tres medianas se intersectan en un punto.

Demostrar que los segmentos de recta que unen los puntos medios consecutivos de los lados de
un cuadrilatero cualquiera forman un paralelogramo.

Por un punto P cualquiera del plano pasan infinitas rectas. El conjunto de estas infinitas rectas se
llama haz de rectas de vértice P. Sea r, una recta de ecuacion A,z + B1y + C1 = 0y r» otra recta
de ecuacion Az + B2y + C» = 0 (no paralela a la anterior) y sea a un nimero real cualquiera.
Demostrar que la ecuacion:

A1z + By + C1 4+ a(Axx + Bay + C2) =0

representa un haz de rectas cuyo vértice es el punto de interseccion de ry y r».
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35. Utilizando lo aprendido en el ejercicio anterior y sin hallar las coordenadas del punto de intersec-
cion de r;1 y r2 contestar las siguientes preguntas, siendo las ecuacionesdery : 2z +3y —5 =0
ydery: 3xr+5y—8=0

(a) Hallar la recta del haz que pasa por (1, 3).

(b) Hallar la recta del haz paralela al eje x.

(c) Idem paralela el gje y.

(d) Idem perpendicularalarecta2z +y —7=0.

(e) Hallar la recta del haz que forma un tridngulo is6sceles con los ejes de coordenadas.

ejercicio 36

Figura 7.10

36. Determinar un triangulo ABC conociendo un punto A, la longitud del lado BC, la pendiente de
la recta sobre la que se encuentra el lado BC'y sabiendo que B = C'y que el punto P esta sobre
larecta BC.

Datos: A(2,3), P(0,1),mpc = %,|BC| =5

Solucién: la recta r estd completamente determinada pues conocemos un punto y la pendiente.
El problema se reduce a trazar desde A dos rectas AB y AC que forman &ngulos iguales con r y
tales que determinen un segmento sobre r de longitud dada igual a 5.

Una forma simple de resolverlo, vea la figura 7.10, teniendo en cuenta que la altura AL pasa por
el punto medio de BC, es determinar las coordenadas del punto L y llevar a cada lado de L

|BC|

segmentos de longitud — y hallando los puntos By C.
Ecuacion de la recta AL que pasa por Ay es perpendicular a r:

1
mpc
AL : y—-3=-22-2)=>y=—-2z+7

= -2

mAL = —

Ecuaciénrecta BC iy —1=3(z—0)=>y=%+1
Coordenadas del punto L, interseccion de ALy BC"

—_5 — 12 —u
{y:_2x+7} 0=-32+6=z=73, y=3
=241 .
T L(2,4)
- — 1= 1_ 5
BL|=|LC|==z|BC|=<-5= <
[BL| = [IC| = 5BC| = 35 = 5

Como se conoce la pendiente de BC, mediante una simple regla de tres, que resulta de aplicar el
teorema de Thales, se determinan los incrementos que debemos dar a la abcisa y ordenada de L
para obtener las coordenadas de C'y B
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ejercicio 36 B

Figura7.11
V5 _ 3 V5 _ 3 Vb
7 = Ag T Ar=V5 1 Ay VT
Xc =z1 + Az T =z — Az
Yo =y + Ay yp =y — Ay
12 .
ro=">+V5 zp =2 -5
11 5
ye=—5"+3 Yo = % - %
Queda determinado el triangulo ABC por las coordenadas de los tres vértices:

12 11 5 12 11 5



Capitulo 8

Ecuacion de la circunferencia

8.1 Distanciaentre dos puntos

Establecido un sistema cartesiano en el plano (coordenadas z, ), el teorema de Pitagoras nos permite
hallar la distancia entre dos puntos P; de coordenadas (z1,y:1) y P> de coordenadas (z2, y2), (figura 8.1
) con la formula:

d(P1,Py) = \/(z2 —21)% + (y2 — y1)?

(yz'y1)

La distancia entre dos puntos

Figura 8.1

Definicion: Una circunferencia de centro C (zo, y0) y de radio r, donde
r es un namero real positivo, es el lugar geométrico de los puntos P, que
estan a distanciar de C.

Entonces, las coordenadas (z,y) de P (figura 8.1 ) deben satisfacer la ecuacion
d(P,C) = /(z —10)> + (y — yo)2 = r, y al elevar al cuadrado ambos miembros obtenemos la
ecuacion

(8.1) (x —z0)® + (y —yo)*> =17

Por otro lado todo punto de coordenadas (x, y) que satisface la ecuacion anterior, tambien esta a dir-
tancia r del punto central C(zo, yo), asi que 8.1 es la ecuacién de la circunferencia buscada.
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Yo

Un punto P en la circunfurencia
Figura 8.2

Observacion importante: la circunferencia anterior no puede ser el gréafico de una fun-
cién ya que a cada valor z del dominio deberia corresponder dos valores de f(z), lo que no
permite definir la funcion. Pero si tomamos s6lo media circunferencia, entonces la funcion
f estara definida en el intervalo [zo — r, zo + 7] por la féormula

f(x) =yo + /1?2 — (x — w0)*

(si tomamos el valor positivo de la raiz) y f tiene como grafica la media circunferencia
superior en la figura 8.3.

Yo

SR

Media circunferencia superior de centro (zo, yo)
Figura 8.3

Por otro lado la funcién

g9(x) = yo — Vr* — (z — 0)?
tiene como grafica la semicircunferencia inferior. Igualmente es posible construir otras fun-
ciones cuya grafica este compuesta por arcos tomados de las semicircunferencias superior e
inferior, por ejemplo definidas por trozos. Escribay dibuje usted un ejemplo de esto tltimo.

La circunferencia es un lugar geométrico; el lugar geométrico de los puntos P que equidistan de
otro punto C. Hemos visto que, analiticamente, ese lugar se describe con una ecuacion dada por un
polinomio de segundo grado en las variables z e y:

(x —20)* + (y —yo)* = r? =0
Efectuando operaciones y ordenando el polinomio obtendremos:

m2+y2—2xom—2yoy+m3+y§—r2=0
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El polinomio de segundo grado més general en dos variables es el siguiente:
Az’ 4+ By® + Cxy+ Dz + Ey+ F

donde A, B, C D, E, F son nameros reales. Si A # 0 podemos asumir A = 1, dividiendo por A
todos los coeficientes del polinomio.

Miremos un polinomio de segundo grado en z y y como el anterior pero con A = 1. Para que este
polinomio represente una circunferencia, debemostenerque A=B =1, C =0y

“F+(5)7 +(2)2 20

En efecto, en este caso el polinomio es > + y* + Dz + Ey + F. Hacemos —2zo = D, —2y, =
E, 3+ y3 —r’> = F'y obtenemos:

— D __E 2 __ 22 EQ
To==5, w=—5yr’=-F+(3)+(3)

Con esta notacion el polinomio es (z — o) + (y — yo)? — > y la ecuacion
(x—20)° + (y —yo)* —r* =0
representa la circunferencia de centro (zo, yo) y radio r > 0.

Ejemplo: Sea P(x,y) = Ax?+ By>+Cxy+ Dz + Ey+ F un polinomio de segundo grado

E . D . L.
talquuA=B=1 C=0y—F + (5)2 + (7)2 < 0, entonces la ecuacién P(z,y) = 0 no

L, . . D E
representa ningn lugar geométrico porque, haciendo zo = ——- y yo = =, P(z,y) =0
es equivalente a la ecuacion (z — 20)? + (y — yo)®> = —F + 2% + y3 < 0. No existe ningan

par (z,y) que verifique esta ecuacion (seria una circunferencia de «radio imaginario»).

8.2 Ejercicios: circunferencias y rectas

1. Encontrar la ecuacion de la circunferencia de centro (1, —2) y radio 3.
2. Lugares geométricos:

(a) Sean los puntos A(1,0) y B(4,0). Halle la ecuacién del lugar geométrico de los puntos
P(z,y) del plano tales que,

d(P,B) _
d(P,A)
Ayuda: Considere
dP,B) _ -1y _,
d(P, A) (z—1)2 +y2

Asi, (z — 4)% + y? = 4((z — 1)® + y?) es una circunferencia de centro (0, 0) y radio 2.
(b) Dados dos puntos fijos cualesquiera, A, B, demuestre que el lugar geométrico de los puntos
P del plano tales que,
d(P, B)
d(P,A)
es una circunferencia. Halle esa circunferencia.
(c) Dados dos puntos fijos cualesquiera, A, B. Halle la ecuacion del lugar geométrico de los
puntos P del plano tales que,
d(P,A)*> — d(P, B)® = k constante
Demuestre que es una recta perpendicular a la recta que pasa por Ay B.

= k constante

3. Hallar la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia (z — 1)® + (y + 3) = 25 en el punto
(4,1).
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10.

11.

12.
13.

Hallar la ecuacion de la circunferencia que tiene centro en el punto donde larecta 2z —3y+5 =0
corta al eje X y que pasa por el punto donde larecta 5z — y +2 = 0 cortaal eje Y.

Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por (2,3) y (—1,1) y cuyo centro esta en la recta
z—3y—11=0.
Considere dos puntos fijos A(a1,a2) y B(b1,b2) en el plano.

(a) Encuentre la ecuacion del lugar geométrico de los puntos P(z,y) que equidistan de Ay de
B.

(b) Pruebe que es una recta perpendicular a AB. Pruebe que es la mediatriz del segmento AB.

Hallar la ecuacion de la circunferencia que tiene como centro C(—1,2) y que pasa por el punto

A(2,6).

Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos A(3,1) y B(—1, 3) y su centro esta
situadoen larecta3z —y — 2 = 0.

Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la circunferencia z> + 14z + y* + 18y = 39, que la
toca en el punto del segundo cuadrante donde z = —2.
Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por el punto A(7, —5) y cuyo centro es el punto

de interseccion de las rectas 7x — 9y — 10 =0y 2z — 5y + 2 = 0.

Hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por los puntos A(—3,3) y B(1,4) y su centro esta
sobre la recta 3z — 2y — 23 = 0.

Si se tienen dos lugares geomeétricos, representados por ecuaciones f(z,y) = 0y g(z,y) = 0,
hallar los puntos de interseccién de los dos lugares geométricos equivale a resolver el sistema de
ecuacionesen z y y.

{ flz,y)=0
g(z,y) =0
Encuentre los puntos de corte de la recta z + y = 1y la circunferencia z2 + ¢y = 4.

Sea P(—3,1) y larecta 4z — 3y + 1 = 0, encuentre la distancia de P a la recta. Esto es la minima
distancia d(P(-3,1), Q(z,y)) donde Q(z,y) es un punto de la recta.
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9.1 LaParabola

Definicion: Una parabola es el conjunto de todos los puntos P del pla-
no que equidistan de una recta fija L, llamada directriz, y de un punto
F (que no esta en L), llamado foco.

Llamaremos eje (de simetria) de la pardbola a la recta perpendicular a la directriz L que pasa por
el foco F. Al punto medio entre F'y L lo llamaremos vértice de la pardbola (ver Figura 9.1).

DIRECTRIZ

Una parabola
Figura 9.1
A continuacién encontraremos analiticamente la ecuacion de la parabola que tiene como foco al
punto F(0,p) y como directriz a la recta de ecuacion y = —p. Es facil ver que esta parabola tiene como
vértice al origen y como eje de simetria al eje y. Ademas, segun la definicion, P(z,y) es un punto de la
paréabola si y sélo si d(P, F) = d(P, L) es decir:
©?+(@y-p? = y+p

Elevando al cuadrado ambos miembros y simplificando:
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@+ @y-p° = (y+p)°
2 2 2 2 2
T +y —2yp+p = y +2yp+p
2
r°—=2yp = 2yp.
Nos queda:
(9.1) @ = 4dpy.

La ecuacién 9.1 se llamada la forma candnica de la ecuacidn de una parébola que tiene como directriz
a la recta horizontal L de ecuacién y = —p y como foco F'(0, p), y un punto esta sobre esta parabola si
y sélo si cumple con esta ecuacion. Sip > 0, la parébola se abre hacia arriba como en la Figura 9.2 .. Si

p < 0, la pardbola se abre hacia abajo.

x§4py
F(0,p) ./ Plxy)
X
%
y=-p P'(x,-p)

Una parabola con eje vertical
Figura 9.2

De manera similar podemos ver que la forma candnica de la ecuacidén de una parébola que tiene
como directriz a la recta vertical L de ecuacion z = —py como foco F'(p, 0) es

9.2) v = dpz.

En este caso, si p > 0, la parabola se abre hacia la derecha como en la Figura 9.3. ysip < 0, la parabola

P'(-p,y)

Una parabola con eje horizontal
Figura 9.3

se abre hacia izquierda.

Ejemplos

. . ) - 1
1. Encuentre el foco y la directriz de la parabola de ecuacion x = — §y2.
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x=9/4
La parabola y* = —9z
Figura 9.4
Respuesta. Reescribiendo la ecuacion dada como y? = —9z obtenemos que 4p = —9 es decir,
p = —% Por lo tanto, el foco es F(—2,0) y la directriz es la recta L de ecuacion z = % (ver

Figura 9.4 en la pagina 107 ).

2. Determine la ecuacion de la pardbola con vértice (0, 0), que tiene al eje y como eje de simetria 'y
que pasa por el punto P(—3, 3).
Respuesta. Segin las condiciones dadas, la ecuacion de la parabola es de la forma 2z = 4py. Como
P(—3,3) esta sobre la parabola, (—3)> = 12p, es decir que p = > = 2. Por lo tanto, la ecuacion

de la parabolaes: 2 = 3y.

9.1.1 Forma candnica de ecuacién de la parabola

Ahora buscaremos la forma canénica de la ecuaciéon de una parébola con vértice V' (h, k) y directriz
paralela a uno de los ejes coordenados.

e Si la directriz es paralela al eje X y el vértice de la parabola es V (h, k), el eje de simetria es
la recta vertical + = h. Supongamos que el foco es el punto F(h,k + p), entonces la directriz
L de la parabola es la recta horizontal y = k — p. P(z,y) esta sobre la parédbola si y sélo si,
d(P,F) = d(P, L), es decir:

Ve—h?2+@y—-(k+p)? = y-(k-p).

Elevando al cuadrado ambos miembros y simplificando:

(z—h)’+@y—-(k+p)’ = (y—(k—p)’

(z—h)> +y° —2y(k +p) + (k +p)° v’ —2y(k—p)+ (k—p)°
(x—h)’=2py+(k+p)? = 2py+(k—p)°
(ac—h,)2—2py+k2+2pk+p2 2py + k> — 2pk + p?

(x — h)2 — 2py + 2pk 2py — 2pk.

Nos queda:
9.3) (x—h)® = 4p(y—k).
Como antes, sip > 0, la pardbola se abre hacia arriba como en la Figura 9.5 en la pagina 108 , y

sip < 0, la pardbola se abre hacia abajo.

Una forma alternativa, sencilla, rapida y elegante de obtener las ecuaciones candnicas anteriores
se tiene partiendo de la forma de las ecuaciones con vértice en el origen y luego cambiar variables.
Que el lector cambie z — z — h y y — y — k e interprete el significado de estos cambios.
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(x-h)=4p(y-k)

F(h,k+p) Picy)

V(h,k)

y=k-p

Una parabola con eje vertical y con vértice (h, k)
Figura 9.5

e Siladirectriz es paralelaal eje Y y el vértice de la pardbola es V' (h, k), el eje de simetria es la recta
horizontal y = k. Supongamos que el foco es el punto F'(h + p, k), entonces la directriz L de la
parabola es la recta vertical x = h —p. De manera similar podemos ver que, en este caso, la forma
canonica de la ecuacion de la parabola es:

(9.4) (y—k)?* = dp(z—h).
Aqui, si p > 0, la pardbola se abre hacia la derecha como en la Figura 9.6,y sip < 0, la pardbola

y
x=h-p (y-k)=4p(x-h)
| p>0

§V(h,k)
O\ Ftrepk
L

y=k

La paréahola (y — k) = 4p(z — h)
Figura 9.6

se abre hacia la izquierda.

Ejemplos

1. Determine la ecuacion de la pardbola que pasa por el origen, tiene vértice V(—1,4) y su directriz
es paralelaal eje Y.

Respuesta. Como el vértice de la pardbola es V(—1,4) y su directriz es paralela al eje Y, la forma
canodnica de su ecuacion es:

(y —4)> = 4p(z +1).

Si la paréabola pasa por el origen, entonces (0, 0) es solucion de esta ecuacion, es decir (0 — 4)? =
4p(0 + 1). Por lo tanto p = 4 y la ecuacién buscada es:

(y —4)° = 16(z + 1).

2. Encuentre el foco y la directriz de la parabola de ecuacion y? + 8y + 24 = 2z.
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Respuesta. Podemos completar cuadrados del lado derecho de la ecuacidon. Sumando y restado 16
nos queda:

2¢ =y + 8y + 16 — 16 + 24.

Esto es equivalente a:

v’ +8y+16+8 = 2z
(y+4)>+8 = 2
(y+4)? = 22-8

De aqui que la forma candnica de la ecuacion de la pardbola dada es:
(y+4)* = 2(x — 4).

Por lo tanto, p = 3, el foco es el punto F(4 + 1,—4) = F(%, —4) y la directriz es la recta vertical
x = I, verFigura 9.7,

Y
x=7/2
2x=y*+8y+24
=
V(4,-4). X
4 ;
O For2,-4)
La parabola (y + 4)* = 2(z — 4)
Figura 9.7
Ejercicios
1. Encontrar las coordenadas del foco y la ecuacién de la directriz de cada una de las siguientes
parébolas:
2_1 2__1
(a x‘—2y 0y =—3
(b) z° = —4y A
©y =2 @ (y+5)"=3(—6)
(d) =9z = 6>
©) %1‘ - %f (h) y* = —9(x — 4)

2. Escribir la ecuacion de cada parabola que tenga las propiedades indicadas y graficar:

(a) Focoen (0, —3), directrizy = 3.
(b) Directrizy = —Z, vértice (0, 0).
(c) Vértice (0,0); eje vertical; el punto (2, —2) esta en la parabola.

(d) Vértice (—3,—2), directrizez = — 2.
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9.2 LaElipse

Definicion: Una elipse es el conjunto de todos los puntos P del plano
(lugar geométrico) tales que la suma de las distancias de P a dos puntos
fijos F\ y F> del plano (llamados focos) es constante.

Llamaremos centro de la elipse al punto medio entre F; y F> (ver Figura 9.8).

P

Una elipse general
Figura 9.8

A continuacion encontraremos las ecuaciones de las elipses que tienen como centro al punto C(0, 0)
y como focos a los puntos Fi(—c,0) y F>(c,0), ¢ > 0 (ver Figura 9.9 ). Denotemos por 2a a la suma

y
P(x.y)

F(-c,0) 0 E(c.,0)

Una elipse con centro C(0, 0) y con focos los
puntos Fi(—c,0) y F>(c,0)

Figura 9.9
constante de las distancias de F; y F> a un punto P sobre la elipse (a es un pardmetro adicional que se
requiere para determinar la elipse). En la Figura 9.10 en la pagina 111 , podemos ver que a > ¢, pues
la suma de las longitudes de dos lados de un tridngulo (d: + d> = 2a) es mayor que la longitud del
tercer lado (2¢). Por definicion P(z,y) esté en la elipse si y s6lo si d(P, F1) + d(P, F>) = 2a, es decir:
VE+o)2+y2+/(x—c)2+y2 = 2a.

O lo que es lo mismo:

(z+e)2+y?2 = 2a—+/(z—c)2+y2.

Elevando al cuadrado ambos miembros y simplificando:

(x+¢) +3° 40> —dar/(z — )2+ 2 + (z — ¢)® +¢/°
>+ 2x+ = 40’ —da/(x—c)? +y2+2° —2cx 4
o’ —cx = a/(z—c)?+y2
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AY
(0,b) (x/a)"+(y/b)*=1
(a>b, o a=b)
b a
(-a,0) (a,0)
. 0 c g
(-¢,0) (c.0) X' Estudio de la ecuacion
de la elipse con centro
C(0,0) y con focos los
puntos  Fi(—c,0) Yy
FQ(C, 0)
Figura 9.10

Elevando al cuadrado ambos miembros de esta Ultima ecuacion se obtiene:
2 2 2 2 2
(a” —cx) a’[(z—c)" +y7]
a* — 2a%cw + 2x? a’z® — 2a°cz + a’c® + (12y2
4 2 2 2 2 2 2 2 2
a —a’c a’r” —c'x"+ay

a2(a2 _ 02) — 1'2(0/2 _ 02) + a2y2.

Como a® — ¢® > 0, podemos poner b> = a®> — ¢*. Al dividir ambos lados por a?b* obtenemos la

forma candnica de la ecuacion de una elipse con centro en el origen de coordenadas y focos F1(—c, 0)
y F>(c,0),¢ > 0:
2 2
T Y o
S+ = L
Llamaremos Vértices de la elipse a los puntos V1(—a,0) y V2(a,0) (que son los puntos donde la
grafica de la elipse interseca al eje X) y eje mayor al segmento de recta V1 V> (en este caso paralelo al
eje X). Los puntos donde la gréafica de la elipse interseca al eje Y son M1 (—b,0) y M2(b,0). Llamaremos
eje menor al segmento de recta M, M- (ver Figura 9.10).
De manera similar podemos ver que la forma candnica de la ecuacion de una elipse con centro en
el origen de coordenadas y focos F'1 (0, —c) y F2(0,¢), ¢ > 0, es:

2 2

2 2
T Yy _
b—2 + a—z = 1.
En este caso, los puntos V1 (0, —a) y V2(0, a) (que son los puntos donde la gréfica de la elipse inter-
seca al eje Y) son los vértices de la elipse y el segmento de recta V1 V5 es el eje mayor (paralelo al eje Y').
Los puntos donde la gréfica de la elipse interseca al eje X son M:(0,—b) y M»(0,b) y el segmento de

recta M, M, es el eje menor. Ver la Figura 9.11 en la pagina 112 .

Ejemplos
1. Encuentre los vértices y los focos de la elipse
3z + 4y° = 12.

Respuesta. Si dividimos ambos miembros de la ecuacidn por 12 podemos reescribir la ecuacion
dada como
2 2
g y
— 4+ =1,
+ 3
Por lo tanto, a® = 4, el eje mayor es paralelo al eje X y ¢? = a®> —b? = 4 — 3 = 1. De aqui que, los
focos son F;(—1,0) y F>(1,0) y los vértices son V1 (—2,0) y V2(2,0).
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Estudio de la ecuacion de la elipse con
centro C'(0, 0) y con focos los puntos

(07 _c) y (07 C)

y
(0,a
/b)*+(y/a)’=1
©ON R
C
bo| b |0 (b,0) X
(Or'C)
(0,-3)

Figura 9.11
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2. Determine la ecuacién de la elipse con ejes paralelos a los ejes coordenados, que tiene un foco en
(0,2), e intersecael eje Y en y = 5.
Respuesta. Como el foco esté en el eje Y, la ecuacion de la elipse debe ser de la

1_2 y2

b2 a2

Ademas, ¢ = 2, a = 5y, por lo tanto, b = 25 — 4 = 21. Entonces la ecuacion buscada es:

=1.

9.2.1 Laforma candnica de la ecuacion de la elipse

Busquemos ahora la forma candnica de la ecuacion de una elipse con centro (h, k) y ejes paralelos a los
ejes coordenados (al igual que antes, denotaremos por 2a a la suma de las distancias de F; y F> a un
punto P sobre la elipse).
e Sisu eje mayor es paralelo al eje X y los focos de la elipse son Fi(h — ¢, k) y F»(h + ¢, k), con un
sencillo argumento de traslacion de ejes se puede probar que la forma de la ecuacion es:

(x—h)?  (y—k)>
a? + b2
Los vértices de la elipse son Vi (h — a, k) y Va(h + a, k), es decir los puntos de corte de su gréafica
con la recta horizontal y = k.

e Sisu eje mayor es paralelo al eje Y y los focos de la elipse son Fi(h,k — ¢) y F>(h,k + ¢), con un
argumento de traslacién de ejes se puede probar que la forma de la ecuacion es:

(@=h)?*_ (y=k?
b2 + a?
Los vértices de la elipse son Vi (h, k — a) y Va(h, k + a), es decir los puntos de corte de su gréfica
con la recta (vertical) x = h.

1.

1.

en ambos casos a > cy b® = a® — 2.

Ejemplos

1. Determine la forma canonica de la ecuacion de la elipse que tiene focos Fi(—1, —2) y Fi(5,—2),
y cuyo eje mayor mide 10 unidades.
Respuesta. El centro de la elipse es el punto medio entre los focos, es decir, C( =52, =2=2) =
C(2,—2). Sabemos que la distancia entre los focos es igual a 2¢ y que la longitud del eje mayor
es igual a 2a, entonces ¢ = 3y a = 5. Como b* = a® — ¢ = 25 — 9 = 16 y los focos estan sobre la

recta horizontal y = —2, la forma candnica de la ecuacion de la elipse es:
(@-2°  (y+2)° _

25 6

2. Encuentre el centro y los focos de la elipse de ecuacion 9z2 + 16y> — 18z + 64y — 71 = 0.

Respuesta. Para encontrar el centro de la elipse agrupamos los términos en z y los términos en y
de la siguiente manera:

1.

(92 — 18z) + (16y° + 64y) = 71
9(z” —2z) +16(y” +4y) = 7L
Completando cuadrado en cada una de las expresiones que estan dentro de los paréntesis, obte-
nemos:
9(z° =2z +1—-1)+16(y° +6y+9—-9) = 71
9(z° =2z +1)—9+16(y° +4y+4) —64 = 71
9(z° =2z +1)+16(y> + 4y +4) = T1+9+64

9z —1)> +16(y +2)° = 144.
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Entonces, dividiendo ambos miembros de la Gltima ecuacién por 144 obtenemos la ecuaciéon de
la elipse:

(@-1°, @+2* _,

16 9
Por lo tanto, el centro de la elipse es el punto C(1,—-2), a®> = 16,b> = 9,¢*> = a®> —b* = Ty los
focos de la elipse son Fy (1 — V7, —2), F1 (1 + V7, —2).

1. Elaborar la gréafica de cada una de las siguientes elipses. Sefialar las coordenadas del centro, los
extremos de los ejes mayor y menor y los focos:

(y+2)° _

2y (x —1)2
(a) 2_5+E_1 (E) 9 + 1 1
2 2 Py 5
b L +¥ -1 (z+2)°  (y=3)" _
(© 992+1(‘3 9 LI 1
x4y = 2 2
. . 2 -1
(d) 42” +9y* = 36 () (miﬁ) + W 5 L

2. Escribir la ecuacion de la elipse que tiene las propiedades dadas:
(a) Centroen (0,0); eje mayor horizontal con longitud 10, eje menor con longitud 6.
(b) Centroen (2,3), focos (—2,3) y (6, 3); eje menor con longitud 8.
(c) Centroen (—5,0), focos (—5,2)y (—5,—2), b = 3.

3. ¢Las circunferencias son elipses?

9.3 LaHipérbola

Definicion: Una hipérbola es el conjunto de todos los puntos P del
plano tales que la diferencia de las distancias de P a dos puntos fijos F
y F> del plano (llamados focos) es, en valor absoluto, una constante.

Llamaremos centro de la hipérbola al punto medio entre F; y F> (ver Figura 9.12).

Una hipérbola
Figura 9.12

Supongamos que la hipérbola tiene como centro al punto C(0, 0) y como focos a los puntos Fi(—c, 0)
y F»(¢c,0), ¢ > 0. Denotemos por 2a al valor absoluto de la diferencia constante de las distancias de F
y F> a un punto P sobre la hipérbola. Por definicion, P(z, y) esta en la hipérbola si y solo si se cumple:
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(9.5) |d(P,Fy) —d(P,F})| = 2a.
En la Figura 9.13 en la pagina 115 ), podemos ver que:

y

P(x.y)

F.(-c,0) F,(c,0)

La hipérbola |d(P, F) — d(P, F1)| = 2a
Figura 9.13

d(P, FQ) < d(Fl,FQ) +d(P,F1),

pues la suma de las longitudes de dos lados de un tridngulo es mayor que la longitud del tercer lado.
De la misma manera,

d(P, Fl) < d(Fl,FQ) + d(P, FQ).

Estas desigualdades son equivalentes a:

d(P,F>) —d(P,F\) < d(Fi,F)
d(P,Fz)—d(P,Fl) > _d(Fl,FQ).

Es decir:

—d(F1, F>) < d(P,Fy) — d(P, F\) < d(F1, F»).
De aqui que:

|d(P, F2) —d(P,F1)| < d(F1,F>)
y por lo tanto:

2a < 2ec.

Para encontrar la canénica del la ecuacion de la hipérbola con focos Fi(—c,0), F»(c, 0) utilizamos
la ecuacion 9.5 que es equivalente a:

V(@ +e)? +y? = /(2 —0)? +12| = 2a.

Elevando al cuadrado ambos miembros y simplificando:

(c+e)+y" =2/ e+ + 2/ (e -2+ 2+ (x—c)’+y° = 4a°
22" +2 + 2" =2/ (e + 2+ 2w -2 + 2 = 4d’
e’ 4+ +y’ -2 = \/($+C)2+y2\/(x—c)2+y2.

Elevando al cuadrado ambos miembros de esta Ultima ecuacion se obtiene:
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(@2 +c?+y?)?—4a%2®—4a?c? — 40y +40® = ((z+o)®+yD)(z—c)®+y?)

(@®+c®+y?)? —4a%e® —4a®c® —da®y® +4a* [(@+e)(z—e)?+y® (222 +2¢%) +y*

(z2+4c?)?—4a%z%—4a?c?—4a>y?+4a* = (22-c?)?
412027441232740,23;2 = 4a2c?— 40
2,2 2
(c2—a®)z%2-a?y®> = a (C —a )

Como ¢? — a? > 0, podemos tomar b2 = ¢z — a2. Al dividir ambos lados por 2b* obtenemos la forma
canonica de la ecuacion de una hipérbola con centro en el origen de coordenadas y focos F;(—c,0) y
Fy(c,0),¢ > 0:

1‘2 y2 _ 1

az b2
Llamaremos vértices de la hipérbola a los puntos Vi (—a,0) y V2(a, 0) (que son los puntos donde la
gréfica de la hipérbola interseca al eje X) y eje transversal de la hipérbola al segmento de recta V11>
(en este caso paralelo al eje X). Las rectas cuyas ecuaciones son:

b
Yy = :l:gl’,

son llamadas asintotas de la hipérbola. (ver Figura 9.14).

La hipérbola 2_2 — 3’,}; =1
Figura 9.14

De manera similar podemos ver que la forma candnica de la ecuacién de una hipérbola con centro
en el origen de coordenadas y focos F1 (0, —c) y F2(0,c), ¢ > 0, es:
2 2
g2 - 1
a®> b2
En este caso, los puntos V1 (0, —a) y V2(0, a) (que son los puntos donde la gréafica de la elipse inter-
seca al eje V) son los vértices de la hipérbola y el segmento de recta V1 V> es el eje transversal (en este
caso paralelo al eje Y'). Las rectas cuyas ecuaciones son:

y= i%x,

son las asintotas de la hipérbola. (ver Figura 9.15 en la pagina 117 ).

Ejemplos
1. Encuentre los focos y las asintotas de la hipérbola

9z> —y2 =9.
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X

(y/a)*-(x/b)*=1

La hipérbola % — 25 = 1

Figura 9.15

Respuesta. Si dividimos ambos miembros de la ecuacién por 9 podemos reescribir la ecuacion
dada como

2
2 Yy
-4 =1
T

Por lo tanto, a® = 9, b> = 1 el eje transversal es paralelo al eje X y ¢? = a® + b* = 10. De aqui
que, los focos son F1(—/10,0) y F>(1/10, 0) y las asintotas son
y = £3z

2. Determine la ecuacion de la hipérbola que tiene vértices V1 (—10,0) y V>(10, 0) y tiene como asin-
totas a las rectas de ecuaciones

1
=4z
Y B z
Respuesta. Como los vértices estan en el eje X la ecuacion de la hipérbola debe tener la forma
2 2
r 9 _
a? b2

Ademés, a = 10, 2 = 1, esdecir, b = Ja = 5. La ecuacion buscada es:

z? z?

00 2% - -

9.3.1 Laforma candnica de la ecuacion de la hipérbola

Busguemos ahora la forma canonica de la ecuacion de una hipérbola con centro (h, k) y ejes paralelos
a los ejes coordenados (al igual que antes, denotamos por 2a al valor absoluto de la diferencia de las
distancias de F; y F» a un punto P sobre la hipérbola).

e Sisu eje transversal es paralelo al eje X y los focos de la hipérbola son Fy(h — ¢, k) y Fa(h + ¢, k),
y otra vez, via una traslacién de ejes se puede probar que la la ecuacion es:
(x—h)? (y—Fk)?

a2 B2 = L
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en ambos casos ¢ > a y b®> = ¢* — a”.

Los vértices de la hipérbola son Vi(h — a,k) y Va(h + a, k), es decir los puntos de corte de su
gréfica con la recta horizontal y = k. Las rectas:

b
—k=42(z—h
] a(l‘ ),

son las asintotas de la hipérbola.
Si su eje transversal es paralelo al eje Y y los focos de la hipérbola son Fi(h,k —c) y F>(h, k + c),
se puede probar (via una traslacion de ejes) que la ecuacion es:
(y—k?> (@-h)? _
a2 B2 = L
Los vértices de la hipérbola son Vi(h,k — a) y Va(h,k + a), es decir los puntos de corte de su
gréfica con la recta vertical © = h. Las rectas:

y—k=+3(x—h),

son las asintotas de la hipérbola.
2

Ejemplos

1. Determine la forma candnica de la ecuacion de la hipérbola que tiene focos F1 (5, —2) y F1(5,4) y

un vértice en (5,3).

Respuesta. Como conocemos los focos podemos encontrar el centro de la hipérbola C (242, =3t4) =
C(5,1) y el valorde ¢ = 4 — 1 = 3. Asi mismo, como las coordenadas = de los focos son
iguales, sabemos que el eje transversal de la hipérbola es vertical. Como la coordenada y del
vértice (3) es mayor que la coordenada y del centro (1) entonces a = 3 — 1 = 2 Por lo tanto,
b? =¢® —a® =9 — 4 =5y laecuacion buscada es

-1, @=5" _

1.
4 5

. Encuentre el centro, los focos y las asintotas de la hipérbola de ecuacion

9z% — y? — 36z + 12y — 9 = 0.
Respuesta. Para encontrar el centro de la hipérbola,agrupamos los términos en z y los términos
en y de la siguiente manera:
(92% — 36x) — (y° — 12y) 9
9(z® —4x) — (y* —12y) = 0.

Completando cuadrados en cada una de las expresiones que estan dentro de los paréntesis, obte-
nemos:

9(z” —dr+4—-4)—(y* —12y+36-36) = 9
9(z” —4x+4)—36—(y° —12y+36)+36 = 9
9z -2 -(y—6)" = 9

Entonces, dividiendo ambos miembros de la tltima ecuacién por 9 obtenemos la forma candnica
de la ecuacion de la hipérbola:

(x—2)2—@:1.

Por lo tanto, el centro de la hipérbola es el punto C(2,6), a> = 1,b%> = 9, ¢* = a®> + b = 10, los
focos son F1 (2 — /10, 6), F1(2 + /10, 6) y las rectas:

y_6::t\/ﬁ($_2)7

son las asintotas de la hipérbola.
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9.4

Ejercicios

1. Elaborar la grafica de cada hipérbola. Sefialar las coordenadas del centro, vértices y focos:

9.5

@) 926_5 _ % -1 (e) 25y% — 9% =225
22 () 42% —9y* =36
TR (=17 _@+2? _,
2 2 (@ =
©L_% _y 16 4
16 4 (z+3)° (y-2)°
d) 92> —y* =9 (h) T 9 =1

Escribir la ecuacién de la hipérbola que tenga las propiedades indicadas:
(a) Centro (0,0), focos (£6, 0), vértices (+4,0).

(b) Centro (—2,3); eje transversal vertical con longitud 6, ¢ = 4.

(c) Centro (4,4); vérticesen (+4,7), b = 2.

Ejercicios adicionales
. ldentificar cada conica:
(@ 2 +y*—2x+4y+1=0 (d) 22 —9y* -2 —-8=0
(b) y=22> -4 +5 (&) 22 +4y*+2x-3=0
(c) 42> +y* — 162 + 8y = —28 ) y=z>+8r—-2

. Encontrar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos tales que la suma de sus distancias a

Fi(1,-3), Fo(—1,—3) es 2V/3.
2 2

. Demostrar que, en la elipse x—z + z—z = 1, la longitud del segmento trazado desde (0, b) hasta el
a
foco es a.
. Hallar la ecuacion de la parabola cuyo eje es paralelo al eje X, y que pasa por lo puntos (0, 0), (8, —4)

y(3,1).

. Hallar la ecuacion de la elipse que pasa por los puntos (1, 3), (—1,4), (0,3 — @), (—3,3) yque

tiene sus ejes paralelos a los ejes coordenados.

. Hallar la ecuacion de la hipérbola que pasa por los puntos (3, —2) y (7, 6), tiene su centro en el

origeny el eje transversal coincide con el eje X.
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Capitulo 10

| imites de funciones

En la segunda mitad del siglo XVII, Isaac Newton (Woolsthorpe 1642 - Londres 1727) y Gottfried
Wilhelm Leibnitz (Leipzig 1646 - Hannover 1716) sentaron las bases de esa gran invencion matematica
que es el calculo infinitesimal. Se corond asi un enorme trabajo preparatorio en el que tomaron parte, a
través de los siglos, muchos y muy destacados matematicos, y cuyos inicios se remontan a los métodos
de los antiguos griegos para el calculo de areas y voliumenes. Hoy podemos afirmar, sin dudarlo, que
el concepto de limite constituye la herramienta fundamental del calculo. Sin embargo, no fue sino hasta
principos del siglo XIX que Augustin-Louis Cauchy (Paris 1789-Sceaux 1857) di6 una solida base ma-
tematica a la nocion de limite, introduciendo de esa manera la «exactitud» en el analisis matematico.
A lo largo de los casi 200 afios que van desde Newton y Leibnitz hasta Cauchy, se produjeron extraor-
dinarios avances en el analisis matematico y en sus aplicaciones a la fisica y la geometria, pero en un
lenguaje que, a falta de rigor matematico, recurria a menudo a la intuicién y se prestaba a interpreta-
ciones confusas o erroneas. El concepto vago de «infinitamente pequefio», acufiado por Leibnitz, ha
sido sustituido por el concepto preciso de limite, dado por Cauchy. Este es el concepto méas importante
del calculo y, quizas, el més dificil también.

10.1 Limites de funciones de variable continua

Nos ocuparemos de enunciar de manera precisa la proposicion:

«el limite de la funcion f(z) es igual a L cuando x tiende a ¢»

10.1.1 Un ejemplo de limite

Para empezar, consideremos un caso particular, por ejemplo, la funcién f(z) = (z+322)/z (figura 10.1
en la pagina 122).

La funcion esta definida para todos los valores reales de z distintos de 0, ya que, para z = 0, el
denominador se anula. Si convenimos en considerar solamente valores de = proximos a 0, pero no el
valor x = 0 (para el cual f(x) ni siquiera esta definida), podemos dividir entre z tanto el numerador
como el denominador, encontrando la formula mas sencilla f(z) = 1 + 3z, que, vale la pena subrayar,
define la funcion f(z) unicamente para = # 0. Si representamos el grafico y = f(z), vemos que, para
valores de z «proximos» a 0, los valores correspondientes de y = f(z) se hallan «préximos» a 1.

Para describir exactamente lo anteriormente expuesto, conviene hallar una formula explicita para
la diferencia entre el valor f(z) y el nimero 1:

2
f(x)—1:¥—1:(1+3z)—1:3z.
Es evidente que esta diferencia puede hacerse tan pequefia como se quiera limitando z a un entorno

suficientemente pequefio de 0. En particular, si queremos que sea | f(z)—1 |< % bastara tomar z tal que
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|
W=

Figura 10.1 El grafico y = #

3z |< &, ie, tal que| z |[< 5 siqueremos que sea | f(z) — 1 |< 1i5, bastara limitarse a considerar

aquellos nimeros z tales que | z |< 3% En general: si € es un nimero positivo cualquiera, no importa

cuan pequefio, serd | f(z) — 1 |< e siempre y cuando sea | z |< ¢, donde § = . En efecto, si

z#0y |:p|<§entonces | fz)—1|=3|z|<e.

10.1.2 Definicion pore’sy §’s

La situacion planteada en el ejemplo anterior puede llevarse al marco general.

Definicion: La funcién f(x) tiene limite igual a L cuando z tiende a ¢
si 'y sélo si, dado cualquiere > 0, existe § > 0 (que depende de ¢) tal que
(parax € Domf) si

x#c y |xz—c|<dentonces | f(x)—L|<e.
(figura 10.2 en la pagina 123 )

Si f(z) tiene limite igual a L cuando z tiende a ¢, escribimos

lim f(z) = L.

r—c

10.1.3 Otro ejemplo de limite

Pasemos a considerar otro ejemplo. Sea f(z) = (z® — 1)/(z — 1). La funcion esta definida unicamente
para z # 1, ya que paraz = 1 se anula el denominador. Vamos a analizar el comportamiento de la
funcion cuando z tiende a 1. Como z®> — 1 = (z — 1)(z* + = + 1) y estamos considerando valores
préximos a 1 pero distintos de 1, obtenemos la formula mas sencilla f(x) = 22 4+ x + 1, al dividir tanto
el numerador como el denominador de la espresién de f(z) por x — 1. Esta formula vale unicamente
para z # 1 pero nos indica que, al hacer x tender a 1, obtenemos como limite L = 3. Para demostrar

. . 3_ . . .
que efectivamente hm1 z—L = 3, recurrimos a la definicién: dado cualquier ¢ > 0, queremos hallar
r—

6 > 0tal quesi

z#1y |z—1|<dentonces

-1
1 —3‘<5.
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A
L+e
:
[ — // le Dado £ >0 cualquiera,
L-¢
. >
A
— 20—
L +¢
L = 2
,,,,,,,,,,,,,,, €
3 | existe & >0
L -¢ }
(‘: >
c-d c+9d
A
— 23—
L +e
. i
L /<>/ Je tal que six#fc vy [x-c[<d
L entonces [f(x)-L/<e
L-¢
- >
c-8 c+d

Figura 10.2 Definicion por e’sy §’s
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Vemos que siz # 1,

22 —1

rz—1

—3=@"+r+1)-3=2"42-2=(x+2)(x—1),
de modo que

2 —1

] —3‘:|x+2||x—1|.

En vista de que estamos analizando el comportamiento de la funcion f(z) cuando x tiende a 1,
nos conviene restringir nuestra atencion a aquellos nimeros = # 1 cuya distancia a 1 es, digamos,
menor que 1. Estos son los nimeros z # 1 en el intervalo (0,2). Al poner esta restriccion, estamos
considerando d; = 1 como un primer «candidato» para nuestra elecciéon de §. Bajo la condicién de
pertenecer z al intervalo (0, 2), tenemos que 2 < z + 2 < 4, de donde concluimos que | z + 2 |< 4 Yy,
por tanto,

31
z 1—3‘<4|1~—1|.

T —

De modo que, si queremos que sea

es el segundo «candidato» a 4.
Ahora la eleccion de § puede hacerse tomando el menor namero entre §; = 1y d = £. En
efecto, si § = min(1, $) y = # 1 verifica| 2 — 1 |< 4, entonces, por un lado, 2 € (0,2) de modo que

o=t —3‘ <4|z—1]|y, porotraparte,| z — 1 |< £ de donde %—3‘ <e.

’fjll - 3‘ < g, bastara tomar | z — 1 |< £. Esto indica que d> = £

z3—
z—1

10.1.4 El limite es Unico

Es evidente que el nimero 0 tiene la propiedad de que su valor absoluto (jque es 0!) es menor que
cualquier nimero positivo . Esta propiedad caracteriza al nUmero 0, en el sentido que si z es un
numero tal que |z| < e, para todo ¢ > 0, entonces z = (. Para demostrar el aserto recurrimos a una
prueba por reduccion al absurdo: supongamos que = € R verifica que |z| < ¢, para todo € > 0, pero que
x # 0. Entonces |z| > 0 (por ser z # 0) y, en particular, parae = 1|z| > 0, es |z| < %|z| (puesto que
|z|] < €, para todo € > 0). De la desigualdad

1
lz| < §|x|, puesto que |z| > 0,

sigue que j1 < 1! (dividiendo ambos lados de la desigualdad por |z[). La contradiccion viene de
suponer que = # 0, por lo tanto, podemos concluir que x = 0. Hemos asi establecido el siguiente

resultado.

Lema 10 |z| < ¢, para todo ¢ > 0, si y s6lo si z = 0.

El Lema 10 provee una herramienta para tratar el siguiente tipo de situaciones: supongamos que
tenemos dos nameros z, y € R. Para demostrar que z = y basta establecer que |x — y| < e para todo
e > 0, es decir, que |z — y| es mas pequefio que cualquier cantidad positiva. Armados con nuestra
definicion de limite, estamos ahora en condiciones de demostrar nuestro primer teorema.

Teorema 11 Una funcién f(x) no puede tener dos limites cuando x tiende a c. l.e. (es decir), si lim f(z) = L
r—c
y lim f(z) = M, entonces L = M.
r—c

Prueba: Aquiy en todo lo que sigue usaremos «0 <| = — ¢ |< d» para indicar que «x # c y
|z —c|< 0»
Dado ¢ > 0, existe 51 > 0 tal que sixz € Domf y

0 <|z—c|< é; entonces | f(z) — L |< ¢,
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y existe §» > 0 tal que siz € Domf y
0 <|z—c|< dzentonces | f(x) — M |< e.

Hemos tenido que emplear dos niimeros §; y 4> ya que no podemos asegurar que el nimero § > 0
que funciona en una definicién vaya a funcionar en la otra. Sin embargo, ahora es facil concluir que si
0 = min(d1,02), i.e., § se elige como el minimo entre §1 y §>, y x € Domf verifica

0<|z—c|<dentonces | f(z)—L|<ey |flz)—MI|<e.
Asi, si fijamos x € Domf tal que 0 <| x — ¢ |< & y aplicamos la desigualdad triangular, obtenemos
| L—M|=| (L= f(x)+ (fle) - M) |<| L - f(z) | + | f(z) = M |< 2,

donde ¢ es cualquier nimero positivo.
Esto, en virtud del Lema 10 en la pagina 124 , implica L = M. a

10.2 Limites laterales

Aqui nos proponemos ilustrar, a través de algunos ejemplos, las situaciones en las que la funcion f(x)
no tiene limite cuando = — c.

Ejemplos

1. Sea f(z) lafuncion definida por

Estéa claro que la funcidn no esta definida para x = 0 (figura 10.3).

y

-1

El grafico y = 21
Figura 10.3
Si z > 0 entonces || = z, de modo que f(z) = 1,y si ¢ < 0 entonces |z| = —z Yy, por tanto,
f(z) = —1. Esto dice que la funcion f(z) esta definida por reglas distintas segin sea z > 0 0

x < 0: lareglaparaxz > 0 le asignael valor 1 a f(z) y lareglaparaz < 0 le asigna el valor —1 a
f(=).

Por tanto, si hacemos x — 0, debemos distinguir dos casos: el caso que x esté a la derecha de 0,
i.e, x > 0,y el caso que z esté a la izquierda de 0, i.e., x < 0.

Para los nimeros a la derecha de 0, la funcién se mantiene constantemente igual a 1, lo que
sugiere que el limite de f(z) cuando x — 0y z > 0 es igual a 1. Por otra parte, para los nimeros
a la izquierda de 0, la funcion es constante e igual a —1, lo que parece indicar que el limite de
f(z)cuandoz - 0y z < Oesiguala —1.

Basandonos en este caso particular, podemos plantear la situacién general.
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Definicion: Decimos que
(i) el limite por la derecha de la funcién f(z) cuando x — c es igual
aL siysolosi,dadoe > 0, existe § > 0 tal que siz € Domf y
0<z—c<dentonces | f(z) — L I|< g

(ii) el limite por la izquierda de la funcion f(z) cuando x — c es
igual a M siy sélo si, dadoe > 0, existe 6 > 0 tal que siz € Dom f
y

0<c—z<dentonces | f(z) — M |< e.

Escribimos, respectivamente,

lim f(x)=Ly lim f(z)=M,
z—ct z—c~
entendiéndose que los simbolos «<z — ¢™» y «& — ¢~ » denotan que «<z — cy & > ¢», en el primer
caso, y que «x — cy z < ¢», en el segundo.
Los limites por la derecha y por la izquierda se conocen también bajo el nombre de limites laterales.
Esta claro que si el limite de f(z) cuando = — c existe y es igual a L, entonces los limites laterales
existen y son iguales a L. Reciprocamente, si los limites laterales existen y son iguales, digamos a L,
entonces, dado € > 0, existen §;, 2 > 0 tales que

si z € Domf y 0 <z —c<d: entonces | f(z)—L|<e

si £ € Domf y 0<c—xz <42 entonces | f(z)— L |<e.

Si tomamos § = min(d1,d2) y suponemos 0 <| z — ¢ |< &, tenemos que o bien
0<z—c<d<dobiend<c—xz<d <,

segunseax > c 0 z < ¢, respectivamente. En cualquiera de los dos casos, es
| fz) —L|<e,

lo que demuestra que el limite de f(z) cuando z — c existe y esigual a L.
La discusion anterior puede resumirse bajo la forma de una proposicién.

Proposicién 12 El limite de f(x) cuando z — c existe y es igual a L si y s6lo si los limites laterales de f(z)
cuando x — cexisten y son igualesa L.

La proposicién provee un criterio para mostrar que lim f(z) no existe: este es el caso si los limites
r—c

laterales existen pero son distintos.
En el ejemplo tenemos que

lim m:ly lim m:—1.
z—0t T z—0— T

Como 1 # —1, concluimos que lin% % no existe.
r—

Empleamos los limites laterales también en el caso que la funcién f(z) no esté definida en todo
un entorno de ¢ sino solamente para x > c 0 para x < c. Este es el caso, por ejemplo, de la funcion
f(z) = fw‘%z que esta definida unicamente para z > 2, puesto que la expresion bajo la raiz cuadrada

debe ser positiva. Dejamos como ejercicio verificar que lim 2=~ = 0.
p ) ] q Jm s
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Ejemplos

1. Sea f(z) la funcion definida por

1
f(w) =sen,

para z # 0 (figura 10.4 en la pagina 127 ).

Como la funcidn seno toma valores unicamente en [—1, 1], el limite de sen% cuando z — 0, de
existir, es un nmero en [—1,1].

Fijemos un intervalo I que contiene a 0. No importa el tamafio de I, podemos ver que la funcion
seni toma todos los valores posibles de —1 a 1 en el intervalo I. En otras palabras, fijado un
intervalo I en el eje X que contiene a 0 y dado cualquier nimero y € [—1,1] en el eje Y, existe
algtin nimero z € I tal que senl = y. Podemos ser mas precisos, existe en I un nimero de la
formaz = 75—, con n entero y sent = y, tal que sen; = sen(t + 2nm) = sent = y. Por ejemplo,
siy = 1, entonces z L estaen I, paraalgtn enteron, y sen = sen(% +2nm) = senZ = 1.

= % +2nm

La funcion f(z) = sen<

Figura 10.4

Estos argumentos indican que la funcién oscila un namero infinito de veces entre —1 y 1 en
cualquier intervalo, no importa cuan pequefio, que contenga al 0. Parece entonces que ningun
ndmero L en [—1, 1] puede ser el limite de sen< cuando z — 0.

Para demostrar esto formalmente, recurrimos a la definicién: si no es cierto que « lim0 sen% = L»
xTr—r

, entonces no se cumple que «dado cualquier ¢ > 0, existe § > 0 tal que si 0 <| z |< ¢ entonces

|sen% - L| < e». Debemos pues ver que existe €9 > 0 tal que, cualquiera que sea § > 0, existe xo

que verifica0 <| zo |< § perono ‘sen% - L‘ < €o.

La figura 10.4) nos indica que g = % cumple lo que deseamos establecer.
En efecto, el intervalo (L — £, L + 1) no contiene a todos los nimeros en [—1, 1], de modo que
podemos fijar yo en [—1,1] tal que | yo — L |> . Para ese yo y para cualquier § > 0, existe un
namero zo # 0 en (—4,4) tal que sen% = yo. En otras palabras, 0 <| z¢ |< § pero ‘sen% - L‘ >
€0.

2. Sea f(ﬁ) = ﬁ
Est4 claro que la funcidn no esté definida para x = 3.
Si consideramos puntos de laforma3 + L, conn =1,2,3,4,--- vemos que f(3 + 1) = n”. Asi,
fBx1)=1,fB8+1)=4fB3+1)=9f3+1) =16, f3+ 13rz) = 10%, etc.. Esto nos
indica que

lim

ens (z —3)2 O

en el sentido que precisamos a continuacion.
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10.3 Limites infinitos

Definicion: Decimos que la funcion f(z) tiende a co cuando z tiende a
¢ si y sblo si, para cada K > 0, existe § > 0 tal que sixz € Domf y

0 <| z —c|< d entonces f(z) > K,
y escribimos

liin f(z) = oo.

Esta terminologia resulta Util aunque no sea muy coherente, porque oo nNo €s un nUmero, es tan
s6lo un simbolo. Mientras la condicion «| f(z) — L |< e» expresa el hecho que los valores f(z) estan
proximos a L, la condicion «f(z) > K» expresa el hecho que los valores f(z) son grandes.

Volvamos al ejemplo que nos interesa. Un dibujo con el gréafico y = ﬁ (figura 10.5) muestra
que, para valores de z proximos a 3, los valores de y son grandes.

Ay

El grafico y = ﬁ
Figura 10.5

Formalmente, dado K > 0, si queremos que sea ﬁ > K, bastara considerar aquellos puntos x
tales que 0 <| z — 3 |< —— (puestoquesi0 <| z — 3 |< —=entonces 0 < (z — 3)* < %, de modo
que =57 > K).

Ejemplos

1. Lafuncion f(z) = —ﬁ tiende a —oo cuando x — 3.

La analogia entre el comportamiento de esta funcion y la funcion dada en el Ejemplo 2 en la pa-
gina 127 , cuando z tiende a 3, puede indicarse en los siguientes términos: mientras la condicién
«f(x) > K» expresa el hecho que f(z) es grande, la condicion «f(x) < —K» expresa que f(z)
tiende a —oo.

Definicion: Decimos que la funcion f(z) tiende a —oo cuando x tiende
ac siy soélo si, paracada K > 0, existe d > 0 tal que siz € Domf y

0 <|z —c|< d entonces f(z) < —K,
y escribimos

liin f(z) = —c0.

Ejemplos

1. Para analizar el comportamiento de la funcion f(z) = ﬁ al tender x a 3, debemos distinguir
dos casos: cuando z — 37,y cuando =z — 3~.
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Definicion. Decimos que
(i) el limite por la derecha de la funcién f(z) es co cuando z — ¢ si y sélo si, dado cualquier K > 0,
existe > 0 tal que siz € Domfy
0 <z —c < dentonces f(z) > K;

(ii) el limite por la derecha de f(z) es —oo cuando z — ¢ si y s6lo si, dado cualquier K > 0, existe
6 > 0talquesiz € Domfy
0 <z —c < dentonces f(z) < —K.

Escribimos

lim f(z) =occy lim f(z)= —o0,
z—ct z—ct

respectivamente.
Analogamente se definen los simbolos

lim f() =ooy lm f(z) = —oo.

(iConvénzase que puede escribir las definiciones!)
En el ejemplo que nos ocupa

A continuacion vamos a analizar otro ejemplos, pero antes conviene dejar claro que cuando deci-
mos que

«lim f(x) existey esigual a L» ,
r—c

nos referimos a que

«existe un (j tnico!) numero real L con la propiedad que dado cualquier £ > 0, existe § > 0 tal que
siz € Domfy0 <|x—c|<dentonces| f(z) — L |<e».

Por consiguiente, el limite de f(z) cuando x — c no existe o bien cuando f(x) tiende a oo ya
seaquez — c0z — ¢t (como en los Ejemplos 2 en la pagina 127, 1en lapaginal128 y 1
en la pagina 128 ), o bien cuando la funcion tiene infinitas oscilaciones en cualquier intervalo que
contenga a ¢ (como es el caso para la funcion f(z) =seni dada en el Ejemplo 1 en la pagina 127
que oscilade —1 a 1 alrededor de 0), o bien cuando la funcidn tiene un salto en ¢ (como la funcién
f(z) = & enel Ejemplo 1en la pagina 125, que salta de —1, a la izquierda de 0, a 1, a la derecha

e

de 0) . Podemos resumir lo anterior en la figura 10.6 .

lim f(z) = +oc0 lim f(z)# lim f(x)

z—cE z—ct T—c™

El grafico de y = f(x) tie- | El grafico de y = f(x) tie- | El grafico de y = f(x)
ne unaasintota verticalen | ne infinitas oscilaciones | tiene un salto en c.
T =c. alrededor de c.

2 2

n M=t

= M W oa

P

Figura 10.6 lim f(x) no existe
Tr—c
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10.4 Ejercicios

1. Usando la definicién, demostrar que:

. 2 _ I 4
@ [tim (b5z+8) =3 (f) lim1x+11:_2 O Jim o7 =2
z——1 T z
(b) lim (2z+1)=—5 5 1 1
z——3 lim &= 9 6 (k) lim —=-=
(© ign{(4x+3):7 (9) ST T z—3 T 3
() lim (7 - 32) = 2 (h) limz =a O tm, =
. 2 T 2 _
(e) zlirgsa: =9 0] 1161Hm5(91: —3z) =10
2. Calcular los siguientes limites:
. 4z -5 2_4 3z? — 13z — 10
a) lim im £ im ————————
()1%351'—1 © i%x—2 ©) llinf) 222 — Tx — 15
27 + 1 2 5
(b) lim —22*1 (d) lim —" — % ® lim =1

r—-122 -3z +4 1222 + 52 — 7

3. Determinar si los limites de las siguientes funciones existen:

_Jxz+4 si <4 .
@ flo)= { 4—z si —-4d<«z ilgif(ﬂ?)
x> siox <2 .
®) flz) = { 8—2zr si 2<=z llglz f(@).
2c+3 si x<1
©) f(z)= 2 sioz=1 lim1 f(x).
7—2¢ si 1<z
2 si Tz < -2 lim f(z),
d) fz)=< Va—z2 si —2<z<2 2772
. lim f(x).
-2 si 2<z T2
r+1 si r<-—1
€ f(z)= z? si —1<z<1 lim f(z), lim f(z).
. z—1 rz——1
1—2x si 1<z

4. Hallar los siguientes limites, si existen:

@ il =3l e
(b) lim[r] +[4 - 7] (@ lim[z] - =

kzx—3 si z<-1
5. Seaf(x):{ﬁ_;_k si—l<uw

Hallar el valor de k para que lim1 f(z) exista.
T——

2r —a si r < —1
6. Sea f(r)=¢ ar+2b si —-3<zx<3
b—>b5x si 3<«z

Hallar los valores de a y b para que lim3 flz)y lims f(z) existan.
T — z—
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10.4.1 Limites al infinito

A veces es Util conocer el comportamiento de una funcion a medida que nos alejamos del origen, hacia
la derecha o hacia la izquierda.
Consideremos, por ejemplo, la funciéon

y veamos qué ocurre si z > 0 es muy grande.

Si es, por ejemplo, z > 1000 entonces es £ < L. Si consideramos z > 100000, entonces X <
m._E_n general: paraz > N, es % < % Esto indica que para valores grandes de z, % esta cerca de
0. Escribimos

1

lim — =0.
r—o00 I

El simbolo lim f(z) se lee «limite de f(x) cuando z tiende a infinito» , y un limite de la for-
T—r 00
ma lim f(z) se suele llamar limite al infinito. La figura 10.7 ilustra la situacién general cuando es
x o0

fy
lim f(z) = L.
T—r 00

lim f(z)=1L

r—00

Figura 10.7

Definicion. lim f(z) = L significa que dado £ > 0, existe N > 0 tal que si
Tr—00

xz > Nentonces | f(z) — L |< e.

En el caso de la funcion f(z) = % para la cual L = 0, basta elegir N = é como el lector puede
comprobar por si mismo.

No tenemos que restringirnos a considerar valores grandes de z, podemos admitir que | z | tiende
a infinito para valores positivos de z 0 para valores negativos de z. Asi, por ejemplo,

Definicion. lim f(x) = L significa que dado ¢ > 0, existe N > 0 tal que si
r—r—00

z < —Nentonces | f(z) — L |< e.
Consideremos ahora la funcion
fz)=2® -2z
Si z > 0 es muy grande, entonces z* es mucho més grande que 2z y f(x) es muy grande. El lector
podréa convencerse sin mayores dificultades que

. 3
lim z° — 2z = co.
Tr— 00
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De la misma manera podemos ver que
lim 2°®— 2z = —c0.
r——00
Definicion. Decimos que
(i) lim f(x) =00 ( lim f(z) = —oo) siy solo si, dado K > 0 existe N > 0 tal que si
&r—r o0 xTr—r 00

x > N entonces f(z) > K (respectivamente, f(z) < —K);

(i) lm f(z)=o00 ( lim f(z) = —oo) si 'y s6lo si, dado K > 0 existe N > 0 tal que si
r——00

&r—r — 00

x < —N entonces f(z) > K (respectivamente, f(zr) < —K).

10.4.2 El limite de (senz)/x cuando x — 0

Si z indica la medida en radianes de un angulo, entonces la expresion == tiene sentido para todo
numero real = excepto para x = 0. El lector con acceso a una calculadora puede computar valores
aproximados de *¢% para valores pequefios de z. Latabla 10.1 reporta valores aproximados de .

grados | x (radianes) | senx (senx)/x
10° 0,17453 0,17365 | 0,99495
5° 0,08727 0,08716 | 0,99873
20 0,0349 0,03489 | 0,99971
1° 0,01745 0,01745 | 1,00000

Tabla 10.1 Valores aproximados de ( senz)/x

La tabla, aunque aproximada, parece indicar que

. senx
lim =1.
r—=0 T

A continuacion damos una «demostracion» del hecho que lin% 2 =1
xr—r
De la definicion de las funciones trigonomeétricas en el circulo de radio igual a 1, si z es la medida

en radianes del angulo BOC (o, simplemente la medida del arco BAC), entonces, para 0 < = < 3,
tenemos que (figura 10.8 en la pagina 133 )

CA <BC< DB,
donde
CA = senx; BAC: z; DB =tanc,
de modo que
senr < r < tanzx.
De aqui, dividiendo entre senz, obtenemos

T

(10.1) 1< 0 cosz < se¥ <1

senxr COs T

Ahora bien, para0 < z < %, essen’z < z°, yaque 0 < senz < z, y también cos® z < cos z, puesto
que 0 < cosz < 1. Por tanto,

2

2 2
cost >cos x=1 —sen"z>1—2x",
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senr;r;tan

Figura 10.8

i.e.,

(10.2) 1—2° <cosz.

Combinando (10.1) y (10.2), obtenemos

103) 1-2°< Se% <1,

bajo la condicion de ser 0 < z < 7.
En realidad, (10.3) vale también para —3 < x < 0, puesto que

sen(—x) _ —senr _ senz y (—2)” = 2.
—x - x

A partir de (10.3), concluimos que si 0 < |z| < % entonces

‘ senx senxr 2

—1‘:1— <

T T

Luego, dado € > 0, si queremos que sea

senz
‘ —1‘<6, para todo 0 < |z| < 4,

bastara escoger § = /e.
Esto prueba que efectivamente
104)  lim 222

x—0 i

=1.

El limite (10.4) juega un papel especial en el calculo de las derivadas de las funciones seno, coseno
y tangente ademas de que permite obtener muchos otros limites trigonométricos. Por ejemplo,
tanz tanx  senx 1

lim =1, yaque = . , Y lim cosz = 1.
z—0 T T T CoOsT™ z—0

En el calculo anterior, hemos asumido como cierto que

. senx 1 . senx 1
lim . = ( lim _— |,
=0 I cos T =0 lim cos x

z—0

relacion que intuimos debe cumplirse, puesto que, en este caso particular, existen ambos limites

senx

lim

, Y lim cosz,
z—0 z—0

siendo este Ultimo distinto de cero.
En las paginas que siguen nos ocuparemos de discutir estas y otras relaciones entre limites.
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10.4.3 Propiedades de los limites

Consideremos la funciéon
1
f(z) =z sen—.

xr

La funcidn no esté definida para x = 0, (figura 10.9 en la pagina 134 ). Sin embargo, para todo z # 0,

(10.5)

1 1
:z:sen—‘:|x| sen—‘§|x|
T T

puesto que el valor absoluto del seno de cualquier arco esta acotado por 1.
La relacion 10.5 indica que

R 1
lim z sen— = 0.
x—0 x

Para convencerse de este hecho basta notar que, dado ¢ > 0, al escoger § = ¢, se cumple que si
0 < |z| < § entonces |zseni| < e.

Gréfico de y = zsen(1/x)
Figura 10.9

Es conviente observar que lin%a: =0,
T—

. 1 .
lim sen— no existe
r—0 xr

(Ejemplo 1 en la pagina 127 ) pero que lin})x sen% existe y es igual a 0. Este ejemplo muestra que el
T—
limite del producto de dos funciones puede existir aunque el limite de una de las dos funciones no
exista. Es preciso, por tanto, ser cuidadosos al analizar el limite del producto de dos funciones de las
cuales al menos una no tiene limite. El limite del producto puede que exista como en el ejemplo con el
gue iniciamos esta discusion o puede que no exista como en el caso de las funciones |z| y % En efecto,
para estas funciones, es lin{) |z] = 0 pero no existen ni lin%% (compare con el Ejemplo 1 en la pagina
r— x—0 °
128 ) ni lin% ‘i—‘ (Ejemplo 1 en la pagina 125).
T—

Por el contrario, el limite del producto de dos funciones que tienen ambas limite es siempre el pro-
ducto de los limites. Esta es una propiedad muy util de los limites. Otras propiedades se refieren a las
demés operaciones algebraicas de suma y cociente de funciones.

Teorema 13 Supongamos que
lim f(z) =Ly lim g(z) = M.
r—c r—c

Entonces
(@) lim f(2) +g(a) = L+ M;
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(b) lim f(z)g(z)= L.M;
r—c
() lim 75 = 7, siempre y cuando sea L # 0.
r—rc
En particular:

(d) lim k f(x) = k L, para toda constante k € R;
r—c

© lim f(z) - () = L= M;

(H lm g((g = % siempre y cuando sea M # 0.
r—c

Podemos reemplazar z — ¢ porz — o0 0z — ¢t
también para limites al infinito y limites laterales.
Para probar el Teorema 13 en la pagina 134 recurrimos al siguiente resultado.

, en el sentido que las propiedades (a)—(f) valen

Proposicién 14  Si el limite de f(z) cuando x — c existe, entonces f(z) es acotada en un intervalo que
contiene a ¢, con la posible excepcion del punto c. l.e., existen 6 > 0y m, M € R talesque m < f(z) < M,
paratodo z € Domf tal que 0 < |z — ¢| < 4.

En la hipotesis podemos reemplazar el limite de f(z) cuando x — ¢ por los limites al infinito o los
limites laterales, pero en la conclusion, la condicion de ser f(x) acotada se cumple en un intervalo de
laforma (IV, c0) o de la forma (—oo, —IN) seglin z — oo 0 x — —oc, respectivamente, o en un intervalo
de laforma (c,c + ¢) o de laforma (¢ — §,¢) segin z — ¢ 0z — ¢, respectivamente.

Prueba: (de la Proposicion 14 ) Un dibujo permite interpretar el resultado que deseamos demos-
trar (figura 10.10).
Como lim f(x) = L, entonces, en particular, ac = 1 corresponde § > 0 tal que siz € Domf y
r—c

0<|z—c| <é, entoncesL—1 < f(z) < L+ 1. Lademostracion esta completa si tomamosm = L —1

Si f(x) tiene limite en c entonces f(x) es aco-
tada alrededor de ¢

Figura 10.10

y M = L + 1. De la demostracion sigue ademas que si p = max{|m/|, |M|}, entonces |f(z)| < p, para
todox € Domf tal que 0 < |z — ¢| < d. Esto es asi puesto que

M < |M|<pym> —|m| > —p, demodoque — < m < f(z) < M < p.

Hemos asi demostrado la proposicion 14 como también el siguiente corolario.

Corolario 15 Si lim f(z) = L, entonces existen § > 0y p > 0 tales que | f(z)| < p, para todo z € Domf

r—c

talque 0 < |z —¢| < 6.

Prueba: (del Teorema 13 en la pagina 134 ) Antes que nada observemos que (d), (e) y (f) siguen
de (a), (b) y (c) y del hecho que, para toda constante k € R, lim k = k. En efecto si vale (b) entonces
r—c

(d) sigue de

lim k f(z) = (7101_}mC k)(lim f(z)) = kL.

r—c r—c
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En particular,

lim —g(z) = lim(-1)g(z) = (-1)M = —M.

r—rc r—rc

De modo que si vale (a) entonces se tiene (e) puesto que

lim f(z) ~ g(z) = (lim f(2)) + (lim —g(z)) = L— M.

T—c

Ademas, si valen (b) y (c) entonces también vale (f) ya que

i M— im f(x imL = izi
tim D80 = (im f(@).(im —25) = Ly = 57

Aqui demostraremos (b) y (c) mientras que (a) quedara como ejercicio para el lector.
Para verificar que

lim f(z)g(x) = LM, debemos analizar la expresion |f(z)g(xz) — LM]|.
r—c

De la aplicacion de la desigualdad triangular obtenemos
|f(@)g(x) — LM| = [(f(z)g(z) — f(z)M) + (f(x)M — LM)]
< (f@llg(@) — M| + |M||f(z) - L.
Sabemos que dado ¢ > 0, existen §1, 6> > 0 tales que, parax € Domf,
(10.6) si0 < |z —c| < d: entonces |f(z) — L| < ¢,
(10.7) si0 < |z —¢| < d2 entonces |g(z) — L| < e.
Sabemos ademéds que existen §s y p > 0 tales que, parax € Domf,
si0 < |z — | < &3 entonces | f(x)| < p.
Asi, si§ = min{d1, d2, I3} y (parax € Domf)0 < |z — ¢| < § entonces
|f(x)g(z) — LM| < pe + |Mle = (p + |M])e.

En las ecuaciones 10.6 y 10.7, podemos reemplazar ¢ por W puesto que puede interpretarse
que las expresiones |f(xz) — L| y |g(xz) — M| son mas pequefias que cualquier cantidad positiva, por
ejemplo, m si x pertenece a adecuados intervalos alrededor de c expresados en términos de ciertos
01, 02 > 0.

De esta forma podemos concluir que dado e > 0, existe § > 0 tal que, parax € Domf,

si0 < |z — c| < & entonces |f(z)g(z) — LM| < .
Para mostrar (c), consideremos ahora la expresion

L 1 _[f®) -1

(@) f‘ ZIHO
Claramente, esta expresion carece de sentido si f(z) = 0 en las proximidades del puntoc y si L = 0.
El imponer la condicién L # 0 garantiza que la expresion bajo exdmen esta bien definida. En efecto si
lim,,. f(z) = L # 0, entonces ae = % (que es positivo por ser L # 0) corresponde 64 > 0 tal que,
paraz € Domf,
|L| |L|

Si0< |z —c| <da entoncesL—T <f(x)<L+7.

Por tanto, si L > 0 entonces |L| =Ly

L L
f(a:)>L—%=5>0,
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ysiL < 0entonces|L| = —Ly

L L
f(x)<L+%=5<0.

En consecuencia, parax € Domf,

. L
Si0 < |z — c| < 04 entonces | f(x)| > %

Obtenemos pues que siz € Domf y0 < |z — ¢| < d4 entonces

1 2
@ L 7@ < TI

Luego, si§ = min(d1,04) y (parax € Domf)0 < |z — ¢| < § entonces

1 1 2
= < 73 |f(@) = LI, puesto que

1

f(x)

2
< ﬁg.

Sk

2 .
Reemplazamos e por £-¢ y concluimos que, paraz € Domf,

f(z)

Si0 < |z — ¢| < & entonces <e.

11
T

Teorema 16 Si li_r}n g(z)=0by li_rﬂ) f(z) = f(b) entonces 1i_r>n flg(x)) = f(b).

Podemos reemplazar l‘Ht g(x) = b en la hip6tesis por IEIEOO g(z) =bo wl_l}lig g(x) = b, peroen la
conclusion del teorema debemos tomar wlibrfoo flg(z))=f(®) o zlir?i f(g(x)) = f(b), respectivamente.
También podemos suponer que g(z) tiende a b peroes g(z) > by JL”,,& f(x) = f(b) o que g(x) tiende
abperoesg(z) <by lim f(z) = f(b).

Queremos apuntar también que la hipotesis de ser glgiinb f(z) = f(b) es esencial, en el sentido que si
ilg}l g(x) =by 710131’) f(z) = L entonces no podemos dar por seguro que 71013{1 f(g(x)) = L. Considere-
mos, por ejemplo,

O =

siz <1 1
f(z) = siz=1 , g(x)Z[m—f-E].
z Siz>1
Entonces lim1 g(z) = 1, lim1 f(x) =1 pero lim1 f(g(x)) = 0 jCompruebelo usted mismo! Sirvase para
T T z—
ello de los gréficos representados en la figura 10.11 en la pagina 138 . Otro ejemplo esta dado por

z2—1

f@)=—=, g9(x) =1

r—1

Aqui f(z) no esta definida en z = 1, de manera que f(g(z)) no esta definida para ningun valor de z.
Asi que, alin cuando lim g(z) =1y lim1 f(x) = 2, (qué sentido tiene la expresion «lim f(g(z))»?
r—a r— r—a

Prueba: Dadoe > 0, existe § > 0 tal que si |z — b| < § entonces |f(z) — f(b)| <eyad > 0le
corresponde §1 > 0 tal que si0 < |z — a| < &, entonces |g(z) — b| < 8. Asi, si0 < |z — a| < d, entonces
por ser |g(xz) — b| < 4, resulta|f(g(z)) — f(b)] < e. d

Pasemos a considerar algunos ejemplos.



138 Limites de funciones

y
1 ALY /
y
=f(x y=f(g(x))
y=9(x) 1 y=fx) 1
—0

1 —0
Az| 12 32 ! g 1 X -1/2 1/21 3/2 , X

Figura 10.11 Gréaficos y = g(z), y = f(z), ey = f(g(z))

Ejemplos
6. Parap e N,
1
lim — =0
r—+oo P
puesto que
.1 ) 1 o1 .1 .
Jim =0y lim o= (lim 2)-(lim ) Clim ),
» VE?:ES

de acuerdo con el Teorema 13, (b).

7. Parare Qyr >0,

1 1
lim =(lim —)
z—o0 gP/4 z—00 TP

puesto que

lim + =0y lim /7 =0"7=0.

z—o0 TP z—0+

(Observe que EL,, decrece a 0 cuando z — oo y que f(z) = x'/7 esta definida unicamente para
positivo)
8. A partir del Ejemplo 6 podemos resolver limites cuanto x — +oco para expresiones racionales,

i.e., de laforma gg ,con P(z)y Q(x) polinomios. Consideremos, por ejemplo,

x? + 25z — 32
m ——7T7F7"F"-—.
z—too 63 + 2122 + 7

Dividimos tanto el numerador como el denominador por la mayor potencia de x que es, en este
caso, 23, y aplicamos el Teorema 13, (d), (a), (e) y (f) para obtener

z? + 252 — 32
im —— =
z—+oo 623 + 2122 + 7
1,25 _ 32
22 3

6 21 7
r T 3

_0+25-0—32~0_0
T 64+21-04+7-0
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9. A partir de los Ejemplos 6 y 7, podemos resolver limites cuando z — oo para expresiones que
involucren radicales. Consideremos, por ejemplo,

. T +32
lim ~——.
Dividimos tanto el numerador como el denominador de f(z) = */Zif;’” por z y aplicamos el
Teorema 13, (d), (a) y (f) para obtener
1
- +3
limM:imﬁ :0+3:§
z—oo 20+ 7 z— 00 2—}-% 2470 2
10. Pararesolver el
. V2xr—1-1
hm —_—
z—1 \/5 —1
multiplicamos y dividimos por (v/2z — 1+1)(y/z+1) y aplicamos el Teorema 13. Asi obtenemos
lim V2z —-—1-1 _
z—1 \/5 —1
— lim (V2z —1-1)(V2zx-1+1)(V/xr+1)
=1 (Vr—1)(Vz+1)(V2x —1+1)
o 2T =DWEFD
e=1 (x —1)(v2x —1+1)
(V) L
e=1 (\2z —1+1) 2
10.4.4 Ejercicios
Calcular los siguientes limites:
3r —5 . T senx
8. lim ———
L zi@m 2c + 3 a:lg%) cosr — 1
2
2. lim 3 t52 -1 9. lim PR3
T—00 xr2 -2 z—0 2z
3x 2
3. lim —— . osen’w
s> /22 T 142 10. lim =
3z
4, lim —— T
vo-oo 22+ 1+ W —ass
5. lim veltetltValte 12 1 tanx — senx
voo iz t+l4a e S S
VAt +14+Va? +a .
6. lim 13. lim z(v/22+1—=z
zo-o0 /2 4+ +2+43x z—00 ( )
7. lim L6082 14, lim (V2?2 +1—2).
z—0  sendr z——00

10.4.5 Ley del Sandwich

Otra propiedad util de los limites es la que se conoce bajo el nombre de «Ley del Sandwich». Esta se
relaciona con el hecho de que los limites preservan las desigualdades entre funciones. La idea es que
si f(z) esta «atrapada» entre g(z) y h(z) en un intervalo alrededor de c y g(z) y h(z) tienen el mismo
limite L cuando z — ¢ entonces también f(z) debe tender a L cuando =z — c (figura 10.12 en la pagina
140).
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y=h(x)

y=h(x)

y=f(x)

y=g(x)
Ley del Sandwich

Figura 10.12

Teorema 17 Supongamos que g(z) < f(z) < h(zx), para todo z en un intervalo alrededor de ¢, con la posible
excepcion de c. Si

lim g(z) = lim h(z) = L

entonces

lim f(zx) =L

T—c

Prueba: Sabemos que dado e > 0, existen §1,02 > 0 tales que

Si0 < |z —c|<dientonces —e < g(zr)—L<e

Si0 < |z —c| <d2entonces —e < h(z) — L < e.
Sabemos que existe §3 > 0 tal que

si0 < |z — c| < &3 entonces g(z) < f(z) < h(z).
Sid = min{d1, d2, 63} ¥ 0 < |z — ¢| < & entonces

—e<g(r)—L< fx)—L<h(x)—L<e.

O

Un caso en el que la «Ley del Sandwich» se aplica es el siguiente. Sea f(z) una funcion acotada en
un intervalo alrededor de ¢, con la posible excepcion de ¢, y supongamos que lim g(z) = 0. Entonces,
r—c

lim f(z)g(z) = 0.

T—cC

En efecto, que f(x) sea acotada en un intervalo alrededor de ¢, con la posible excepcion de c,
significa que existen 6 > 0y M > 0 tales que

|f(z)] £ M, para todo 0 < |z — ¢| < 4.
Por tanto, si 0 < |z — ¢| < ¢ entonces
|f(z) g(@)| = |f(2)||g(x)| < Mlg(z)], es decir, — M|g(z)| < f(z) g(x) < M|g(z)|.

Del hecho que lim g(z) = 0 tenemos que lim |[g(z)| = 0, puesto que, por el Teorema 16 en la
r—c r—c

pagina 137, lim |g(z)| = | lim g(z)| (si lim g(z) existe). Luego, de acuerdo con el Teorema 13 en la
r—c r—c r—c
pagina 134 , (d),

lim —Mlg(z)| = lim Mlg(z)| = 0.
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De aqui, aplicando la «Ley del Sandwich» (Teorema 17 ), resulta

lim f(x) g(x) = 0.

T—c

Lo anterior ofrece otra demostracién de que

. 1 . .
lim zsen— = 0, (jconvénzase usted mismo!).
r—0 x

10.5 Ejercicios

Se proponen como ejercicios los dados en

R. Giudici y R. Silva de Giudici, Guia de Problemas Matematicas |, Segunda Edicién (1995), Equinoc-

cio.
e pp. 51-53, Nos. 1-15
e pp. 54-55, Nos. 1-10

e pp. 56-61, Nos. 1-6, 10-23, 24 (a)-(e) y (9)-(i), 25, 27-40

Ademas se proponen los siguientes ejercicios.

1. Digasi las oraciones siguientes son correctas o no; justifique.

(@) lim f(x) =L, si, yso6losi, paratodoe > 0
r—c
existe & > 0 tal que para algin z # ¢ con
|z —¢| < d setiene |f(z) — L| < e.

(b) lim f(z) = L si, y solo si, existen na-
r—c
meros reales positivos ¢ y 4 tales que si
0 < |z —c| < dentonces |f(z) — | <e.

2. Pruebe (a partir de la definicion)
@ lim(2z+1)=5
r—2

(b) ﬂc1111711(325 —4)=-T

(c) lim f(z) = L si, y s6lo si, para cada § >
r—c
0 es posible encontrar un ¢ > 0 tal que
|f(z)—L| < dcadavezquel < |z—¢| < e.

(d) Si lim f(x) = L entonces para cada e > 0
r—rc
existe un z # ctal que |f(z) — L| < e.

(©) lim (72 +2) =2

z—0

(d) lim S =1

*r—3 I

3. Calcule los limites siguientes y, en cada caso, justifique indicando el teorema o teoremas usados.

. 3 5
(a) ;lmz \Vo+ Var

—

(b) lin}) cos( senz)

4. Calcule los siguientes limites.

@ I z2 -9 1
a) lim PR
z—3 T+ 3 li 5+h
© lim =

1 1 1

b) lim £t1 RV
()m—l>n—lz x+2 (@) i‘l}}; r—4

5. Calcule los siguientes limites.

enx

. S
() ilghcos(w )
(d) lim -2
=T T — T
_ . 2+h—2
@ fim V5
22 +1
@ tim,
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@) lin}) sendx () liin senz - sena
T— €T za _
. cosx—1
® Jl:lg}) x? 1 senx
tan Tz . - 9
© e © fm =

fla+h) = f(z)

6. Hallese lim
h—0 h

(e) f(xr) = senx
f) f(x) =coszx

© flz)=vx
(d) f(x)

(@ f(x)=2"
(b) f(z) =

] |—=8
Il
8| =

7. Calcule los siguientes limites.

@ lim —— (©) lim f(z) donde f(z) =3z —2 si @ >
z—0+ /T r—4—
4y flz)y=4sixz<4
z2+3 z2 +3
2 __ . .
(b) lim yz2-1 (d) zll>rI£I+ pr 11:1{17 o

8. Calcule los siguientes limites.

o (z+1)° . b -2’4
. 1000z 2 _
(b) lim (e) lim 3z —5

- 2 _
z——00 T 1 z—2+ Senmwx

1 _ mp2
© lim (z+v1-2?)

9. Para qué valores de la constante a € R existe lin}) f(z) en los casos siguientes.
r—

2 2
(a) f(iv):llsen— —a? L
) Jlm) = ©f@w=q e
© f(@) = Vo a 1 sia <z
(d) f(z)= 3;2;39 siz #3 () f(2)=asen—

a sizx =3

10. Calcule los siguientes limites.
. z—8
(a) zILHGI4 wg/x —4

1
(b) lim zsen—
xr— 400 xr

© lim (\/z+vz -z - Va)

r— 400

—z® + 7z + 6+ x3 + 722 + 162 + 12

(d) lim

r——2 T + 2
2 —_
11. Calcule lim =22+ 1
z—1 (x — 1)2
12. Calcule lim z(z®+1—=z).
r— 400

13. Calcule lim 1502l

z—0~ T
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m m—1
14. Halle lim %m% Fomoa® .. ao
z—to0 bpx™ +bp_1z" 14+ ...+ bo

15. Justifique lim flz—1)= lim f(z).

(Es decir, justifique que si uno de los limites existe, entonces existe también el otro y son iguales).

16. Calcular los siguientes limites:

8t3 — 27
442 — 9
V5

im
z—25 © — 25

VI+2-—+2

(@) lim
t—3

(b)

(c) lim

z—0

() lim Y21

z—1 x—l

. z® -8
©) il—>mz x2—4
2 p—
(M) lim 22 =37
r—0 xT
o223 — g2
) qlclino 4x2 — 3z
2 p—
(h) lim T 3xr + 2

zo1 241 —2
17. Calcular los siguientes limites:

@) lim Vitz—b
z—0 xT

1, .3
(b) lim Ttz tz

=0 2 — 27

© lim —==2

z—2— 2 —/dx — 2

0
()
0
(m)
Q)
(0)

()

(d)
(©)
®

=2 \/2x — 2
vVe+3—-—V3x+1
o NCES

Ve +l—Vr2 4+ +1
lim

r—0 xr
i EVE— av/a
T—a \/_ — \/a

. a—+Va?—z2
lim ——— .

z—0 T

[z] —=

lim
z—3— 33—

lim 1 - 3
z—2- \r—2 x2-—4

2 3

li _
Mg (x2+3x—4 z+4

)
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Apéndice: Limites de sucesiones

10.6 Sucesiones

Recordemos que una sucesién de nimeros reales es una funcién a valores reales definida en el conjunto
de los nimeros naturales, i.e., una funciéon

c:N—R.

Se suele usar la notacion con subindices y, en lugar de ¢(n), indicar por ¢, el valor de la sucesion c en
el nimero natural n. El valor particular ¢, se llama también n-ésimo término de la sucesion. Ademas,
como es usual, se identifica la sucesion ¢ con el conjunto {c,|n € N} y se designa la propia sucesion
medignte el simbolo {_ch}Z‘;l o simplemente {c,.}. Asi pues, {1}, {(=1)"} y {2n + 1} designan las
sucesiones z,y Yy z definidas por

T, =1,
Yn = (_1)n7
Zn =2n+1.

Se obtiene una representacidn conveniente de las sucesiones marcando sus valores sobre la recta
real, tal como se ilustra en la figura 10.13 en la pagina 146 .

El comportamiento de la sucesion {1} al tender n a infinito es esencialmente igual al de la funcion
flx) = % al tender z a infinito. En la interpretacion geométrica anterior vemos que los términos de
la sucesién {%} se van acumulando alrededor de 0, en el sentido que cualquier intervalo que contiene
al 0 contiene a todos los términos a partir de cierto N. Més precisamente, consideremos un intervalo
I = (—¢,¢), con centro en el punto 0 y longitud total 2¢. Si elegimos ¢ = 10, entonces todos los
términos xz,, se encuentran en el intervalo I. Si elegimos ¢ = % los primeros 10 términos estan fuera
del intervalo I, pero todos los términos de x1; en adelante se encuentran en I. También si escojemos
£ = T5a505 S0lamente los primeros 100000 términos de la sucesion no estan en I, mientras que a partir
de n = 100001 todos los términos z,, se encuentran en I. Evidentemente, el razonamiento vale para
cada nimero positivo ¢: en lo que elijamos un ndmero ¢ > 0, no importa cuan pequefio, podemos

encontrar un nimero N € N tan grande como para que sea

1

N <eg,
de donde resulta que todos los términos z,, de la sucesion para los cuales n > N estan en (—¢,¢), y
s6lo el namero finito de términos =1, 2, ---,xn—_1 Se encuentra fuera de (—¢,¢) (lo expuesto aqui se

ilustra parae = %o en la figura 10.14 en la pagina 146 ).

La discusién anterior indica que el limite de la sucesion {1} es 0.

Sobre la base de este ejemplo y explotando la analogia entre el comportamiento de la funcién f(z)
cuando z tiende a infinito y el comportamiento de la sucesion {c, } cuando n tiende a infinito, se puede
dar la definicidn precisa de limite de una sucesion. Reemplazamos la proposicion «x > N», que indica
que x tiende a infinito, en el caso de funciones de variable continua, por la proposicion «n > N, que
indica que n tiende a infinito, en el caso de sucesiones.

Definicion. El limite de la sucesion {c, } es igual a ¢ si y solo si dado cualquier € > 0, existe N € N tal que

| cn —c|< €, para todon > N.
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0 21:3 2327 25:]_]_ zn:2n+1,

_1 1, 1 _1 _1 _1
(n>11) z, = Tg=gT6¢ =5 Ta=7 T3 =3 Ty =3
P W PR . . .
- - - - - ZTZT_TT XTIy e e el el e
1. 0 e=+i=mp 1
0 =15 N=11

Figura 10.14 La sucesion { 2 }: e versus N

El hecho que el limite de una sucesion {c, } sea igual a ¢ se expresa simbolicamente escribiendo

lim ¢, =¢
n— oo

0, simplemente,
Cn — C cuando n — oo

(que se lee «el limite de ¢,, es igual a ¢ cuando n tiende a infinito» o «¢,, converge a ¢ cuando n tiende
a infinito» ).

Una sucesién que tiene limite se llama convergente, en caso contrario, divergente.

Para dar otro ejemplo, consideremos la sucesion

123 4
57571757"'7
cuyo término general es ¢,, = +f1- El'hecho que, paratodon € N,

n+l1 n4+1 n+1’

n _n—i—l—l_1 1

donde % — 0 cuando n — oo, nos indica que la sucesion {c,} converge a 1. Para demostrar que

efectivamente lim #1 = 1, vamos a emplear la definicidn: dado ¢ > 0, queremos hallar N € N tal
n— oo
quesea| 15 —1[<e paratodon > N.

Como

ysin>N
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)
* . . —— P \
""""" <o
-1 0 1 0
g0 = 1| —1—y|obiengy = 3|1 —y|

Figura 10.15 La sucesion {(—1)"}: eleccion de eo

para garantizar que sea | o 1 |< €, para todo n > N, bastard tomar N € N tal que ﬁ <e
1 1 1
(|nL_H—l|:n—+1$N—+l<z—:para_tod0n2NconN—+l<s). - -
Pasemos a considerar las sucesiones {y»} y {z»} dadas al comienzo, i.e.,

yn = (=17, Zn =2n + 1.

La figura 10.13 en la pagina 146 muestra que los términos de la sucesion {y, } oscilanentre —1y 1,
seguin sea n impar o par. Podemos establecer que no existe ningun y € R tal que y, — y cuando n —
oo. Para ello debemos tener presente que lo que queremos ver es que algun intervalo que contiene a y
excluye a un nimero infinito de términos o, dicho de otra manera, a algtin término que no corresponde
a ninguno de los primeros N — 1 términos, sin importar cual sea V.

Formalmente: que no sea cierto que «nli—bn;o yn» = y» significa que no es cierto que «dado cualquier

e > 0, existe N € Ntal que | y, —y |< ¢ paratodon > N» . Debemos pues demostrar que existe o > 0
tal que, cualquiera que sea NV € N, existe no tal que no > Ny, sin embargo, | y», — y |> €o.

Siy = —1, esta claro que si el intervalo I = (—1 — g9, —1 + &p) no contiene al nimero 1, entonces
tampoco contiene a los términos y,, para n par; analogamente, siy = 1 y el intervalo I = (1 —&o,1+4¢0)
no contiene al nimero —1, entonces tampoco contiene a los términos y,, con n impar. Esto sugiere
elegir, en cualquiera de los dos casos, por ejemplo, o = 1: si y = —1, entonces, para cualquier N € N,

vemos que ng = 2N verificaque ngp = 2N > NY | yno —y |=| 1 —(-1) |= 2 > 1 = eo; si
y = 1, entonces, para cualquier N € N, vemos que np = 2N + 1 verificaqueno = 2N +1 > Ny
| Yno —y|=] -1 —-1]=2>1=c¢0.

Si y es cualquier numero real distinto de —1 y 1, entonces elegimos o > 0 tal que ni —1 € (y —
€0,y +eo)nNil € (y—eo,y+eo), tal como indica la figura 10.15 . Para nuestra eleccion de o, esté claro
que, cualquiera que sea N € N, sing = 2N, entoncesnp = 2N > N ey,, =1 & (y — €0,y + €0), de
modo que | yn, —y |=| 1 —y |> co.

La figura 10.13 sugiere que los términos de la sucesion {z, } se hacen méas y mas grandes a medida
gue n se hace més y méas grande. Mas precisamente, fijemos un nimero K > 0. Si elegimos K = 1,
entonces todos los términos z,, verifican que z, > K. Si elegimos K = 10, entonces solamente los
términos z1 = 3,22 = 5,23 = 7Yy z4 = 9 no son mayores que K, pero todos los términos de zs
en adelante son mayores que K. Si elegimos K = 100000, entonces z, > K, para todo n > 50000.
Evidentemente, el razonamiento vale para cualquier nimero positivo K: en lo que elijamos un nimero
K > 0, no importa cuan grande, podemos encontrar un nimero N € N tan grande como para que sea

2N +1> K,

de donde resulta que todos los términos z,, de la sucesién para los cuales n > N verifican z, > K (lo
expuesto aqui se ilustra para K = 10 en la figura 10.16 en la pagina 148 ).
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10
0 3 5 7 9111 13 15 17 2n+1
° o o o o ¢ o o o 0000 0o — — —
e _
21 X2 %3 24 &5 % 21 2B Zn, (n>5)
K=10,N=5

Figura 10.16 La sucesién {2n + 1}: K versus N

La discusion anterior indica que también la sucesion {2n + 1} es divergente. Sin embargo, a dife-
rencia de los términos de la sucesion oscilante {(—1)"}, los términos de la sucesion {2n+ 1} siguen otro
patrén: tienden a infinito. Mas precisamente,

Definicion. La sucesion {c, } tiende a infinito si y solo si dado cualquier K > 0, existe N € N tal que
cn > K, para todon > N.
El hecho que una sucesion {¢, } tienda a infinito se expresa simbolicamente escribiendo

lim ¢, = oo 0, simplemente, ¢,, — oo cuando n — oo.
n— oo

La interpretacion de los simbolos

lim ¢, = —c00¢, = —00 cuando n — oo
n— oo

es ahora, a la luz de lo que hemos discutido hasta aqui, muy facil.

Definicion. La sucesion {c, } tiende a —oo si y s6lo si dado cualquier K > 0, existe N € N tal que
cn < —K, para todon > N.

Tampoco resultara dificil dar ejemplos de sucesiones que tienden a —co: {—+/n} es sélo uno de
ellos.

Como en el caso de funciones de variable continua, resulta que el limite de una sucesion conver-
gente de nimeros reales es Unico. Mas precisamente,

Teorema 18 Una sucesién convergente {c,} no puede tener dos limites diferentes. l.e, si lim ¢, = cy
n—oo
lim ¢, = d, entonces ¢ = d.

n—00

Podemos dar la demostracién del resultado sobre las lineas de la demostracion del resultado co-
rrespondiente para funciones (Teorema 11 en la pagina 124 ). Reemplazamos la proposicion «x # ¢y
|z —¢| < 0», que indica que z tiende a c pero no es igual a ¢, en el caso de funciones, por la proposicion
«n > N», que indica que n tiende a infinito, en el caso de sucesiones.

Prueba: Puesto que ¢, — ¢ cuando n — oo, sabemos que para todo € > 0, existe N; € N tal que
| cn — ¢ |< €, para todo n > Nj.
Sabemos también, puesto que ¢,, — d cuando n — oo, que existe N» € N tal que
| ecn —d |< e, para todo n > Ns.

Hemos tenido que emplear dos niimeros N1 y N> ya que no podemos asegurar que el nimero N € N
que funciona en una definicién vaya a funcionar en la otra. Sin embargo, ahora es facil concluir que
paratodoe > 0, existe N € N tal que

|en —c|<ey |en—d|<e, paratodon > N;
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basta elegir N = max(NN1, N»), i.e., N igual al maximo entre N1 y N-.
Para completar la demostracion, usamos la desigualdad triangular y establecemos que

le—=d|=|(c—en)+(en —d) |<|c—cen |+ | env —d|< 26,

donde ¢ es cualquier numero positivo. De aqui, en virtud del Lema 10 en la pagina 124 , concluimos
quec =d. a a

Podemos resumir de la manera siguiente lo expuesto hasta aqui en este apéndice. Las sucesiones
de nimeros reales pueden ser convergentes o divergentes. Una sucesion {c, } es convergente cuando

«existe un (‘!anico!) namero real ¢ con la propiedad que dado cualquier ¢ > 0, existe N € N tal que
| cn —c|< €, paratodon > N».

Por consiguiente, una sucesion {c, } es divergente o bien cuando ¢, — oo (por ejemplo, las sucesio-
nes {2n + 1} y {—+/n}) o bien cuando es oscilante (por ejemplo, la sucesion {(—1)"}.

Podemos seguir explotando la analogia entre las definiciones de limite de una funcién y limite de
una funcion, y dar las versiones para sucesiones de los Teoremas 13 en la pagina 134 y 17 en la
pagina 140, y de la Proposicién 14 en la pagina 135 y su corolario, Corolario 15 en la pagina 135 . El
Teorema 16 en la pagina 137 puede reinterpretarse, en términos de sucesiones, de la manera siguiente.

Teorema 19 lim f(z) = Lsiy solosi lim f(c,) = L, para toda sucesion {c,} tal que lim ¢, = cy
n— 00 n—oo

rT—c

¢n # ¢, para todo n.

Prueba: Supongamos que

lim f(z) =L

T—cC

y sea{cn} una sucesion tal que lim ¢, = cyc, # ¢, paratodon.
n— 00
Por un lado, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que

si0 <]z —c|< d entonces | f(z)— L |<e.
Por otra parte, para ese § > 0, existe N € N tal que

| cn —c|< 6, para todon > N.
Luego,

| f(cn) — L |< €, para todon > N.
Esto muestra que efectivamente

lim f(cn)=L.

n—00

Reciprocamente, supongamos que

lim f(en) =L,

n—00

para toda sucesion {c, } tal que lim c, = cycn # ¢, para todo n. Queremos demostrar que
n—oo

lim f(z) = L.

Supongamos, por el contrario, que esto ultimo no es cierto. Entonces, existe e > 0 tal que, para
cadan € N, existe z, con0 <| zn, —c |< X pero| f(zn) — L |> 0. (Observemos que el hecho que no
sea cierto que «lim f(x) = L» significa que «existe o > 0 tal que para todo ¢ > 0, en particular, para

r—c

0= % existe algin numero, que podemos indicar por z,,, tal que 0 <| z, —c |< 6 = % v, sin embargo,
| f(zn) — L|>c0.»)

Si demostramos que la sucesion {z, } asi obtenida tiende a c cuandon — oo, entonces, por un lado,
podemos decir que {f(z,)} tiende a L, cuando n — oo, mientras que, por otra parte, tenemos que
| f(zn) — L |> €0, para todo n!
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La contradiccién que resulta daria por terminada la prueba. Por tanto, lo que resta por demostrar
es que efectivamente la sucesién {z } tiende a ¢ cuando n — co.
Debemos pues ver que, dado cualquier niimero positivo, llamemoslo ¢, existe N € N tal que

| zn — ¢ |< g, para todon > N.
La demostracion es muy sencilla: basta observar que | z,, — ¢ |< % yquesin > N, con N € N tal que

L <e entonces L < L < ey portanto, |z, —c|< L <e. 0 O

El resultado que acabamos de demostrar puede usarse para mostrar que el limite de una funcion
f(z) no existe cuando = — ¢: bastara tomar dos sucesiones, digamos {c, } y {d» }, con ¢, — ¢, d, — ¢,
cn # cydn, # c, paratodo n, tales que lim f(cn) # lim f(d,»). Este es el caso para la funcién

n— 00 n— 00

flz) = sen% del Ejemplo 1 en la pagina 127 . Cuando analizamos el ejemplo en cuestién vimos que,

; , i4 1 — it : 1
para cualquier namero y € [—1,1], la sucesion {5—1}, con sent = y, verifica que nh_)rx;o e =0
y sen—— = y. Asi, para dos nameros distintos en [—1, 1], digamos y y z, tenemos dos sucesiones,
tFonn
1 1 _ _ : 1 _ H 1 —
a saber, {m} y {m}, con sent = y y senu = z, tales que nlg[io T = nan;o v =0y
sen—— =y # z =sen—2
t¥onm wt2nm

10.6.1 Sucesiones monodtonas

El tipo més sencillo de sucesidn convergente esta constituido por las sucesiones monétonas acotadas.
Una sucesion {c, } es creciente, no decreciente, decreciente o no creciente seguin sea, paratodon € N,

Cp < Cn+1,
Cn S Cn+1,
Cn > Cn+41,
Cn Z Cn+1,

respectivamente. La sucesion se dice monégtona en cualquiera de los cuatro casos.
Una sucesion {c, } es acotada superiormente si y s6lo si existe un nimero S tal que

cn < S, paratodon € N;
acotada inferiormente si y solo si existe un nimero s tal que
cn > s, paratodon € N.
Ejemplos de sucesiones monotonas acotadas son las sucesiones

n

1 "
777,—}-17

yr

3.
747

w| N

)

DN | =

7y

1
n

W

1
757

De hecho, {1} es decreciente y acotada inferiormente, y {37} creciente y acotada superiormente:
paratodon € N,

1 1
Cp = — >

- = 0
n n+1 Cnt1 >

n 1 _,_ 1 _n+l

n+1 n+1 n+ 2 n+ 2

Cn = =Cn+1 < 1.

Es facil determinar el comportamiento de una sucesién mondtona. Una sucesion mondtona cre-
ciente o no decreciente puede aumentar indefinidamente, como en el caso de la sucesion

3,5,7,9,11, - - -
donde ¢,, = 2n + 1, o de la sucesion

L,142,142+314+2+3+4,--
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c1 C2 C3 € C5 Cp Cptg1°°° 8§

Figura 10.17 Sucesion creciente acotada superiormente

S """ Cpy1l Cp Cs C4 Cy Co C1

Figura 10.18 Sucesidn decreciente acotada inferiormente

dondec, =1+ 2+ 3+ --- + n. En estas circunstancias, ¢, — oo. Pero, si los términos de la sucesion
estan acotados superiormente por un namero S, entonces nuestra intuicion nos dice que {c,} debe
converger a un numero c que es menor o a lo sumo igual a S; véase la figura 10.17 en la pagina 151 .

Analogamente, una sucesion monotona decreciente o no creciente puede diverger a —co 0, en caso
que sus términos estén acotados inferiormente por un nimero s, converger a un namero ¢ > s; véase
lafigura 10.18 en la p4gina 151 .

Teorema 20 Toda sucesion mondtona creciente o no decreciente acotada superiormente es convergente.

Un enunciado analogo vale para sucesiones monaétonas decrecientes o no crecientes acotadas inferior-
mente. Es notable el hecho que no es necesario que el valor del limite sea establecido de antemano; el
teorema afirma que, bajo las condiciones requeridas, el limite existe.

Prueba: Supongamos que {c, } es una sucesion creciente acotada superiormente. l.e.,
cn < Cn+1, para todo n € N,
yexiste S € R tal que
cn < S, paratodon € N.

El conjunto C formado por todos los términos c,, esta acotado superiormente, de modo que, por el
Axioma del Supremo, C tiene supremo, digamos, c¢. Afirmamos que, dado ¢ > 0, existe N € N tal que

(10.8) c—e<cn.
Si esto no fuese cierto, i.e., si paratodo n € N fuese
ch <c—¢,

entonces c — e resultaria ser una cota superior de C'y, por ser ¢ la menor de las cotas superiores, tendria
que ser

c<c—¢

lo cual es absurdo.
A partir de (10.8), puesto que la sucesion es creciente, concluimos que

(10.9) c—¢ < ¢y, paratodon > N.
Por otra parte, para todon € N, es
(10.10) cn <c<cHe.
Combinando (10.9) y (10.10), obtenemos que, dado ¢ > 0, existe N € N tal que

| cn —c|< €, para todon > N.
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La anterior es la formulacién abstracta de limite, por tanto, lo que hemos obtenido es precisamente
que

lim ¢, =c=supC.
n— oo

a a

El teorema que acabamos de demostrar depende de la introduccién de los nimeros irracionales,
sin los cuales no seria verdadero, ya que, como vimos en el capitulo dedicado a los nUmeros reales,
los nimeros racionales por si solos no satisfacen el Axioma de Completitud o Axioma del Supremo.
El teorema, ademas, permite «obtener» cada nimero irracional (por ejemplo, v/2) via un proceso de
paso al limite de sucesiones monétonas acotadas de numeros racionales. De ello nos ocuparemos a
continuacion.

10.6.2 Aproximaciones de la raiz cuadrada de 2

Sabemos que la diagonal del cuadrado de lado igual a 1 mide /2 o, equivalentemente, que /2 es la
longitud de la hipotenusa del triangulo rectangulo de catetos iguales a 1. Puesto que la longitud del
cateto es menor que la de la hipotenusa y esta es menor que la suma de las longitudes de los dos
catetos, podemos concluir que

1<V2<2.

Portanto, 2 € I = [1,2].

Dividamos el intervalo cerrado I;, cuya longitud es igual a 1, en dos subintervalos cerrados de
longitud 1. Estos son los intervalos [1,2] y [2,2], puesto que 2 = 2. Como (2)* = 2 > 2,
podemos afirmar que

3
1<\/§<§.

Por consiguiente, v/2 € I, = [1, %]
Dividamos ahora el intervalo I, cuya longitud es 3, en los dos subintervalos [1,2] y [

i 1 5 _ 1+3
longitud 3, donde = —

5 3
2 2 <2,
4<\/_<2

ot

ST

[t
Q
D

. Puesto que (3)” = 25 < 2, observamos que

En consecuencia, v2 € Is = [5, £].

Procedamos de igual manera con el intervalo I3 y dividamoslo en los dos subintervalos [3, ]y

=

5,3
11 3 i L 11 _ z1t5 112 _ 121
[4, 3], delongitud 5z, donde & = 452, Como (&)~ = %L < 2, tenemos por seguro que

oo
N

Luego, v2 € I, = [&
Prosiguiendo de

MY

].

)
sta forma, obtenemos una sucesion de intervalos cerrados

(-DOO
Q

I, Is,--- I, --- talque V2 € I,,, para todo n € N,

LDLDLBD DI DIy1 D .
Ademas, la longitud de cada intervalo I, es igual a 2%1 Mas precisamente, si representamos cada
intervalo I,, por I, = [an, by,], entonces a, < v/2 < by, paratodon € N, y
(i) a1 <ay <+ <ap <anpr <o <V
(i) by >by > > by > bppr > > V2
(iii) b, —a, = 57—, paratodon € N.
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I3
r h
Iy
1:a1—a2 agzg a4—% g:b4—b3—b2 b1:2
[§ )
C I J
I

Figura 10.19 Los intervalos Iy, I», I5, I4

Lafigura 10.19 en la pagina 153 representa la construccion de los primeros 4 intervalos I, I», I3, I4.

De acuerdo con (i), {a» } es una sucesion no decreciente acotada superiormente por /2. Por consi-
guiente, existe un nimero a < /2 tal que a,, — a cuando n — oco. Por otra parte, segan (ii), {b,} es
una sucesién no creciente acotada inferiormente por V/2. En consecuencia, existe un nimero b > /2
tal que b, — b cuando n — oo. l.e,,

(10.11) lim an =a <V2<b= lim by.
n— 00

n—00

A partir de (iii), sigue que b,, = a,, + 2n1,1 , paratodon € N.

Un hecho muy util que usaremos aqui es que la suma de dos sucesiones convergentes es una
sucesion convergente que converge a la suma de los limites. De hecho, si consideramos suceciones de
numeros reales en lugar de funciones de una variable continua, valen las propiedades correspondientes
enunciadas en el Teorema 13 en la pagina 134 .

Tenemos pues que

b:nll)n;ob":nll,noloa”+p_—1:a7
puesto que lim 2,},1 = 0. (¢Es esto cierto?)
n—oo

De aqui, en virtud de (10.11), concluimos que
a=b=12.

Hemos asi construido dos sucesiones, la sucesion no decreciente {a,} y la sucesion no creciente
{b,.}, tales que

1
an<\/5<bn7 b, —a, = ——, para todon € N,

on—1"
y
lim a, = lim b, = V2.
n— o0 n— o0
Luego, dado £ > 0, existen N1, N> € N tales que
V2 —an =| an — V2 |< ¢, para todon > N;
y

bn, —\/§:| bn —\/5|< ¢, para todo n > Ns.

Como V2 —an < bp — an = 571 Y bn — V2 < bn — an = 577, si queremos que sea v2 — a,, < ¢
paratodon > N; y b, — /2 < ¢ paratodo n > N», bastara elegir Ny = N, = N tal que sea ZN% <e.
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Lo anterior es util en el caso que deseemos hallar un valor aproximado, por defecto o por exceso, de
/2 con cualquier grado de aproximacion. El error que cometemos es el valor absoluto de la diferencia
entre el valor real de /2 y el valor aproximado. Un valor aproximado por defecto con error menor
que una cantidad fija (pequefia) ¢ > 0 estd dado por ax con N € N tal que 2,\,%1 < &,y un valor
aproximado por exceso con un error de aproximacion menor que  estd dado por by con N € N tal que
21\%1 <e.

Para fijar ideas, supongamos que queremos aproximar /2 con dos decimales exactos. Lo que
buscamos es, por tanto, un valor aproximado de /2 con un error de aproximacion menor que e = 102,
Un valor aproximado por defecto es a x y otro por exceso es b, siempre y cuando N se elija de manera

tal que sea 5x— < 107%. Debemos, por tanto, hallar N tal que sea 5° < 2V~*,i.e,,

125 < 2V 74,

La tabla 10.2 en p. 154, presenta las primeras 12 potencias de 2.

ni|1]2|3| 4|5 |6 7 8 9 10 11 12
27214 |8|16 |32 |64 | 128 | 256 | 512 | 1024 | 2048 | 4096

Tabla 10.2

Observamos en la tabla que 125 < 128 = 27, luego, para que sea 125 < 2V~* debeser N —4 =7,
i.e.,, N = 11. Reportamos los primeros 14 términos de las sucesiones {a,» } y {b.. }, en latabla 10.3.

n|(1[2|3|4]5 ]| 6 7 8 9 10 11 12 13 14

a 101 & | & | 11| 45 | 45 | 181 | 181 | 181 181 181 181 11585
n 1|8 8 | 32 | 32 | 128 | 128 | 128 | 128 128 128 8192
b o | 3| 3| 3 |23 |23 | 9L | 91 | 363 | 725 | 1449 | 2807 | 5793 | 5793
n 2 | 2| 2 | 16 | 16 | 64 | 64 | 256 | 512 | 1024 | 2048 | 4096 | 4096

Tabla 10.3

Por lo tanto, a;; = 1,4140625 y b1y = 1,4150390625 son los valores aproximados de /2 que
estamos buscando.

En lugar de bisecar los intervalos hubiésemos podido trisecarlos o, en general, dividirlos en m
subintervalos de igual longitud. Si hubiésemos elegido dividir los intervalos en 10 partes iguales, los
intervalos que habriamos obtenido tendrian longitud 1,107*,107%,1073,- -, y a4 y b4 habrian sido
aproximaciones de v/2 con dos decimales exactos:

=1 <2< 2°=4
(1,42=1,96 <2< (1,5)%=2,25
(1,41) =1,9881 <2< (1,42)* =2,0264
(1,414)> = 1,999396 <2< (1,415)% = 2,002225.

¢Puede explicar este hecho?

10.6.3  Sucesiones recursivas y otras aproximaciones de la raiz cuadrada
de2

Algunas sucesiones tienen la peculiaridad que ¢, +1 Se obtiene a partir de ¢,, bajo la misma regla de
formacion con la que ¢, se obtiene de ¢,,_1, de manera que el mismo proceso, repetido indefinidamente,
permite construir la sucesién entera a partir de un término inicial dado. En tales casos se habla de
sucesiones recursivas.
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Ao
2 y =2
|/
/

1 b

0 — Iy

1 T xg =2
> T
V2 1) = % (1'0 + %)

Figura 10.20 z; = L (mo n i)

o

Por ejemplo, la sucesion

oLy 2) L(3,2) 1 17 2
2 2)2\2"2)2\12" L )°

admite una regla de formacion del tipo indicado: cada término, a partir del primero, se obtiene del tér-
mino anterior tomando la mitad de la suma del término anterior mas dos veces el inverso del término
anterior. Asi las féormulas

(v 25)
co=2,cn =75 (Cn-1+
2 Cn—1

definen toda la sucesion.

Como veremos a continuacidn, la sucesion recursiva recién presentada converge a V2 y sus térmi-
nos pueden por tanto usarse para obtener aproximaciones de /2. Cambiaremos la notacion, a efectos
de la construccion cuyos detalles presentaremos enseguida, y, en lugar de ‘c’, escribiremos ‘z’ para
indicar la sucesion.

Conviene notar que v/2 es la abscisa del punto donde se intersectan el arco de la parabola y = >
que corresponde a z > 0y la recta horizontal y = 2 (figura 10.20). Esto es asi simplemente porque v/2
es la raiz positiva de la ecuacion cuadréatica 2> = 2.

Si, en lugar de la recta y = 2, consideramos una recta [y ligeramente «inclinada» respecto a la recta
y = 2, tal como se muestra en la figura 10.20, el punto de interseccion de Ip y la parabola y = z?,
tiene abscisa z; > /2. La «inclinacion» de la recta I, esta fijada por la siguiente regla. Queremos
que el angulo BAyC sea recto, de manera que los tridngulos A1 BAg y A1 AoC sean semejantes. De la
semejanza de los tridngulos en cuestidn resulta entonces

A1B_A1A0 ie 1‘%—2_1‘0—1‘1
A1A0 1 > o — T1 1 ’
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y
— T/
2 T, .
lo
y = 22 l
/
|
|
1 H C
m=4(m+2)
Figura1021 s = 4 (w1 + 2 )
Por consiguiente, x; verifica
2 2 2 2 = 2
z] — 2 = (w0 —x1)” = xp — 2zow1 + = O, equivalentemente, z; = 3 <a:0 + x—) .
0

Repetimos la construccién anterior ahora con una recta [; trazada por A;, de manera que el angulo
DA, E sea recto y los triangulos AsDA; y A>A; E sean semejantes (figura 10.21 ). De esta manera

obtenemos que z» verifica
23— 2= (21— x2)? =2 — 2132 + 23

0, equivalentemente,

T _1 T +i
2—2 1 1 .

Iterando este proceso, obtenemos la sucesion recursiva {z, } dada por

1 2
0 =2,n == | Tpn-1 + .
2 Tn—1
Debido a la construccién misma, tenemos que, paratodon € N,
2 >2
(puesto que 22 — 2 = (zp—1 — 2,)? > 0),y

Tpn > Tntl
(por ser z, — zn+1 la longitud del lado A, A,). En otras palabras, {z,} es una sucesion decreciente

acotada inferiormente por /2.
Por el principio de las sucesiones mondétonas (Teorema 20 en la pagina 151), tenemos que lim z,, =
n—oo
z,donde z > /2. Laecuacion 2, —2 = (zn,—1—,)” (que conduce alaférmulaz, = 1 (mn,l + ))
toma la forma z? — 2 = 0, cuando n — oo (para convencernos de este hecho, bastara demostrar que si

¢n — centonces ¢2 — ¢%). Por lo tanto, podemos concluir que

lim z, = \/5

n—oo
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Luego, dado € > 0, existe N € N tal que
mn—\/g=| mn—\/g|< e, para todon > N.

Es claro que
2
T, —2
Tn— V2=
" Ty +V2
Como1 < V2 < z,, entonces 2 < z., + /2, de modo que
2 —2 2 —2

<
Tn + V2 2

De aqui, puesto que {z,} es decreciente, concluimos que
mos, por tanto, que

b 2
—2 Tz —2

2
‘/En
s < o para todo n > N. Obtene-

2
—2
Tn —V2 < xNT, para todo n > N.

Luego, si queremos que sea z, — V2 < ¢, paratodo n > N, bastara asegurarnos que z% — 2 < 2e.

Podemos usar la sucesion {z,} para hallar valores aproximados (por exceso) de /2. Un valor
aproximado con dos decimales exactos, i.e., con un error de aproximacion menor que € = 1072, esta
dado por z siemprey cuando 23 —2 < 2-107% = L. Latabla 10.4 reporta los primeros 4 términos
de la sucesion {z,} y las correspondientes diferencias z2 — 2.

n 1 2 3 4
- 3 | 17 577 665857
n 2 | 12 108 170832
29l 1| L 1 1
n 4 | Tad | 166464 | 221682772224

Tabla 10.4

Observamos que =3 — 2 = m < ﬁ Por lo tanto, s = 1,4142156863 es el valor aproximado
que estamos buscando. Vemos que también es cierto que wrm; < 5555 = 2 - 107°, de manera que
1,4142156863 resulta ser un valor aproximado de v/2 con 4 decimales exactos. Analogamente, como
SsTererassr < 50000000000 = 2 - 10", se sigue que z4 = 1,4142135624 es una aproximacion de v/2
con 10 decimales exactos.

Si comparamos la sucesion recursiva {z, } con las sucesiones que obtuvimos en la seccion anterior,
es evidente que los términos de {x,,} son aproximaciones mas «precisas y rapidas» al valor real de v/2.

Para finalizar, queremos apuntar que, asi como resolvimos recursivamente la ecuacion cuadratica
z% — 2 = 0, el mismo proceso puede emplearse para resolver muchas otras ecuaciones algebraicas. Por

ejemplo, reescribamos la ecuacion cubica 22 — 5z + 1 = 0 en la forma
1

5—x2’

escojamos un valor inicial, digamos zo = 0, y pongamos

1
Tp = ————.
5—z2_;

xr =

De esta forma, obtenemos la sucesion
r1 = % = 0, 2
To = % = 0,20161290323

T3 :%: 0,20163923677
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que converge a un numero x que es solucidén de la ecuacion dada ¢Hay mas soluciones?

Procesos recursivos o iterados como los aqui expuestos son muy utiles, ya que proveen demos-
traciones acerca de la existencia de soluciones de problemas de muy variada indole, al tiempo que
establecen métodos de aproximacién para las soluciones de dichos problemas.

10.6.4 ElnUimeroe

Uno de los aspectos mas sobresalientes del concepto de limite es que muchos nimeros estan dados unica-
mente como limites de sucesiones. Un ejemplo ilustrativo esta representado por el niUmero e. Este nimero,
que fue introducido por Leonhard Euler (Basilea 1707 - San Petersburgo 1783), en su tratado Introductio
in analysin infinitorum, ha tenido, desde su aparicién en el escenario matematico, un papel muy desta-
cado e importante. El nUmero e, como veremos a continuacian, es, por definicion, el limite de la sucesion
{a»} dada por

1 n
an:(l—{——)
n

y también el limite de la sucesion {b,, } definida por

b :1+i+l+...+i
" o2 n!’
donde, paracada j € N, j! (léase «j factorial» ) indica el producto de los primeros j nimeros naturales:
jl=1.2-3---..74.

Para comprobar que efectivamente las sucesiones {a.} y {b.} tienen limite, usaremos el princi-
pio de las sucesiones mondtonas (Teorema 20 en la pagina 151 ). Para ello, requerimos analizar las
formulas para las potencias n-ésimas de un binomio, digamos (a + b)", y las formulas para n!.

Con un célculo directo obtenemos

(a+b)' =a+b,
(a+b)? =(a+b)(at+d)
=a(a +b) +b(a+b) =a’® + 2ab + b?,
(a+b)* =(a+b)(a+b)’
=a(a’® + 2ab + b*) + b(a” + 2ab + b”)
=a® + 3a”b + 3ab® + b3,
y asi sucesivamente. Si examinamos el procedimiento con el que obtuvimos (a + b)? de (a + b)' y
(a+b)® de (a+b)?, es evidente que el desarrollo de (a 4 b)™ se obtiene multiplicando cada término del

desarrollo de (a + b)™™*, primero por a, luego por by sumando. Llegamos asi al esquema presentado
en latabla 10.5.

a + b
a b a b
v ¢ v ¢
a? + 2ab + b?
a b a b a b
v ¢ v N v ¢
a® + 3a>b + 3ab? + b3
a b a b a b a b
v v N ¢
a’ + 4a3b + 6a2b> + 4ab® + b

Tabla 10.5
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Basandonos en el esquema podemos deducir la regla general para la formacion de los coeficientes
en el desarrollo de (a + b)™. Si los coeficientes del desarrollo de (a + b)™ se ordenan en una fila de
acuerdo con las potencias decrecientes de a y crecientes de b, obtenemos el siguiente cuadro triangular

de manera que, por ejemplo,
(a+b)" =a" +7a° + 21a°0* + 35a*b® + 35a°b" + 21a°b° + 7ab® +b".

La regla para formar el triangulo es muy simple: comenzamos con los coeficientes 1 y 1 de a + b,
en cada fila escribimos un 1 al comienzo y un 1 al final, y, para completar, obtenemos cada uno de
los restantes numeros como la suma del nimero que le antecede y del nimero que le sigue en la fila
inmediatamente superior. Asi, por ejemplo, en la filas 6 y 7 tenemos

1 6 15 20 15 6 1
1 146 6+15 15420 20+15 15+6 64+1 1
T M M
7 21 35 35 21 7

El cuadro se conoce bajo el nombre de triangulo de Pascal, debido al uso ingenioso que le di6 Blaise
Pascal (Clermont-Ferrand 1623 - Paris 1662) en el calculo de las probabilidades y en el analisis combi-
natorio.

Si usamos la notacion

(a4b)" =Cfa" +Cra" 'b+ Cya™ 0> + -+ Ci_ab™ ' + CID",

entonces, de acuerdo con la ley de formacién del triangulo de Pascal, tenemos:

Cy= 1,
Cir= Crl+CHl k=1 ,n—1,
cr= 1.

Usando estas relaciones es posible demostrar que

n!

n____ " k=0
O = oy PO
donde0! =1y !=1-2-3----.4, paracada nimero natural j. Asi, en particular, C3 = 21 esta dado
por
;1 1-2:3:.4-5-6-7 _6-7 _
¢ A7 -2~ (1-2)(1-2-3-4-5) 2 =37
y, en general,
n _ n!
Cr W —F)!
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Esta formula, que da los valores de los coeficientes del desarrollo del binomio, se conoce bajo el

nombre de teorema del binomio.
Después de este intermezzo aritmético, volvamos a dirigir nuestra atencion a las sucesiones {a,} y
{bn}.cona, = (1+ )" yb, =14+ + 5+ -+ . De acuerdo con el teorema del binomio, hallamos

que
P P SR C et NS ol [ ) B TIPS
n 2! n? 3! n3 n"
1 1 1 1 1 2
“14—F=(1-=)+=(1-2)(1-2
+1’+2!( n>+3!< n)( n)
+ +i(1_l>(1_z> ..... (]__n_l)
n! n n n

1 \"*! 11 1
1 —l+—-4+=(1=
(‘+i31) =rrarn (-9

11
3! n+1

+

donde
AP o1 m—
0<1 n<1 n+1<1’ paratodo j=1,--- ., n—1,
y
1 1 2 n 1
1— 1——= )..... 1— = 0.
(n+1)!< n+1)< n+1> ( n+1> (n+1)”+1>

Por tanto, paratodon € N,
1 n 1 n+1
anz(l—{—E) <(1+n—+1) = An+1

y
1\" 1 1 1 1
an:(l"‘E) <1+ﬂ+§+§+"'+azbn-

La primera relacion dice que la sucesion {a, } es creciente.
De la segunda, puestoque 3! =2-3>2%41=2.3.4>2% ... nl=2.3.....n>2""! resulta
b 1 1
an < n<1+1+§+§+"'+2n—_17
relacion que vale para todo n € N. Sabemos que la suma de los primeros n términos de la progresion
geométrica l, 3, 55, -, gm=t, - - - €sta dada por
11 1 1— 5 1
1 — J— . _— = 2 = 2 1 —_ .
ts+tm ot =1 < 2n>

De aqui, puesto que 1 — 5+ < 1, concluimos que ambas sucesiones estan acotadas superiormente por
es evidente que la sucesion

1
(n+1)!"

3.
Como b, Se obtiene de b,, sumando el incremento positivo

{b»} también es creciente.
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Esto muestra que el nimero e, como limite de la sucesion {a, }, estd bien definido y que la sucesion
{b,.} converge a un nimero b tal quee < b < 3.
Por otra parte, sean n, N € N tales que N > n. Entonces
1 1 1 1

bn = 1+F+§+§++m

- {ef (o) 08 ()
+”+%Q_%>@_%) ..... G—";ﬁ}
b (-3 41 (-3)]
c i) (-3 ()

donde la primera expresion entre llaves es menor que a y, a saber,

1 1 1 1 1 2
1+ﬁ+§<1_ﬁ)+ﬁ(l_ﬁ) <1_N)
1 1 2 n—1
++m(l—ﬁ)<l—ﬁ> """ (1— N )<(IN

y la segunda expresion, es decir,

G- 4)30-(-3)6-2)
o3l (o8) () ()

tiende a 0 cuando hacemos N — oo y dejamos = fijo.

En otras palabras, si n, N son nameros naturales tales que N > n, entonces b,, es menor que la
sumade ax y un nimero positivo que tiende a 0 cuando dejamos = fijo y hacemos N tender a infinito.

Por consiguiente, paracadan € N, b, < e, de modo que b < e.

Si combinamos esta tltima desigualdad con la desigualdad e < b, obtenida anteriormente, conclui-
mos que e = b. En otras palabras, e es, por definicion, el limite de la sucesion creciente {(1+ )"}y
también el limite de la sucesion {1 + & + & +--- + 5 }.

Para expresar el hecho que

lm 14+ &+ 2o =
podemos escribir
1 1 1
6:1+ﬁ+§+"'+a+"'.

Asi, si elegimos b1 como valor aproximado de e, entonces el error de aproximacion, que no es mas
que la diferencia e — b1o, puede ser estimado facilmente:

e—bo = —+-+
IS U RN S S
11! 12 12-13
<« i+l g
11! 11 112

1 1 1

W1—Z ~ 10-100 36288000
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El error de aproximacion es menor que 10% de modo que las primeras 7 cifras de b1, es decir, 2, 718281,

dan un valor aproximado de e con 6 decimales exactos.

Para concluir, veamos que e es irracional. Para demostrarlo, recurrimos a una demostracion por
reduccion al absurdo y suponemos que sea e¢ = § donde p y ¢ son nameros enteros. Sabemos que
b1 = 2 €S menor que e y que e Mismo es menor que 3, i.e., que 2 < e < 3. Por tanto, si p es un nimero
natural, entonces ¢ es cuando menos igual a 2. Sabemos también queac = 4%, corresponde N € N tal
que e — b, < g, paratodon > N. Siesr = max(q, V), entonces

p

p-2-3----- (q—l):a-q!:e-q!:br-q!—}—(e—br)-q!
={g+q' +3-4-----q+4-5----- g+---+q+1}
+{ L. L ot ! }

g+1  (¢g+1)(g+2) (@+1)(g+2)----- r

+(e —b) - q!.

El primer miembro a la izquierda en la cadena de igualdades es ciertamente un nomero entero. En el
ultimo miembro a la derecha la primera expresion entre llaves también es un nimero entero, la segunda
expresion es menor que lasuma 3 + 3z + - - + 375, yaque ¢ > 2,y, por oltimo, (e — b,) - ¢! < %, por

sere — by < 7. Como

1 1 11—(3) " 1 1\ ! 1
ot = —=c(1-(3 <=,
32 3¢ 3 1-1 2 3 2

+

Wl

hallamos que el primer miembro a la izquierda en la cadena de igualdades es igual a la suma de tres
ndmeros: un nimero entero, un nlimero positivo menor que 1 y un nimero positivo menor que 1.
Esta conclusion presenta una contradicci-n: el nimero entero en el primer miembro no puede ser igual
a la suma de un nimero entero mEs un nimero positivo menor que %

10.7 Ejercicios

— 0 cuando n — oo.

1. Demostrar que
q n?+1

(Sugerencia: n/(n? + 1) < n/n® = 1/n)
n®+1
n3+1
(Sugerencia: n® +1/(n® + 1) < (n® +1)/n® < 2/n)

— 0 cuando n — oo.

2. Demostrar que

3. Demostrar que si |¢| < 1 entonces ¢g" — 0 cuando n — co.
(Sugerencia: use el principio de las sucesiones mondétonas (Teorema 20 en la pagina 151 ) para
mostrar que existe un ndmero real a tal que ¢ — a cuando n — co y use que también ¢"*' — a
cuando n — oo para mostrar que ag = a, ;COomo obtiene de aqui que a = 0?)

4. Demostrar que las siguientes sucesiones divergen.
(@ 1,1/2,1,1/3,1,1/4,1,1/5, ...

n?+1
(b) cn ="

(©) cn=g",qg>1
(Sugerencia: use que (1 + k)™ > 1 + nh > nh, paratodo h > 0)
(d) cn=¢",g< -1

5. Demostrar que, cuando n — oco:

$2 "
(@) (1+x2> — 0, paratodoz € R

T n
(b) (1+$2) — 0, paratodoz € R
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10.

. Seaco =1, ¢p = /1+cn—1. Demuestre que ¢, —

3

T n
e 2
(c) <4+m2> — 0, paratodo |z| < 2,y
(=
4 4 x2

Suponga 0 < p < 1y demuestre que /p — 1 cuando n — occ.

)" diverge, para |z| > 2

1 1
Sugerencia: 1 ko 1 »/p = ———, donde hn; por tanto, p = ——
(Sug 0<p<l=yp<l= p Trh 0< p p (1+hn)"<

L, de modo que 0 < h, < iyhn — 0 cuando n — o)
nhy, np

. Suponga p > 1y demuestre que /p — 1 cuando n — co.

(Sugerencia: p > 1 = /p = 1+ h,, donde 0 < h,; por tanto, p = m > n h,, de modo

que0 < h, < %yhn—>00uand0n—>oo)

Demuestre que ¥/n — 1 cuando n — co.

(Sugerencia: ¥/n = (/V/n)*y V/V/n > 1 = ¥n = (1 +ky,)>donde V/\/n = 1+k,y
Vn = (14 kn)™ > nky; use lo anterior para mostrar que k, — 0 cuando n — oo y deduzca de
alli que /n — 1 cuandon — oo)

1+5

5 cuando n — oo. (Los términos de

esta sucesion recursiva son llamados «nimeros de Fibonacci» en honor de Fibonacci o Leonardo
da Pisa, matemético italiano de la edad media hacia el afio 1228).

Hallar el limite cuando n — oo de:

(@ vVn+1-y/n.
(Sugerencia: v/ +1 — /n = (Vrn+1—vn)(Vn+1+/n)

(Vn+1++/n)
(b) Vn2+a—+vn2+b
(€ Vn+an+b—n
(d) ¥Yar+brsia>b>0
(Sugerencia: a < {/a™ +b" < /2a)
(e) Var+b"+crsia>b>c>0

(Sugerencia: a < ¥/a™ +b" +c" < ¥/3a)

® <1+%)n.

. 1
(Sugerencia: (1 + E)” — e cuando n — oo)



164 Limites de funciones




Capitulo 11

Funciones continuas

11.1 Continuidad

Las funciones continuas constituyen una clase fundamental para las operaciones del anélisis matema-
tico. Una idea intuitiva de funcién continua se tiene al considerar que su gréfico es continuo, en el
sentido que se puede dibujar sin levantar el 1apiz de la hoja de papel, como en la figura 11.1 y no
como en la figura 11.2.

A

y

Funcién continua

Figura 11.1

Funcion discontinua

Figura 11.2
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Una funcidn continua provee la expresidon matematica de la situacidn muy frecuente de que a «in-
crementos pequefios» de la variable independiente corresponden «incrementos pequefios» de la varia-
ble dependiente. Ejemplos de esta situacion vienen dados por las leyes que gobiernan el movimiento
de los cuerpos, leyes que a menudo estan dadas por formulas del tipo s = f(¢) (que expresan la dis-
tancia s dependiente del tiempo t). Debido a que el tiempo y la distancia «son continuos», una ley
de movimiento, s = f(t), establece entre ellos una relacion continua caracterizada por el hecho que
a un incremento pequefio del tiempo corresponde, como mencionamos antes y reiteramos aqui, un
incremento pequefio de la distancia.

Si consideramos una funcién arbitraria y = f(x) y un valor particular ¢ de la variable indepen-
diente, entonces la funcidn refleja un «proceso continuo en el punto ¢» siempre y cuando a valores x
que difieren poco de ¢ correspondan valores de la funcion f(z) que difieren poco del valor f(c). En
otras palabras, si el incremento z — ¢ de la variable independiente tiende a 0, entonces el incremento
f(z) — f(c) de lafuncion también tiende a cero. Podemos formular lo anterior expresando que

f(z) — f(¢) > 0cuandoz —c — 0

o0 bien escribiendo que

lim f(z) = f(c)

T—cC

Esta relacion constituye la definicion matematica de continuidad de la funcién en el punto c. Es decir,

Definicion: La funcion f(x) escontinua en c si 'y sélo si

lim f(z) = f(c).

11.2 Observaciones sobre el concepto de continuidad

Si analizamos la definicion de continuidad vemos que para que la funcién f(z) sea continua en el
punto ¢ se requiere que las siguientes tres condiciones sean satisfechas:

(i) Lafuncion debe estar definida en el punto, i.e., ¢ debe pertenecer al dominio de f, de lo contrario
la expresion «f(c)» carece de sentido;

(if) Ellimite de la funcién f(x) cuando z tiende a ¢ debe existir, i.e., debe existir un namero real L tal
que lim f(z) = L, en caso contrario, la expresion «lim f(z) = f(c)» no tiene ningun sentido;
r—c T—c

(iii) El limite L debe ser igual al valor de la funcién en el punto ¢, i.e., debe ser L = f(c), de modo
que, si en la definicion de limite ponemos L = f(c), tenemos que, dado £ > 0 existe § > 0 tal que

si |z — ¢| < d entonces |f(z) — f(c)| < e

(la restriccion x # ¢ impuesta en la definicién de limite deja de ser necesaria puesto que la desi-
gualdad |f(z) — f(c)| < € es automaticamente satisfecha para = = ¢).

Como ejemplo, analizaremos la continuidad de la funcién f(z) = z* en un punto fijo c.
Para verificar que

lim z° = ¢” o equivalentemente lim z°> — ¢ = 0

T—cC r—c

basta observar que

|22 = |=|z4c||z—c

0, si se prefiere, que

limz® —¢® = lim(z —c)(z4+¢) = (limz —¢) - (imz4+¢) =0-2c =0.
r—c r—c r—c r—c

En este ejemplo, el valor particular del punto ¢ parece no tener relevancia, en el sentido que f(x) =
x? es continua en cada punto c de la recta real.
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Definicion: Decimos que la funcién f(x) es continua en un conjunto
C de ndmeros reales si y solo si es continua en cada punto de dicho
conjunto.

Si C es un intervalo abierto de la forma (a, b) 0 C' = R, la definicion anterior se interpreta facilmen-
te. Si C es un intervalo que contiene a alguno de sus extremos, i.e., C es de la forma [a, b), (a, b] 0 [a, b],
entonces definimos la continuidad de f en C pidiendo que f sea continua en cada ¢ € (a,b) y ademas
que en cada extremo (incluido) en el intervalo C' se cumple que el limite lateral correspondiente existe
y ese limite lateral es igual al valor de f en el extremo en cuestion:

lim f(z)= f(a) , lm f(x) = f(b), respectivamente .
z—at z—b—

Como ejemplos de funciones continuas podemos considerar las funciones elementales ™ con n €
N, senz, cosx, arcsenz, arccosz: funciones estas que son continuas en los conjuntos donde estan
definidas (jConvénzase usted mismo!). Sus gréaficos estan presentados en las seis figuras desde 11.3 en
la pagina 168 hasta 11.8 en la pagina 169 .

Si nos referimos al gréafico de la funcién y = f(x), podemos dar la definicion de funcion continua de
la manera geométrica siguiente. Elegimos un nimero ¢ > 0 cualquiera y trazamos dos rectas paralelas
al eje z a distancia f(c) — ey f(c) + € de modo de obtener una banda horizontal de ancho 2 centrada
en f(c). Si f(z) es continua en ¢, entonces siempre es posible hallar un ndmero § > 0 tal que toda la
parte del gréafico que esta comprendida en la banda vertical de ancho 24 y centrada en c esté contenida
en la banda horizontal de ancho 2¢ y centrada en f(c). Nos remitimos a la figura 11.9 en la pagina 170

11.3 Tipos de discontinuidad

Lafuncion f(z) = — provee un ejemplo de funcion discontinua en el punto 0. En este caso observamos
T

que la funcion esté definida en toda la recta real salvo en 0, de modo que la funcion esta definida en
cualquier intervalo que contiene al punto 0 excepto en el punto 0 mismo. Aqui la condicion que falla
es que 0 pertenezca al dominio de la funcion. En cualquier otro punto ¢ # 0 tenemos que

En efecto, si ¢ # 0 entonces || > 0, i.e., la distancia de ¢ a 0 es la cantidad positiva |c|, y podemos
restringi i0 i - M M
gir la atencién a aquellos puntos z en el intervalo | ¢ 5 € + 5 )

. c 3c 3c ¢ , . .
Este intervalo es de la forma 35 0 55 ) segun sea c > 0 o ¢ < 0, respectivamente, asi
que la distancia de cualquiera de sus puntos al punto 0 es mayor que % ver figura 11.10 en la pagina

170 . Luego, para z en el intervalo, es

1 1 |z —c| 2
—— =< S |z—-C]|.
xr c |z||c| ¢
2
Por tanto, dado cualquier € > 0, basta elegir § = min <|2i|, %) para garantizar quesi| z —c |< d

entonces

1 1 . L, . . 1 .
P E‘ < e. De la discusion anterior sigue que f(z) = s continuaenR \ {0}.

La funcién g(z) = % sirve como otro ejemplo de funcion discontinua en el punto 0. Nuevamente,
la condicion que falla es que 0 pertenezca al dominio de la funcion. Sin embargo, hay «cierta» diferencia
entre el comportamiento de la funcion f(z) y el de la funcién g(z) (ver figura 11.11 en la pagina 171).
Mientras que
||

.1 .1 . . x
lim — =00,y lim — = —o0, tenemosque lim — =1,y lim u =-1
z—0t T z—0~ T z—0t T z—0~ T
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1 y
,,,,,,,,,, B
<
7 1 1 [ [ 1 1 7
y=2x", npar !
Figura 11.3
1
y
B
1 1 . [p8 1 1
,,,,,,,,,,,,,,, |
y = z", nimpar !
Figura 11.4
2n
-6 -4 -2 2 4 6
2 —
Yy = sentc -t

Figura 11.5
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-2 - 21
-
-6 -1 - 1 6
Y =COoST
Figura 11.6
B
1 !
o 3
y—zrieser <
: 1.5 01 6.5 6.5 1.5 7
0.
1
1.
’ y = arcsenx
Figura 11.7
1
y—=z1rCcos X
1
s 1 1 0. 0 1 1 s
1 Y = arccos T

Figura 11.8
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Y
fle) +e / t
flo) F————"= = Qf
fle)—e
0 c—§d ¢ c+dzx
Figura 11.9 funcion continuaen ¢
Le] lel
2 2
) )
L (N
oo A N
0._ldc 4 le] € le] O
c—-5 ct+5 c—5 c+ 5
SEEN SFEN
Figura 11.10 El intervalo <c - %, c+ %) ,conc#0

Si la funcion tiende a oo 0 —oo cuando z — ¢ o cuando = — ¢*, decimos que la funcién tiene una
discontinuidad infinita en el punto c. Si los limites laterales de la funcién cuando = — ¢ existen pero son
distintos, decimos que la funcién tiene una discontinuidad de salto (finito) en el punto c.

Asi, en los ejemplos que nos ocupan, tenemos que f(z) = = tiene una discontinuidad infinita en 0
T

_ lzl
T

mientras que g(z) tiene una discontinuidad de salto en 0.

. 1 1 . . . .
Las funciones h(z) = sen— Yy k(x) = z sen—, proveen otros ejemplos de funciones discontinuas en
T T

0. Nuevamente lo que falla en ambos casos es que 0 pertenezca al dominio de la funcion. En el primer
caso la discontinuidad en 0 no es infinita y tampoco de salto ya que los limites laterales simplemente

no existen. En el segundo caso tenemos que lin})x senl =0.
r— T
Si lim f(z) existe y es igual a L pero, o bien f(z) no esta definida en c o bien L # f(c), decimos
r—c

que la funcion f(z) tiene una discontinuidad removible o evitable en el punto c.
Si f(z) tiene una discontinuidad removible en el punto ¢ entonces podemos definir una nueva fun-
cién, que llamaremos F'(x) (como en la figura 11.12 en la pagina 171 ) con las siguientes propiedades:

(i) F(z)= f(x) siz #c.

(if) F escontinuaen c.

La eleccion de F'(x) no puede ser otra que

flx) siz#c

L siz=c

F(z) =
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Yoy Y
\ w=1 y = ol
\ 1
,,,,,, 0
....... 4
T -1 T
discontinuidad infinita discontinuidad de salto

Figura 11.11 los gréficos y = Ly y = 2

T

y=x sen(1/x) six £0,

y=x sen(1/x) y=0six =0

discon_tti):‘“idad

Figura 11.12

Dejamos al lector la comprobacion de que F'(x) tiene las propiedades requeridas. Asi en el caso de

L 1 . - .
la funcién k(z) = = sen—, tenemos una discontinuidad removibleen 0 y
T

K(z) = { a:seni siz #0

0 siz =0
es una funcion que coincide con k(z) en los puntos = # 0 y que es continua en 0. De hecho, K (z) es
continua en toda la recta real. La comprobacion de este hecho resultard més facil una vez que hayamos
estudiado ciertas propiedades de las funciones continuas, por lo que la posponemos para mas adelante.
Hasta aqui hemos estudiado distintas funciones con distintos tipos de discontinuidad en un solo
punto. En todos los ejemplos falla la condiciéon que el punto pertenezca al dominio de la funciéon. La

tabla 11.1 en la pagina 172 ilustra diversas situaciones que pueden presentarse.

En los puntos —2,0,1y 5 vemos que la funcién no esta definida (pero si lo esta en cualquier otro

punto de (—oo, 5]; al tender a los puntos —1,2 y 3 no existe el limite de la funcién, més precisamen-
te, lim f(zr) =-1#1= lim f(z)(salto), im f(r) =1y lim f(x) = —oo (discontinuidad
z——1" z——1+t T2 z—2+

infinita por la derecha), lim f(z) = ooy lim+ f(x) no existe (discontinuidad infinita por la izquier-
r—3" r—3
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Yy

|
N

A

5/2

=

discontinuidad | discontinuidad | discontinuidad | ninguna de
infinita de salto removible las anteriores
¢(Pertenece ¢
al dominio de
x)?
/(@) c= -2 c=1 c:g c=0
NO =
Sl
¢Existe c=2 No TIENE
lim f(z)? (por la dere- SENTIDO c=3
Tr—c =
cha) c=-—1 PLANTEAR (por la dere-
NO = |c=3 ESTA POSIBILI-
o cha)
(por laizquier- DAD
Sh da)
¢ES
lim f(x) =
Tr—c c = 5
f(e)?
NO =

Tabla 11.1 tipos de discontinuidad

da); en el punto 5 tenemos que la funcion esta definida, f(5) = 2, lim5 f(z) = 1 pero, claramente,
lin% f(x) # f(5) (discontinuidad removible).

Antes de terminar esta discusion acerca de los distintos tipos de discontinuidad, queremos analizar
un ejemplo méas complejo de funcion discontinua.

La funcién de Riemann

El ejemplo con el que queremos finalizar esta dado por la llamada funcién de Riemann. Esta funcion,
que debe su nombre al matematico aleman Georg Friedrick Bernard Riemann (Bresclenz 1.826-Selasca
1866), se define en (0, 1) por

si z es irracional

0
flz) = { 1 iz =P fraccién irreducible
q q

Para cualquier nimero ¢, con 0 < ¢ < 1, la funcion f(z) tiende a 0 al tender z a c. Uno puede asumir
este hecho a manera de «acto de fe» y deducir entonces que f(z) es discontinua en todos los puntos
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racionales de (0,1) y continua en los puntos irracionales de (0,1). La funcion de Riemann provee
pues un ejemplo de funcién discontinua con un namero infinito de puntos de discontinuidad (més
aun, los puntos de discontinuidad forman un conjunto denso en (0, 1), en el sentido que todo punto de
(0, 1) puede aproximarse por puntos de dicho conjunto). Para el lector interesado en la prueba de que
JIDL)HIC f(z) =0, paracada 0 < ¢ < 1, incluimos a continuacién una breve discusion de este hecho.

La funcién de Riemann, lim f(z) =0
Tr—C

Consideremos un numero cualquiera e > 0y sea N € N suficientemente grande como para que

1 1 . ,
sea g > ~ pero e < N_1 Observamos que los Unicos numeros x para los cuales es falso que
| f(z) =0 |<esonz =:

1. 1. 2. 1. 3. 1. 2. 3. 4. . 1 . . N_2

2733445 5 55’ "N-1 "N-1
Si c es irracional, entonces ¢ no es ninguno de esos numeros. Si ¢ es racional, entonces puede pasar que
¢ sea precisamente uno de esos numeros. En cualquier caso sélo hay un nimero finito de tales nimeros

y podemos elegir entre ellos el que estd méas préximo a ¢ y no es el propio ¢, i.e., elegimos P tal que
q

0< ‘E—c <|lx—c]
q

paratodo z tal que | f(z)—0 | > . Podemos tomar § como esta distancia minima. Asisi0 < |z—c| < 4§
entonces x no es ninguno de los nimeros para los cuales | f(z) — 0 | > ¢y por lo tanto se cumple
| f(z) -0 <e.

11.4 Operaciones con funciones continuas

En las paginas anteriores dimos algunos ejemplos de funciones continuas. Podemos dar otros muchos
ejemplos una vez que hayamos demostrado los siguientes dos teoremas.

Teorema 21 Si f(z)y g(z) son funciones continuas en ¢ entonces
@ f(x)+g(z)
(0) f(z)-g(z)

(c) L, siempre y cuando sea f(c) # 0.

f(z)
son funciones continuas en c.
En particular:
(d) kf(x), para toda constante k € R,
© f(z) —g(),
® @ siempre y cuando sea g(c) # 0,
9(z)

son funciones continuas en c.

Prueba: Puesto que f(z) y g(x) son continuas en c,

lim f(z) = f(c) y lim g(z) = g(c).

r—c r—c

Por el Teorema 13 en la pagina 134 , esto implica que

lim f(z) + g(z) = f(c) + g(c),

T—cC

lo cual es precisamente la afirmacion de que la funcién f(z)+g(z) es continua en c. Las demostraciones
de las partes (b) y (f) se dejan al lector. a
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Partiendo de la funcion constante, f(x) = k, y de la funcion identidad, g(xz) = =, podemos aplicar
el Teorema 21 para concluir que las funciones (monomios)
kz™,
con k € Rconstantey n € N, y los polinomios
p(z) = apz™ + an_12" 1+ -+ a1z + ao,

conap, a1, - -,an, € R constantesy n € N, son funciones continuas en todo R. Que la funciéon z™, n €
N, es continua en R ya lo habiamos mencionado; que la funcion p(z) sea continua dice que todas las
funciones polindmicas son continuas.

También, a partir del Teorema 21 en la pagina 173 , podemos concluir que las funciones racionales

p(x)  anz" 4+ ap—12"""+ - +arx+ ap

a(z)  bmx™ 4 by o1z 4 bz + bo

. . 1 .
son continuas en todos los puntos z tales que ¢(x) # 0. En particular, la funciéon = es continua para
T

todo z # 0, como ya habiamos apuntado.
Funciones méas complicadas, como por ejemplo, la funcion

h =
(@) sen30x + 4z2senz’
puede demostrarse ahora que son continuas en los conjuntos donde estan definidas.
El Teorema 21 en la pagina 173, sin embargo, no parece ser Util para demostrar la continuidad de

sen’z 4+ z* cos x

. 1 1 . i
funciones tales como sen— y zsen— para x # 0. Necesitamos un resultado referente a la composicion
T
de funciones continuas y la continuidad de las funciones trigonométricas.

Teorema 22 Si f(x) es continuaen cy g(y) es continua en f(c), entonces la composicion g o f(x) es continua
en c.

Prueba:
Puesto que g(y) es continua en f(c), dado e > 0, existe § > 0 tal que
1. si|y— f(e) |< é entonces| g(y) — g(f(c)) |< e.
Puesto que f(x) es continua en c, aese § > 0 corresponde un niimeroé’ > 0 tal que
2. si|z —c|< d’entonces| f(z) — f(c) |< é.
Nos remitimos a la la figura 11.13 en la pagina 175 .
La relacion 1 puede interpretarse como que cualquier nimero y a distancia menor que § de f(c)
satisface que su imagen por g, a saber, g(y), esta a distancia menor que e de g(f(c)).
La relacion 11.4 dice que si un namero x esta a distancia menor que §’ de ¢ entonces el nimero
y = f(x) esta a distancia menor que § de f(c). Por tanto, deducimos que

si |z —c|< & entonces | g(f(z)) —g(f(c)) | <e,
lo que prueba que g o f(x) es continua en c. a

. . 1 1 .
Podemos ahora volver a considerar las funciones sen— y xsen—. Aplicando los Teoremas 21 en
T
la pagina 173 y 22 y usando la continuidad de la funcion seno se concluye que dichas funciones son

continuas en x # 0. Por ejemplo, la funcién x sen— es el resultado de multiplicar el monomio z con
T

la funcién compuesta f o g donde g(z) = X y f(z) = sen, siendo todas estas funciones continuas en
x # 0.

Note que del teorema 22 la continuidad de la funcién compuesta g o f(z) en ¢ depende de la
continuidad de f(z) en cy de g(y) en f(c). Por ejemplo, si f(z) es continua en c entonces |f(z)| es
continua en ¢ (;por qué?). Sin embargo el hecho que f(z) no sea continua en ¢ no implica que |f(z)|
no sea continua en ¢. Por ejemplo, la funcion

f(a:):{ 1 siz>0

-1 siz<0
no es continua en 0 mientras que la funcion |f(z)| es continua en todo R puesto que es la funcion
constante igual a 1 como en la figura 11.14 en la pagina 175 .
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z Y
it e
S 4
a(f(e)) — 2} £(©) 2
~ y = f(x)
0 f(e) y 0 ¢ T

lg(f(2)) = g(f()] <e = |y = fl)] <
lg(f(@)) —g(f(e)) <e < |f(x) = f(o)] <6 « |o—c| <&

Figura 11.13 composicién de funciones continuas

P )= o) y =17
14— =
1
-1 1 x x 0 x

Figura 11.14 los gréaficos y = |z|, y = f(z) yy = | f(x)]

Ejercicios

1. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones:

@ () = 0 1) =

(b) f() = —=
z?+1 |z — 3] .

©) fla)= 5— © f(:v)z{ o3 z “ég
xr — 1 =
2 -9

@ f(@) = =3 e 1

© flo)= YO ¢ ) f@)={ T3z S “7°

m)_\/m—ﬁ 1 si x=-1.

2. Determinar cuéles de las siguientes funciones son continuas en los intervalos que se indican:
xr
(a) f(‘r) = m7 (_OO)O]) [0700)7 (0)2)7 (072]) [2700)7 (2)00)
T
(b) f(ﬁ) = m: (07 1)7 (_17 1)7 [07 1]7 (_170]7 (_007_1]7 (1700)'
11 11

(C) f(z) = |IZ‘]], (_5’5)7 (1’5)7 (1’2)’ [172)’ (1’2]'

3. Hallar los valores de ¢ y k que hacen que las siguientes funciones sean continuas en R.
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2 p—
@ f@={ %)
® j@)={ 457,

si
si

<2 r+2c si < =2
x> 2 ©) f(x)=¢ Bcx+k si —2<z<1
3r —2k si 1<z
4x si r<1
r<l1 d) flz)=< cx+d si —-l<z<2
r>1 { —bx  si x> 2.

4. Hallar los puntos de discontinuidad de las siguientes funciones y determinar el tipo de disconti-
nuidad de cada uno.

2 _ -2
@ f(x)= % (d) f(z)= :1334?:1372—&1:
®) () = = @ fa)= 5%
— 2 p— p—
© flo)= > ® s =522

11.5 Dos teoremas fundamentales sobre las funciones conti-
nuas

Bernhard Placidus Johann Nepomuk Bolzano (Praga 1.781-1.848) fue un sacerdote que hizo significa-
tivas y muy importantes contribuciones a la matematica. En su trabajo sobre las paradojas del infinito
Paradoxien des Unendlichen, Bolzano apunt6, por vez primera, que muchas de las afirmaciones, apa-
rentemente obvias, referentes a las funciones continuas, deben ser rigurosamente demostradas para
garantizar que pueden ser usadas en toda su generalidad. Una de tales afirmaciones es la que hoy se
conoce bajo el nombre de «Teorema de Bolzano». El teorema corresponde perfectamente a nuestra idea
intuitiva de curva continua, que, para pasar de un punto por debajo del eje = a otro punto por arriba
del eje z, debe cortar el eje = en algun punto (ver figura 11.15).

f(0)

[
o~

f(a)

Figura 11.15 el Teorema de Bolzano

Teorema 23 (Bolzano) Si f(x) es una funcién continua en el intervalo cerrado [a,b], y f(a) y f(b) tienen
signos opuestos, entonces existe al menos un punto ¢ € (a, b) tal que f(c) = 0.

Si f(a) y f(b) tienen signos opuestos entonces o bien f(a) < 0 < f(b) (como en la figura 11.15) 0
bien f(a) > 0 > f(b) (comoen la figura 11.16 en la pagina 177 ). La conclusion del teorema es que hay,
al menos, un punto donde la funcién se anula pero puede haber mas de un punto con esa propiedad.
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)
&
el

=
-

Figura 11.16 el Teorema de Bolzano (2)

Las figuras 11.15 y 11.16 en la pagina 177 parecen indicar que la conclusion del Teorema de
Bolzano, tal como lo hemos enunciado, puede hacerse «mas fuerte», al darnos cuenta que, mas aun,
la funcion continua f(z) en el intervalo [a, b] toma todos los valores comprendidos entre f(a) y f(b),
en el sentido que si f(a) < d < f(b) o f(a) > d > f(b) entonces existe al menos un punto ¢ € (a,b)
tal que f(c) = dy, en ese contexto, la restriccion de que f(a) y f(b) tengan signos opuestos no parece
tener ninguna relevancia (figura 11.17 en la pagina 177 ). El hecho de que una funcién continua f(x)
en un intervalo cerrado [a, b] tome todos los valores comprendidos entre f(a) y f(b), suele llamarse

el Teorema del Valor Intermedio y parece ser resultado més general que el Teorema de Bolzano pero,
como veremos ambos teoremas son equivalentes.

Figura 11.17 el Teorema de Bolzano (3)

En efecto, sea g(z) la funcidn definida en [a, b] por g(z) = f(z) — d. Entonces g(x) es continua y
g(a) < 0 < g(b) o g(a) > 0 > g(b), segun sea f(a) < d < f(b) 0 f(a) > d > f(b), respectivamente.
Aplicamos el Teorema de Bolzano y obtenemos que existe ¢ € (a,b) tal que g(c) = 0. Pero que sea
g(c) = 0 es equivalente a que sea f(c) = d.

Podemos resumir la discusién anterior bajo la forma de teorema.

Teorema 24 Si f(x) es una funcién continua en el intervalo [a, b] entonces f(z) toma todos los valores com-
prendidos entre f(a) y f(b).
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Las hipdtesis del Teorema de Bolzano (y de su corolario, el Teorema 24 ) son restrictivas y esen-

ciales. Consideremos, por ejemplo, la funcion f(z) = |;’:—| en el intervalo cerrado [—2, 2] (ver la fi-
gura 11.18 en la péagina 178 ). Entonces f(x) es continua en todo punto de [—2,2] salvo en 0, y
Yy

Figura 11.18 la continuidad en las hipdtesis del Teorema de Bolzano es esencial

f(=2) = -1 < 0 < 1 = f(2), pero no existe ninglin punto ¢ € (—2,2) tal que f(c) = 0; la dis-
continuidad en el solo punto 0 es suficiente para «destruir» la conclusion del Teorema de Bolzano.

Daremos una demostracién formal del Teorema de Bolzano pero dejamos a juicio del lector el
aceptarlo y aplicarlo sin demostrarlo con todo rigor.

Prueba: Vamos a recurrir a argumentos que ya hemos empleado antes en algunas de las demos-
traciones del Capitulo 11 en la pagina 165 sobre limites. Repetiremos los argumentos para lograr
una demostracion autocontenida. La idea de la demostracion que proponemos es «localizars» el punto
¢ € (a,b) como el menor punto donde se anula la funcion.

Supongamos que f(a) < 0 < f(b). Como f(z) es continua en [a,b], entonces, en particular, f(x)

f(a)

es continua en a, por lo que 1im+ f(z) = f(a). Luego, dado e = - > 0, existe § > 0 tal que si
r—a

3f(a) f(a)

a < z < a+ d entonces 5 < f(z) < - < 0. Seaa < a < a + ¢ fijo. Entonces f(x) < 0 para
todo x € [a, ] (ver la figura 11.19).

Y
a &
f(a) / b,
2 //
fla) | ¢
3f(a)
2
5

Figura 11.19 existe « > a tal que f(x) < 0, para todo = € [a, ]

Lo anterior prueba que existe o > a tal que f(z) < 0, paratodo z € [a, c].
Por consiguiente, el conjunto A dado por

A={a<a<b: f(z) <0 enla,a]}

es no vacio. El punto b (que, claramente, no pertenece a A) es una cota superior para A. Por el axioma
del supremo, existe a < ¢ < b tal que ¢ = sup A.
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Nos planteamos demostrar que f(c) = 0. Si asumimos por un momento que f(x) efectivamente se
anula en c, sigue de manera inmediata que ¢ < b (c no puede serb ya que f(b) > 0).
Para verificar que f(c) = 0 recurrimos a una demostracion por reduccion al absurdo. Supongamos
pues que f(c) # 0. Es o bien f(c) < 0 o bien f(c) > 0.
Si f(c) < 0 entonces ¢ < b (no puede ser ¢ = b debido a que f(b) > 0). Como f(x) es continua
f(e)

encyc € (a,b), entonces lim f(z) = f(c), de modo que, dado ¢ = - > 0, existe § > 0 tal que
r—rc

Sic—d <z < c+5entonces%(c) < flz) < @ < 0. Esto dice que f(z) < 0 en (c—d,c+ 9).

Seac< fB<c+dfioyseaa € Atalquec—§ < a < c. Laexistencia de o estd garantizada por
serc = supA, ya que si fueraa < ¢ — d, paratodo a € A, entonces ¢ — § seria cota superior de A
y tendria que ser ¢ < ¢ — ¢, lo cual es absurdo. Tenemos, pues, que f(z) < 0 tanto en [a, ] como en
(¢ — 4,8). Por consiguiente (ver la figura 11.20 ) f(z) < 0 en [a, (] 0, lo que es equivalente, 3 € A.

o——eo (3

Figura 11.20 f(z) < 0, en [a, 3]

Pero, entonces, debe ser 3 < ¢, lo cual es claramente imposible ya que se eligié ¢ < 3. La contradiccion
viene de asumir que f(c) < 0. Por tanto, la suposicion f(c) < 0 es falsa.
Si f(c) > 0 entonces puede ser ¢ = b. En cualquier caso, puesto que f(x) es continua en c; es

lim f(z) = f(¢). Luego, dado e = ) > 0, existed > 0 tal quesic —§ < z < c entonces
r—c— 2
0< 1) < f(z) < %(C) Esto dice que f(x) > 0 en (c — 4, c]. De nuevo podemos afirmar que existe

a € Atal quec— 6§ < a. Tenemos entonces que f(a) < 0, ya que f(z) < 0 en [a,a] y también que
f(a) > 0, puesto que f(z) > 0en(c—d,c] ya € (c—§,c). Esto es absurdo, de modo que la suposicion
f(c) > 0 conduce de igual manera a una contradiccion (ver la figura 11.21 ).

a c—5 ac

Figura 11.21 f(«) < 0, pero f(z) > 0en (c — d,c]

No pudiendo ser ni f(c) < 0 ni f(c) > 0, queda f(c) = 0 como Unica posibilidad. La demostracion
parael caso f(a) > 0 > f(b) sigue de la discusién anterior tomando — f(z) en lugar de f(x). De hecho,
—f(z) es una funcion continua en [a,b] y —f(a) > 0 > —f(b), luego, en vista de lo ya demostrado,
existec € (a,b) tal que —f(c) =0, i.e., tal que f(c) = 0. |

Otra propiedad importante de las funciones continuas fue formulada por Karl Wilhelm Theodor
Weierstrass (Ostenfelde 1.815-Berlin 1.897), matematico aleman a quien, mas quizas que a ningun otro,
se debe la tendencia moderna de rigor y precision en el andlisis mateméatico. De manera intuitiva, la
propiedad expresa que el grafico de una funcion continua en un intervalo cerrado debe tener un punto
mas alto que cualquier otro y un punto mas bajo que cualquier otro (ver la figura 11.22 en la pagina
180).

Teorema 25 (Weierstrass) Sea f(z) una funcion continua en el intervalo cerrado [a, b]. Entonces existen un
punto z° € [a,b] donde f(x) alcanza su maximo valor y un punto zo € [a, b] donde f(z) alcanza su minimo
valor.
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A\ :

Figura 11.22 el teorema de Weierstrass

Que f(z) alcance su maximo valor en z° significa que f(z) < f(«°), para todo z € [a,b], y que
f(z) alcance su minimo valor en z, significa que f(zo) < f(z), paratodo z € [a,b]. Por tanto, de la
conclusion del Teorema de Weierstrass se desprende que toda funcion continua en el intervalo cerrado
[a,b] es acotada, i.e., existen m, M € Rtalesquem < f(z) < M, paratodo z € [a, b].

Lo que afirma el Teorema de Weierstrass es que toda funcién continua en un intervalo cerrado es
acotada y, mas aun, alcanza alli sus valores méximo y minimo.

Conviene observar que una funcién (discontinua) en un intervalo cerrado, aunque acotada, no
necesariamente tiene un maximo o minimo valor. Consideremos, por ejemplo, la funcion f(z) definida
en [0, 1] por

z Sizesirracional

flz) =

1 . .
3 si x es racional

Como estamos trabajando en el intervalo cerrado [0, 1], podemos asegurar que la funcion f(x) toma
valores comprendidosentre0y 1, i.e.,

0 < f(z) <1, paratodo z € [0, 1].
Més aun, podemos afirmar que la funcién f(z) toma valores proximosa 0 y a 1 tanto como se quiera, si

se elige x irracional suficientemente proximo a 0 o a 1, respectivamente. Sin embargo, f(x) no es nunca

. . 1 . .
igual a 0 0 a 1, puesto que, para x racional, f(z) = 7 y para z irracional, f(z) = z. Por tanto, los

valores 0 y 1 no pueden ser alcanzados. Llegamos a la misma conclusion si reemplazamos el intervalo
cerrado [0, 1] por cualquiera de los intervalos (0, 1), [0,1) o (0, 1].

Las hipdtesis del Teorema de Weierstrass son esenciales, en el sentido que la conclusién del teorema
puede ser falsa si omitimos alguna de las suposiciones como:

e que f(z) esta definida en un intervalo cerrado
e que f(z), es continua alli (intervalo cerrado).

Por ejemplo, la funcién f(z) definida en [—1, 1] por

f(x)z{ i siz#0
0

siz=0

es, por un lado, continua en (0, 1], pero no admite un valor maximo alli, i.e., no existe ningn nimero

1 ., .
real M tal que — < M, para todo z € (0,1], y, por otra parte, la funcién no es continua en todo el
T

intervalo cerrado [—1, 1], puesto que tiene una discontinuidad infinita en 0 y no es tampoco acotada en
[—1,1] (ver la figura 11.23 en la pagina 181 ).

En resumen, los ejemplos dados muestran que una funcidn discontinua en un intervalo cualquiera,
no necesariamente cerrado, puede ser acotada pero no tener valor maximo o minimo, que una funcion
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Figura 11.23 no existe M € R tal que 1 < M, paratodo z € (0, 1]
xr

continua en un intervalo que no es cerrado puede ser no acotada y que una funcion discontinua en un
intervalo cerrado puede ser no acotada.

A continuacion incluimos la demostracion del Teorema de Weierstrass. Como para la demostracién
del Teorema de Bolzano, dejamos al lector la eleccidn de estudiarla u omitirla.

Prueba: La demostracién que proponemos sigue el mismo método empleado para la demostracion
del Teorema de Bolzano.
Sabemos que 1im+ f(z) = f(a). Luego, dado e = 1, existed > 0 tal que sia < = < a + d entonces

a

5
f(a)—1 < f(z) < f(a) + 1. Por tanto, si fijamos a < a < a + 6, podemos concluir que f(x) es acotada
en [a, ], mas adn, podemos decir que f(a) — 1 < f(z) < f(a) + 1, para todo z € [a, a].

Esto prueba que el conjunto A dado por

A={a<a<b: f(z) esacotadaen [a,q]}

es no vacio. El punto b es, por la manera en que hemos definido A, una cota superior para A. De
acuerdo con el axioma del supremo, existea < ¢ < b tal que ¢ = sup A.
Si demostramos que ¢ = b entonces quedaria establecido que f(z) es acotada en [a, b)].
Supongamos, por el contrario, que ¢ < b. Puesto que f(z) es continuaenc y c € (a,b), entonces
iiincf(a:) = f(c). Asique, dadoe = 1, existed > 0 tal quesic —§ < x < ¢+ ¢ entonces f(c) — 1 <

f(z) < f(c) + 1. Sigue de aqui que f(x) es acotada en (c — 8, c + §). Sabemos que existe a € A tal que
¢ — 40 < «, de modo que si 3 es un punto fijo (pero cualquiera) con ¢ < 3 < ¢ + ¢, resulta que f(z) es
acotada tanto en [a, o] como en (c—d, 8] y, por tanto en [a, 8]. Luego 8 € A (ver lafigura 11.24 )y debe

o——eo (3

Figura 11.24 f(z) es acotada en [a, 3]

ser 3 < c. Pero esto es claramente imposible ya que 3 se eligié tal que ¢ < (3. La contradiccion viene
de suponer que ¢ < b. Por tanto, la tnica posibilidad es que sea c = b.
Tenemos entonces que f(z) es acotada en [a, b], i.e., el conjunto

{f(x): = €la,bl}

es acotado. Sean m y M el infimo y el supremo de ese conjunto. Queremos demostrar que existen
zo,z° € [a,b] tales que f(zo) = my f(z°) = M.
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Supongamos, por el contrario, que f(x) > m, paratodoz € [a,b]. Entonces la funcién g(x) definida
en [a,b] por

es continua en [a, b]. Por lo que ya hemos establecido, g(x) es acotada en [a, b]. Asi, si
My =sup{ g(2) : = € [a,B]},

entonces 0 < g(z) < M, para todo z € [a,b]. Resulta de aqui que:

flx) >m+ ML > m, paratodoz € [a,b].
1

. 1 . . . .
Esto dice que m + A es cota inferior de f(x), pero esto es claramente imposible puesto que m es la
1

mayor de las cotas inferiores. La contradiccion viene de suponer que f(xz) > m, para todo z € [a,b].
Por tanto, lo que vale es que existe zo € [a,b] tal que f(zo) = m.
De manera similar se demuestra que existe z° € [a, ] tal que f(zo) = M. O

Las demostraciones de los teoremas de Bolzano y Weierstrass tienen un caracter no constructivo
puesto que no proveen un método para hallar la posicion exacta de un cero o del maximo o del minimo
de una funcion continua en un intervalo cerrado. Hemos demostrado Unicamente la existencia de los
valores destacados.

Los teoremas son, sin embargo, muy Utiles y son usados para demostrar muchas propiedades,
algunas de las cuales no son del todo obvias a simple vista.

De algunas de las aplicaciones del Teorema de Bolzano nos ocuparemos a continuacion.

11.6 Ceros de funciones

Dada la funcién f(z), decimos que c es raiz o cero de f(z) siy solosi f(c) = 0.
Asi, por ejemplo, los puntos de la forma km, con k € Z, son todos ceros de la funcién senz, y c es
cero de la funcion polindmica p(z) = anz™ + an—12" * + - + a1z + ao si, y s6lo si

n n—1
anc” + an—1c +---+aic+ap=0.

No toda funcion tiene necesariamente un cero: la funcién f(xz) = senz — 2 no tiene ningun cero puesto
que —1 < senz < 1, paratodo z € R, y la funcién cuadratica g(z) = z + 1 tampoco tiene ningn cero
(real) ya que 22 > 0, paratodo z € R.

Por otra parte, la funcion algo mas compleja, h(z) = sen’z — 2 4 2 tiene un cero en el intervalo
[0, 7]. La afirmacién, que no parece obvia, sigue de aplicar el Teorema de Bolzano, puesto que h(z)
es continua en [0, 7], h(0) = 2 > 0y h(m) = —7° +2 < 0. También la funcién polinémica g(z) =
237 4 624221° — 325 tiene un cero en el intervalo [0, 1], ya que ¢(0) = —325 < 0y g(1) = 300 > 0.

En el caso que estemos tratando con funciones polinémicas de la forma:

n n—1
anT + Gn-1T + -+ a1x + ao,

con n impar, tenemos, a partir del Teorema de Bolzano, un resultado general que incluye en particular,
el caso de la funcion ¢(z) dada arriba. Mas precisamente:

Teorema 26 Si n es impar, entonces cualquier ecuacion

—1

"+ an—12" + - +arx+ao=0

tiene al menos una raiz (real).
Prueba: Consideremos la funcién polinémica

p(z) = apz™ Fan 12" P4+ +aix+ao.



11.6 Ceros de funciones

183

Sabemos que p(x) es una funcion continua (toda funcion polinémica lo es). Si hallamos dos puntos a
y b tales que p(a) y p(b) tienen signos opuestos, entonces, de aplicar el Teorema de Bolzano, sigue el
resultado deseado.

Tenemos que p(0) = ao; Siag = 0, no queda nada por demostrar: 0 es raiz de la ecuacion. Siag # 0
entonces 0 puede ser uno de los puntos a y b que estamos buscando.

Nuestra intuicion nos dice que para numeros x con |z| grande, el signo de p(z) depende del sig-
no de z™, en el sentido que si |z| es grande y x > 0, entonces =™ es positivo y mucho mayor que
an—12""" + - 4 a1z + ao, tanto como para que sea p(x) > 0, y si || es grande y = < 0, entonces z™
es negativo y mucho menor que a.,—1z" " + - -- + a1z + ao tanto como para que resulte p(z) < 0.

Asi, siap > 0 podemos elegirb < 0 tal que p(b) < 0 y aplicamos el Teorema de Bolzano en el
intervalo cerrado [b,0], y Siao < 0 elegimosb > 0 con p(b) > 0 y aplicamos el Teorema de Bolzano en
el intervalo cerrado [0, b].

De acuerdo con todo lo anteriormente expuesto, para demostrar el resultado basta verificar que,
para|z| grande, el signo de p(x) depende del signo de z™.

Tomemos la funcién M Es
xTL
p(x) —1 An—1 a1 ao
n =1+ T +.“+$n—l :L'_"

1 .
Como | l‘im i 0, paratodo k € N, sigue que
T |—0o0

lim 2@y,

|z] =00 ™

. . 1 P
Luego, dado e = 1, existe N > 0 tal que si |z| > N entonces p@) _ 1‘ < 3 Asi, si|z| > N entonces
mTL
1
ple) 1
" 2

de modo que,

n n

siz > N entonces p(z) > % >0 Y siz < —N entoncesp(z) < % <0

En el enunciado del Teorema 6 consideramos la ecuacién
anx” 4+ an 12" a1z 4a0=0

cona, =1y nimpar. Lacondicion de ser a,, = 1 no es restrictiva ya que si a,, # 0 entonces, al dividir
por a,, conseguimos la ecuacion:
An—1

"+ — =0
QAn An an

z" +

gue es obviamente equivalente a la ecuacién original. Que n sea impar es, en cambio, una condicion
esencial, puesto que, para n par, no siempre podemos garantizar la existencia de raices reales. Por
ejemplo, la ecuacion x? + 1 = 0 no tiene raices reales, la ecuacion x> + 2z + 1 = 0 tiene una raiz real
doble zo = —1y la ecuacion ¢ + 2z — 3 = 0 tiene dos raices reales z; = —3 y z» = 1.

Ejercicios
1. Determine si el teorema del valor intermedio es valido para el valor de k£ dado. Si el teorema se
cumple, halle c tal que f(c) = k. Si el teorema no es aplicable, dé la razén.
@ f(z)=12"—-22"+3, [-1,2], k=2.
() f(z) =a® -2z, [-3,0], k = —3.

© f(x)= [=3,1], k = %

z+2’
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@0 ={ 37 % AT k=)
2. Demuestre que las siguientes ecuaciones tiene una raiz entre los puntos indicados:
(@ z® —32* —22® —2x+1=0entre0y1.
(b) 2® -4z’ 4+ +3=0entrely?2,
(© z+z+3=0entre—2y —1.

11.7 Ejercicios adicionales

Se proponen como ejercicios los dados en
R. Giudici y R. Silva de Giudici, Guia de Problemas Matematicas |, Segunda Edicién (1995), Equinoc-
cio.

e pp. 62-64, Nos. 1-15

Ademas se proponen los siguientes ejercicios.

1. Considere las funciones cuyos graficos se dan en las figuras 11.25, 11.26, 11.27 en la pagina
185, y diga donde son continuas.

E 0
-2 2
-1
Figura 11.25
A
O\ 3
2 .
1
1/2 o~ d
a A p >

Figura 11.26

2. Dibuje aproximadamente el gréafico de las funciones siguientes y diga donde son continuas
@ f(z)=l|2*— 22|

(b) f2)=2[3]
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\4

0
Figura 11.27
senx Si|m|2%
© f(z)= 1 Gile] < T
2 BLNG
x> —4
—— Siz#2
@ flz)=q ©-2
3 siz =2
=32 +5x -3
= = siz#1
€ f(z)= z—1
2 siz=1

3. Estudie la continuidad de las funciones siguientes en los puntos indicados.
(@ f(z)=|z>—2z|en0y1
r—2 .
—— " siz# V2
0 f)={ VIEV? en0y V3

ﬁ siz=—2

lzg| -1 .
© f(“"):{ vt T iy v

2 sizr=1
4. Dé ejemplos (mediante graficosy, si es posible, formulas) de funciones que satisfagan lo siguiente.
(@ f:1]0,2] — Rcontinua exceptoen 0y 1.
(b) f:R — R discontinua en exactamente tres puntos.
(¢) f:R — Rdiscontinuaen xz = 0, pero tal que g(z) = (f(z))? sea continua.

(d) f,9: R — Rdiscontinuas en z = 1, pero tales que f(z) - g(x) sea continua.
(&) f:R — Rtal que f(z) = 2 paraz < 2, es continua pero f(2) # 4.

5. A partir de la definicion probar que las funciones siguientes son continuas en los puntos indica-

dos.
@ f(z)==z;todozo € R
(b) f(z)=|z|;todozg € R
© f(z) =z en0.
(d) f(x) =a;todozo € R.
(e) f(z) = —;en2
6. Sea f una funcion continua en [-2,7] y supongamos que f no se anula en ningdn punto de ese
intervalo. Pruebe que f=) es positivosi z,y € [-2,7].

f(y)
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7. Seaf la funcién definida por

x siz <2
flx)=<{ z®>—42>+10 si2 <z <4

sen(rx) +8  siz >4
(a) Halle
lim f(z), lim f(z), lim f(z).
x—0 r—1 rz—5
(b) Estudie el comportamiento de f alrededor de los puntos 2 y 4.
8. Sabiendo que f : R — R es continua y satisface

f(z) =az+3 siz <0
flx)=b(z*+1) sid<z<l1
f(z) :cseng—x siz>1

f(=3)=9
Calcule las constantes a, b, c.
9. Estudie la continuidad de las funciones siguientes.
|z] — 1
(a) f(ar)={ 1-z
0 siz=-1
®) f@)=vVita+Vi-a
©) f(z) = /senz
(d) g(z) = V1 —2?

10. Para qué valores de ‘a’ son continuas las funciones definidas por

Siz#—1

a-arctanx Siz # —1

(@ f(z)= dr ]
— Sir <1
aTm
1072 siz#£0
() f(z) = ’
3a siz=0

11. Dé ejemplos de funciones tales que:
(a) No exista ninguno de los limites laterales en 2o = 2

(b) Existael limite por la derecha en zo = 2, pero no por la izquierda.

12. Sea f la funcién definida por

1 .
sen(2 4 x) cos Six # —2
flay = STy e
0 siz=-2
(a) Pruebe que f es continua.
F@) = F(=2) 16 existe,

(b) Pruebe que zl_l)n_12 P

13. Calcule lim arctan(tan® E)
=T 2

14. Pruebe que la ecuacion tan x = «x tiene infinitas raices reales.
15. Encuentre (si existe) el menor ¢ > 0 para el cual exista § > 0 tal que

lt -1 <6 = |z’ +z—1|<¢

1 . ., .
y compruebe que para e = = no existe ninglin § > 0 que «sirva».
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Dé ejemplos de funciones f : R — R tales que

(&) f esdiscontinuaen z = 3, pero sen( f(z) ) es continua.
(b) f esdiscontinuaen z = 7, pero [f(z)] es continua.

Supongamos que f esté definida alrededor de 0y que | f(z)| < M paratodos los z en un intervalo
alrededor de 0. Pruebe que glgifﬂ) zf(x) = 0. Compare con ilghx seni.

Sea f : R — R y supongamos que f(z) < a para todo z. Pruebe que si existe le f(z) = a,
entonces a < a. Dé un ejemplo que muestre que en general no se puede concluir augoa < a.

Il
w

Supongamos que f : (—1,1) — R toma sélo valores racionales y es continua; si f(0)
(euanto vale f(§)?

Sea f : [0,1] — [0, 1] continua. Pruebe que f tiene por lo menos un punto fijo, es decir, existe al
menos un z € [0, 1] tal que f(z) = .

Sea f continua en zo. Pruebe que si z, €s una sucesion que converge a xo, entonces la sucesion
f(z,) converge a f(zo).

Pruebe que el reciproco del problema anterior es cierto: si f(z,) — f(zo) para toda sucesion
xn, —> o, f €S continua en xo. Sugerencia: usar reduccion al absurdo.

Sea f la funcién definida por f(z) = sen%, la cual no esta definida en 0; compruebe que no hay

manera de definir f en 0 de manera que resulte continua y que a pesar de ello f tiene la propiedad
del valor intermedio.
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Apeéendice: Una aplicacion
geomeétrica del Teorema de Bolzano

El teorema de Bolzano puede ser usado para demostrar propiedades geomeétricas.

Comencemos por demostrar que cualquier region plana acotada puede ser inscrita en un cuadrado.

Por region plana acotada indicamos la porcién del plano que se halla dentro de cualquier curva
cerrada simple, como en la figura 11.28 . Por ejemplo, un circulo de radio r > 0 es una curva cerrada

Curva
/ cerrada
simple

Regién plana
qcotada
region plana acotada por una curva cerrada simple

Figura 11.28

simple y el disco de radio r > 0 es una region plana acotada (figura 11.29 ). Una curva en el plano

clrculo de
radio r

disco de
radlo r

el disco de radio » como ejemplo de region plana acotada

Figura 11.29

es cerrada si al recorrerla en su totalidad a partir de cualquier punto P sobre la misma, regresamos
al mismo punto P de partida, como se ilustra en la figura 11.30 . Una curva cerrada es simple si al

p P
( >Q - @
curva simple

la curva no es
simple ejemplos de curvas cerradas

Figura 11.30

recorrerla en su totalidad desde cualquier punto sobre la misma no pasamos por un mismo punto Q
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mas de una vez. La curva a la izquierda de la figura 11.30 no es simple, mientras que la curva a la
derechay las curvas de las figuras 11.28 y 11.29 son todas simples.

Después de esta breve nota explicativa volvamos al problema que nos ocupa. Fijemos un sistema
cartesiano de coordenadas de manera que la regién plana acotada, llamémosla D, se encuentre en el
primer cuadrante, como se ilustra en la figura 11.31.

A

y

sistema de referencia para abordar el
problema

Figura 11.31

Al tomar el origen de coordenadas como punto fijo en el plano obtenemos un haz de semirrectas
orientadas cada una de las cuales forma un angulo 6, con el eje . Nos limitamos a considerar aquellas

. . ™ R .
semirrectas orientadas para las cuales 0 < 4 < 5 Tomemos una recta [, orientada como la semirrecta

gue forma el angulo 6 con el eje = y procedemos a mover esta recta paralelamente a si misma hasta las
posiciones l; y I». Las rectas I; y [» son tangentes a la curva cerrada simple que acota a D en los puntos
Py y Qq, respectivamente (remitdmonos a la figura 11.31).

. z ™ .
Pasemos a considerar el angulo 6 + 3 y procedamos como antes hasta obtener las rectas orientadas

I3 yl4. De esta manera la region D queda encerrada en el rectangulo de vértices Ay, By, Cy Y Dy, cOMO
se ilustraen la figura 11.32.

Tomemos la funcién f(8) = AgDy — AgBy que para cada angulo 6, con 0 < 6 < E, mide las
diferencias entre las longitudes de los lados AgDg y Ay By. La funcion f(#) varia de manera continua
alcrecerdde0a g en el sentido que si los &ngulos 0 y 6> difieren muy poco entre si entonces los rec-
tangulos que encierran a D y estan determinados por 6, y 6, difieren también muy poco (figura 11.33
en la pagina 191).

Si f(0) = AoDo — AoBo es, por ejemplo, positivo, entonces f(5) = Az Dz — Az Bz = AoBo —
AoDo = —f(0) es negativo (figura 11.34 en la pagina 191 ). De acuerdo con el Teorema de Bolzano,
existe un angulo 6, tal que f(6o) = 0, es decir, tal que el rectangulo que encierraa D y esta determinado
por 6y es un cuadrado.

Con un razonamiento similar podemos encontrar que cualquier region plana acotada puede dividirse
en cuatro partes de igual area.

Para ello regresamos a la discusion anterior en la que definimos una recta orientada ly para cada
angulof,con0 < 6 < g Movamos Iy hasta la posicion I; de manera que la regién D quede dividida en
dos regiones de igual area. Tomemos ahora el angulo 6 + 7 y procedamos a dividir D en dos mitades.
Nos referimos para la construccidn a la figura 11.35 en la pagina 192 . De esta forma la region D queda
dividida en cuatro partes. Si numeramos las cuatro partes de D como en la figura 11.35 en la pagina
192 , tenemos

Dy + Dy =D+ D3y Dy + Dy = D3+ Day,
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2

My

rectangulo dado por 6 que
encierraa D
Figura 11.32

»

X

f(6) es continua

Figura 11.33
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y Y
Iy ‘
Bn/’Z:DO A 0 :An/Z
/ D 11:/2
n/2 0 BO :Dn/Z
0 ! los rectangulos correspondientes a
f=0y6=75
Figura 11.34

las cuatro partes en que queda
dividida la regién D

Figura 11.35
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de donde sigue que
Dy — Dy =Dy — Dy, ie. Dy = Dy

Yy, por consiguiente
D: = Ds.

Asi, si demostramos que existe un angulo 6, para el cual
D1(6o) = Da2(6o),

entonces quedaria también demostrado el resultado deseado.

Consideremos la funcion f(6) = D1 () — D=2(8), si £(0) = D1(0) — D-(0) es, por ejemplo, positivo,
entonces, como Di (%) — D2(%) = D2(0) — D3(0) = D2(0) — D1(0), resulta que f(g) = —f(0) es
negativo (ver figura 11.36 ). Por consiguiente, puesto que f(#) varia de manera continua al crecer 6

y

D,(0)=Dy(x2)|  D,(0)=D,(n/2)

T/
kﬂ\_/

Dy( 0)=Dy(n/2)| D,( 0)=D,(n/2)

0 x  las cuatro partes correspondientesa§ = 0y
=73
Figura 11.36

de0a g de acuerdo con el Teorema de Bolzano, existe un angulo 6, tal que f(6o) = 0, i.e., tal que
D1(0o) = D2(6o).
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Capitulo 12

Derivadas

12.1 Rectatangente a una curva

La idea de recta tangente a una curva es muy importante y basica en Geometria: si I es una curva
cualquieraen el plano y Py @ son dos puntos de la curva, la recta que pasa por Py @ se llama recta
secante a la curva (ver la figura 12.1).

una recta secante a la curva

Figura12.1

Si " es una curva plana 'y P un punto de ella, la recta tangente a I" en P es la posicion limite de las
rectas secantes que pasan por Py otro punto @ de la curva, cuando @ se acerca a P, moviéndose sobre
la curva (si tal posicion limite existe); ver la figura 12.2 .

una recta tangente a la curva

Figura 12.2

Desde luego, la posicidn limite de la secante puede no existir como en el ejemplo de la figura 12.3
en la pagina 196 : dependiendo de como se acerque @ a P, se obtiene la recta a o la recta b como
posicion limite de las secantes por P.

Supongamos ahora que tenemos un sistema de coordenadas cartesianas en el plano y que la curva
T es el gréafico de una funcion f. Todas las rectas que pasan por el punto Py(zo, f(z0)) de la curva
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la posicion limite de la secante puede no existir
Figura 12.3

tienen por ecuacion

y — f(zo) = m(z — o).

En particular una recta secante cualquiera es una recta que pasa por P(zo, f(z0)) Yy Q(z1, f(z1)) Y
su ecuacion viene dada por:

f(zo) —f(l‘l)(

T — Zo);
ro — 1

y — f(zo) =

ver la figura 12.4.

una recta secante que pasa por
P(zo,y0) Yy Q(z1,y1)
Figura 12.4

Si tomamos el limite cuando z; se acerca a zo entonces el punto @ se acerca a P y el limite de la
f(z) = f(zo)

r — XTo

recta secante sera la recta tangente (si existe tal limite). Esto es: silimy 4, = myp entonces

y — f(zo) = mo(z — o)

es la ecuacion de la recta tangente a la curva por P.
De este modo tenemos un método muy eficiente para hallar la tangente a una curva en un punto
P, cuando la curva es el gréafico de una funcién f; su pendiente es:
f(x) = f(=o)

lim ——————~ = my,
r—rxQ r — XTo

12.2 Razon de cambio

En la vida real es muy importante estudiar y medir cantidades que varian con el tiempo.
Sitesel tiempoy f(t) es la medida de una cantidad fisica, por ejemplo:
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e f(t) es la distancia recorrida por un automovil desde un momento inicial to;
e f(t) es el nimero de habitantes de una poblacion (un pais o un cultivo de bacterias);
e f(t) el volimen de agua de una represa.

Entonces f(t) — f(to) es la variacion que ha sufrido la cantidad f(¢) en el tiempo transcurrido desde
to hasta ¢t y larazon

f(t) — f(to)
t—to

es la variacion que ha sufrido esa cantidad por unidad de tiempo transcurrido, es decir, la razén de
cambio de la cantidad que se esta midiendo.

Ejemplo: Si f(t) es la distancia recorrida por un automovil que se mueve en linea recta
entonces la razon de cambio es la rapidez media del automavil en el lapso de tiempo de ¢o
at.

Si hacemos un gréfico de la funcién f, es decir: en el eje de las abscisas ponemos la
variable «tiempo» y en el eje de las ordenadas la variable «distancia», entonces obtenemos
una curva (ver lafigura 12.5)y

2 una recta secante que pasa por P(to, f(to)) Y
Q(t, f(¢))
Figura 12.5
f(t) — f(to)
t—to

es la pendiente de la secante a esta curva por los puntos (to, f(to0)) Y (¢, f(t)).

Si el carro se mueve con movimiento rectilineo, uniforme (a velocidad constante), en-
tonces el grafico de su movimiento es una recta, que coincide con la secante y la velocidad
es la pendiente de la secante.

Ejemplo: No siempre la variable es el tiempo, por ejemplo, si en Fisica 0 Quimica se
estd estudiando una solucién en un recipiente a la cual se le esta agregando un liquido, la
variable z puede ser el volumen total del liquido y f(z) la masa de ese volumen.

! masa . , .
Como larazén ———— es la densidad, la razén de cambio
volimen
f(x) — f(zo)

Tr — Xo
es la densidad del volumen agregado a la solucion.

12.3 Derivada

Definicion: Si f es una funcion real, definida en un intervalo abierto
que contiene al punto xo, y si existe el limite
ey @) = £(20)
r—xQo r — o
este limite se llama derivada de la funcién en el punto z¢ y se denota
f'(zo). También se dice que la funcion f es derivable en z,.

)
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Definicion: Si la funcion f esta definida en un intervalo abierto I y es
derivable en cada punto x de I, se dice que la funcion f es derivable en
Ty lafunciénz — f'(x), se llama funcién derivada de f en 1.

El significado de la derivada en un punto es claro en los ejemplos anteriores. Asi, si consideramos
la curva T, grafico de una funcién f, entonces la derivada en un punto es la pendiente de la recta
tangente a la curva en el punto correspondiente:

mo = lim f(@) = f(zo) —
T— T r — Xo

f' (o).
De modo que la ecuacion de la recta tangente a la curva en el punto (zo, f(zo)) se escribe:

y — f(xzo) = f'(z0)(z — z0).

En el segundo ejemplo, donde f(t) es la distancia recorrida por un automovil que se mueve en
linea recta, f'(to) es la velocidad instantanea (realmente la rapidez instantanea) en el instante ¢,, puesto
que

f(t) — f(to)
t—to

es la velocidad media en el lapso de tiempo de to a t. Es decir, es la velocidad necesaria para recorrer
con velocidad constante la distancia f(t) — f(to), en el tiempo ¢t — to. El limite

o 10) = F(t0)

t—tg t—to

= f'(to)

es la rapidez que medimos en el velocimetro de un automovil en el tiempo ¢,. Por lo visto en el ejemplo
anterior sabemos que f’(¢o) es la pendiente de la curva que representa el gréafico de f.

En el Gltimo ejemplo, el de una solucién quimica a la cual se le esta agregando agua, f’(z) repre-
senta la variacion instantanea de la densidad cuando el volimen es z.

Definicion: Si f es derivable en xo, la recta que pasa por el punto
(w0, f(xo)) con pendiente f'(xo) se llama tangente al grafico de f en
el punto (zo, f(z0)). Su ecuacién es

y(@) = f(wo) + f'(wo)(x — o)

Definicion: Si f(z) es la distancia recorrida por un movil que se des-
plaza en linea recta, y f es derivable, entonces f'(xo) se llama rapidez
instantanea del movil en xy.

12.3.1 Notaciones

Existen muchas maneras distintas de escribir la derivada de una funcién y se usan todas, dependiendo
de la naturaleza del problema que se tenga. Veamos algunas:
e Si f es una funcion real definida en un intervalo abierto que contiene a xo,
, . f(zo +h) — f(z0o)
f (o) 6 h
Es obvio que este es el mismo limite de la definicion anterior, escribiendo z — zo = h.

e En muchos contextos el valor h = x — xo se llama incremento de la variable z y se denota Ax. Asi:
Ar=x—x0=hy

Az—0 Az

A veces también se denota por A f al incremento de la «variable f»: Af = f(x)— f(x0). Entonces:
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La notacién anterior es hoy dia poco frecuente en Matematicas, pero sigue siendo muy frecuente en
Ingenieria. Sin embargo, convirtiendo la A en una d, se obtiene una notacién que es muy frecuente y
conveniente en muchos casos:

' (wo) = L (zo)

Si la funcién es derivable en todo el intervalo I, la funcién derivada se puede escribir entonces de esta
manera:

r@ =T

Esta notacion puede simplificar muchos célculos, como veremos més adelante.

Ejercicios

1. Galileo se subi6 a la Torre Inclinada de Pisa y dejo caer una piedra, observé que la piedra caia
(4,9)t* metros al cabo de ¢ segundos. ¢Cual seria la velocidad instantanea de la piedra al cabo de
1, 2 6 3 segundos?

2. Considere la grafica de la funcion f(x) = z2. Encuentre la ecuacion de la recta secante a la grafica
que pasa por (1,1) y por ((1+h), (1 + h)?) para cualquier nimero h > 0y halle la ecuacion de la
recta secante que pasa por (1,1) y por ((1+ k), (1 + k)?) para cualquier namero k < 0. Encuentre
la ecuacidn de la posicién limite de estas secantes cuando h tiende a 0 y cuando k tiende a 0.

3. Un cultivo de bacterias tiene una masa de 2t> gramos al cabo de ¢ minutos:

(a) ¢ Cuénto crece la masa del cultivo en el periodo entre 2 y 2, 5 minutos?
(b) ¢ Cual es la velocidad media de crecimiento en ese periodo?
(c) ¢ Cual es la velocidad instantanea de crecimiento para ¢ = 2 minutos?

4. Un movil se mueve en linea recta y recorre 3t? + 2t metros en ¢ segundos. Considere valores de ¢
positivos y encuentre:

(a) La velocidad media en el intervalo de tiempo (1,1 + ¢) y en el intervalo (1 —¢,1).
(b) Tomado el limite cuando ¢ tiende a 0, encuentre la velocidad instantidnea en el instante ¢, = 1.

5. Considere la funcion f(x) = 2, para un valor arbitrario de « > 0, escriba la ecuacion de la recta
secante al grafico de f, que pasa por los puntos (—z, —z%) y (z,z%). Dibuje esta secante. Tome
limites cuando z tiende a 0, x > 0. (Qué ecuacién obtiene con el limite de la ecuacién de la
secante?

En la definicion de derivada, hemos puesto cuidado en decir que «si existe» el limite
. xr) — T
i L) = £(0)
r—TQ r — XTo
entonces se le llama derivada de f en zo. Desde luego que el limite puede no existir y entonces la
funcidn no es derivable en x.
La idea de derivada es inseparable de la idea de tangente a una curva. Si una curva no tiene
tangente, entonces no sera derivable la funcion que tenga esa curva como gréfico (ver la figura 12.6 en

la pagina 200 ).
Es claro que pueden existir los limites a la derechay a laizquierda: lim 1) = f(wo) y lim (@) = f(wo)
ac—»acg' T —To r—ay T —To
Estos definirian las pendientes de dos rectas «tangentes» una «a la derecha» y otra «a la izquierda», pe-
ro, si las rectas son distintas, no existe una recta tangente. Ver la figura 12.3 en la pagina 196 .

Ejemplo: Un ejemplo concreto es la funcion f(z) = |z|; ver la figura 12.7 en la pagina
200 . La funcion no es derivable en 0 puesto que no hay tangente en 0.

f@) = flzo) _ m, obtenemos que lz]
x — X0 T T

||

Si hacemos — =-1,siz <0.
xr

=1,siz >0,y

Luego, lim m no existe.

rx—xrog T
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2 /1 0 1 2 3N\ 4
-1
el grafico de una funcion f, que no admite tangente
en (1, f(1)) = (1,1)
Figura 12.6
1 [
1 1 1 1 —
-2 -1 0 1 2 3
-1

la funcién f(z) = |z|
Figura 12.7

La derivada puede no existir debido a que el limite del cociente incremental se haga infinito. Es el caso
de cualquier curva con «tangente vertical».

Ejemplo: Sea f(xz) = ¥/z; ver la figura 12.8 en la pagina 200 . Entonces

la inversa de g(z) = 2® tiene tangente vertical en 0

Figura 12.8
_ 3
lim L@ SO oy Vo L
z—0 r—0 r—0 T 220 $2

Si la funcién no es continua en un punto, no puede ser derivable en ese punto, esto es consecuencia
del siguiente teorema.

Teorema 27 Si f es una funcion real definida en un intervalo abierto I que contiene al punto zo y si f es
derivable en x, entonces f es continua en zo.

Prueba: Escribamos (parax # xo)

@) = f(zo),

r — XTo

f(x) = f(wo) + (z — zo

Como f es derivable en xo, tomamos el limite en ambos lados de la igualdad anterior cuando x — x¢

y obtenemos:
lim f(z) = f(xo)+ lim (z — o) lim f(x) = f(zo)
r—rxQ z—zg z—zg T — :L'O

f(xo) +0- f'(x0) = f(xo).
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Lo que prueba que la funcién es continua en xo. O

Corolario 28 Si f es derivable en un intervalo abierto I, f es continuaen 1.

Vamos ahora a hallar la derivada de algunas funciones.

Ejemplos
1. Lafuncién f(z) = z es derivableentodo Ry f'(z) = 1:
lim L@ = F@0) _ oy 2220y
z—zo T — To z—zg T — Lo
Es obvio que el gréafico de f en este caso es la recta y = = de pendiente 1.
2. Lafuncién constante f(z) = a también es derivable en todo Ry f'(z) = 0:

lim M: lim 2 —¢ =0.
r—xQo r — Xo r—xo0 T — T

3. Consideramos f(x) = z>. Entonces
_ 2 _ 2
lim fz) = o) = lim =" = lim (x + zo) = 2x0.
T—x0 Tr — 2o r—xo9 T — X0 r—xg
La funcion f(z) = = es derivable en todo punto = y f'(z) = 2z para todo z.
4. Seaahora f(z) = 2™, n € N. Entonces, recordando que

z" —xg 1 2 3 2 1
0 e " P " P+ 2y

r — Xo

y tomando limites, obtenemos:
n n

. x) — f(xo . " —x

o F@) = o) _ :
T—x0 r — Xo r—=xog T — X0

= lim 2" ' + 2" 220 + m"73m3 4+ 4 mg% =nz" L.
r—xQ

Luego f es derivable en cualquier punto y su funcion derivada es f'(z) = nz" !

12.4 Reglas de derivacion

Proposicién 29 Si fy g son dos funciones derivables en x¢, entonces f + g es derivable en z y su derivada es
(f +9) (z0) = f'(z0) + g' (w0).

Prueba: Para probar esto basta escribir

(f+9)(@) = (f +9)(@o) _ f(z)+g(x) = flxo) — g(x0)

r — Xo T — To
_ f(@) = f(zo) | g(x) — g(zo)
r — Xo T — Zo '
Al tomar el limite cuando = — xo, se obtiene f'(xo) + g' (o). O

Proposicién 30 Si f es derivable en zo y a € R entonces a f es derivable en zo, y (af) (o) = a(f' (z0)).

Prueba: El cociente incremental es

af(z) —af(zo) _ f(z) = f(zo)

r — XTo r — Xo

Basta tomar limite para obtener el resultado. |
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Ejemplo: Si partimos del ejemplo 4 anterior y usamos las proposiciones, vemos que
todo polinomio real es derivable en todo R. Mas aun, si
P(z) =anz"” +an 1Zn-1+---+ao
entonces

P'(z) =nanz" '+ (n— Dap—1z" >+ +ar.
Observe que P’ es de gradon — 1.

Proposicién 31 Si f y g son dos funciones derivables en un punto z entonces el producto de funciones: (f -
g)(z) = f(x) - g(z) también es derivable en zo y su derivada es

(£9) (xo) = f'(z0)g(xo) + f(w0)g' (x0).

Prueba: Para calcular el limite

lim 79(®) = fg(xo)

r—xg r — XTo

descomponemos el numerador asi:

f(@).g(2) = f(x0).g(xo) = f(x)(9(z) = g(x0)) + g(x0)(f(z) — f(20))

Dividiendo por x — xo obtenemos:

)

f(ﬂs)y(xl—_J;(Oxo)-g(ﬂ:o) _ f(x)g(m‘; = i(()m) + g(x0) f(fci - i‘szo)_
Tomando limites cuando = — o, obtenemos (fg)' (o) = f(zo)g' (x0) + g(zo) f' (z0). O
f

Proposicién 32 Si fy g son dos funciones derivables en zo y g(zo) # 0, entonces g es una funcion derivable
en xo y su derivada es
Y _ f'(z0)g(xo) — f(xo)g' (x0)
(1‘0) - 2 .
g (9(x0))
Prueba: Primero observe que, por ser g derivable en x, g es continua en xo, ¥, como g(zo) # 0,

f

en consecuencia g(z) # 0 para x en una vecindad de x. Luego, la funcién = esta bien definida para
g

valores cercanos a xo.

Escribimos
flx) _ f(zo) _ flz)g(xo) — f(z0)g(x)
g(z)  g(zo) g(z)g(wo) '

Entonces, procediendo como en el caso anterior hagamos el cociente incremental:
1 [f(x) _ f(xo)] _ 1 {f(a:)g(a:o) —g(m)f(a:o)]
z—wzo [g(x) g(zo)] g(x)- g(xo) T — o
{g(mo)(f(m) — f(z0)) = fzo)(g(x) — g(mo))]

_ r — XTo
g9(z) - g(zo)
(f(z) — f(zo)) (9(z) — g(x0))
ot LI g D)
g(z) - g(zo)
Tomando limites cuando x — x¢, recordando que g es continua en xo, se obtiene el resultado. Od

Corolario 33 Si g es una funcion derivable en zo y g(zo) # 0 entonces
1, Lo
7 (inversa multiplicativa)

también es derivable en z y su derivada es

1y’ _ —1y/ _ —4'(zo)
(5) @0 =@ @ =725
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Ejercicios
1. Calcule las derivadas de las siguientes funciones:

1

3r—1
((Cia:—l (i) z° —32* +22° — 2 +
(d) z2 42 0] Tx® — 322
(e z?+2x+1 (K) . 1
22 +6x—-1 3% —x +3
1 0 z?+ 5z +1
(g)x“L; 3zt — 322 +3zx—1

2. Encuentre el dominio de cada una de estas funciones y halle la ecuacién de la recta tangente en
el punto indicado:
z+3

@ GoDE+n

(z* + 3z +2)(2® + 1)
(z—D(z+7)

© (z* + 32 — 4) ]
(z—D(x+7)(x2+1)"’

;w0 =

;1‘020

(b)

1’0:1

3. Encuentre la ecuacion de la recta tangente a los gréficos de cada una de las funciones siguientes,

en los puntos indicados
@ f(z )—:1: puntos (1, 1)y (-1, 1)
(b) f(z) =xz*puntos (1, 1)y (~1, 1)
)y (=1,1)

-1

(z)
(©) f(z)=x%puntos (1,1 -1,1
(d) f(x) =z puntos(1,1)y (-1, —1)
(&) f(z) =a>puntos (1,1)y (-1, 1)
(f f(z) =25 puntos (1, 1)y (-1, —1)

12.5 Derivadas de las funciones trigonométricas
Proposicién 34 La funcidn f(xz) = senz es derivable en todo R y su derivada es
(senz)’ = cosx.

Prueba: Para cualquier zo € R se tiene

Tr — To xr + To
sen—— CO0S ————

Senr — sentro _ 2 2
r — o r — XTo
r — XTo
sen——
2 T+ To
COoSs .
T — Xo 2
2

P . senxr .
Tomando limites cuando x — xo y usando el resultado hm0 —— =1, se obtiene
r—r xr

. senr — senxgp 2x0
lim ———— =1-cos — = cos p.
T—xQ r — Xo 2
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Proposicién 35 Lafuncién f(x) = cos x es derivable en todo R y su derivada es

(cosz) = —senx.

Prueba: Para cualquier zo € R se tiene

r — Xo
COS T — COS To x4z 5 9
— = —se

z—wo 2 T-%0
2
Tomando limites cuando x — x¢, Se obtiene

. COST — COSTo
lm — = —Ssenxop.
r—xQ r — Xo

O

Proposicién 36 La funcién f(z) = tanx es derivable en todo su dominio: {z € R |z # g +km, ke Z}y
su derivada es

(tanz) =sec’ x = 1 + tan” z.
senxr . < . .
Prueba: Como tanx = —— aplicamos la formula para derivar cocientes:
CcCoS T

, (senz) cosz — (cosz) senz  cos® x + sen’z 1 2
(tanz) = 5 = 5 = —— =sec .
cos? cos? cos?

O

Proposicién 37 La funcién f(x) = cot x es derivable en todo su dominio: {x € R|z # km, k € Z},ysu
derivada es

(cotz) = —csc®x = —(1 + cot’ z).
Prueba: Aplicando la formula de la derivada de un cociente, se obtiene el resultado (ejercicio). O

Proposicién 38 Las funciones sec z Yy csc « son derivables en todo sus dominios y sus derivadas son:

’
secx) =secx tanzw

(cscx) = —cscx cot .

1 p . . .
Prueba: f(z) =secx = P estd definidaen {z € R|z # g + km, k € Z};aplicando la formula
. 1 .
para derivar 7 se obtiene:

senr
=secr tanx.

fi(z) =

cos?x
1 . . .
Igualmente, g(z) = cscx = o esta definidaen {x € R|z # kn, k € Z},su derivada es

/ —coszT
g (z)= 5 = —CSCZ COt T.
sen2x

O

Observacion: Usando la notacion . las derivadas de las funciones trigonométricas se escriben:
X
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d senw cos T dcosr _ seng
de de
dtanm_sec2m dCOtx——csc2x
de de
d secx d cscr
=secrtanx = —cscxcotx
dzr dx
Ejercicios
1. Halle las derivadas de las siguientes funciones:
(@) senz — coszx (9) secz(tanz + cscz)
(b) zsenx 1422
2 (h)
(c) z°cosx tan x
(d) senz(cosz — tanx) 0 da® + 3¢ — 2
(&) 3224+ —1) tanzx (z+1)cosz
1422 () (#®>+3x—1)csca — (3z° +1)cot =

12.6 Regla de la cadena

Sean f y g funciones reales y supongamos que la imagen de f esta en el dominio de g
Imgf C Domg.

Entonces se puede formar una nueva funcién g(f(z)) cuyo dominio es Domf y cuya imagen esta
contenida en Imgg.

Ejemplos
1. Sea f(z) = senzx, g(z) = «*> + 1, entonces Domf = Domg = R, Imgf = [-1,1]; Imgg = [z €
Rjz > 1].
Podemos definir
go f(z) =g(f(x)) = sen’z + 1; gof:R—[1,2]CR
Igualmente, podemos definir
fog(z) = f(g(z)) = sen(z” +1); fog:R—=[-1,1]CR

2. Sea f(z) = cosz y g(x) = \/z, entonces Domf = R, Imgf = [—1,1], Imgg = Domg = {z €
R|z > 0}.
La funcion g o f no se puede definir en general porque Imgf ¢ Domg. Sin embargo, se puede
restringir f a intervalos, para los cuales la imagen de f esta en el dominio de g. Para estos valores
se puede definir g o f(z) = y/cosz.
Veamos el caso de f o g: Imgg C Domf, entonces f o g se puede definir para todo x € Domg y
fog(x)=cos/x; fog:[0,+00) = [-1,1].
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Teorema 39 (Regla de la cadena) Sean fy g dos funciones reales tales que Imgf C Domg. Supongamos
que f es derivable en zp € Domf y que g es derivable en yo = f(xo) € Domg. Entonces g o f es derivable en
xo Y Su derivada es

(g0 f) (o) = g'(yo) - f'(wo)-

Prueba: Probemos primero un caso particular. Supongamos que f(z) # f(xo) = yo en una
vencidad de xo (excepto en xz). Entonces podemos escribir, multiplicando y dividiendo por el factor

f(@) = f(xo).
9(f(x)) — g(f(x0)) _ g(f(x)) —g(f(x0))  [f(x) = f(zo)

T — xo f(z) —yo T — o

Como f es derivable en xo, también es continua en xy asi que lim f(x) — f(zo) = 0, entonces
=z
tomando limites se obtiene:

9(f(x)) — 9(f(20))

lim

ya que f es derivable en x, g es derivable en yo y

lim 90 @) —9(f(xo)) _ . 9(y) = 9(yo)

z—zg f(z) — f(xo) y—y0 Y — Yo

=g'(yo)

La demostracion anterior falla sélo si f(x) toma el valor yo en puntos arbitrariamente cercanos a
xo. Para completar la demostracion atin en este caso debemos sustituir el cociente

9(f(z)) — 9(f(x0))
f(@) = f(wo)

por algo que tenga sentido siempre, cerca de yo. Como g es derivable en yo, llamemos G(y) a la
siguiente funcion:

Gly) = % —g'(yo) siy#yo
0 Siy=1yo
La funcién G asi definida es continua en yo. Despejando g(y) — g(yo) obtenemos

9(y) — 9(yo) = (y — yo)[G(y) + g (yo)]-

Sustituimos este valor en el calculo del cociente:
f(x) — f(zo)

9(f (@) — 9(f(w0)) _ [G(f(2)) + ¢ (yo)] - =————=.

r — XTo r — Xo

La dltima igualdad tiene sentido, aunque f(x) = f(xo) = yo. Tomando limites cuando x — xo y
teniendo en cuenta que f(z) es continua en xo, se obtiene:

i SUE) =06 L ) 4 o )] -t TE )

r—xg r — 2o T—xg r—xQ r — 2o

~ 9'(30) - £ (wo), porque lim G(f(x)) =0.
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12.6.1 Regla de la cadena. Notacion y Ejemplos

La regla de la cadena es un mecanismo para derivar funciones compuestas. Antes de desarrollar los
ejemplos introducimos la siguiente notacion:

rooy_ dy _
f'(x) = 3, dondey = f(x).
Entonces la regla se escribe asi:
, d(go dg d
(9o f) () = 2020 _ do dy

de ~ dy dz’
Si se tiene una «cadena» de funciones
z = f(z) = g(f(@)) = h(g(f(2)))- -
introducimos nuevas variables y, u, v,... donde y = f(z), u = g(y), v = h(u), ... de manera que:
T YUV
Asi, por ejemplo, si F es la funcion compuesta
F(z) = h(g(f(2))),

la regla de la cadena, en este caso, se escribe asi:

de  du dy dz’
lo que vale para cualquier punto donde tengan sentido todas las derivadas involucradas en la formula.
Esta notacion es muy facil de recordar.

Ejemplos

1. Sea f(z) = (32 + 2z — 1)'°, observemos que se podria multiplicar el polinomio por si mismo
diez veces y luego derivarlo lo que seria un trabajo muy largo y tedioso.
Haciendo g(z) = 32> + 2z — 1, h(y) = y'°, tenemos f(z) = h(g(x)). Entonces por la regla de la
cadena:

Fl@) = (g(x) - g'(z) =10 32> + 20 —1)° (6x +2).
2. Sea f(z) = cos(3z% + 2z — 1). Hacemos g(z) = 3z> 4+ 2z — 1, h(y) = cosy. Entonces f(z) =
h(g(z)). Por la regla de la cadena:

% =[- sen(3z> 4 2z — 1)] (6z +2) = —(6z + 2) sen(3z” 4 2z — 1).

3. Sea f(z) = sen(cos z), hacemos g(z) = cos z, h(y) = seny. Entonces:
% sen(cos ) = cos(cos z)(—senxr) = — senz cos(cos ).

4. Para alcular la derivada de f(z) = sen™x, hacemos y = g(xz) = senz, h(y) = y". Entonces
f(@) =h(g(x))y
f'(x) = (nsen™ 'z)-cosz =ncosz - sen" ‘.
5. Para calcular la derivada de
f(z) = sen™(cos(3z” + 2 — 1)),
definimos y(z) = 3% + 2z — 1, u(y) = cosy, v(u) = senu, w(v) = v™. Entonces:

f(@) = w(v(u(y))),

de dv du dy dz’

fl(z) =
=nsen" *(cos(3z® + 2z — 1)) - cos(cos(3z? + 2z — 1)) -
-(—sen(3z” 4 2z — 1)) - (6x + 2).
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Ejercicios

1. Calcule las derivadas de las siguientes funciones:

(@) f(xz) = cos2x — 2senz d) f(z)= sen’z
() f(z) = (2 — 2°) cos® & + 2z sena® sen?zx
(¢) f(x) = sen*zcotz™ (e) f(z) = cos(cos(cosx))

2. Calcule también la derivada de:

@) f(z) = tan <$22+ 1) — cot <$22+ 1)

) flx)=@*+3z -1 (z*+2)@*+z—1)

12.7 Derivada de la funcion inversa

Proposicion 40 Sea f es una funcion derivable en z¢ tal que f'(zo) # 0y supongamos que existe una funcion
g que es inversa de f en un intervalo abierto que contenga a xo, entonces g es derivable en yo = f(zo), y su
derivada es:

Prueba: Por los momentos supondremos que g es derivable en yo = f(xo0) y dejamos para el
préximo capitulo la prueba completa®. Por la hipétesis sabemos que existe un intervalo I, con zo € I,
y una funcion g definida en la imagen de I, f(I) tal que la funcion compuesta g o f es la identidad:
g(f(z)) =z paratodox € I.

Derivando esta funcion compuesta por la regla de la cadena (ambas funciones son derivables en
los puntos necesarios) obtenemos:

L=(go f)(zo) =g (yo)f (xo0)

y despejando:

O

Observacion: Si la funcion f fuese derivable en todo el intervalo I, entonces la funcién derivada
de g estaria definida en todo punto «y» tal que y = f(z) y f'(x) # 0. Seria:

paratodoy € f(I), = € I siempre que f'(z) # 0.

La proposicion anterior permite calcular la derivada de muchas funciones, veamos algunos ejem-
plos.

LEn el proximo capitulo probaremos que existe la inversa local g y que g es derivable en yo = f(xo)
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Ejemplos

. . 1
1. Laderivada de la funcion = esg'(z) = ——.
g9(z) = Vresg'(x) NG
La funcién g(z) = +/z esta bien definida en la semirecta [0, +oc0) y es la inversa de la funcién
f(y) = y*. Entonces (para = # 0)
J (@)= = - =
fily) 2y 2vz
2. lgualmente si g(z) = ¥z, n € N, entonces g(z) es lainversa de f(z) = z", es derivable en todo
su dominio excepto en z = 0 y su derivada es
1
/
r)= ——m=—.
90) = et
Observe que si n es impar, la funcién g(z) = /z esta bien definida para todo z € R y si n es par,
esta bien definida so6lo para z > 0. En cualquier caso, g(x) es la inversa en todo su dominio de la
funcion f(z) = z™.
Calculamos la derivada para z # 0, segun lo visto,

,( ) 1 1
9\&)= 7<= — 7
friy)  nynt
pero como y = {/z obtenemos, por sustitucion,

’(1‘) — ;

I e

siempre que = # 0, puesto que para z = 0 la derivada f'(0) = 0 y no tiene sentido dividir por
cero.

Observacion: La regla para calcular la derivada de una raiz se recuerda muy facilmente, pues es
la misma que para z", es decir:

dz® _ 1
= —az*"! dondea = -
dx n
Esta regla es general para cualquier nimero «, podemos probarla para el caso de a racional:
a="L
q

3. Si f(z) = z7 = VxzP, entonces f es derivable en su dominio con excepcion posiblemente de
x = 0;y laderivada es

P
i,y _dxe  p ey p
f(z)= i = e
Prueba: Llamemosu = z y usando la regla de la cadena:
P 1-¢q
dxa d 1 du
dx dx q dx
1—q p
1 »( ) p(=—1)+p—1 =-1)
=z q (pmpfl)zgx q :Em q
q q q

O

4. Las funciones: f(zr) = arcsenz; g(x) = arccosz Y h(x) = arctan x son derivables en su dominio
y sus derivadas son

. 1

f'(z) = (arcsenz)’ = Wit z € (—1,1),
’ _ I -1 _
g'(z) = (arccosz)' = igra z € (—1,1),
1

K (z) = (arctanz)’ =

=T TCR
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Prueba: f(x) eseldangulo «y» tal que x = seny, es decir, es la funcién inversa de senzx, entonces:

f(z) = 1 = 1 1

(seny) cosy

pero, por el teorema de Pitagoras, sabemos que

cos( arcsenz)’

1 = cos®(arcsenz) + sen’(arcsenz) = cos”(arcsenz) + z°,

sustituyendo arriba obtenemos

f(z) = ﬁ € (~1,1).
Para la derivada de g tenemos que cos y es derivable:
/ 1 1 1 -1
9(z) = (cosy)’ - seny - sen(arccos z) - VI—z2
Finalmente:
B () = 1 _ 1 _ 1 _ 1 _ 1 .
(tany)’ sec?y 1+tan’y 1+ tan?(arctanz) 1+ 2

Ejercicios

1. Calcule las derivadas de las siguientes funciones:

@ flx) =1+ x2
(b) f(z)= (32> +2g;_1)%
© () |:1+1‘ ]
(d) f(z) =2zV1+a®
1
® fle)= VI+ 221+ V1 +a2)
® f(z) T+ v+ x

sendx

@) f(z)= e
(h) f(z) = arcsen(3z” + 1)

(i) flz) = (M) :
arccos xr

() f(z) = arctan %

() f(x) = {/3arctan L;“

12.8 Derivada segunda y derivadas de orden superior

ocurrir que la funcién f'

xo € I, es decir, que exista el limite
ey 1@ = f'(@0)
r—xQ r — XTo

funcion definida en todo el intervalo I.

Definicion: Si f es funcion derivable en un intervalo abierto I, puede
: I — R sea también derivable en un punto

— f”(l‘o
Este numero se llama derlvada segunda de f en xo, es la derivada en x
de la derivada de f. Si f' es derivable en todo I se obtiene una nueva

).

Ejemplo: Sea
f(z) =anz™ + Q1" 4.

Entonces es claro que
f(z) = nayz
es otra vez derivable y obtenemos
() =nn-Daz""

" (= 1Dan—1a" T 4

4+ (n—1)(n-2)a, 12"

1
+ai1x” + ao.

1
+ai1x

T34+ 2as.
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Ejemplo: Proponemos ver en el ejercicio 1 en la pagina 199 , que si se deja caer una
piedra desde cierta altura, la piedra no cae con velocidad constante sino que su velocidad
va aumentando a medida que cae. Determinemos la velocidad instantanea de la piedra,
aproximando la razén de cambio en un periodo de tiempo ¢ — to. Si f(¢) es la altura de la
piedra en el instante ¢, la velocidad en el instante ¢q es

v(to) = f'(to)-
Como la nueva funcion f'(t) es también derivable, podemos calcular la razén instantanea
de cambio de la velocidad, en el instante ¢q, a saber,

a(to) = f" (to).
Esta razon de cambio instantanea de velocidad se llama aceleracion. En el caso de la piedra
que cae, el gran descubrimiento de Galileo fue que la piedra cae siempre de manera que
recorre (4,9)t? metros al cabo de ¢ segundos. Asi que si h metros es la altura de la torre, la
funcion f es f(t) = (h — (4,9)t?) metros. La velocidad instantanea de la piedra es

, _ _ m
f)=o) = —(9,8)t%
y su aceleracién es
fl) =) =alt) = —(9,8)@

Lo que significa que la aceleracién a(t) es la funcién constante: a(t) = —9,8 cuando la
distancia recorrida esta medida en metros y el tiempo en segundos.

Este tipo de movimiento se llama movimiento uniformemente acelerado, es decir, que es
un movimiento con aceleracién constante. En este caso —9,8 es la constante. En Fisica es
muy importante establecer las unidades, en este caso, metros y segundos. Desde el punto
de vista del célculo, establecer las unidades no es otra cosa que fijar los puntos, corres-
pondientes a 1 en cada eje de coordenadas. En este caso la coordenada x corresponde al
tiempo ¢t y A, marca un segundo. La coordenada y corresponde a la distanciady A, es el
punto correspondiente a 1 metro. Una vez fijadas las coordenadas la funcion f(¢) es una
funcion derivable d = f(t), su derivada representa la velocidad y su segunda derivada, la
aceleracion.

m

Hay varias interpretaciones geométricas de la 2% derivada pero las vamos a dejar para estudiarlas
maés adelante, cuando veamos las técnicas para dibujar las graficas de funciones derivables y otras
aplicaciones de las derivadas.

Puede ocurrir que la funcion f sea derivable dos veces en todo I y que la funcién asi obtenida
z — f"(x) vuelva a ser derivable en o € I. Su derivada se llama derivada tercera de f en zo y se
escribe "' (zo).

Definicion: En general, si existen todas las funciones derivadas necesa-
rias:

f'@), {"(@), " (@),... £ ),
y la funcién f™=Y (x) vuelve a ser derivable en x, su derivada se llama
derivada n-ésima de la funcién f en x,. Esto es:

f(”) (20) = Tim FO=D () — fFrD (o) .

T o r — Xo

Si existe f(">(m) para todo n € N se dice f es infinitamente derivable
enl.

Notacion: El conjunto de todas las funciones definidas en el intervalo I que son continuas en todo
punto de I se denota C°(I). El conjunto de todas las funciones derivables en todo punto de I con
derivada continua en I se denota C*(I). El conjunto de las que son derivables n veces en todo punto
de I con derivada n-ésima continua en I se denota C™(I) y el conjunto de las que son derivables
infinitas veces se denota C°°(I). Es obvio que (dé usted un argumento):

c*I)yc---ccrI)ycc™ '(I)c---cCctI) c ).
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Todas las funciones elementales que se han estudiado hasta ahora son derivables infinitas veces
con excepcion, quizas, de algunos puntos aislados de su dominio.
Ejemplos
1. Si f es un polinomio,
f(z) =anz™ + an1z” ot azt + ao,
es facil probar, derivando sucesivas veces, que si 1 < k < n, entonces
@) =nn—1)(n—-2)(n—k+ az" + klay;
si k > n, entonces f*) = 0. Asf que todo polinomio es infinitamente derivable.

2. Si f(z) = senz, entonces, f’(z) = cosz, f"(z) = —senw, f" (z) = —cosz, f P (x) = senz y de
aqui en adelante estas cuatro funciones se repiten periddicamente.

3. Lafuncién f(z) = /z, es derivable en {z € R|z > 0}, no lo es en 0. Sus derivadas se calculan
por la formula

(@) = aa"",
asi que:
’ 7 1 _1 1
f(x):(\/E) =37 sz,
3
f'(x) = (\/E) =737 2 = m

y, en general, para k € N:

_ (k)_l 1 1 _2k2—1
f(k)(x)—(\/E) _5.(5_1)...(§_k+1)$

Es claro que la funcion es infinitas veces derivable para todo z > 0.

Ejercicios
1. Determinar si las siguientes funciones son derivables en los puntos indicados:

@) f(x):{ —11 s% z <0 =0

T — si ox>2

22—4 si z<?2

® s ={ 2y 8ISy a=e
© f(”):{fsf;gs o ﬁ;g r=3
@ s@={ "2 5 ISy e

@rw={ 0 5L e
0= { 5 4 IS e

2. Hallar los valores de a y b para que las siguientes funciones sean derivables en el punto indicado.

z> si x<1
@ f(x)_{ax—f-b si o z>1 z=1

_ ar+b si r <2 _
(®) f($)_{2m2—1 s z>2 T=2

3. gréafica de las siguientes funciones en los puntos que se indican:
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5
@y=—7=

1+ a2’ (0,5), (1’ g)
(b) y =22% +42> — 5z —3, (-1,4), (1,-2)
(© y=(x2+1)%*+1)% (1,32
4. Encuentre:
(a) Todos los puntos de la grafica de y = x> — 22 donde la recta tangente sea horizontal.

0dos 10s puntos de la gra ica ey = zx° +x° — z donae la recta tangente tenga pen iente
(o) Todos | tos de la grafica d 12’ +2” donde | tat te t dient
1.

(¢) Una ecuacién de la recta tangente a la curva y = 32> — 4 que es paralela a la recta 3z +y = 4.

(d) Todos los puntos de la grafica de y = 2 + 2x? — 4z + 5 en los que la recta tangente es: (a)
horizontal; (b) paralela a la recta 2y + 8z — 5 = 0.

5. Calcular la derivada de las siguientes funciones:

() f(z) =2z senw — (> —2)cosx
222 — 2z + 1

(0) f(z) = warccos(vV4dx + 1)

1+ z _ x senx
@ f@) =10z () #(z) = arctan (71_“0”)
__a __b -0
®) 1o)==~ 7= (m) ()= (1+%> +1
© fl)=a"Va? 2
sent + cos x _ _seczsx
@ f@)= o2 M f) = s
(2)
(z)

M fla)= Y=

@ f(z)=Ve+Vz
(h) f(z) = tan®(5z)
() f) = —5 20+ 2

~ 3sendz + 3 cot
() f(z) = arcsen (
K) f(zx) = <x — %) arcsen\/r + %\/x —x?

)

(P) f(z) = cos’(V/ sendz + tan? 3x)

@ f(2) = %

0 f@y=a(1-cos* (%))
©) fla) =1t

0 fo) = EF ) V27
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Apéendice 1: Un enfoque
geomeétrico de la Derivada

12.9 Un enfoque geométrico para la nocion de derivada

La definicidn de derivada que dimos anteriormente es la méas usual actualmente, sin embargo, obser-
vamos que a muchos alumnos les toma algun tiempo entender bien la definicion de limites (e, §) y que
estas nociones requieren de cierta madurez, que no siempre se logra en el transcurso de un solo tri-
mestre del afio escolar. Por otra parte la comprension de la definicion de derivada y de los conceptos e
ideas del calculo no pueden esperar mucho, puesto que son indispensables tanto en Matematica y Fisi-
ca como en todo estudio de ciencias. Finalmente hay razones historicas (ver nota histdrica al final) que
apoyan una definicidn distinta de derivada. Por estas razones vamos a volver a exponer la definicion
de derivada desde un punto de vista distinto, que no requiere la idea de limite.

Supongamos que asistimos a una carrera de automdviles y en la recta final vemos el siguiente
espectaculo: los automdviles A, B y C van adelante pero en el mismo instante, A pasaa By B pasa a
C, pero sabemos que A corre a velocidad constante 240 Km/h, B corre a velocidad variable y C corre
a velocidad constante 235 Km/h. La figura 12.9 representa la posicion relativa de los tres automoviles
antes del momento ¢, y después de .

240 Km/h
A —_— A —— A —
B R B E— B B
235 Km/h
C —— cC — C — . .
la posiciones relativas de tres au-
antes de t, t, despues de f, toméviles

Figura 12.9

Nuestra observacién nos permite afirmar que la velocidad del automaévil B en el momento ¢, era
menor que 240 Km/h y mayor que 235 Km/h. Dibujamos los graficos del movimiento de cada au-
tomavil, llevamos el tiempo ¢ al eje de las abscisas y la distancia recorrida en el eje de las ordenadas.
Obtenemos que como los movimientos de A y C' son uniformes, sus gréaficas son dos rectas, cuyas
pendientes son las velocidades respectivas:

distancia recorrida
v = < .
tiempo

Haciendo la gréfica con las unidades de distancia en metros para el eje y, tiempo en centésimas de
segundo en el eje x, tenemos que la pendiente de la recta correspondiente al automovil A, que va a 240
Km/h = 66,67 m/seg, es 33 grados 41 min. 24 seg. Para el automovil C, que va a 235 Km/h = 65,28
m/seg., obtenemos la recta de pendiente 33 grados 7 min. 48 seg. (ver la figura 12.10 en la pagina 216

).



216 Derivadas

y 33°41'24"

A 33°07'48"

rectas con pendientes de: 33 grados 41 min. /
24 seg. y 33 grados 7 min. 48 seg. Las rectas -
casi coinciden, pero en gran escala se llegan a
distinguir
Figura 12.10

El &ngulo entre las dos rectas es casi imperceptible. La gréafica correspondiente al automdvil B es
una curva cuya tangente en el punto (¢o,do) esta entre estas dos rectas. Para formalizar estas ideas
ponemos las siguientes definiciones.

Definicion: Dadas dos funciones f y g definidas en un intervalo abierto
que contiene a xo, diremos que f pasa a g en el punto xo, Si existe un
intervalo abierto I, que contiene a x¢ y se tiene:

flz) <g(z)siz <zmo, z €I
y

f(x)>g(z)siec >z, x €T

(ver la figura 12.11 en la pagina 217 ).

Definicion: Dada una funcion h, definida en un intervalo abierto que
contiene a xo, diremos que h cambia de signo de positivo a negativo
en xo, si la funcion constante, c¢(x) = 0, pasa a h en xo. Diremos que
la funcion h cambia de signo de negativo a positivo en xy si la funcién
pasa ac(zx) en xo.

La siguiente proposicion resulta obvia de las definiciones.

Proposicién 41 La funcion f pasa a la funcién g en o si y sélo si la funcién h = f — g cambia de signo de
negativo a positivo en zo.

Definicion: (alternativa de derivada): Sea f una funcion definida en un
intervalo abierto que contiene al punto xo, se dice que el nimero my es
la derivada de la funcién f en el punto z, si ocurre lo siguiente:
(a) paratodom < my, la funcion f pasa, en xo, a la recta de ecuacion
y(@) = f(xo) + m(z — o)
(b) paratodom > my, la recta de ecuacion y(z) = f(xo) + m(xz — xo)
pasa la funcion f en xo.
Si el numero my existe, entonces se dice que f es derivable en xq, que
mo es la derivada de f en x, y se escribe f'(zo) = mo. Si f es derivable
en todo los puntos de su dominio se dice que f es derivable.

Volviendo al ejemplo inicial de los tres automéviles A, By C. Como A pasaa By B pasaaC en ty,
lo que ocurre es que A esta representado por una recta de pendiente m1, C por otra recta de pendiente
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y f(x)
9(x)
Xo X
f pasa a g enel punto xo
Figura 12.11
y y
Sim < my, la recta corta el gréfico de f de arriba
%o X %o X hacia abajo, pero si m > my, entonces lo corta de
m<m, m>m, abajo hacia arriba

Figura 12.12

m2 Yy si f es lafuncién que representa a B, entonces la recta y(t) = f(to) + m1(t —to) pasaa fentoy f
pasa a larecta y(t) = f(to) + ma(t — to) en to, luego la derivada mg de f en ¢, esté entre estos valores:
ma < mo < mi.

La definicion de derivada dice que si m < my, entonces la recta de ecuacion y = f(zo) +m(z — o)
corta al gréfico de f de arriba hacia abajo. Si m > my, entonces la recta anterior corta al gréafico de f de
abajo hacia arriba (ver la figura 12.12).

Teorema 42 Si f es derivable en zo, la derivada f'(z¢) = mo es Unica.

Prueba: Supongamos que existen los niimeros mo y mg que cumplen las condiciones de la defini-
cién de derivada. Supongamos mo < mj entonces:
mo + mE) 1

m0<m:T<m0

El nimero m cumple la condicion (b) de la definicion para mo y cumple la condicion (a) de la
definicion para my, entonces la rectay(z) = f(xo) + m(z — xo) pasa a la curva en zo y la curva pasa a
la recta en . Esta es una contradiccion: no pueden ocurrir las dos cosas al mismo tiempo. El absurdo
viene de la hipétesis mo < mg,. O

Observacion: Cuando se definid la derivada como el limite de un cociente incremental no hacia
falta probar su unicidad ya que se sabe que el limite, si existe, es Unico.

12.10 Puntos de transicion

Para ahondar un poco més en la definicion de derivada y vincularla con otros conceptos del calculo
diferencial e integral (ver notas histdricas en el capitulo 0 en la pagina 1 ), vamos a establecer el
concepto de puntos de transicion, que sirve ademas para modelar muchas situaciones del mundo real.

Area del circulo como el punto de transicién

Figura 12.13
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Definicion: Sean A y B dos subconjuntos de numeros reales. Se dice
que el punto x es un punto de transicion de A a B si existe un intervalo
abierto I que contenga a xo, tal que

@ sicrelyx<uxzo entoncest € Ay x¢B

(b) six el y x> xo, entoncesx ¢ Ayx € B.

Observacion: La definicién no dice que zo tenga que pertenecer a A o B, puede ocurrir cualquier
cosa en este sentido: zo € AG0xo € BOzo € ANBbOxzo ¢ AUB.

Ejemplos

1 Dos automoviles «a» y «b» estan corriendo una carrera. Vamos a llamar A al conjunto de tiempos
en los cuales «a» va adelante y B al conjunto de tiempos en los cuales «b» va adelante. Entonces
si «a» pasa a «b» en el momento ¢y, to s un punto de transicion de B a Ay si «b» pasa a «a» en
to, este es punto de transicion de A a B.

2 Sila funcidn f pasa a la funcién g en xo, entonces z, es punto de transiciéon del conjunto
A={z eR/f(z) —g(z) <0}

al conjunto

B ={z cR/f(z) —g(x) > 0}

Teorema 43 Sea A el conjunto de las nimeros m tales que la funcion f pasaalarectay(z) = f(zo)+m(z—xzo)
en xo y sea B el conjunto de los nimeros m tales que la recta y(z) = f(wo) + m(x — xo) pasa a la funcién f
en xo. Entonces my es la derivada de f en xq si sélo si mg es punto de transicion de A a B.

La prueba de este teorema es obvia a partir de las definiciones y se deja como ejercicio.

Ejemplo: El area del circulo se obtiene por aproximaciones con areas de poligonos ins-
critos en la circunferencia y areas de poligonos circunscritos en la misma. Si A es el conjunto
de las &reas de los poligonos inscritos en la circunferenciay B es el conjunto de las areas de
los poligonos circunscritos a la circunferencia entonces, definimos area del circulo como el
punto z, de transicion de A a B, (ver la figura 12.13 en la pagina 217 ).

Esta definicién sirvié a los griegos Eudoxo y Arquimedes para el célculo del nimero =
con precision asombrosa (r es el area del circulo de radio 1).

12.11 Ejercicios resueltos

1. Usando la segunda definicion de derivada, probar que si f(z) = ax? + bz + ¢ entonces f'(zo) =
2axo + b, para cualquiera zo € R.
Respuesta: Hay que comparar la funcion f(x) = az? + ba + ¢ con la ecuacion general de la recta

m>2ax6rb

m<2ax3—b

X X

Los dos casos:
el trinomio f(z) pasa a la recta en xo y viceversa

Figura 12.14
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que pasa por (zo, f(zo0)), y(z) = f(xo) + m(z — o) para determinar cuando la funcion pasa a
la recta y cuando la recta pasa a la funcién. Equivalentemente hay que estudiar la variacion del
signo de la funcion

f(@) = (f(wo) + m(z — z0))

2 2
=ax” +bx 4+ c—axy — bro — c — mx + mxo

a(z® — z3) + bz — x0) — m(z — xo)

= (z — zo)(a(z + x0) + b —m)

para lo cual se estudia el signo del factor: a(z + z¢) + b — m, para valores de z cerca de zo.
Como en zo se tiene a(zo + xo) + b — m = 2axo + b — m, se tiene que si m < 2azxo + b, el factor
(a(xo + o) + b — m) es positivo y, en consecuencia, a(x + xo) + b — m también es positivo si =
esta cerca de xo. En conclusion, sim < 2axo + b, f(x) — (f(zo) + m(xz — xo)) pasa de negativo a
positivo, esto es, f(z) pasa a la recta en xo,(ver la figura 12.14 en la pagina 218 ).

Supongamos ahora que m > 2axo + b, entonces el factor a(zo + o) +b — m es negativo y también
el factor a(z + zo) + b — m lo seré para valores de z cerca de zo, luego f(z) — (f(zo) + (z — o))
pasa de positivo a negativo (ver también la figura 12.14 en la pagina 218 ). Esto es, la recta pasa
al trinomio f(z) en zo. Por la segunda definicion (alternativa) de derivada: f'(zo) = 2azo + b.

2. Usando el teorema 43 en la pagina 218 , encuentre los conjuntos A y B para los cuales 2axo + b
es punto de transicion.
Respuesta:

A={m eR/m < 2azo + b}

B ={m € R/m > 2axo + b}.

12.12 Notas sobre puntos de transicion

La idea de punto de transicion es util por describir muchos fenémenos, aunque no todos los puntos de
transicion son derivada de alguna funcion. Piense en los siguientes ejemplos:

En el movimiento de un péndulo hay tres puntos de transicion claramente determinados: los dos
extremos del movimiento y el punto medio del movimiento.

Examinemos el caso de un clavadista saltando de cabeza al agua. Dependiendo de como definamos
los conjuntos A y B podemos definir o no puntos de transicion. Por ejemplo si A es el periodo de
tiempo en el cual el clavadista esta totalmente seco y B es el periodo en que esta totalmente mojado,
entonces ANB= (), pero no existe punto de transicién posible porque hay todo un intervalo I entre Ay
B como en la siguiente figura.

Si definimos A como el periodo de tiempo en que el clavadista tiene alguna parte de su cuerpo bajo
el agua y B el periodo de tiempo en que el clavadista tiene alguna parte de su cuerpo fuera del agua,
tampoco podemos definir un punto de transicién. Podria hablarse de un periodo de transicién que va
desde que las puntas de los dedos de la mano entran al agua, hasta que las puntas de los dedos de los
pies entran al agua. Hay una interseccién de los conjuntos Ay B, AN B # 0.

Finalmente, si definimos A como el periodo en que el clavadista tiene alguna parte de su cuerpo
bajo el agua y B como el periodo en que el clavadista esta totalmente en el aire, entonces el punto de
transicion es el instante en que la punta de su dedos tocan el agua.

Ejercicios

1. Sean A = {z € Rjz> —1 >0}y B = {z € R| — 1 < x < 1}. Hallar el punto de transicion de 4 a
ByeldeBaA.
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2. Considere la funcién real siguiente: f(z) = xsiz < 1y f(z) = 2z — 1 si x > 1. Definiendo los
conjuntos A y B correspondientes a la segunda definicion de derivada en zo = 1, pruebe que la
funcion no es derivable en 2o = 1.



Apéndice 2: Contactos de primer
orden

En esta seccion vamos a probar que dada una funcion diferenciable f en zo, la recta tangente al gréafico
de f enel punto (zo, f(z0)) es, entre todas las rectas que pasan por ese punto, la que aproxima mejor a la
funcion. Esto es, la que mejor se pega a la curva, la que hace mejor «contacto» con la curva. El concepto
de «contacto» es muy importante en calculo. Antes de seguir es conveniente que usted vea, a través de
sus gréaficos, como los diferentes polinomios: z, 22, z*, 2*, etc., se «pegan» a su tangente en 0, que es
el eje z. Estas figuras dan una idea de lo que significa «contacto», o lo que significa «mejor contacto».

Definicion: Dos funciones derivables f y g, que coincidan en un punto,
f(zo) = g(xo), se dice que tienen un contacto de 1°" orden en xq, Si
ademas f'(xo) = g'(x0).

Numéricamente, esta definicion tiene el siguiente significado: las dos funciones se aproximan cerca
del punto zo, puesto que coinciden y son continuas en zo. Pero si tienen un contacto de 1°" orden se
aproximan mucho més rapidamente que si no lo tienen. Un ejemplo muy sencillo, pero que ilustra la
situacion general, es el siguiente.

Ejemplo: Considere las tres funciones f(x) = 22, h(z) = =, g(x) = 0. Las gréficas son:
una parabola, la diagonal principal y el eje . Todas coinciden en 0: f(0) = g(0) = h(0)
pero f(0) = ¢’(0) = 0y h'(0) = 1 # 0 Entonces f y g tienen un contacto de 1°" orden en
0, mientras que g y h, no lo tienen. Usando una calculadora hagamos una tabla de valores
(ver tabla 12.1 en la pagina 224 ):

La tabla muestra claramente que =2 se aproxima a 0 con mucha mas rapidez que z.

Geométricamente, la definicion anterior dice que los graficos de ambas funciones tienen la misma
tangente en (o, f(zo)):

y = f(zo) + f'(x0) - (z — o).

La reciproca también es cierta, si las gréaficas de f y de g se cortan en un punto (zo, f(zo)) = (zo, g(x0))
y tienen la misma tangente en ese punto, entonces f'(zo) = g'(wo), ¥ las dos funciones tienen un
contacto de 1°" orden en ese punto. Hemos probado lo siguiente.

Proposicién 44 Dos funciones f y g, derivables en g, tienen un contacto de 1" orden en z si y solo si las
tangentes a sus graficas en ese punto coinciden.

Corolario 45 Si f es una funcion derivable en zo y g es una recta por (zo, f(xo)), esto es g(x) = f(zo) +
m(x — o), entonces, f y g tienen un contacto de primer orden en xo, si y s6lo si g es la recta tangente a f en

(zo, f(wo0)).

Teorema 46 Dadas las funciones f y g, derivables en o y que coinciden en xo, f(z0) = g(xo), entonces f y g
tienen un contacto de primer orden en z¢ Si y s6lo si para cada £ > 0 existe un ¢ > 0 tal que

(@) = g(@)] < el — zo| si|e — o] < 5.
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Prueba: Este es un teorema del tipo «si y sélo si», hay que probarlo en dos direcciones.
Supongamos primero que f y g tienen en x un contacto de 1°" orden, entonces: f(xo) = g(zo) ¥
f'(zo) = g'(w0). Luego la funcién f — g es derivable en zo y

(f = 9) (x0) = f'(xo) — g (x0) = 0.
De acuerdo a la definicion de la derivada, para todo £ > 0 existe § > 0 tal que

‘ f(z) = g(2) = f(2o) + g(20)

r — XTo

—(f —9) (z0)| < esi|z —zo| <.

Sustituyendo se obtiene:

fz) — g(z)

r — XTo

‘<55i|m—m0|<6

y en consecuencia:
|f(z) — g(z)| < el(x —zo)]| Si|z —zo| < 0.

Probemos ahora el reciproco: supongamos que para todoe > 0, existeé > 0 tal que: |f(z) — g(z)| <
e |(z — mo)| si|x — xo| < 6. Esto es equivalente a decir que f@) = 9(@) < g, si|r —zo| < 6, pero esto
r — XTo

equivale a decir que la derivada de (f — g) es nula en zq. Luego, f'(xzo) = g'(z0) y el contacto es de 1°”
orden. g

El teorema anterior expresa numéricamente una manera de medir cuanto se aproximan fy g, si
tienen en zo un contacto de 1°” orden. Dice que f y g se aproximan una a otra mas rapido que lo que
x Se aproxima a xo. Aplicando esta idea obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 47 Dada una funcion derivable en z¢, de todas las rectas y = y(z) = f(zo) + m(x — zo) que pasan
por (zo, f(zo)), la que mejor se aproxima a la funcién f es la recta tangente.

Prueba: Como tener contacto de 1°" orden y ser la recta tangente es la misma cosa en este caso
(Corolario 45 en la pagina 221 ), el teorema dice que si | f(z) — y(z)| < € |(x — zo)|para cualquiere > 0
en una vecindad correspondiente de x(, entonces y(z) es la recta tangente. Cualquier otra recta dara
aproximaciones numéricas peores que esta. |

Observacion: Si denotamos por e(z) = f(z) — y(z) la funcién «error» entre f(z) y y(z) = f(zo) +
m(x — xo), el corolario anterior expresa la condicion siguiente que caracteriza la recta tangente (y la
nocion de contacto de 1°" orden)

2y @@=y

r — XTo r — Xo

— 0 cuando x — xo.

Para enfatizar lo anterior, la figura 12.16 muestra graficamente el concepto de aproximaci’on de
1°" orden entre la recta tangente a la funcién. Quedara por verse en lo que sigue la nociéon de mejor
aproximacion cuadratica, cubica. ..

. X, X
. . ., R elx , B — X-X, —
la mejor aproximacion lineal, % — O para f(xo)*+1'(x,) (x-X;)
Tr —XTo
T — To

Figura 12.16
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12.13 Contactos de segundo orden y contactos de orden su-
perior

Definicion: Dos funciones f(x) y g(x), derivables en un intervalo I y
que coinciden en un punto, f(xo) = g(zo), tienen en zo un contacto de
24° orden si tienen derivadas segundas en zo y ademas:

f'(wo) = ¢'(wo)
y

f'(@o) = g" (wo).

Definicion: Dadas las funciones f(z) y g(z), definidas y derivables n
veces en un intervalo I, diremos que tienen un contacto de orden n
en xo, Si coinciden en el punto xo y ademds sus derivadas de orden
superior, para todo k < n, coinciden también:

FB (o) = g®(z0), k=1,2,...n.

Ahora es conveniente regresar otra vez a las gréficas de los polinomios z, z2, z2,... Observe que
la funcion z™ tiene en 0 un contacto de orden n — 1 con el eje z en z = 0, que es su tangente, pero
no tiene contacto de orden n ya que su n-ésima derivada en 0 es n! # 0. Veamos una tabla de valores
(tabla 12.2 en la pagina 224 ), como la que hicimos anteriormente (en pag. 224), para ver como estas
funciones se acercan a cero.

La tabla anterior justifica el siguiente teorema, analogo al Teorema 46 en la pagina 221 en la p. 221,
cuya demostracion se vera méas adelante.

Teorema 48 Sean f(x)y g(z) dos funciones derivables n veces en un punto y que coinciden en ese punto. Las
funciones tienen en o un contacto de orden r si y s6lo si, para cada nimero e > 0 existe otro namero § > 0, tal
que:

|f(x) —g(z)| < ez —x0|" si |z — zo| < 4.

Observacion: Igual que en el Teorema 46 en la pagina 221 , esto significa que si dos funciones
tienen un contacto de orden n en un punto, ellas se aproximan cerca de ese punto mas rapidamente
gue como se aproxima |z — zo|™ a 0. Tanto asi que

|f(x) — f(zo)]

— 0, parax — xo.
|z — zo|™
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Derivadas

valor | f(z)=2% | g(z)=0 | h(z) ==

i% 0,25 0 40,5
1

:I:Z 0,06 0 +0,25
1

:l:g 0,02 0 +0,13

:i:i 0,004 0 +0,06
16
1

+— 0,0009 0 +0,03
32 ) )
1

+— 0,0002 0 +0,015
64 ) )

Tabla 12.1 Contacto de funciones en 0

valor z? z3 z? z°

:i:% 0,25 +0,125 0,0625 +0,03125
:l:i 0,06 +0,0156 0,0039 +0,000976
:l:% 0,02 +0,00195 | 0,000244 +0,00003
:t% 0,004 | +0,000244 | 0,000015 =£0,0000009
:t3i2 0,0009 | =+0,00003 | 0,000009 | =£0,000000003

Tabla 12.2 Cercania al cero de varios monomios



Capitulo 13

Los teoremas basicos
del calculo diferencial

13.1 EIl Teorema de Fermat

El analisis elemental del comportamiento de las funciones con las herramientas del calculo diferencial,
reposa en los teoremas que explicaremos en este capitulo. Para la demostracion de estos teoremas,
necesitamos el resultado de Pierre de Fermat (Beaumont—-de-Lomagne 1601, Castres 1665) que expli-

camos a continuacion.

To

Figura 13.1 Extremo local para una funcién derivable, minimo

En todo lo que sigue supondremos que f(z) es una funcion definida en algun intervalo abierto I
que contiene al punto zo. Entonces,

Teorema 49 (Fermat) Si f(z) tiene en zo un extremo local (méximo o minimo) y si es derivable en ese punto,
entonces su derivada es nula en zo:

f'(zo) = 0.

Prueba: En efecto, el incremento Af = f(x) — f(xo) tiene el mismo signo no importa de cual lado
esté la x si xo es un extremo local para f (jpruebe esto!). Mientras tanto, el incremento Ax = x — o

cambia su signo seguin que x esté de un lado u otro de xo. Por esto, el cociente incremental A_f cambia
x
. . L . A
su signo seguin que x se encuentre a la izquierda o a la derecha de x,. Luego, como lim A—f = f'(z0)

T—xQ €T

existe,
Af
lim —y lim —
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Y

Lo

Figura 13.2 Extremo local para una funcién derivable, maximo

existen ambos y uno de ellos es > 0 y el otro es < 0. Como, sin embargo, deben coincidir, resulta que
el valor comtin de ambos debe ser 0. Asi f'(x¢) = 0, como queriamos probar. |

Definicion: Si f(x) esté definida en un intervalo abierto que contiene a
xo Y si f'(zo) existe y vale 0, diremos que xo es un punto critico para f.

En este lenguaje podemos decir que el Teorema de Fermat afirma que un extremo local para una
funcidn derivable es un punto critico para la misma.

También, en las hipétesis anteriores, podemos reformular el Teorema de Fermat en lenguaje geo-
meétrico:

en un punto zo que es extremo local para una funcién derivable, la tangente a la grafica debe ser
horizontal como se ilustra en las figuras 13.2 y 13.1 en la pagina 225 .

naturalmente, la reciproca es falsa: el que z( sea critico para f no garantiza que se trate de un
extremo local (figura 13.3).

Lo

Figura 13.3 z¢ es critico para f, pero no se trata de un extremo local

13.1.1 Ejercicios

Halle los puntos criticos de las siguientes funciones e intente decidir cuales son extremos locales :
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B
f(b)
1(©) > g
A
f(a)
a c b
Figura 13.4 Teorema de los incrementos finitos
1 f(r)=2>+4x+6 7. f(x) = (z —2)%(x + 1)*
2. f(x) =24z —2? 9 9
3 f(x)=2%—32> +32+2 8 fl@)=a'(@=5)
4. f(x) =22 +32>—122+5 z3
5. f(a) = £=DE0) i@ =y
16 o’ —2r 42
6 f(x)—m 10 f(#) = ———F—

13.2 El Teorema de los incrementos finitos (Lagrange)

El teorema que desarrollaremos en esta seccion es sin duda una de las principales herramientas de
todo el calculo diferencial. Su contenido geométrico es casi evidente. Consideremos una funcion f(z),
derivable en algun intervalo I y consideremos puntos a < b en I. Dibujemos la gréfica de f: se trata
de una curva que une los puntos A y B del plano. Es natural llamar al segmento AB la cuerda de la
graficaentre A(a, f(a)) y B(b, f(b)) (figura 13.4).

En esta notacién, el Teorema de Lagrange afirma que debe existir una abscisa c interior al segmento
[a, b] tal que en el punto C de coordenadas (¢, f(c)) sobre la curva, la tangente es paralela a la cuerda.

Este hecho geométricamente evidente tiene la traduccidn analitica obvia siguiente:

en las condiciones anteriormente expuestas acerca de f, existe una abscisa c interior a [a, b] tal que:

(basta observar que es la pendiente de la cuerday que f’(c) es la de la tangente a la curva

f() = f(a)
b—a
en el punto C).
En cuanto al nombre de Teorema de los incrementos finitos que dio Lagrange a este resultado, podemos
decir lo siguiente:

en el lenguaje del siglo XVII1, la derivada

f'(c) = lim f(l‘) —f(C)

r—c xr —cC
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se consideraba como el cociente de dos incrementos Af = f(z) — f(c) y ¢ — c infinitesimales (ya que
cuando z — ¢, z — c Y f(z) — f(c) se hacen infinitamente pequefios); mientras tanto, la expresion

f(®) — f(a)
b—a

se consideraba como el cociente de dos incrementos finitos, ya que no son «infinitesimales», y asi el
Teorema de Lagrange dice que, en las condiciones indicadas acerca de f, el cociente de los incrementos
finitos

f(®) — f(a)
b—a

es el valor de la derivada de f en algun punto c intermedio entre a y b.
Ahora pasamos al enunciado preciso y la prueba del teorema que nos ocupa.

Teorema 50 (De los incrementos finitos, Lagrange) Sea f(x) una funcién continua en el intervalo cerrado
[a, b] de la que suponemos que es derivable en el intervalo abierto (a, b). Entonces, existe un punto ¢ € (a, b) tal
que:

Prueba: La demostracion de este teorema reposa en un resultado previo que se llama el Teorema
de Rolle y que no es sino un caso particular del Teorema de Lagrange. Enunciamos este resultado.

Teorema 51 (Rolle) Supongamos que ademas de las hipdtesis del teorema de Lagrange, f cumple que f(a) =
f(b). Entonces existe ¢ € (a, b) tal que f'(c) = 0.

Observemos que la conclusion del Teorema de Rolle es la misma que la del Teorema de Lagrange
para este caso particular, ya que en este caso

f(b) — f(a)

- =0.

(Observe también que, geométricamente, el Teorema de Rolle afirma que si f(a) = f(b), hay una
tangente a la gréafica que es horizontal (figura 13.5 en la pagina 229 ).

Pospongamos por un momento la prueba del Teorema de Rolle y pasemos a la del Teorema de
los incrementos finitos. Esta prueba consiste en reducir la situacion general a la del caso particular
mencionado. En efecto, sea g(z) la funcion

Observe que g(z) mide la longitud orientada del segmento entre la gréfica de f(x) y la cuerda segun
indica la figura 13.5 en la pagina 229 . Notamos que g(z) tiene la forma g(z) = af(x) + Bz + ~ para
ciertas constantes «, 3, (;cudles?) y, por consiguiente, g(z) es continua en [a,b] y derivable en (a,b).
Por otra parte, g(a) = 0 y g(b) = 0. Luego, segtin el Teorema de Rolle, existe c € (a,b) tal que g'(c) = 0.
Pero,

f(b) — f(a)

J@)=f(0)- 191

en cualquier x € (a,b). Entonces,
reN gl _f(b)—f(a)_
g =fl)- 52 =0
produce la igualdad de la tesis. Con esto queda probado el Teorema de Lagrange. O Vamos ahora

a probar el Teorema de Rolle.

Prueba: (del Teorema de Rolle) La idea de la prueba es demostrar que hay un punto ¢, en el
interior de [a, b], es decir en (a,b), donde f(zx) alcanza su méximo valor o su minimo valor. Si esto es
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[y
—
S
N
[l
[y
—
=
N
“\\

-—"‘/

Figura 13.5 Si f(a) = f(b), hay una tangente horizontal

asi, ya que c es interior a [a, b], este punto sera un maximo o un minimo local para f y el Teorema de
Fermat garantizara que f'(c) = 0, que es lo que buscamos. Sean m y M los valores minimo y maximo,
respectivamente, de f(z) en [a,b]. Estos valores existen por el Teorema de Weierstrass (recordemos
que f(z) es continua en el intervalo cerrado [a, b]). Seria aparentemente malo que m se alcanzara en un
extremo de [a, b] (Si no, la prueba estaria completa). Si esto sucediere, buscariamos un punto donde M
se alcance. Si este punto fuese interior, la prueba estaria completa. Si, por el contrario, M se alcanzase
también en un extremo de [a, b], pareceria que la prueba fracasa. Pero, por el contrario, si ambos m y
M se alcanzan en los extremos, entonces f(x) es jconstante! porque f(a) = f(b) (el minimo valor de f
coincide con su méaximo valor) y claro que si f(z) es constante, f'(z) = 0 en todo = € [a, b] y cualquier
c € (a,b) sirve. Asi que el Teorema de Rolle queda probado y con él el de Lagrange. |

\ 4

significado geométrico de g(z)

Figura 13.6
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13.3 Primeras consecuencias
del Teorema de Lagrange

Como dijimos al comienzo del capitulo, el Teorema de Lagrange y otros que veremos mas adelante,
son las herramientas del calculo diferencial para el anélisis del comportamiento de las funciones.

Comencemos por el andlisis de la monotonia de una funcién derivable en un intervalo (crecimiento
y decrecimiento).

Teorema 52 Supongamos que f(z) es derivable en el intervalo (a,b) (con a < b) y que f(z) es continua en
[a, b]. Entonces

1. Siladerivada f'(z) se anula en todo punto de (a, b), necesariamente f(z) es constante en [a, b].

2. Si la derivada f'(z) es > 0 en todo punto de (a,b), sigue que f(x) es creciente en [a,b] y si méas alin
f'(x) > 0en (a,b) (estrictamente positiva), entonces f(x) serd estrictamente creciente en el intervalo
[a, b].

3. Sien la parte 2 cambiamos > por <y > por <, entonces el enunciado sigue siendo cierto si se cambia
adicionalmente creciente por decreciente.

Es un ejercicio para el lector hacer los cambios indicados y escribir correctamente el enunciado com-
pleto de la parte 3 del teorema 52 .

Prueba:

1. Para cada punto zo > a de[a,b], el Teorema de los incrementos finitos se puede aplicar a f(xz) en
el intervalo [a, z0] (¢por qué?). En consecuencia, habrd un punto c € (a, xo) tal que

f(l‘o) - f(a) — f'(c).
o —a
Pero como f'(c) = 0, tenemos f(zo) = f(a) para cada zo € [a,b] y esto prueba 1.
2. Consideremos dos valoresu < v de laz en|a,b]. El Teorema de Lagrange se puede aplicar a f(z)
en [u, v] (¢por qué?) y entonces habra un numero c € (u,v) tal que
v)— u
f( ) f( ) — f’(C)
v—u
o0 bien f(v) — f(u) = (v — u)f'(c). Esto muestra que el incremento f(v) — f(u) tiene el mismo
signo que f'(c). Si sabemos que f'(c) > 0, sigue que f(v) < f(u). Si lo que sabemos es que
f'(c) > 0, entonces necesariamente f(u) < f(v) y esto es lo que habia que probar.
3. Laprueba de 3 (como enunciado) es enteramente anéaloga a la de 2 y queda como un ejercicio
(poco interesante) para el lector.
O
Observamos que, como consecuencia de 1 en el teorema anterior, quedan caracterizadas todas las
funciones que tienen una derivada dada. Més precisamente, sea g(z) una funcién definida en [a, b]
y llamemos una primitiva de g(z) en [a, ] a una funcion f(z) que es continua en [a, b] y derivable en
(a,b), con derivada f'(xz) = g(z) para todo z € (a,b). Entonces, segln el teorema anterior, si g(z) tiene
alguna primitiva f(z), necesariamente toda otra primitiva h(z) tendra la forma h(z) = f(z) + c para
z € [a,b] donde ¢ es una constante. El lector debe verificar esto (sugerencia: observe que la diferencia
h(z) — f(x) tiene derivada nula en (a,b), siendo continua en [a, b]).

13.3.1 Ejercicios
Estudiar el crecimiento y decrecimiento de las funciones:

— 2 _ x

1 f 4. f
2. f(z) = (x—-2)° 5 f(z) =a* -8z +1
3. f(z)=2*(z—3) 6. f(x)zx%+4x%
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7. f(z) = zvV4 — 22 9. f(x) =2 —2®> — 40z +8
8. f(z)=a®—32>+3z+7 10. f(x):x?’—i—;

13.4 Foérmula de los incrementos finitos de Cauchy

Existe una generalizacion del Teorema de Lagrange debida a Cauchy que es de gran utilidad adicional
en el estudio de las funciones. Su contenido es el siguiente.

Teorema 53 (Cauchy) Sean f(z)y g(x) continuasen el intervalo cerrado [a, b] y derivables en todo = € (a, b).
Supongamos ademas que

1- Las derivadas f'(x) y g'(z) no son simultaneamente nulas en ningn z € (a, b).

2- g(a) # 9(b).

Entonces existe un punto c € (a, b) tal que

g(b) —gla)  g'(c)

donde se afirma ademas (implicitamente) que en ese ¢, g'(c) # 0.

sy IO-F@ _f©

Prueba: Si f(a) = f(b), el Teorema de Rolle muestra la existencia de c € (a,b) donde f'(c) =0 (y
entonces g'(c) # 0) y asi en ese c, se verifica 13.1 . Supongamos entonces que f(a) # f(b), entonces la
funcién

h(z) = f(x)(g(b) — g(a)) — g(z)(f(b) — f(a))

toma igual valor ena y enb (jverifiquelo!) y, como tiene la forma h(z) = a.f (z) + Bg(x) para constantes
a 'y B3, es continua en [a, b] y derivable en (a,b). Entonces verifica las hipdtesis del Teorema de Rolle y,
por consiguiente, existe ¢ € (a,b) tal que k' (c) = 0, es decir,

(132)  f()(g®) = g(a)) = ¢'(c)(f(b) = f(a)) = 0.

Pero como estamos suponiendo que f(b) — f(a) # 0, no puede suceder que g'(c) se anule pues esto
obligaria a f'(c) a anularse simultaneamente (no se olvide que suponemos que g(a) # g(b)) en contra
de la hipdtesis 1-. Luego, despejando en 13.2,

f) = fla) _ f'(o)

g(b) —g(a) — g'(c)
como queriamos. d
Comentarios: en las hip6tesis del Teorema de Cauchy podriamos razonar asi: En el intervalo [a, b],
ambas funciones f y g verifican el Teorema de Lagrange, lo que nos permite afirmar que

1. existe un punto ¢ € (a,b) tal que

O _ g

2. existe un punto ¢’ € (a,b) tal que
9() —g(a) _
e A
y como g(a) # g(b) (en las hipétesis del Teorema de Cauchy), obtenemos dividiendo, la igualdad

f) = fl@) _ ()

g(b) —g(a)  g'(c)
Esta relacion solamente difiere de la conclusion obtenida en el Teorema de Cauchy en el hecho que
aqui los puntos c y ¢’ en (a, b) seran en general diferentes, mientras que, en el teorema mencionado, se
calculan las derivadas en el mismo punto. Estd plenamente justificada entonces la pregunta siguiente:
¢Es realmente mejor el Teorema de Cauchy que la doble aplicacion del Teorema de Lagrange? Afirma-
mos que en efecto es mejor y la aplicacion que sigue en el apéndice de este capitulo (seccion 13.8 en la
pagina 243 ) pretende ser un argumento en este sentido.
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Ejercicios
1. Ponga en evidencia que la ecuacion senz + cos = + x> = 2 tiene al menos una solucién real.
2. Ponga en evidencia que la ecuacion 8z* + 4z + 1 = 0 tiene exactamente dos soluciones reales.

3. Uncarro recorre una distancia de 100 km en exactamente dos horas. Después de haber iniciado su
viaje el carro se para por 10 minutos, luego, avanzando otra vez, llega a su destino. Ponga en evi-
dencia que en algun instante el carro tenia exactamente la velocidad instantanea de 50 km/hora.

4. Diga justificando, si la curva cuya ecuacion es y = 2arctanz + /z2 + 1 interseca al eje x e
interseca al eje y.

5. Demuestre que si en cierto intervalo abierto (a,b) la funcion f(z) es continua y derivable y si
ademas f'(z) = 0 en todo z € (a,b) entonces f(z) es constante en (a, b)

6. Sea A el conjunto dado por A = {z € R | z # 0} y la funcién f dada por f(z) = arctan(z) +
arctan(1); observe que

_ 1 —1/z°
T 1422 14 (1/x)2

¢Que se puede deducir de esto? (Es cierto entonces que f(z) debe ser constante?

f'(x)

7. Halle una condicién sobre las constantes a y b para que la ecuacion =2 + az + b = 0 tenga mas de
una solucion

8. Ponga en evidencia que cualesquiera que sean a, by ¢, la ecuacion z* + az”® + bz + ¢ = 0 siempre
tiene al menos una solucién real.

9. Halle todas las soluciones de la ecuacion > +z +1 =0

13.5 Verdadero valor de una expresion indeterminaday lare-
gla de I’'Hopital

Sea f(x) una funcién que se vuelve indeterminada para x = zo. Mas precisamente, suponemos que
f(z) esta definida en un intervalo abierto I que tiene a zo como extremo izquierdo, o extremo derecho,
0 que zo estd en I, pero f(zo) no esta definido. Llamaremos el verdadero valor de f(x) paraz = xo, al
limite al cual tiende f cuando z tiende a zo.

Asi por ejemplo, el verdadero valor de % parax = 0es 1 (z — 0), pero el verdadero valor de

Loz parax = 1 es 0 acondicién de que z — 1~ ya que la funcién no existe paraz > 1
V1—1x2 B '

Analizaremos algunas formas frecuentes en las que se presenta el problema del calculo del verda-
dero valor de una funcion.

135.1 Forma % y Regla de I’'Hopital
f(x)

Esta forma se encuentra cuando los dos términos de una fraccion m son funciones continuas que
T

se anulan simultaneamente para x = xo. El verdadero valor se determina por aplicacién de la llamada
Regla de I’'Hépital (el marqués de I’'Hopital, que s6lo enuncid esta regla en su forma geométricay en el
caso mas simple, la habia tomado de Johann Bernoulli). Esta regla consiste en sustituir el cociente de
las funciones, por el cociente de sus derivadas.

Teorema 54 Si f(x)y F(x) (derivables) se anulan en z = =, el verdadero valor de 1) en el punto z serd

f' (=)
F'(x)

el limite del cociente

para x — xo, suponiendo que este limite exista.
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!
En particular, si f (o) es aun de la forma 9, el verdadero valor de M sera el mismo que el
F' (o) 0 F(x)
"
verdadero valor de IJZT((Z)) suponiendo que este exista.

Nota bene: esta regla subsiste cuando se consideran solamente valores de = que son > z( 0 bien
los que son < zo y los limites son entonces los limites laterales correspondientes.

En cuanto a la prueba de esta regla, basta observar que el Teorema de Cauchy permite escribir (ya
que f(zo) Y F(zo) son nulos)

fxo+h) _ f(x)

F(zo+h)  F'(x)

!
para algan x entre xo y xo + h y entonces si lim I (@) existe y vale L, el nUmero M esta tan
zozo F’(l’) F(l’o + h)
f'(z)

cerca de L como se quiera cuando h es suficientemente pequefio, porque este nimero es para

F'(z
un x aln mas préoximo a xo que xo + h. Dejamos como ejercicio para el lector poner en forma (rig;urosa
el argumento que antes esbozamos en forma coloquial.

Agregamos que esta regla estd sometida a las mismas condiciones que el Teorema de Cauchy sobre
el que se apoya:

1. Las derivadas deben existir en algin intervalo que contiene a x (0 que tiene a xo por extremo segin el
€aso) aunque No Se sUpone que existan en zo.

2. Las funciones f'(x) y F'(z) no se anulan simultaneamente en el intervalo del que se habla en el apartado
anterior.

Esta regla tiene una aplicacion interesante de caracter tedrico. Supongamos que f'(z) tenga limite
parax — o Y apliquemos la Regla de I'Hépital a f(z) y F(z) = z, en la forma:

p £@) = f(@0)
T—TQ T — Xo

Como estamos en las condiciones indicadas, sigue que el limite anterior coincide con

lim f'(x).
r—xQ
Explicitamente: si f(x) es continua en zo y derivable en algun intervalo que contiene a z, salvo en
To, entonces si la derivada f'(z) tiene limite cuando z — zo, sigue que f(z) es derivable en z = z, con
derivadaigual a lim f'(z).
r—xQ

Caso cuando zg = £+

Si las condiciones anteriores subsisten para f y F' cuando |z| aumenta indefinidamente, la Regla de
I’'Hépital sigue siendo aplicable al caso x — +oc y también al caso x — —oo.
Asi por ejemplo, tenemos para probarlo:

)
i 2 22

y nos vemos conducidos al caso zo = 0. Alli la regla se aplica y tenemos:

1 1 ,..,1
lim @ = lim o2 (;) = lim G
z—0+ F(l) z—0t iFl(l) z—+oo F'(x)
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13.5.2 Regla de I’Hopital para el caso e
(©.9)

La Regla de I’'Hopital anteriormente enunciada se aplica también a la determinacién del verdadero
valor de fracciones cuyos dos términos crecen indefinidamente en valor absoluto cuando x tiende a un
valor zo.

Esta regla supone la existencia de las derivadas (salvo en el punto z,), queda siempre sujeta a las
mismas restricciones, a saber:

1. Las derivadas de los dos términos de la fraccion (que se suponen existentes) no toman simultaneamente el
valor 0, en algun intervalo que tenga a o por extremo 0 que contenga a zo en su interior.

2. El limite del cociente de las derivadas existe.

Para demostrar esta regla consideramos la fraccion % y damos valores a y z suficientemente
T
proximos a zo para que las derivadas f'(z) y F'(x) no se anulen simultdneamente (los valores de a y
x estan del mismo lado de z¢). Podemos entonces aplicar la Formula de Cauchy y sigue que hay un
valor £ entre a y z tal que
 _ f@
flx) = fla) _ f(x) flz) _ ')
—F(a) F(z) , _Fla) F(§)
F(z)

De aqui se deduce

_ Fla)
f) _ £© 1 F@)
D 76 B 213 R 1)

f(z)

1€
F'(§)
ecuacion (13.3) se puede hacer tan proximo a A como se requiera con tal que z se tome suficientemente
préoximo a zo. En efecto, esta expresion se compone del producto de dos fracciones, de las cuales la
primera es tan préxima a A como se quiera, mientras que la segunda es tan préxima como se quiera a
1y esto es lo que se queria. Veamos estas afirmaciones con algunos detalles.

Primero se puede conseguir £ tan préximo a z, como se quiera a condicién de tomar a y z suficien-
f©
F'(§)
A. Se puede entonces hacer de manera que la diferencia sea < ¢ bajo la condicion que |z — zo| Y |z — a|
sean < 4. En seguida se puede, sin dejar de satisfacer esta condicion, fijar a y hacer tender z hacia zo.
Entonces los dos términos de la segunda fraccion tienden a 1 pues f(a) y F'(a) estan fijos mientras que
f(z) y F(x) tienden a infinito. Asi la segunda fraccidn esta tan proxima a 1 como se quiera. Sigue que
f(x)

m tiene como limite A cuando x — x, y esto es lo que queriamos probar.
T

Supongamos entonces que tenga limite A para + — x,. Entonces el segundo miembro de la

temente préximos a xzo. Entonces la primera fraccion

es tan préxima como se quiera a su limite

13.5.3 Algunas observaciones

1. El cociente de las funciones puede tener limite cuando x — ¢ sin que lo tenga el cociente de las
derivadas. Por ejemplo:

xz Senl r — senr
lim — s =05 Jim =——=— =1,
Pero los cocientes de las derivadas no tienen limites.
2. Otras formas de indeterminacion del limite.

En general, podriamos tener para z — o indeterminaciones de las formas

o0 —00, 0-00
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La primera se presenta cuando los dos términos de la diferencia f (z) — F'(z) tienden a co cuando
T — xo; la segunda cuando uno de los factores de f(z) - F(x) tiende a 0 mientras que el otro

tiende a oo. Estas formas se llevan a la forma 0 0 — por transformaciones algebraicas simples.
o0
Por ejemplo en el primer caso, podemos poner

(5 - 7)
f@) - Fa) = AT T
F@) )

13.6 Ejercicios

1.

Sean fy g funciones derivables que satisfacen
fd —gf =0

Pruebe que si a y b son ceros adyacentes de f y ademas g(a) y g(b) no son simultdneamente nulos,
entonces g(x) = 0 para algun x entre a y b. Como esto vale también, cambiando f con g, sigue
que los ceros de fy g se «separan» mutuamente (se intercalan). Sugerencia: suponga que g(z) # 0
en [a, b] y saque una contradiccion.

. Pruebe que si

ao ai an
1+2+ +n+1 0,

entonces
ap+arx+---+apz” =0

para algin z € [0, 1].

. Pruebe que la funcion

fn(x) =2° =3z 4+m

nunca tiene dos ceros en [0, 1] (no importa cudl m se elija). Sugerencia: use el Teorema de Rolle.

. Suponga que f es derivable en (0,1) y continua en [0, 1], que f(z) € [0,1] para cada = y que

f'(xr) # 1lencadaz € [0,1]. Muestre que hay un z y sélo uno en [0,1], tal que f(z) = =.
Sugerencia: muestre primero que hay al menos un tal z, considerando la funcion continua z — f (z).
Luego vea que s6lo puede haber uno.

1

. Suponga que f es una funcién tal que f'(xz) = = paratodo z > 0y que f(1) = 0. Pruebe entonces

T

que f(xzy) = f(z) + f(y) paratodo z,y > 0. Sugerencia: fije y y considere g(z) = f(zy). Calcule
g'(2).

. Suponga que f(z) es n veces derivable y que f(z) = 0 paran + 1 valores diferentes de z. De-

muestre que entonces hay algtn = donde £ (z) = 0.

. Pruebe que

1 1
§<V6 —8<§

(iSin calcular /66 con 2 decimales exactos!).

. ¢Qué falla en la siguiente aplicacién de la Regla de L’'Hopital?

w4z —2 3% +1 . bz

lim —— = lim =lim — =3

zs>122 -3 +2 =z2—1 2z —3 z1 2
(El'limite es -4).

. Encuentre los siguientes limites

a) li
@ w%tanx
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cos?(x) — 1

®) Jim, <=5
2
. cost—1+ %
© =
g(z) i
10. Encuentre f'(0) si f(z) = { 0" :: i ig ysig(0) =g¢'(0) =0, ¢g"(0) = 17.
11. Calcular los siguientes limites:
L ord -2 —x 42 . Vr—1-2
@ zh—>rnl 2 —T7r+6 (h) a£1—>ms x2 —25
(b) lim w (i) lim <l 1 )
z—0 T z—0 \ T senx
t — .
(© lim % ) lim (Vz'+52% +3 - 2%
o 1
(d) ilino(l cos ) cot T () lim o sen (_)
1 5 r—00 T
. _ . 9
@ 1 (15~ =) B Jmpwsects
1 1
1 1 . - — 2arctan (—)
0 1 (5525 ~ 5= 9) AR
. x —arctanz (n) lim (2z—1)tan(wz)
©) al:lglt) T senzr 23

13.7 Convexidad

Hemos visto en los parrafos anteriores algunos usos de la derivada en el estudio del comportamiento
de una funcién en un intervalo. Por ejemplo, el signo de la derivada se relaciona con el crecimiento o
decrecimiento de la funcion.

En esta seccidn describimos otro aspecto -quiza mas geométrico- del comportamiento de una fun-
cion en un intervalo.

El concepto basico aqui es el de convexidad. Un conjunto A de puntos del plano R? se llama convexo
si cada vez que contiene a dos puntos po Y p1, también contiene a todos los puntos del segmento S que
los une.

Enlafigura 13.7 seilustra un conjunto convexoy otro que no lo es. ;Co6mo usamos las coordenadas

(s~

Un conjunto es convexo y el otro no
Figura 13.7

cartesianas para expresar la convexidad?
Para esto observe que si po = (zo,%0) ¥ p1 = (21, y1), entonces los puntos p = (z,y) del segmento
S que los une tienen la forma

r=uxro+vI1

(13.4) p:{
Yy=uyo+vy:

en donde podemos elegir los nUmeros v > 0, v > 0 (pesos 0 masas) arbitrariamente, con tal que u+v = 1.
Nosotros pondremos, para obtener 13.4, que p es el punto p = upo + vpi.
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La expresion

(13.5) p = upo + vp1

se llamard la combinacion convexa de po Y p1 con pesos u y v. Es bueno que el lector reflexione a cerca
de la siguiente afirmacion: el punto p obtenido a partir de la expresién 13.5 ocupa la posicion en el segmento
S (que une po con p1) en la cual se puede apoyar el segmento .S (Sin peso) con pesos « en po Yy v en p; de modo
que el sistema asi formado queda en equilibrio: (La figura 13.8 ilustra la afirmacidn).

u=3/4 v=1/4
O O
A "
« /0 > <4 ----- ll }

/0://4 ’ /1:3//4
Figura 13.8

El sistema queda en equilibrio

Pero, ;qué tienen que ver estas observaciones con el estudio de las funciones?

S — >

Una funcion convexa en I

Figura 13.9

Comenzamos con la siguiente:

Definicion: Si f(x) es una funcién definida en el intervalo I, llamemos
el conjunto superior asociado a f al conjunto de puntos del plano

S(f)=A(x,y) /zel, y= f(e)}

Analogamente, el conjunto inferior asociado a f sera

I(f) ={(z,y) [z € I, y < f(x)}.

La figura 13.11 en la péagina 238 ilustra esta definicion.

Definicion: Diremos que la funcién f(z) es convexa en el intervalo I si
el conjunto S(f) es convexo. Diremos que f(x) es concava en I si Z(f)
es convexo.
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A
< I >
f(x)
>

Una funcion céncava en T
Figura 13.10

\

S(f), Conjunto Superior asociado a f
Figura 13.11
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fuzo +x1)

To uxrg +vr; L1

Figura 13.12 Caracterizacion de convexidad

La figura 13.9 y la figura 13.10 en la pagina 238 ilustran esta definicion.
Ahora le proponemos al lector el siguiente ejercicio, que si bien es sencillo es sumamente instructi-
Vo.

Ejercicio: Verifique que f(x) es convexa en I, si y solamente si, el ssgmento que une dos
puntos cualesquiera de la grafica de f, esta por encima de dicha gréafica. Es decir, si y solo si,
paracada zo € I, x1 € I, se tiene

f(uzo +vz1) < uf(wo) + vf(21)
paratodo u, v talesquew > 0, v > 0, w +v =1 (ver figura 13.12).

Queda como ejercicio para el lector plantear el problema (y resolverlo) correspondiente a las fun-
ciones concavas en I.

Si uno quisiera expresar en palabras el significado intuitivo de la convexidad, quizas la siguiente
frase serviria: que la funcién f(z) sea convexa en I significa que en ese intervalo su gréfica se curva hacia
arriba. Una frase anéloga (a cargo del lector) expresaria la concavidad.

El siguiente teorema asegura que, en algun sentido, la frase anterior expresa la verdad acerca de la
convexidad.

Teorema 55 Sea f(z) una funcion derivable en el intervalo I. Entonces:
(@) f(x)esconvexaen I,siy solosi f'(x) es crecienteen I.
(b) f(z)esconcavaen I,siy solosi f'(z) es decreciente en I.

Prueba: Sdlo probaremos (a), pues (b) se prueba andlogamente. En (a) hay dos casos que probar.
Supondremos que f'(x) es creciente. Para probar que f(z) es convexa en I, hay que ver, como obser-
vamos antes, que el ssgmento S que une dos puntos cualesquiera de la gréfica de f(x) esta por encima
de la gréfica. Asi que sean po = (zo, f(z0)) ¥ p1 = (z1, f(z1)) puntos en la gréfica de f con zo < .
Mostremos primero que el segmento S esta por encima de la gréfica en el caso particular en que po y
p1 estén a la misma altura, es decir h = f(xzo) = f(x1) y después tratemos el caso general. Si en algtin
x entre zo y x1, Se tuviera f(x) > h, entonces el maximo de f(z) en [zo,z1] Se alcanzaria (ya que f(z)
es continua) en un punto z» € (zo, 1) ((pOr qué?). Pero entonces en él f'(x2) = 0. Pero como f'(x)
es creciente en I, tendriamos que f'(z) > 0 para todo x entre x5 y x1, y asi f(x) seria creciente en el
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f(zo) f(z1)

Zo Z2 T
I

Figura 13.13 Los puntos po ¥ p: estan a la misma altura

intervalo [z2, z1]. Como f(z2) > h, seguiria que f(x1) seria mayor que h, lo cual es una contradiccion
que prueba lo que queriamos. La figura 13.13 en la pdgina 240 ilustra el razonamiento.

Ahora, pasemos al caso general en que no suponemos que los puntos po y p1 estan a la misma
altura. Entonces, sea

L(z)=mz+Db

la funcion cuya gréfica es la recta que pasa por po y p1 (ver figura 13.14 ).
J41 /%l(l‘)

© f(@)

/

To T

Figura 13.14 Los puntos po Y p1 no estan a la misma altura

Entonces consideremos la funcion

Esta funcion es derivable y su derivada g'(z) = f'(x) — m, que es tan creciente como lo era f'(z) (es la
resta de f'(x) menos una constante). Pero g(zo) = g(z1) = 0. Entonces, por lo visto recién g(z) < 0
paratodo x € [zo,z:1]. (La gréfica de g entre zo y x1 esté por debajo del segmento, como se muestra en
la figura 13.15 en la pagina 241 ).

Pero esto significa que para x entre xo y z1, f(z) < L(z), asi que la gréfica de f esta por debajo
del segmento que une a po ¥ p1, y esto completa la prueba general de la primera parte de este bello
teorema.
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:L'[) 1'1

Figura 13.15 g(z) < 0 paratodo z € [wo, z1]

Para la siguiente parte, debemos suponer que f(z) es convexa en I y mostrar que su derivada debe
ser creciente. Sean o, x1 puntosenlI conzy < xi. Sea nuevamente L(x) = mx—+k la funcion lineal que
une los puntos po = (xo, f(z0)) Yy p1 = (z1, f(z1)). Entonces, como para z entrexo y 1, f(z) < L(x),
tenemos para un tal x que:

f@) = f@o) _ ) f@) =)

r — XTo r —T1

(¢Por qué?). Entonces,

f(l') _f(l'o) :fl(ﬁo) <m

lim

z—)zg' T — Zo

i f@) = flz1) _ F(z1) > m,
Tz r— T

asi que f'(zo) < f'(x1) como queriamos (observemos que como f(x) es derivable en o y x1, estas
derivadas laterales son realmente las derivadas de f). O

13.7.1 Algunas observaciones

1. La definicién que hemos dado de convexidad (y de concavidad) no presupone que la funcion
f(z) sea derivable y funciones como f(z) = |z| son convexas (jpruébelo!) aunque carecen de
derivadas en algunos puntos.

2. Hay quienes definen la convexidad solamente para funciones derivables, como sigue: f(x) es
convexa en I cuando para cada xo € I, la gréfica de f(z) estd por encima de la recta tangente a dicha
gréfica en zo. Estos autores definen la concavidad, de manera analoga, cambiando en la frase
anterior encima por debajo (figuras 13.16 en la pagina 242 y 13.17 en la pagina 242).

El lector atento podra mostrar sin dificultad que esta definicion de convexidad (y de concavidad)
es equivalente a la que aqui hemos propuesto.

3. Si f(z) tiene en el intervalo I, dos derivadas, es decir, si f”(z) existe para todo = de I, entonces
si sabemos que f'(x) > 0 paraz € I, sigue que f'(z) es creciente en I y esto implica que f(z) es
convexaen I.

Analogamente, si f”(x) < 0 en I, seguird que f'(x) es decreciente en I y se podra concluir que
f(z) es concava en I. Hay quien llama a esta observacion el criterio de la derivada segunda para
convexidad.
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Figura 13.16 Convexidad mediante el uso de la tangente

f(z)
/
To
Figura 13.17 Concavidad mediante el uso de la tangente
13.7.2 Ejercicios
Estudiar la convexidad de las funciones:
1. f(z) =2® — 62 + 12z + 4 6. f(z) = ;:_1
xr
2. f(z) = 22°® — 62*
3. f(z) = (z+1)* z*
7. f(@) =
4 f@)=a-2 s
1 r+4




Apéendice:
Aplicaciones

El resto del material de este capitulo sera de estudio (opcional) para el estudiante.

13.8 Una aplicacion interesante del Teorema de Cauchy

Supongamos que f(x) esta definida en algun intervalo abierto I que contiene a zo y que tiene en ese
intervalo sus tres primeras derivadas f'(z), f"'(x), f"" (x). Definimos el polinomio p(x) por la formula

f”(l’O) (

5 m—xo)Q.

p(x) = f(xo) + f'(z0)(x — z0) +
Observamos que z esté fijo y que, después de hacer los calculos indicados, p(z) tiene la forma:
p(z) = az® + Bz + v

para ciertos nameros a, 3,y que se pueden calcular en términos de zo, f(zo), f' (z0) y f" (zo) (jhagalo!).
Asi entonces p(z) es un polinomio cuyo grado es, a lo sumo, 2. Observemos también que p(z) es una
modificacion de la mejor aproximacion lineal f(xo) + f'(xo0)(z — o) de f(x) en z = z,. Hemos agregado

f" (o) 2
T(a: — x0)".

Pretendemos mostrar en este parrafo que p(x) es la mejor aproximacion cuadréatica a la funcién f(z)
cerca de z = xo, en un sentido que sera claro més adelante, en 13.9 en la pagina 244 . Y para mostrar
esto, sera esencial la Férmula de los incrementos finitos de Cauchy. Consideremos las funciones

9(x) = f(z) —p(x), y (A2)’ = (z — 20)".

Queremos comparar g(x) con (Az)?, cerca de x = xo. Para esto fijamos z # xo en I y observamos que
las hipotesis del Teorema de Cauchy se verifican en el intervalo entre x y « para el par de funciones
g(z) y (Az)® (¢por qué?). Entonces, existe un ndmero & entre o y « tal que

9(@) —g(xo) _ g(@) _ f&) —pla) _ f'(©) = f'(xo) = f"(0)(€ = wo)

(Az)® = (A(w0))> — (Ax)®  (z—m0)? 3(€ — x0)?

a esta aproximacion lineal el término cuadréatico

En las igualdades anteriores, se usé que tanto g(xo) como A(zo) son nulos. Ahora y gracias a que en
la dltima fraccion s6lo aparece un £ (por la aplicacion del Teorema de Cauchy), podemos considerar el
siguiente par de funciones de £

£(€) — f'(zo) — " (zo) (€ — 0) Y 3(€ — x0)”.

Observamos nuevamente que se les puede aplicar el Teorema de Cauchy en el intervalo que va entre
xo Y £ (¢por qué?). Observamos de paso que este intervalo esta contenido en el que vaentre zo y . La
aplicacion del teorema da que existe un namero £’ entre xo y £ (y a fortiori entre zo y ) tal que

(&) = f'(wo) = f"(@o)(€ —m0) _ f"(€) — f"(w0)
3(§ — wo)? 6(¢" — o)
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Ahora, finalmente observamos que tenemos el par de funciones f”(¢') — f"(zo) y 6(¢' — o) al que
podemos aplicar nuevamente el Teorema de Cauchy (¢;por qué?) y deducir que habrd un nimero a
entre zo y ¢’ y a fortiori entre zo y z, tal que

(€)= f"(wo) _ f"(a)

6(¢' — o) 6

Podemos entonces afirmar que:
si f(z) tiene tres derivadas en I, dado = € I existe un punto a entre zo y z tal que

f@) ~p(@) _ f"(@)

(z — )3 6
Habitualmente esta férmula se escribe de la siguiente manera:

(13.6) f(x) = f(xo) + f'(wo)(x — wo)+

+f"(2m0) (z — z0) + fm6(a) (z — o)

El polinomio p(z) se conoce como el polinomio de Taylor de orden 2 de la funcién f(z), en el punto zo.
La expresion R(xz) = f(z) — p(z) de orden 2 se conoce como el resto de la Formula de Taylor de f(x) en
x = xo. Finalmente, la expresion

fIII a 3
R = LD (@~ ay)
toma el nombre de la expresion de Lagrange del resto de orden 2 de la formula de Taylor de f en x = xo. El
lector vera mas adelante que estas consideraciones son casos particulares de una férmula general que
se conoce con el nombre de la Férmula de Taylor.
Veamos una aplicacion concreta de lo dicho.

Sea f(z) = cosz, o = 0. Entonces f(0) = 1, f'(0) = 0, f”(0) = —1, f'(a) = sena. Asi, segun la
identidad 13.6 , podemos afirmar para cualquier z € R, que hay un nimero a entre 0 y z tal que

1‘2 3

cosmzl—;—f-?sena

. 1 z?
Esto nos muestra, ya que |sena| < 1, que si |z] < 100 el error que cometemos al tomar 1 — =~ como
2
. . T
valor del coseno de z (la diferencia cos x — <1 — 7)) no supera en valor absoluto a

11 1
(100)3 6 ~ 6.000.000

1 L ~ - .
Cabe agregar que como sena €s para |a| < —— también pequefio, el error estimado antes es todavia

100
mucho menor.
Terminamos esta seccion indicando que el método esbozado aqui para aproximar una funcion con
un polinomio es un poderoso instrumento de calculo, tanto tedrico, como practico: La Formula de
Taylor; que como dijimos, el lector estudiara méas adelante.

13.9 La mejor aproximacion cuadratica

Veamos ahora la justificacion de la afirmacion en la seccidn anterior acerca de que p(z) es la mejor
aproximacion cuadrética a la funcion f(x) cercade z = o .
Recordemos que cuando f(z) es derivable en z, la expresion

q(x) = f(zo) + £ (x0)(x — o)
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es la mejor aproximacion lineal a f(x) cerca de x = xo en el sentido que la diferencia f(z) — q(x) tiende a
0 cuando x — xo, Mas rapidamente que la diferencia x — o, es decir que

o f@ —a@)

r—TQ r — Xo

Graficamente esto significa que cuando la expresion lineal ¢(z) tiene por gréfica a la recta tangente
a la gréfica de f(z) en (xo, f(x0)), el error f(xz) — g(x) es insignificante comparado con el incremento

f(z) /\ q(z)

Lo T
Figura 13.18 La recta tangente es la mejor aproximacion lineal a gréfica de f(z)

Az = x — xo, para x proximo a xo.
Si suponemos que f(z) tiene 2 derivadas en zo, entonces podemos construir nuestro polinomio

p(x) = f(x0) + f(z0) (& — z0) + 1" (0)(z — x0)”

que es cuadratico. Queremos entonces considerar la diferencia analoga a la anterior f(z) — q(z) y
estimar su pequefiez, comparando el tamafio de este error con la cantidad (Az)? = (z — xo)?. Conviene

Zo T
Figura 13.19 Aproximacion cuadrética de f(x) cerca de o

observar que (Az)? es insignificante comparado con z — o cuando z esta proximo a zo.
El propdsito aqui es mostrar que si f(z) tiene en x tres derivadas, el limite

- f@) =) _
$I‘>$0 (1’ - 1‘0)2 0

En palabras esto se diria asi: El polinomio cuadratico p(x) aproxima a f(z) cerca de z = o tan bien
que el error f(z) — p(z) es insignificante comparado con (Az)? y no solamente comparado con Az.



246

Los teoremas basicos
del calculo diferencial

Pasemos a ver por qué
lim 1@ —P@) _
T—TQ (:L' - $0)2

si f(z) tiene en x, tres derivadas.
Podemos, usando el Teorema de Cauchy, poner

fl@) —p(x) _ () = f'(x0) = f"(w0)(§ = o)

(z — x0)? 2(§ — o)

para algun € entre z y xo, ya que f(z) es derivable en algun intervalo abierto que contiene a z¢. Usando
nuevamente el Teorema de Cauchy como antes, podemos poner

£'(&) = f'(wo) = f"(x0)(§ —x0) _ f"(€) = f"(w0)
2(¢§ — xo) 2
para algin ¢’ entre £ y o Y entonces entre z y zo. Ahora, tomando limites:

o F@ =@ ) = (o)

T—wQ (1’ — 1‘0)2 & —>xg 2

Pero si, como suponemos, f” (x) es derivable (f tiene tres derivadas) en o, es entonces continua en zo
y el limite dltimo es 0, como queriamos probar.

Conviene observar que este particular polinomio p(z) tiene la propiedad que acabamos de probar.
Pero sucede que no hay ningun otro polinomio r(z) de la forma

r(z) = ue® + vz 4+ w
gue tenga la propiedad de aproximacion
o f@ =@
r—TQ (1‘ —_ 1’0)2

que tiene p(x). El lector atento podra quiza demostrar esto.
Por esta razén llamamos a p(z) la mejor aproximacién cuadratica a f(x) en z = wo.

13.10 Meétodo de Newton-Raphson, para ecuaciones trascen-
dentales

13.10.1 Introduccion

Pararesolver sistemas de ecuaciones lineales se estudiardn més adelante los métodos del algebra lineal.

El método de Newton-Raphson se presenta como uno de los algoritmos mas Utiles para hallar
aproximaciones numeéricas de raices de ecuaciones no-lineales (y se extiende a sistemas de ecuacio-
nes no-lineales). Este método asume, entre otras cosas, que las ecuaciones envuelven sélo funciones
derivables (diferenciables en el caso de varias variables reales).

13.10.2 Una ecuaciony una incognita.

Para f : [a,b] — R derivable en (a, b), deseamos encontrar una solucion de la ecuacion f(z) = 0. Si z,
es una aproximacioén a una raiz «, podemos mejorar la aproximacion a x,+1 COMo sigue: se aproxima
el gréfico de f por la recta tangente por el punto (z,, f(z»)). La ecuacion no-lineal se reemplaza por
una ecuacion lineal

f(xn) + f'(zn)(x — o) = 0 como en la figura 13.20 en la pagina 247 . La solucién de la Gltima
ecuacion es

Tn4+l = Tp —
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y

«Q Tp+1 Ty

Figura 13.20 La siguiente aproximacion x,,+1 Sera ,+1 = x, — ff,((’;;))

Se parte con una aproximacion inicial zo, e iterando el proceso, se obtienen nuevas aproximaciones
x1, T2, T3,--- Silas condiciones son favorables, lim,,— - x, = « (ver figura 13.21 en la pagina 248 ).

De acuerdo a la Formula de Taylor, el error cometido al aproximar el grafico por la recta tangente se
obtiene de

(513 - mn)z

F(@) = f(zn) + f'(@n) (@ —@n) + (€)=
donde ¢ esta entre z y x,,. Estas consideraciones llevan al resultado siguiente.

Teorema 56 Si f : [a,b] — R tiene dos derivadas en (a,b), f(a) =0, f'(a) # 0, « € [a, b], entonces:

1. Para z¢ suficientemente cerca de o, z,, — « cuando n — oo.

. Q= Tnt1 f' ()
2. 1 = — .
oo (a— )2 2f"(a)
Notas:

1. Observar que entonces a — z,+1 = cte.(a — z,)? ; se dice entonces que la aproximacion es
«cuadratica». La convergencia es basante rapida si z( esta «suficientemente» cerca de a.

2. Una prueba del teorema arriba puede encontrarse en textos de Calculo (Analisis) Numérico como
por ejemplo: Atkinson, An Introduction to Numerical Analysis, Wiley, NY. Sec. Ed. 1989 (pp.60- 61).

3. Otro buen libro: Numerical Recipes de Preiss et al. Cambridge University Press.

13.10.3 Ejemplos de aplicacion

Ejemplo: Sea f(z) = cos(z) — z en [0,7/2]. Un dibujo muestra que hay una raiz
a € [0,7/2].
cos(Zn) — Tn

—_— =0.5
—sen(zn) — 1~ o

Tn+l = Tn —
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——————————— I3 o I o

Figura 13.21 limp— o0 on = @

Tn
0.5000000000000000000
0.7552224171056364216
0.7391416661498792449
0.7390851339208068033
0.7390851332151606418
0.7390851332151606417 ~ «
0.7390851332151606417 ~ «

DO WNPEFE OIS

Nota:

e Un criterio razonable para detenerse es que |z,+1 — z»| Sea menor que una tolerancia deseada.
Mejor alin seria una cota para el error.

Ejemplo: A manera de ejercicio, resolver la ecuacion z* + 4z — 10 = 0 en el intervalo
[1,2], partiendo con zo = 15/10. Solucién: x3 = 1.36523001 con todos los digitos correctos.

13.10.4 Raices cuadradas

La ecuacion 2 —b =0, (b > 0) produce una ley de formacion dada por

(= 22)
xn"‘_
Tn

Tn4+1 =

N =

(verificar)
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Figura13.22 zp41 = 3 (xn + i)

Ejemplo: Conb =2y zo = 1:

In

Tn

OO WNPEFE OIS

1.0000000000000000000
1.5000000000000000000
1.4166666666666666666
1.4142156862745098039
1.4142135623746899106

1.4142135623730950488 ~ «
1.4142135623730950488 ~ «

13.10.5 Raices k-ésimas

Similarmente para raices k-ésimas: z* — b = 0.

Tn4+1 = Tn (1 -

1y, b
k)" k(@a)t

Por ejemplo aproxime /2 por este procedimiento (k = 3).

Notas:

1. Este procedimiento se puede convertir en un algoritmo para calcular (aproximadamente) las rai-
ces de un polinomio, reales o complejas. Un programa en Pascal se puede encontrar en: Flanders,

Scientific Pascal, 2nd edition, Birkhauser, boston, 1995.

2. Programas de este tipo estan también implementados en paquetes como MATLAB, MATHEMA-

TICAy MAPLE.

Ejercicios

1. z® -2z —5=0en[1,4].

z? — 10 cos(z) = 0.

3z% —e® = 0.

S

3+ 32> —1=0en[—4,1].
z —0.8—0.2sen(z) =0en [0, 7/2].
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13.11 El Teorema de Darboux de la propiedad del valor inter-
medio de la derivada

Como el lector sabe las funciones continuas tienen, segun el teorema 23 en la pagina 176 (de Bolzano)
la propiedad del valor intermedio que afirma que en un intervalo una funcién continua no puede pasar
de un valor a otro, sin pasar en ese intervalo por todos los valores intermedios. Esta propiedad no es
caracteristica de las funciones continuas. En efecto, hay funciones que poseen esta propiedad sin ser
continuas. Por ejemplo, la funcién f(z) definida por

0 siz=0
f(z) =

1 .
sen — Siz#0
T

toma, en todo el intervalo, todos los valores entre —1 y 1 (jpruébelo!) asi claramente tiene la propiedad
del valor intermedio, pero no es continuaenz = 0.

Sin embargo, Darboux probé que si una funcion es derivable en un intervalo, entonces su derivada
(que puede no ser continua en él) tiene la propiedad del valor intermedio.

Mas precisamente.

Teorema 57 (Darboux) Si f(z) es derivable en [a, b], f'(x) no puede pasar de un valor a otro en este intervalo
sin pasar por todos los valores intermedios.

Prueba: Consideremos primero el caso en que f'(a) y f'(b) son de signos contrarios. Afirmamos
que entonces f'(x) se anula entre a yb. En efecto, sea, para fijar ideas, f'(a) > 0y f'(b) < 0. El maximo
valor de f(z) (que existe por el Teorema de Weierstrass, puesto que f(x) es continua en [a, b]) no puede

f(z) = f(a)

por la derecha, hayan x tales que f(x) > f(a) ((por qué?). Anadlogamente enb). Luego, este maximo
se alcanza en un c € (a,b) y, por el Teorema de Fermat, en este c, f'(c) = 0. En el caso general, sea A
un ntmero comprendido entre f'(a) y f'(b). Entonces la funcién f(x) — Az tiene derivadas de signos
opuestos ena y enb (;Por qué?). Luego, existe c € (a,b) tal que

(f(z) = Az)' = f'(x) - A

se anula en c. Es decir, f'(c) = A, que es lo que queriamos probar. d

ser alcanzado ni en a, ni enb. (En efecto, f'(a) = lim,_, ,+ > 0 obliga a que cerca de a

Si bien la propiedad del valor medio, como dijimos antes, no es caracteristica de las funciones que
son continuas en un intervalo, tenemos lo siguiente.

Observacion: Si f(x) es creciente (o decreciente) en [a, b] y si en este intervalo tiene la
propiedad del valor medio, entonces f(z) es continua en [a, b].

Sean, en efecto m = f(a) y M = f(b) el minimo y el méximo de f(z) en [a, b] (Supongamos f(x)
creciente para fijar ideas). Sea zo € (a,b). Consideremos un intervalo I de semiamplitud ¢ > 0 con
centro f(zo) y sean z; y x» dos valores tales que f(z1) y f(z2) son los extremos de I N [m, M]. Estos
valores existen porque f(z) toma todos los valores entre my M.

Tenemos z1 < zo < z2 puesto que f(z) es creciente y no puede suceder que 1 = o Ni que
xo = w2 (¢por qué?). Sea entonces § > 0 el menor de los nUmeros z> — xo Y o — x1. Entonces
claramente, |z — zo| < 6 obliga a |f(z) — f(zo)| < ey f resulta continua en zo. El razonamiento
subsiste si zo fuese a 0 b. Esto queda a cargo del lector.

Terminamos esta seccién con una version mejorada del Teorema de la funcion inversa.

Teorema 58 Sea f(x) una funcién definida en un intervalo I, derivable en I y tal que su derivada f'(z) no se
anula en ninguin punto de I. Entonces:

1. El conjunto de los valores f(z) de f forma un intervalo .J.

2. Lafuncion f, pensada como funcion de I sobre .7, es biyectiva. Mas auin, f es necesariamente estrictamente
creciente o decreciente en 1.
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N
—
<

1| T f(zo)

Figura 13.23 f(x) toma todos los valores entre m y M

y) de f(x), que existe segiin 2- como funcién de J en I, es también derivable. mas
(y) de g en el punto y € J se calcula mediante la formula

) — L
gy = @)

3. La funcién inversa g(
aun, la derivada de g’

donde z es el tnico numero en I tal que f(z) = y.

Prueba: Como f(z) es derivable, sigue que f(x) es continua en I, asi que por el Teorema de
Bolzano del valor intermedio, sabemos que J (conjunto de valores de f(z)) es un intervalo, lo que
prueba 1 en la pagina 250 .

Para 2 en la pagina 250, es claro que f : I — J es sobreyectiva puesto que J es el conjunto de los
valores de f. Para ver la inyectividad de f, observamos que la derivada f'(x) sélo puede ser siempre
positiva o siempre negativa. En efecto, f'(z) no se anula nunca (por hipdtesis) y por el Teorema de
Darboux si tomara valores positivos y negativos, tendria que anularse. Luego, si f'(x) es siempre
positiva, f(x) es estrictamente creciente, sino es estrictamente decreciente, como se afirma en 2 en la
pagina 250 .

Finalmente para demostrar 3, nos limitaremos al caso en que f(x) es estrictamente creciente (el
otro caso se trata en forma analoga). Observemos primero que g(y) es estrictamente creciente en su do-
minio J (por ser g la inversa de f) y toma todos los valores de I, obviamente. La siguiente observacion
es que entonces g(y) tiene la propiedad del valor intermedioen J. Porque siz1 = g(y1) < g(y2) = z2 y
Sixo estad entre x1 y x2, g toma el valor x en algtn yo, pero este yo no puede ser menor que y, hi mayor
que y» (ya que g es creciente). Luego, g toma el valor xo en un yo entre y; y y2, como queriamos. Pero
entonces g es continua (pues es creciente y tiene la propiedad del valor intermedio). Pero necesitamos
mas: necesitamos averiguar que g no sélo es continua en J, sino que es derivable. Para esto escribimos
la igualdad

f(@) = f(zo) = f'(zo)(z — o) + &()

que expresa la derivada de f en xo € I donde

lim <@ _g
r—xog X — T

Si ponemos yo = f(zo), y = f(x), podemos escribir (ya que g(yo) = zo ¥y g(y) = x):
y—yo = f'(z0)(9(y) — g(yo) +£(g(y)),
o bien (ya que f'(xo) # 0),

—alye) = —1(y — o) — EOW)
g(y) g(yo) - f’(l’o) (y yo) f’(l’o) .
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Esta claro entonces, que para obtener la conclusién final del teorema es suficiente (y necesario) probar
que

lim £WW) _ 4

y—=y0 Y — Yo
ya que f'(zo) es una constante. En otras palabras, hay que ver que

@) m—m
e T = fleo) "

(no olvide que sabemos que f y g son inyectivas, asi que y # yo obliga a que sea x # xo). Pero esto

es claro porque, como g es continua, tenemos que cuandoy — yo, x = g(y) — zo = g(yo). Entonces
e(z) S0y -z 1

T — To f(x) = f(xo) — f'(xo)

, asi que el limite anterior es nulo, y concluye la prueba. a



Capitulo 14

Aplicaciones de la derivada

14.1 Movimiento sobre una Linea Recta

Aqui suponemos que una particula P se estd moviendo sobre una linea recta. Para simplificar, consi-
deraremos que la linea es horizontal. EI movimiento de la particula esta completamente determinado
si especificamos donde esta ubicada la particula P en cada instante de tiempo. Siguiendo un poco la
notacion de los libros de fisica, denotamos por s la distancia dirigida sobre la linea, en vez de la acos-
tumbrada letra z. Sea s = f(¢) la funcion que nos da (o nos describe) la distancia dirigida desde el
origen a la particula que se mueve P, en un tiempo ¢. Para una funcion f(t) dada, el movimiento de la
particula estd completamente determinado.

Por ejemplo, sea s = t? — 9 en algunas unidades fisicas convenientes. Para concretar, sea s medido
en centimetros y ¢ en segundos. Esta ecuacion nos dice que parat = 0,s = —9; o sea, la particula P
se encuentra al lado izquierdo del origen y a una distancia de 9¢cm. En la figura 14.1, se describe el
movimiento de la particula P para algunos valores de ¢ indicados en la linea superior mientras que en
la linea inferior estan los correspondientes valores dirigidos de s. Observe que parat = 3,s = 0; s
decir, la particula pasa por el origen después de 3 segundos de haber iniciado su movimiento. Cuando
t = 10, P esté al lado derecho del origen y a una distancia de 91 cm (ver figura 14.1).

0 1 2 3 8 9 10 ---

t °- °- °- °-

-9-8-50 95 72 91 -

Figura 14.1 posiciones s de la particula en diferentes instantes ¢

La velocidad de P se encuentra tomando la distancia dirigida que ha viajado la particula y di-
vidiéndola por el tiempo requerido en cubrir dicha distancia. Esto es satisfactorio si la particula P
se mueve uniformemente, esto es no va mas rapido o mas lento a medida que el tiempo transcurre.
Si el movimiento no es uniforme, como es el caso de nuestro ejemplo, este cociente (espacio recorri-
do/distancia) solo nos da una velocidad promedio y este promedio no necesita ser constante. En el caso
de nuestro ejemplo si tomamos un intervalo de 2 segundos entre ¢t = 1y ¢ = 3, la particula se mueve
entre los puntos s = —8 a s = 0. Asi la distancia recorrida A; = 0 — (—8) = 8cm. La velocidad
promedio durante este intervalo de 2 segundos es A /A, = 8/2 = 4cm/seg. En cambio, si tomamos
un intervalo de 2 segundos comprendidos entre t = 8 y t = 10, la particula se mueve entre los puntos
s = b5y s = 91; es decir, una distancia de 36cm. La velocidad promedio durante estos dos segundos
es A;/A¢ = 36/2 = 18 cm/seg. Si movemos el intervalo de tiempo o cambiamos su longitud, obten-
dremos otros valores diferentes para la velocidad promedio. De estas consideraciones, es claro que lo
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que deseamos es tener una velocidad Velocidad Instantanea para algun valor fijo de ¢. Esta velocidad
instantanea es el valor limite que tiene la razén

As
A,

cuando el intervalo de tiempo A; tiende a cero.

Definicion: Sis = f(t) da la localizacion de una particula que se mueve
sobre una linea recta, entonces v = wv(t1), la velocidad instantanea en
t = t1 se define por la ecuacion:

E

vit) = Jim
(14.1) = lim ft + AAtz —ft),

La velocidad instantanea es llamada simplemente velocidad y llamaremos rapidez* de la particula al
valor absoluto de la velocidad. Es claro que la velocidad es la derivada de f(t) y podemos escribir

_ds s'(t).

(142)  v=v)=Ff()= 7 =

y seleccione la notacién que le parezca mas conveniente

Definicion: Llamaremos aceleracion de una particula a la variacién
instantanea de la velocidad. Si denotamos por a = a(t) a esta cantidad,

tenemos:
e (A — ()
a=a(t)= lim A,
. Ay _dv
(14.3) =Am X @

ds .
Comov = e se sigue

d  ds
=@
_ o
Tde?

(14.4) = s"(t).

En palabras, la aceleracion de una particula que se mueve sobre una linea recta es la segunda deriva-
da con respecto al tiempo de la funcion que da la distancia a un origen, considerado fijo durante el

movimiento de P.

Ejemplo: Discutir el movimiento de una particula que se mueve sobre una linea recta si
su posicion esta dada por s = ¢* — 16t, donde s se mide en centimetros y ¢ en segundos.

Solucién: Parat = 0, s = 0; 0 sea, la particula inicia su movimiento en el origen.

Si durante los célculos nos olvidamos de la unidades fisicas tales como c¢m y seg para
retomarlas al final, tenemos que la velocidad para un tiempo cualquiera ¢ estd dada por

(14.5) v= ds =2t — 16 = 2(t — 8).
dt
Luego, parat = 0,v = —16 cm/seg, es decir, la particula se mueve hacia la izquierda, como

se muestra en la figura 14.2, donde la flecha indica la direccion del movimiento. Si¢ < 8,

1Los términos «rapidez» y «velocidad» con frecuencia se confunden. La diferencia es que la velocidad es una
cantidad con direccion y sentido (es un vector); en cambio la rapidez es |v|, la magnitud de la velocidad y por lo
tanto siempre es positiva.
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t=4t=21t=1 t=0

o

t=12 t=14t=15 t=16 t=17 t=18 t

—64 —48 —28 —-15 0 17 36 s

Figura 14.2 Direccién del movimiento de la particula

el factor ¢ — 8 es negativo. Asi en el intervalo 0 < ¢ < 6, la particula se mueve hacia la
izquierda.

Parat = 8, v = 0y la particula estdi momentaneamente en reposo. Parat > 8, la
velocidad es positiva, y para estos valores de ¢, la particula se mueve a la derecha. Eviden-
temente para ¢ = 8 la particula alcanza su posicion extrema a la izquierda del origen. En
otras palabras, es un minimo en ¢ = 8 y un simple céalculo nos dice que ese valor minimo es
s=64—16-8 = —64.

Para encontrar el tiempo que nos indica que la particula esta de nuevo en el origen,
resolvamos la ecuacion s = t* — 16t = 0. Estonosdat =0yt = 16.

Finalmente, calculamos la aceleracion mirando 14.4 y 14.5

_dv _d

Tt Tt

En otras palabras, la velocidad aumenta uniformemente a la razon de 2 ¢cm/seg en cada se-

gundo (que se escribe ¢m/seg?). Asi la velocidad empieza en —16 cm/seg; en 8 segundos

aumento a 0 cmm/seg Y en 8 segundos mas tarde se aumenta a 16 cm/seg. Durante este mis-

mo periodo de tiempo la rapidez tiene una decrecimiento de 16 ¢cm/seg a 0 y un incremento
de nuevo a 16 cm/seg.

(2t — 16) = 2.

14.2 Movimiento bajo la accion de la gravedad

Es un hecho experimental, descubierto por Galileo, que un cuerpo en caida libre, cerca de la superficie
de la tierra tiene una aceleracion que lo atrae hacia el centro de la tierra, que es constante y aproxima-
damente igual a g = 9,8 m/seg, siempre y cuando no consideremos la resistencia del aire. Si tomamos
como positiva la direccion «hacia arriba» , entonces la ecuacion bésica que gobierna el movimiento de
un cuerpo que cae bajo la influencia de la gravedad es:

(14.6) a=—g.

Como laaceleracion es la derivada de la velocidad con respecto al tiempo, la ecuacion 14.6 y el Teorema
«difiere en una constante» (Matemaéticas I, Corolario 2, p.212) nos lleva

(14.7)  v=—gt+C

donde C; es alguna constante.

Observe que el proceso de ir de la ecuacion 14.6 a la 14.7 es el inverso de la diferenciacion. En lugar,
de derivar una funcion dada, estamos dando su derivada y queremos encontrar su «primitiva» , esto
es, la funcion original. Este proceso se llama «integracion» (algunas veces «antidiferenciacion» ) y sera
estudiado sistematica en el siguiente curso. Por el momento observe que si usted derivav = —gt + C,
obtiene a = —g, no importando que valor tenga la constante C;.

Continuando con esta idea, podemos hallar una expresion para s, recordemos de 14.1 que v =
ds/dt, de modo que buscamos una funcidn s(t), tal que su derivada sea —gt + C. Una simple inspec-
cién, basada en nuestros conocimientos ya adquiridos de derivacion, nos dice que s(t) es

(148)  s(t) = —%gtz 4 Cit+ Oy
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donde C, es cualquier constante.

Si usted deriva en ambos lados de 14.8 obtiene 14.7 para cualquier valor que tenga la constante Cs,
como también es intuitivamente claro que cualquiera funcién s(t) para la cual se cumpla s’ (t) = —g
debe tener la forma dada en 14.8. Més adelante, y cuando usted estudie «Ecuaciones Diferenciales» le
demostraremos esta propiedad, pero usted ya tiene las herramientas para hacerlo, por ejemplo usando
el Teorema de Rolle.

También es interesante es que conociendo el valor de la aceleracion podamos encontrar la posicion
en cualquier instante de un cuerpo que se lanza «hacia arriba» o simplemente se deja caer desde un
punto fijo, por ejemplo, de la terraza de un edificio.

;Pero, qué podemos decir de las constantes C'; y C»>? Sitomamos ¢ = 0, en la ecuacion 14.7, tenemos
v = (. Llamaremos a esta velocidad «velocidad inicial» y la denotamos por vo. Luego, la constante C;
es la velocidad inicial de nuestro movimiento,

Anélogamente, si ¢t = 0 en la ecuacion 14.8, tenemos s(0) = C-, que llamaremos «posicion inicial» y
gue simbolizaremos con so. Luego la constante C- es la localizacion inicial del objeto que se mueve en
t = 0. Por lo tanto, la ecuacidn 14.8 puede ser escrita en la forma

(14.9) s(t) = —%gt2 ~+ vot + S0

Ejemplo: Una piedra es lanzada hacia arriba, con un angulo 6, desde el tope de un
edificio que tiene 40 m de alto con una velocidad inicial de 20 m/seg. Hallar la méaxima
altura que la piedra alcanza. ;Cuéanto tiempo transcurre para pasar de nuevo por el tope
del edificio, esta vez viniendo en caida? ;Cuando alcanza el suelo?

Consideremos positiva la direccion «ir hacia arriba» y el origen en el suelo. Luego,
so = 40 y vo = 20. La ecuacion 14.9 nos da:

(14.10)  s(t) = —%10.1&2 + 20t + 40

Aqui hemos tomado g aproximadamente igual a 10 m/seg.
Derivando ambos lados de 14.10 obtenemos la velocidad

ds
= — = —-10t + 20 = -10(¢t — 2).
V= + (t-2)
Parat < 2, la velocidad es positiva y la piedra va subiendo. Para ¢t = 2, la velocidad es cero
y la piedra se detiene por un instante. Entonces comienza a descender. Luego, la maxima
altura a que llega la piedra se obtiene, poniendo ¢ = 2 en la ecuacion 14.10. Es decir,

Smax:5(2):_54+202+40:60

Luego, la altura méxima alcanzada por la piedra es de 60 m.
La piedra esta en el tope del edificio, cuando s = 40 en la ecuacion 14.10. Esto nos da:

—5t2 420t +40 =40
5t(4 —t) = 40.

Luego, parat = 0yt = 4 la piedra pasa por el tope del edificio. En el caso del problema
gue estamos resolviendo es ¢t = 4 (cuando viene de caida).

La piedra golpea el suelo cuando s = 0. La ecuacién 14.10 nos dice

—5t> +20t+40 =0

—5(t*—4t—-8) =0

(t—2)2-12 =0
t= 2+4+2V3, 0o t=2-2V3.

La segunda posibilidad no tiene sentido fisico y la eliminamos (s6lo buscamos ¢ > 0). Lue-
go, la piedra golpea el suelo al cabo de 5,4 segundos aproximadamente.
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14.2.1 Ejercicios?

1.

10.

En los siguientes problemas una particula se mueve sobre una recta horizontal de acuerdo a la
ecuacion dada. Encontrar la velocidad, la aceleracion y determinar cualquier posicion extrema
parat > 0. Haga un grafico similar a figura 14.1 (p. 253), mostrando el movimiento para ¢ > 0.
(@) s(t) =t*>—13t+60

(b) s(t)=t>—9t -7

. Una piedra es lanzada hacia arriba desde el tope de un edificio que tiene una altura de 48m y con

una velocidad inicial de 5 m/seg. Hallar la altura méaxima que la piedra alcanza, y cudndo golpea
al suelo. ;Ddnde se encuentra la piedra cuando la velocidad es de —20 m/seg?

. Una pelota es arrojada directamente hacia abajo desde lo alto de un elevado edificio, con una

velocidad inicial de 30 ft/seg. Suponiendo® que la pelota golpea al suelo con una velocidad de
190 ft/seg. ¢Cudl es la altura del edificio?

. Una pelota es dejada caer desde el tope de un edificio que tiene 144 ft de alto. Un segundo

mas tarde una segunda pelota es arrojada hacia abajo desde el tope del mismo edificio con una
velocidad inicial |vo| ¢ Qué valor debe tener |vo| para que ambas pelotas golpeen el suelo al mismo
tiempo?

. Una bola se deja caer desde un edificio de altura A metros*.

(a) Demuestre que la bola golpea el suelo en §\/5h segundos.
(b) Silabolase lanza hacia arriba con una velocidad inicial de |vo| m/seg, demostrar que golpea
el suelo después de

1 [ 02
0 < vg + 20h — |v0|)

segundos.

. Un hombre de pie en suelo lanza una piedra verticalmente hacia arriba. Encuentre una férmula

que dé la altura maxima alcanzada por la piedra en funcién de su velocidad inicial |vo|. Desprecie
la altura del hombre y (como solemos pensar) suponga la aceleracion de gravedad constante.
¢Cual es el menor valor de |vo| que hara que la piedra caiga sobre el tope de un edificio de 100
metros de alto.

. Un hombre parado en un puente lanza una piedra hacia arriba. Tarda 3 segundos la piedra en

pasar frente al hombre, viniendo hacia abajo. Después de 2 segundos golpea el agua que esta
bajo el puente. Hallar la velocidad inicial de la piedray la altura del puente sobre el agua.

. ¢Es posible tener una particula moviéndose sobre una linea horizontal de izquierda a derecha

(s(t) es siempre creciente) y sin embargo tener v(to) = 0 para algun valor particular to? (Es
posible tener v(t) = 0, para dos valores diferentes de ¢?

. Un astronauta parado en un acantilado deja caer una piedra. Observa que tarda 3 segundos en

llegar al suelo. (Cual es la altura del acantilado, sobre el suelo al que llega la piedra? si:
(@) Elastronauta esta en Venus, donde g = 28 ft/seg”.

(b) Estaen Marte, donde g = 12 ft/seg®.

(c) EstaenlalLuna, donde g = 5,5 ft/seg?
Suponga que

s(t) =t* —126° + 60t> — 11t — V29

da la localizacion de una particula que se mueve sobre una linea recta. Hallar la velocidad de la
particula cuando la aceleracién es

(@) 24m/seg?,

(b) 60m/seg?,

(€) 12m/seg?

(d) 0m/seg?

2Se sugiere resolver los problemas 1.,2. y 3 del §8.4 de la Guia de Problemas 1, de los Profs. Giudici
39 = 32 ft/seg?
49 = 10m/seg®
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14.3 Razones afines, o coeficientes de variacion

La localizacion de una particula P no es la Unica cantidad que puede depender del tiempo. En realidad,
cualquier magnitud fisica F' que estad cambiando, nos lleva a una funcién F(¢) y la derivada F'(t) da la
«variacién instantanea» de F' con respecto a t. Por ejemplo, F puede ser el volumen de un globo al cual
se le introduce aire, o F' podria ser la concentracion de un &cido en un tubo donde se esta realizando
una reaccion quimica, o F' podria ser la cantidad de carga eléctrica en un condensador o F' podria ser
la resistencia que tiene una cierta viga de acero colocada en un puente cuando pasa un camion. En
algunos casos puede ser muy dificil, o ain imposible determinar F(¢) y por lo tanto F’(t), pero en
muchos de los casos lo que hacemos es encontrar una ecuacion que relacione F', con otras magnitudes
para las cuales conozcamos la variacion de ellas con respecto a la variable ¢, que generalmente es el
tiempo. Derivamos esta ecuacion con respecto al tiempo y resolvamos la ecuacion para F'(t). Pero
veamos mejor con ejemplos.

Ejemplos
1. Un globo esférico se llena de aire y su radio crece a razon de 2,5 centimetros por minuto; ;con
qué rapidez aumenta el volumen cuando el radio es de 20 centimetros?
Solucidn: Se puede expresar el volumen en el instante ¢, en funcion del radio en el instante ¢, por
medio de la bien conocida formula para el volumen de una esfera. Asi,

1411)  F(t) = V() = %W(r(t))3.

Derivando ambos lados de la ecuacién 14.11 con respecto a ¢ y utilizando la llamada «regla de la
cadena» , obtenemos:

(14.12)  F'(t) = V'(t) = 4n(r(t)*)r' ().

Ahora bien, si el radio es de 20cm en el instante ¢, tenemos

(14.13)  V'(t1) = 47w(400)x1.5 = 24007

O sea, el volumen aumenta en razon de 2400w em?®/min (= 7536cm® /min).

2. Un hombre esta parado sobre el tope de una escalera que tiene 13 metros de largo, la cual esta
apoyada sobre una pared (puede pensar que el hombre esta pintando la pared). El suelo donde
se apoya la escalera esté jabonoso y la escalera empieza alejarse de la parte inferior de la pared a
razén de 6 m/min. Si el hombre permanece en el tope de la escalera, ;a qué velocidad el hombre
desciende, cuando:

(a) el extremo inferior estd a 5 metros de la muralla?

(b) el extremo inferior estd a 12 metros de la muralla?
Soluciodn: La figura 14.3 ilustra la situacion del problema. Si P representa al hombre situado en
el tope de la escalera, tenemos

(1414) 2°+y°> =13 =169

Donde y = y(t) representa la altura del tope de la escalera al suelo, en un instante t y x = z(¢),
la distancia del punto @ de la escalera que se apoya en el suelo. Derivando implicitamente, en la
ecuacion 14.14, con respecto a t, tenemos

dz(t) |, ody(®) _

(1415)  20(t)— o

+ 2y(t)

. d (t) .
Despejando =2~ se obtiene

dy(t) _ _x(t) de(t)

dt y(t) dt
Cuando = = 5, la ecuacion 14.14 nos da

y =169 — 25 = /144 = 12.
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Y 13m

6m/min

Figura 14.3 la escalera apoyada en la pared

Por otra parte, nos dan que dflit) = 6 m/min. Por lo tanto,
dy(t) 5 _ .
7 - 12 6 = —2,5m/min,

o0 sea el hombre desciende a razén de 2, 5 m/min.
Cuando z = 12, y = 5y en este caso

dy(t) 12 .
—— =—-——-6=-144
¥ 3 6 m/min,

y esto es bastante més rapido.

. Una persona, parada sobre un acantilado, observa un bote de motor con unos anteojos de larga
vista, cuando el bote se acerca a al playa que esta directamente abajo de ella. Si los anteojos de
larga vista estan a 250 metros arriba del nivel del agua y si el bote se acerca a 20 m/seg. ¢Con
qué rapidez cambia el &ngulo del telescopio con respecto al bote cuanto éste se encuentre a 250
metros de la playa?.

Solucién: La figura 14.4 nos indica la situacion del problema donde o y z son las variables que
dependen del tiempo. Ahora bien,

dx
14.1 — = -20.
(14.16) 0
El signo menos se debe a que la distancia =z disminuye con el tiempo. Buscamos Z—? cuando
telescopio
—_—
a

250
AN

T bote

Figura 14.4 el observador del bote
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x = 20. Por otra parte,

Xz
14.17 t = —.
( ) an o 550
Derivando, tenemos
2 day 1 d_m
(14.18)  sec” af dt) = 0 d

En el instante en que z = 250; a = % radianes ysec2(§) = 2. Luego,

da 20 1 1

dt 250 2 25 0.0
El 4ngulo o« cambia a razén de —0,04 radiantes por segundo. El signo negativo se debe a que «
disminuye con el tiempo.

. Un tanque tiene la forma de un cono invertido con una altura de 16 metros y un radio base de 4

metros. El agua fluye al tanque a razén de 2m®/min. (Qué tan rapido crece el nivel cuando el
agua tiene 5 metros de profundidad?

Solucién: Sean ¢ el tiempo en minutos que ha transcurrido desde que el agua comenz6 a fluir
dentro del tanque; h la altura en metros del nivel del agua en ¢ minutos; r el radio medido en
metros de la superficie del agua en ¢ minutos y v el volumen en metros cubicos del agua en el
tanque en ¢ minutos. La figura 14.5 muestra las condiciones del problema.

un tanque con forma de un cono invertido
Figura 14.5

L . I .
En cualquier instante de tiempo, el volumen de un conoesv = grrrzh, donde r y h son funciones
del tiempo. Usando tridngulos semejantes tenemos

r 4 1
14.1 —=—=-.
(14.19) h 16 4
Por lo tanto,
1 .3
14.2 = —mh”.
(14.20) V=g wh
Derivando ambos lados de 14.20 con respecto a ¢, tenemos
dv _ iﬂ—}ﬂ@
dt ~ 16" dt’
Como ‘fl—;’ = 2, despejando % tenemos % = % que para h = 5, nos da que el agua crece a
s

razén
2
Zi)_w ~ 0,41 m/min

cuando el agua se encuentra a 5 metros de profundidad.
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5.

El 4rea de una elipse centrada de semi-ejes a y b es wab (muy pronto sabra calcularlo por integra-
les). Se sabe que el semi-eje a crece a razon de 2 cm/seg y que el semi-eje b disminuye a razén de
2cem/seg. ¢COmMo varia el rea de la elipse?

Solucién: Sea A = wab. Derivando con respecto a ¢, tenemos
dA da db
E = W(Eb + aa)

=27(b—a).

14.3.1 Ejercicios®

1.

10.

Un triangulo de lados a,b y ¢ es tal que el angulo (formado por los lados a y b) se mueve a razén
de 2 grados/seg. ;COmo varia el area del triangulo?

Si el radio de un disco se aumenta a razén de 3 cmn/seg, encontrar la variacion del drea cuando
r=4cm.

. Dos automoviles, uno se dirige hacia el este a razon de 40 km/hora y el otro hacia el sur a razén

de 30 km/hora, estan viajando hacia la interseccion de las dos carreteras. ;A qué velocidad se
aproximan los dos automoviles, uno con respecto al otro, en el instante en que el primer carro
esta 400 metros y el segundo esté a 300 metros de la interseccion?

A las 8 : 00 AM. el barco A se encuentra 25 millas al sur del barco B. Suponiendo que A navega
hacia el este a razon de 16 millas/hora y B navega hacia el sur a 20 millas/hora, encuentre la
razén de cambio de las distancia entre los dos barcos a las 8 : 30 AM.

Se bombea gas a un balén esférico a razén de 5m3/min. ¢Si la presion se mantiene constante,
cual es la razon de cambio del radio cuando el diametro mide 180 cm?

. Setiraunapiedraaun lagoy esto produce olas circulares cuyos radios crecen a razon de 50 cm/ seg.

(A razdn de cuantos metros por segundo aumenta el perimetro de una ola cuando su diametro
mide 8 metros?

Un punto P(z,y) se mueve sobre la grafica de la ecuacion y = «® 4+ 2? + 1. Su abscisa varia a
razén de 2 unidades por segundo. ;A raz6n de cuantas unidades por segundo varia su ordenada
en el punto (1,3)?

Un cohete es lanzado en direccion vertical y es rastreado por una estacion en el suelo a 3 km del
sitio del lanzamiento. ;Cudl es la velocidad vertical del cohete en el instante en el que su distancia
a la estacién de radar es de 5 km y esta distancia aumenta a razén de 5000 km /hora?

. Un hombre de 1,80 metros de alto corre a una velocidad de 8 m/seg alejandose de una luz calleje-

ra al tope de un poste de 9 metros de altura. ;Con qué rapidez se mueve el extremo de su sombra
sobre el suelo cuando él esta a 100 metros del poste de la luz?

Dos estaciones de radar ALFAy BET Acon BET A a6 millas al este de ALF A, estan rastreando
un barco. En cierto momento, el barco esta a 5 millas de ALF A y su distancia aumenta as razon
de 28 millas/hora. En el mismo instante, el barco estaa 5 millas de BET A, mientras su distancia
aumenta a s6lo 4 millas/hora. ;DOnde esté el barco, con qué rapidez se mueve y en qué direccién
lo hace?

14.3.2 Respuestas de los ejercicios en la pagina 257

1.

(a) Ver lafigura 14.6.
(b) Verlafigura 14.7.

. 20m, t = 3 seg.

550 ft.
40 ft/seg, 160 ft.

5Se sugiere resolver los problemas 4,5,6,7,8,9,10,11,12,13 de §8.4 de la Guia de Problemas I, de los Profes. Giudici
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10.

)l Fi=3

10 19 s

t=1 t=20
t=+/3 {
—6V3 -7 —15 -7 21 s
Figura 14.7 ejercicio 1 parte b
vg
61’ 80 m/seg.

48 ft/seg, 160 ft.
Si, s(t) = (t —1)3.

Si. Si s(t) = 6t° — 15t* + 10t entonces v = 30> (t — 1)°.

(@) 126 ft.
(b) 54 ft.
(c) 25 ft.

@) t=2seg, v=11Tm/seg, o t =4seg, v = 149.
(b) t=1seg, v="T7m/seg, o t =5seg, v=189.

(c) t =3seg, v=133.

(d) Laaceleracion es siempre diferente de cero.

14.3.3 Respuestas de los ejercicios en la pagina 261

1.

Usando que el &rea del tridngulo es A =

1 .
—abseny (donde v es el angulo formado
por los lados a y b y se expresa en radia-

. dA 1 dy
n iene — = = =L com
es), se tiene p ZabCOS’y 7t Como
& = 2 radianes/seg, podemos escribir
dA _ T b cos
dat 180 i

247 cm? [ seg.

3. 0,38 m/seg.

—10,12 millas/h. (El signo negativo indica
que a las 8 : 30 AM.,, la distancia entre los
barcos estara disminuyendo).

o

© © N o

10.

% =~ 0,49 m/min.
mmetros/seg.

10 unidades/seg.
6250 km/hora.

10 m/seg. Obsérvese que el valor 100 no se
utiliza.

El barco estd 3 millas al este y 4 millas al
norte de ALFA. El barco estqd navegan-
do hacia el noroeste a una velocidad de
20+/2 millas/hora.
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f(x2)

f (o)

f(z1)

0 c a T1 Ty T2 b d

Figura 14.8 funcion con regiones de crecimiento y decrecimiento

14.4 Funciones crecientes y decrecientes

Usted esté familiarizado con el concepto de «funcidn creciente» y sélo para recordar :

e Una funcion f(x) se dice que es creciente en un intervalo I si, para cualesquiera z: y z» en I con
z1 < 2, entonces f(z1) < f(z2). Si f(z) es creciente en un intervalo I, escribiremos f 1 I.

e Una funcién f(x) es creciente en un punto zo si existe un intervalo alrededor de z, tal que f(x)
es creciente en ese intervalo.

También estudi6 un teorema de Lagrange que nos da un criterio simple para saber si una funcién es
creciente en un intervalo dado I, es decir,

e Si f(x) es una funcion tal que f'(x) es positiva en zo, un punto en el dominio de £, entonces f es
creciente en xo.

¢ Si la derivada es positiva en todo un intervalo I, entonces f 1 I.

Ahora bien, cuando hablamos de estudiar funciones crecientes queremos decir, encontrar los su-
bintervalos del dominio de f, donde f sea creciente, o lo que es lo mismo, donde f'(z) > 0. En la
figura 14.8 vemos que la funcidn y = f(z) no es creciente en todas partes, pero si lo es en el intervalo
a<zx<b.

En forma anéloga podemos definir una funcién decreciente y tener un criterio para su estudio ;
pero podemos evitar este trabajo observando que

e g(z) es una funcion decreciente ({) siy sélosi f(z) = —g(z) es una funcidn creciente.
En la figura 14.8, f es decreciente en [¢,a) U (b, d].

Ejemplo: Hallar en cuales intervalos la funcion f(z) = 17 — 15z + 92> — > es creciente
y en cudles decreciente.
Solucion : Calculando la derivada de f(z) tenemos
(14.21)  f'(z) = —15 + 18z — 327
= —3(5 — 6z + z°) = —3(z — 5)(x — 1).
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T 100

T80

160 f(z) =17 — 15z 4+ 92% — 23

(5,42)

B R A A AN

Figura14.9 f(z) = 17 — 15z + 92 — 2*

Claramente, la derivadaesceroen z = 1y x = 5y s6lo en estos valores. Estos dos puntos
dividen al eje = en tres conjuntos o subintervalos :

Il = (—OO,].) 5 IQ = (1,5) 5 Il = (5,00)

En cada uno de estos subintervalos la derivada tiene signo constante. Por ejemplo estudie-
mos primero el Is. Cuando z > 5, los dos factores (x — 5) y (z — 1) son mayores que cero y
por lo tanto f'(z) < 0siz > 5. Luego, f | Is. Una discusion similar se puede realizar para
los otros dos subintervalos. Este trabajo lo arreglamos en la tabla 14.1. El gréfico de esta

signos signo de
Dominio de z | -3(x-5)(x-1) f'(x) La funcion es

Il —o<r<l1 (') (') (_) — ‘l’
I 1<z <5 QIOIGS) + T
I, bH<z<o0 RIGIG - i

Tabla 14.1 tabla de signos de la derivada
funcion lo vemos en la figura 14.9.

Ejemplo: Hallar en qué intervalos la funcion

0= iy

es creciente y en cuales es decreciente.
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Solucidn : El lector deberd justificar los diferentes pasos que se escriben a continuacién

ﬁ(%) ¢?

Dado que 2> +1 > 0 (¢ ?), z = 0 divide al eje 2 (dominio de f) en dos conjuntos :
I = (—O0,0) yIQ = (0, OO)
Luego festenI;ylenlIs (¢ ?). Haga un dibujo de la funcion.

(14.22)  f'(z) =8 (1)

Ejemplo: Hallar en qué intervalos la funcion f(z) = senx es creciente y en cudles es
decreciente.

Solucién : Usted puede resolver este problema haciendo el grafico de la funcion senz y
observar que qué subintervalos de su dominio (todo R) es creciente. O bien calcular

(14.23)  f'(z) =cosw

Ahora bien, cosz = 0, para x = § + nx con n un nimero entero. Como la funcion cos x
tiene periodo 27, podemos analizarla entre los subintervalos

T T 3w

L=(53yk=(5)

Yy =Ccosx

SN
o s

Figura14.10 y = cosx

voly
ol

La figura 14.10 nos ayuda a determinar el signo de f'(x) en I, e I». En efecto, f'(z) > 0 en
I yf,(l') < 0enI,.
Luego,
™ ™
fes T en (—5 + 2nm, 3 +2mr>

fes | en <g+2n7r, 3;+2n7r)

en donde n €s un namero entero.

14.4.1 Ejercicios: crecimiento y decrecimiento

Hallar los intervalos en los cuales la funcién f es creciente y los intervalos en los cuales la funcion f es
decreciente®.

6Se sugiere buscar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las funciones que estan en los problemas
1,2,...,16 de §8.3 de la Guia de Problemas | de los profesores Giudici
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1. flx)=2*+9

2. f(z) =2 +6z—1

3 f(z)=2%-38

4. f(x) = x> — 32°

5 f(z)=x*—42%+9

6. f(z) = (z+1)%(x - 3)°

1. fes 1 en (0,00)Yy
fes | en (—oo0, 0).
2. fest en (-3,00)y

fes | en (—oco, —3).

7. f(z) =zV8 — a2

9+ 2z — z°
8. flw) =
5—3z
9. f(z) = 2=

10. f(z)=1— /.

yfes ~L en (—OO, O)U(O’ 3)
6. Ver nota 6 al pie de pagina.

7. fes 1 en (-2, 2)
yfes | en (=2v2, -2)U (2, 2V2)

3. fes 1 entodosudominio.

4. fes 1t en (—oco, 0)U (2,
yfes | en (0, 2).
5. fes 1 en (3, co)

145 Valores extre

145.1 Puntos criticos

) 8. Ver nota 6 al pie de pagina.
o0
9. Ver nota 6 al pie de pagina.

10. fes | entodo su dominio.

mos de una funcidon

Brevemente, el valor maximo de una funcion es su valor méas grande (alto) y el minimo es su menor
valor (més bajo). Para precisar debemos especificar el valor que estamos considerando. En otras pala-
bras, debe estar muy claro cudles valores de x se permiten en la competencia de hacer f(x) un maximo

o0 un minimo.

y = f()
maximum
.
f(z3)
\ £
f(z
y (z9)
a .170/ T T2 T3 b T
minimum

Figura 14.11 el maximum y el minimum

Recordemos que en el capitulo 3 estudiamos el concepto de méximos y minimos tanto locales como

globales, y s6lo para recordar:

e La funcion f(zx) se dice que tiene un valor maximo en z en el intervalo I si f(zo) > f(x), para

todoz € I.

e Anélogamente, f(zo) es el minimo de f(x) en el intervalo I si f(xo) < f(z), paratodoz € I.
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Zox - = T
maximo maximd y=75@
global | minimo minimo
local local
N~
/-r‘n\kﬁ om.émmomaXImO
a logal| local
local
» v, | 0
oo minim
loca M | local
a b

Figura 14.12 diferentes casos de extremos

El grafico de una funcién puede tener varios puntos que aparecen como los puntos mas altos de
una funcion. Para distinguir entre tales puntos, el mayor de todos lo llamaremos maximum o maximo
absoluto o méaximo de f(x), mientras que los otros los denominaremos maximos relativos locales de
f(z). Enlafigura 14.11 f(z1) es un maximo relativo; en cambio f(z3) es el maximo global o absoluto.

Similarmente se definen los minimos relativos o locales y el minimo absoluto o global o simple-
mente minimum. Asi, en la figura 14.11, f(xo) es el minimo absoluto en cambio f(z2) es un minimo
local.

Losvaloresz; € I, tales que f(z;) es un maximo o un minimo (absoluto o relativo) se llaman valores
extremos.

De acuerdo al Teorema de Fermat uno espera que los valores extremos se obtengan cuando la
derivada de la funcion es cero (para una funcion derivable y en los puntos interiores del intervalo).

En la figura 14.12 vemos diversos casos dénde una funcién f(z) puede tener un valor extremo. Asi
vemos que los candidatos a ser valores extremos pueden ser:

e Puntos frontera: que son los puntos inicial y final de un intervalo I = [a, b] (0 [a, b), O (a, b]).

e Puntos estacionarios: puntos z; € I donde f'(z;) = 0. Observe que en estos puntos la gréafica
de f(z) se nivela, dado que la tangente es horizontal. Con frecuencia los valores extremos se
presentan en los puntos estacionarios (vea la figura 14.12).

e Puntos singulares: puntos z; € I donde f'(z;) no existe. En estos puntos la grafica puede te-
ner un vértice (no hay una buena recta tangente), una tangente vertical, o tal vez da un salto
(discontinuidad). Los valores extremos pueden darse en puntos singulares, ver la figura 14.12.

En estos tres tipos de puntos: frontera, estacionarios y singulares, esta la clave de la teoria de maximos
y minimos y cualquier punto z; € Dom f que sea de uno de estos tres tipos se llama punto critico de f.

Observacion: Hay funciones que, no poseen un valor maximo o minimo en su dominio
0 en cualquier subintervalo abierto en el dominio. Por ejemplo, f(z) = % no tiene valores
maximos ni minimos en (0, co) como se observa en la figura 14.13.

Por otra parte, esa misma funcion tiene el valor maximo f(1) = 1 y el valor minimo
f(3) = % enI=|1,3]. Observe que esta funcion es continua en (0, o).
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Figura 14.13 f(z) = <

Ejemplo: La funcion

f(x):{ 20 si 1<z<?2
r—2 si 2<z</4
En I = [1,4], f(z) no tiene valor maximo. Se acerca indefinidamente a 4, pero nunca lo
alcanza. Sin embargo, f(z) tiene el valor minimo f(2) = 0.

Observe que esta funcidn es discontinua en z = 2, ver figura 14.14.

El teorema de Weierstrass que responde a la pregunta de la existencia de valores maximo
y minimo. Note que ese teorema exige que f(z) sea continua y que el intervalo de definicion
sea cerrado.

Ejemplo:Hallar los valores extremos de la funcion
f(x) =17 — 15z + 92° — z°
en todo su dominio. Esta funcion ya la habiamos tratado en un ejemplo de la seccion 14.4
(ver figura 14.9 en la pagina 264).
En efecto,
f(x) = =3(x = 5)(z — 1).
Luego los valores extremos relativos se encuentranen z = 1 yenz = 5. Como f(x) es
decreciente para z < 1y creciente parax > 1y z < 5, es claro que la curva desciende, se
paraen z = 1Yy luego asciende. Es decir, en x = 1, tenemos un minimo relativo y su valor
es
f(1)=17-15+9 -1 =10.

La figura 14.15 representa una porcion de la grafica de f(z) (compare con la figura 14.9).
Anéalogamente, f(x) es crecienteen 1 < z < 5, se para en x = 5, y después contindia
decreciendo. Luego, f(x) tiene un maximo relativo en z = 5 y su valor es

f(5)=17—15-5+9-25 — 125 = 42.

La figura 14.16 representa otra porcion de la grafica de f(z). Observe que x = 1 no es el
minimum (o minimo absoluto). Por ejemplo,

£(20) = —4.683 < f(1) = 10.
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y = f(x)

Figura 14.14 funcién sin maximo absoluto

y = f(x)

301+ Esun minimo relativo

101

Figura 14.15 10 es un minimo relativo

Tampoco z = 5 es el maximum,
f(=20) =11.917 > f(5) = 42.

14.6  Aplicaciones de los extremos de una funcién

Hasta el momento hemos estudiado los puntos maximos y minimos que tiene una funcién, sin preo-
cuparnos de algun significado concreto que ellos pudieran tener.

Sin embargo existen muchos problemas que se presentan en el mundo fisico que se resuelven re-
duciéndolos a un problema de hallar puntos maximos y minimos sobre una curva (gréfico de una
funcidn). Veamos algunos ejemplos.

Ejemplos

1. (Descomponiendo un numero en dos sumandos). Hallar dos nimeros cuya suma es 28 y cuyo pro-
ducto sea el mayor posible.
Solucién: Sean z y y los nUmeros. Entonces la condicion del problema nos dice:

(14.24) z+y=28



270

Aplicaciones de la derivada

y = f(x)

Es un maximo relativo

T (5,42)

3,26)

Figura 14.16 42 es un maximo relativo

(14.25) P=xzx-y

La ecuacion 14.25 depende de dos variables, pero por medio de la ecuacion 14.24 podemos con-
vertir a P en una funcion de una sola variable, por ejemplo si de 14.24 despejamos y, y = 28 — z,
tenemos

(1426) P=P(z)=x(28—2)=28z —z’

Observacion: La funcion P(z) es una parabola en z,y y usted puede seguir este
problema hallando el méaximo de la curva.

(1427) P'(z)=28-2z

Luego, P'(z) = 0, nosda z = 14.

Ahorabien, P'(z) > 0siz < 14. Osea, P(z) esten (—oo,14),y P'(z) < 0siz > 14. O sea, P(z)
es | en (14, co). Luego el punto (14,196) es un punto méaximo local. Pero dejamos al estudiante
probar que es también el punto maximum.

Luego, el producto es maximo para cuando se separa en 14 y 14, y su valor es 196.

Observacion: Si usted recuerda el llamado criterio de la segunda derivada, usted
puede usar la segunda derivada en 14.27 y tener P"(z) = —2 < 0 ; oseax = 14,
representa un valor maximo.

2. disefio del terreno y la cerca T
Figura 14.17

(Cercando un terreno). Se dispone de alambre suficiente para construir una valla de 100 m de
largo y se desea usarlo para cercar tres lados de un jardin rectangular, cuyo cuarto lado bordea la
orilla de un lado. (Cuéles deberian ser las medidas del terreno para que la valla abarque el area
maéxima posible ?
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Solucién: La figura 14.17, nos ayuda a plantear y resolver este problema. Sea A el area del terreno
con z la longitud del lado paralelo al lago y con y la longitud de los otros dos lados.

La condicion del problema nos dice
(14.28) A=uwy
(14.29) =z +2y =100

Con lo cual ha resultado un problema muy parecido al del ejemplo anterior. Justifique usted los
pasos que mostramos a continuacion:

A= Am) = (28=2)0

(14.30) =50z — £, en [0, 100].
A(z)=50—=z
x = 50
(14.31) A(0) = A(100) = 0y A(50) = 1250m?

y efectivamente se trata de un maximo. Luego la valla debe tener las medidas z = 50my y =
25m.

Observacion: Fijese nuevamente que A(x) es una parabola.

X 24 X

x 1l M x

9

| [ i

X X
| -
9-2x
24-2x la pieza de carton y el disefio de la caja
Figura 14.18
3. (Construyendo una caja). Se desea construir una caja rectangular con una pieza de cartén de

24 em de ancho por 9 cm de largo, cortando cuadrados idénticos en las cuatro esquinas y doblan-
do los lados, como se muestra en la figura 14.18. Hallar las dimensiones de la caja de maximo
volumen y el volumen de dicha caja.

Solucién: Sea z el lado del cuadrado que se va a cortar y V' el volumen de la caja. La base de la
caja tiene dimensiones

(24 — 22) x (9 — 2x)
y el volumen V es la siguiente funcién de «,
(14.32)  V(z) = z(24 — 22)(9 — 2z)
= 4z® — 662° + 216z

Ahora, z debe estar en el intervalo I = [0, 4,5] para que exista una caja como la pedida. Derivan-
do V(z) e igualando a cero, tenemos

(14.33) V'(z) = 122% — 132z 4 216
=12(z® — 11z + 18) = 12(z — 9)(z — 2).
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Luego, se tienen valores x = 2 y z = 9 (que debemos descartar porque 9 ¢ I = [0, 4,5]).

Hay tres puntos criticos: 0, 2y 4,5. En los puntos frontera 0 y 4,5, V- = 0 ; por lo tanto el Unico
punto que nos quedaesz = 2yenestecaso V =2-20-5 = 200 cm>.

Efectivamente, el punto (2, 200) es maximo absoluto para V (z) en [0,4,5], yaque V" (2) = —14 <
0en|o0,4,5].

Observacion: Sugerimos al lector que estudie este problema buscando los extremos
de la funcién ctbica

4z° — 662 + 2162.

h h
Q El lado desenrollado

Cortar la linea
4. envase cilindrico punteada

Figura 14.19

(Construyendo un recipiente econémico). De todos los recipiente metélicos cilindricos que en-
cierran un volumen de 100 cm?, ;cudl de ellos requiere le menor cantidad de material para cons-
truirlo ?

Solucion: La figura 14.19 nos muestra un cilindro con base de radio r y altura h. El area de la
superficie S del recipiente esta dada por:

(14.34) S =27’ + 27rh

ya que hay que tomar en cuenta las dos bases circulares y el costado. Ahora bien, h y r estan
relacionados por la ecuacion:

(14.35)  7r’h = 100.
Despejando h de 14.35 y reemplazando en 14.34 tenemos

(1436) S =S(r) =2’ + 2771“@
w2
(14.37) — 2 4 @ en (0, 00).

Derivando S(r) e igualando a cero tenemos:

200 _ 47’ —200 _

(1438) 8" =dar — =3 0.

r2

Como r > 0, 4mr® — 200 = 0 y por consiguiente,

(1439) r= f/g.

Hay un solo punto critico y en él se alcanza el minimo. En efecto,

(14.40)  S"(r) = 4m + 4% >0,

paratoda r € (0,00), en particular para r dada en 14.39.
Luego se trata de un minimo absoluto y las dimensiones son

iy r ™

Es decir la altura del recipiente es igual a la de su diametro.
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Observacién: Encuentre que

o

60 (22)

3/ 50 r
™

Figura 14.20 la funcion decrece a la izquierda de un punto y crece a la derecha de él

es un minimo, estudiando que la funcién decrece a la izquierda del punto %/5;0 y crece a la
derecha de él. Vea la figura 14.20.

5. (Un abrevadero de agua). Un abrevadero de 20 pies de largo tiene sus extremos en forma de
triangulos isésceles cuyos lados iguales son de 4 pies de longitud. Determinar el ancho en la
parte superior de un extremo triangular, de manera que el volumen del abrevadero sea maxi-
mo. Solucién: Sea 6 el angulo entre la vertical y uno de los lados. Ver la figura 14.21. Usando

-n—b—»

Figura 14.21 abrevadero

trigonometria tenemos
(14.41) h=4cosfyb=8sené.
Por lo tanto, el volumen V' que depende del &ngulo 6, es
(1442) VvV =V() = %(4 cos 0)(8send) - 20
160(2 senf cos#) = 160 sen26
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endonde 6 € I = [0, Z]. Usando el mismo procedimiento de los problemas anteriores, tenemos
V'(8) = 320 cos 26 = 0.

Luego, # = 7 y el punto nos da un valor maximo (;por qué?). El ancho de la parte superior del
abrevadero, es la base del triangulo isésceles, o sea

8 seng = 4v/2 pie.

Observacion: Sugerimos resolver todos los problemas 1 al 20 de maximos y mi-
nimos que se encuentran en la seccién 8.2 del Problemario de Mat. 1 de los Profes.

Giudici.

14.6.1 Ejercicios
1. Estudiar los valores extremos de la funcion
f(x) =17 — 15z + 9z° — z°
(@) I=[-2,0],
(b) I =713,6].

2. Hallar los puntos criticos para las funciones en los ejercicios 1), 3), 6), 8) y 9) en su dominio. Ver
la nota 7 al pie de pagina.

3. Enlos problemas que se dan a continuacion hallar el minimo absoluto y su méximo absoluto.

@ f@) = s r e [-4,-1)
(b) f(z)= % (2 €[9,10]

© fla)= 1_23_4115 & € [~100, 2].
@ f@)=FEETET g

4. Discutir’ el punto (0,0) perteneciente a la curva y = ™, para cada entero n > 0.

5. Hallar dos nimeros cuya suma es 2n, n entero y positivo, y tal que su producto sea el mayor
posible. Generalice sin € R.

6. La operacion de un camion de transporte cuesta (120 + %) bolivares por cada kilémetro cuando
es conducido a una velocidad de v kilometros por hora. El conductor recibe como sueldo 484
bolivares por hora. (A qué velocidad se minimiza el costo para un transporte que esta a d ki-
lometros de distancia? Suponga para este problema que las leyes restringen la velocidad entre
40 < v < 60.

7. En fisica se demuestra que cuando no se considera la resistencia del aire, el alcance horizontal D
de un proyectil estd dado por:

2

D=%gen20, 0<0< T
g

2
donde vy es la velocidad inicial, g es la aceleracion de gravedad y 6 es el &ngulo de elevacién o
de partida. Hallar el &ngulo theta para que el alcance sea maximo.

8. Un terreno rectangular que tiene 1500 m? va a ser cercado y dividido en dos porciones iguales
mediante una cerca adicional paralela a dos de los lados. Hallar las dimensiones del terreno que
requieran la menor cantidad de cerca.

7 Se sugiere buscar los puntos criticos de las funciones que estan en los problemas 1 al 16 de la seccion §8.3 de la
Guia de Problemas I de los profesores Giudici.
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9. La resistencia de una viga rectangular de madera varia directamente proporcional al ancho y con
el cuadrado de la altura. ¢Cuales son las dimensiones de la viga més resistente que podamos
cortar de un tronco cilindrico de radio r?

10. Un pedazo de alambre de longitud [ se corta en dos pedazos y cada pedazo se dobla hasta formar
un cuadrado. ;Como debemos cortar el alambre para que la suma de las areas encerrada por los
dos cuadrados sea maxima?

11. Si el namero de turistas que hacen un recorrido en autobus a una ciudad es exactamente 30,
una empresa cobra 20 ddlares por persona. por cada persona adicional a las 30, se reduce el
cobro personal en 0,50 ddlares. (Cudl es el nimero de turistas que debe llevar un autobus para
maximizar los ingresos de la empresa?

12. Se desea construir un oleoducto desde una refineria hasta unos tanques de almacenamiento, cru-

tanques
-~ L = terreno
4Km pantano
4 Km refineria

Figura 14.22 tendido del oleoducto

zando un pantano. El costo de construccién a través del pantano es de 25.000.000 de bolivares por
kilémetro y por terreno firme es de 20.000.000 por kildmetro. ;Cémo debe tenderse el oleoducto
para que el costo de construccion sea minima? Vea la figura 14.22

14.6.2 Soluciones de los ejercicios

1. (c) 0, 3.
(@) = 1 da el minimo absoluto y f(1) = @ 2,3
10. 4. Es el minimum para n par.
x = -2 da el maximo absoluto y ) 9
F(=2) = 91. 5. x=y=mn,P=n".
(b) z = 3 dael minimo absolutoy f(3) = 6. v~ 44 km/hora.
26. 7.0="T.
x = 5 da el maximo absoluto y f(6) = 4
35. 8. Las dimensiones deben ser 154/10 x 10+/10.
2. 1) minimumen (0,9). 9. El ancho debe ser 2 y la altura 2r\/g.
3) No tiene. . .
6) Minimo relativo en (1, —64). 10. 3| cortamos el alamk?r.e por la mitad, los cua-
) rados tienen lado g; pero esto corresponde
8) No tiene. a un minimo. Si nos atenemos al problema
9) No tiene. de tener dos partes y un maximo, no hay so-
3. lucion.
(@) -1, _%. 11. # turistas = 35.
(b) &, 17 12. =4

14.7 Asintotas y dibujo de curvas

En esta seccion nos dedicaremos al dibujo de curvas mas sofisticadas, utilizando para ello todo lo
aprendido anteriormente mas otros conceptos, tales como el de asintota de una curva, una recta a la
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que la curva se acerca arbitrariamente en un sentido que especificaremos pronto.

14.7.1 Asintotas Verticales y Horizontales

En la seccién 9.2, p. 103 estudiamos

(1443)  lim f(z) = +o0,

que significa que dado M > 0, existe delta > 0 tal que
0 < |z —a| < éimplica f(z) > M.
O sea, f(x) «aumenta sin limite»
Ejemplo:

. 1

puesto que (z — 5)* es positivo y tiende a cero cuando z — 2.

Analogamente, f(z) «decrece sin limite» cuando z — a, y se escribe
(14.45) lim f(z) = —o0
r—a

tiene una definicién analoga (jescribala, Ud. mismo!).

También tienen sentido las versiones para los conceptos 14.43 y 14.45 cuando 2 — a™ 0 cuando
r—a .

Por ejemplo,

i 1

m ——— =—0
z—5- (T —H)" ’

si n es un natural impar mientras que

1
lim ———— = o0,
z—5t ($ - 5)”

para todo natural n.
Ahora bien, diremos que la recta z = a es una «asintota vertical» de lacurvay = f(x) si

(1446)  lim [f(x)| = oc.

El significado geométrico de una asintota vertical lo vemos en las gréaficas de y = p— y de
T —

y= ﬁ en la figura 14.23.

asintotas verticales
Figura 14.23
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En ambos casos, cuando z — 1y f(x) — oo, el punto (z, f(z)) de la curva, se aproxima a la
asintota vertical x = 1. Observe que

lim f(z) =400

1+
y
. 1
lim f(z) = —ocopara f(z) = —— ;
z—1— r—1
en cambio,
. 1 . 1
lim —— = lim ——— = +o0.

z—1t ($ — 1)2 z—1— ($ — 1)2 -

Observacion: Las asintotas verticales se presentan con frecuencia en las funciones ra-

cionalescomo f(z) = p(@) (vistas en la seccion 8.2, p. 74), en el punto x = a donde q(a) = 0,

q(x)
perop(a) # 0.
Recordemos también que existen limites finitos cuando la variable tiende al infinito. O sea,
(14.47) lim f(z) =L,
r— 400

que significa, dado € > 0, existe M > 0 tal que x > M implica |f(z) — L| < e.
Analogamente, usted puede escribir la definicion para

(1448)  lim f(z) = L.

No es dificil probar que si

lim f(z)=1L
Tr—00

y
lim g(z) = £o0,
Tr—r 00

entonces

~

. f@)

En particular, deducimos que

(1450)  lim — =0,

rz—o0 "

para r cualquier racional positivo.
La propiedad 14.50 nos permite evaluar facilmente los limites al infinito de funciones racionales.
Ejemplo: Hallar
lim — =%
z—oo 33 + Ta? — 2
Dado que conocemos 14.50, dividimos el numerador y el denominador entre =2, que es la
mas alta potencia de z en la funcion racional dada.
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Luego,
1
Y I 5 2
eho0 308 + Ta2 —2  aboo g 7 2
3+—-—-—=
T T
lim (5 !
_ MmG-%) 5.0 5
= 5 = — =
lim 3+~ 2) 3+0-0 3
r—00 x T
Observe que este mismo célculo nos dice que
52 —x 5

lim ————— ==,
2ooo 325 + 722 —2 3
El significado geométrico del enunciado lim = L, nos dice que el punto (z, f(z)) de la curva
xTr—r 00

y = f(x) se aproximaa la recta horizontal y = L cuando x — oco. En particular, con los nUmeros M y e
de la condicién 14.47, la parte de una curva en la que y > M se encuentra entre las rectas horizontales
y=L—eey= L+ e Vealafigural14.24.

Figura 14.24 asintota horizontal

Se dice que larecta y = L es una «asintota horizontal» de lacurvay = f(x) si

(14.51) lim f(z) =L, obien lim f(z)= L.

Ejemplos
1. Hallar las asintotas horizontales o verticales de f(z) = LZ Bosqueje la grafica.
T —

Solucion: Fijese que z = 2, es una asintota vertical porque |f(z)| — oo cuando z — 2. Por otra
parte,

Asi, y = 1 es una asintota horizontal.
Por otra parte,

f(x)z—m
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Como ni f'(z) ni " (x) se anulan en parte alguna, f(z) no tiene puntos criticos ni de inflexion.
Ademés, f'(z) < 0 parax # 2, 0 sea f(z) es decreciente | en R — {2}. Y también se cumple
f"(z) < 0 paraz < 2, mientras que f"(z) > 0 cuando z > 2; es decir, f es convexa (~—) en
(—o00,2) y concava (—~) en (2, 00). En la figura 14.25, Ud. puede ver la grafica.

A
y

y=x/(x-2)

asfntota horizontal

»

x

jasintots  vertical asintota vertical y asintota horizontal

Figura 14.25

2. Localizar las asintotas para el grafico de
4>

@) = e
Bosqueje la gréfica.
Solucién: Justifique los pasos que daremos a continuacion. Para las asintotas horizontales tene-
mos

;@®a—7§?—fr

-3) 1+3)

Luego, y = 4 es asintota horizontal.
Las asintotas verticalessonz =4y z = —2.
Por otra parte,

=4 (¢,qué hicimos?)

lim f(z) =ccy lim =00
z—4+ T4~

y g(4) > 0. Pero en cambio,

lim =ocoy Ilim =-o00
z—(—2)" z—(—2)t

yg(—=2) < 0.
Estos hechos se pueden ver en la figura 14.26

La curva corta al eje z, cuando y = 0; es decir, cuando 42® = 0,0seaz = 0. Se sospecha que
(0, 0) debe ser un punto de inflexion. En efecto, si usted calcula £ (0) lo verificara.

La curva corta la asintota horizontal y = 4; ya que
473
14.52 4= —8
(1452 CEFVECE)
nos lleva a
3 — 62 +32 =g?
6z> =32
y por lo tanto, la curva corta la asintota horizontal en
4
r=+— ~ +231.

V3
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Figura 14.26 asintotas

Los puntos criticos se obtienen estudiando

—422 (6% + 24)
(x —4)3(z + 2)?
2422 (x + 4)

(z —4)*(x +2)°

f(z)=
(14.53) =—

(¢Por qué?)

Luego, x = —4 nos lleva al punto critico (—4,2). Por otra parte, f(z) es t en (—4,—-2) y | en
(—o0, —4).

Es decir que (—4, 2) es un minimo local para la curva. Usted puede verificar que f(z) es T en

(_47 _2) U (07 4) y J«

en
(=00, —4) U (=2,0) U (4, c0).
f(x)es—en
(—4,-2) U (0,4) U (4, 00)
y ~en

(_007 _4) U (_27 0)

Con estos datos la curva tendra una forma muy similar a la de la figura 14.27

14.7.2 Asintotas Oblicuas

Existen también rectas que sin ser horizontales ni verticales son asintotas para una curva. Un caso asi
puede verlo en la figura 14.28
El siguiente teorema nos permite localizar las asintotas que denominamos oblicuas.

Teorema 59 Sea C el gréfico de la funcion y = f(x). Si f(z) puede ser escrita en la forma
(14.54)  f(x) = mz + b+ g(x)

con ligl g(x) = 0, entonces la recta y = ma + b es una asintota oblicua de C con pendiente m.
T—r 100
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Y
r=—2 |
/

4
_4 fZ 0 4
T

-4 4

V3 V3
Ly~ ty—|iy~ty— ly—

473
(z—4)*(z+2)

Figura 14.27 bosquejo del gréfico de f(z) =

Prueba: En la figura 14.29, C es la curva y mz + b la recta. Para un x dado, seaYr, = mz + b la

ordenadaen larectamz + by seaY, = f(z) la ordenada en la curvacC.
Sean P. y P, los puntos (z,Y:) y (z,Y1), respectivamente. De 14.54 , tenemos

Yo —Yi = f(x) — (mz 4+ b) = g(x)
Suponiendo que g(z) — 0, tenemos queY. — Yy, — 0 cuando x — oo.
Por otra parte, la distancia d es un cateto del triangulo rectangulo P.Q Py, (recto en Q) y por consi-

que tiene pendiente m.

(14.55)
guiente
(1456) d<|Y.—Yi|.
Luego, d — 0 cuando x — oo y por lo tanto la curva tiene como asintota a la rectaY;, = mx + b
a
Similarmente, usted puede demostrar el teorema para el caso en g(z) — 0 cuando x — —oo.

Ejemplos
1. Hallar las asintotas para el gréafico de la funcién
z2 + 5z +10

(1457)  f(z) = e+ 1)
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by

0 1 2 3 x
N
N
N Ké .
\\asmtota oblicua
Q
Q
\A
asintota oblicua
Figura 14.28
y
\f)c__
P,
0 z T
Figura 14.29 una asintota oblicua
Solucién: Claramente z = —1 es una asintota vertical (;por qué?) y no tiene asintotas horizonta-
les. Si efectuamos la division de (z? + 5z + 10) entre 2(z + 1), obtenemos
(1458)  f(z) = tot+24+—>
. r) = — —_—.
2 r+1
_— . 1
Comparando esta ultima ecuacion con la 14.54 tenemos que mx +b = 37 +2yqueg(z) = %
xr
. 1 . .
Como lim = 0, se sigue del Teorema 59 que la recta y = 3¢ + 2 es una asintota oblicua de la
Tr—00

gréafica de 14.57.

Por otra parte, g(z) > 0 si z > —1, de modo que la curva esta por sobre la asintota cuando
x > —1. Cuando z < —1,g(x) < 0y la curva estd por debajo de la asintota. Usando todo lo
aprendido, usted deberia obtener un dibujo de la curva similar al de la figura 14.30.

. Hallar las asintotas y bosquejar la grafica de la funcién

(1459)  f(z) =
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y= (x"2+5x+10)/ x+2\\_/
4
y= 2+x//

_%4 2 2 4 6
-2
-4
_ 2’ +5x+10
” @)=+
Figura 14.30

Solucién: Ayuda mucho saber si una funcion posee algun tipo de simetria o como ya habia dicho,
conocer su paridad.

En este caso particular, f(—z) = —f(z); es decir, se trata de una funcién impar; de modo que
basta analizar la curva en x > 0 para tener toda la curva; ya que ella seré simétrica respecto al
origen.

Asi, z = 1 es una asintota vertical y por consiguiente también lo serd z = —1.(z> — 1 = 0). Esta
curva no tiene asintotas horizontales, pero si tiene asintota oblicua. En efecto,

3

(14.60)  f(z) = =z+

z2—1 z2—1"

(efectuando la divisién). Utilizando el Teorema 59, tenemos que mz +b=z;0seam =1,b =0y
1
(1461)  lim —— = lim —Z_ =0.
r—00 < — r— 00
1-—
T
T

Es decir, g(z) = y g(z) — 0, cuando z — co.

2
z? -1
Luego la recta y = x es una asintota oblicua. Analizamos ahora la primera derivada.

reoN 1 22— 1)322 — 2%(22
70 = gt (- hae” - e

(14.62) = m(

x> —3).

Los puntos criticos son 2 = 0;2 = ++/3 y 2 = =1 (donde no existe, pero que ya sabemos su
interpretacion; son las asintotas verticales).

Por otra parte, f'(z) > 0siz> — 3 > 0,0 sea
z € (V/3,00) U (=00, —V3)

y f'(z) <0siz® —3 <0,0sea
ze (—V3,—-1)U(-1,1) U (1,V3)

o sea, que los puntos (v/3, g\/g) y (=3, —g\/g) son puntos de minimo local y maximo local,
respectivamente.
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Dejamos al lector, calcular " (z) y ver que (0,0) es un punto de inflexién. Ademas, f(z) es — si
z € (—1,0) U (1,00) Yy f(x) es ~siz € (—oo,—1) U (0,1). Un bosquejo de la curva lo tiene la

figura 14.31

r=-1 =1 43

V= oo
5V3
~V3
\/3 T
_%\/5
- 1‘3
Figura 14.31 bosquejo de f(x) = g

14.7.3 Problemas: graficacion
Ejercicios

1. En los ejercicios que se dan a continuacion, hallar todas las asintotas y dibujar la gréafica.

@ fa) = -2t © f@=5%
0 fz)=2=2 O @) = [ ez
T 202 —x —8
(c) f($):x2—+1 (9) f(a:):ﬂ
2 —
d) flz)= 21_21_90 () f(=)= %_ZH

b . o
2. Demuestre que las rectas y = +2% son asintotas para la hipérbola®
a

2 2
4T =1
bz a

3. ;Tiene asintotas la parabola y = z>?

4. (Tiene asintotas la recta y = mx + b?

8Sugerimos resolver todos los problemas de §8.3 Graficacién de Funciones del texto Gufa de Problemas, Mate-
maticas | de Reinaldo Giudici y Rosa S. de Giudici
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5. Demuestre que que p(x) es un polinomio de grado n+1y ¢(z) uno de grado n, entonces el grafico
de la funcién racional

_ plx)

q(x)
tiene siempre una asintota que no es vertical.

14.7.4 Respuestas

1. Asintotas
(@ =z = -1,y = —2 Gréfico similar al de la figura 14.32

- 6/4 -2 2 4 6’

-4

-6

_ _ 20+ 7

8 fl@)==-"—4
Figura 14.32

(b) Asintotas x = 1,y = 2 Grafico similar al de la figura 14.33

|

-5 -4 -2 % q A
-4
-e 2¢ — 5
f@) ===
Figura 14.33

(c) Asintotas en y = 0 maximo global en (1, 5) minimo global en (—1,—%) es una funcion
impar similar al de la figura 14.34
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o) = ng:— 1

Figura 14.34

Figura 14.35



14.7 Asintotas y dibujo de curvas

287

. 1 . 1 .
(d) Asintotasz =0,z = Y= 0; méaximo local en (Z’ 8). Ver figura 14.35.
(e) Asintotas x = £2,y = 1; méximo local en (0, —%). Ver figura 14.36.
4
-4 -3 1 1 3 4q
>+ 3
f(x) - .T2 —4
Figura 14.36
. . 2k .
(f) Asintotas verticales z = 5 k € Z — {0}. Ver la figura 14.37.
4
3
1
-3 2 - 1 2| 4
-1
-3
- Flz) = senx
T 14 2cosz
Figura 14.37

(9) Asintota horizontal z = 3/2. Asintota oblicua y = = + 1. Curva similar al de la figura 14.38.
(h) Asintota horizontal x = 2. Asintota oblicua y = x; minimo local (4,6); méaximo local

(0, —2); —en (2,00); ~en (—oo,?2). Ver figura 14.39.
2. Debe probar que

lim (b_x — é\/:1:2 +a?)=0.

rz—oo @ a

Para ello observe que

g(x —Vz2+a?)(z+ V2 +a?) = —abd.
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>
S
o

_2x2—x—8 -

fl@)=—-—3
Figura 14.38

10

ES
o
o

. 22— 2z +4
fe)="—"%—
Figura 14.39
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3. No.
4. Si, la propia rectay = mz + b.
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